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Kapitel 1

Uniforme Strukturen

Viele Begriffe die man aus der Theorie metrischer Rdume kennt, kann man im Kontext topologischer Réume nicht
bilden. Dies betrifft solche, wo es notig ist zu erfassen wann Umgebungen verschiedener Punkte ,.gleich grof3*
sind. Im metrischen Raum kann man — intuitiv — Kugeln als ,,gleich grof3** betrachten, wenn sie den selben Radius
haben aber egal welchen Mittelpunkt sie haben. Beispiele fiir solche Begriffe wiren insbesondere gleichmifige
Stetigkeit von Funktionen, Cauchy-Folgen, oder totale Beschrinktheit.

Uniforme Ridume sind Objekte die von ihrer Allgemeinheit zwischen metrischen und topologischen Rdumen
liegen, und bei denen man Begriffe dieses Typs sinnvoll definieren kann.

& Kategorielle Perspektive:
Wir kennen die Kategorien

> Metr deren Objekte die metrische Rdume sind mit allen isometrischen Funktionen als Morphismen.
> Top deren Objekte die topologischen Rdume sind mit allen stetigen Funktionen als Morphismen.

In diesem Kapitel definieren wir eine Kategorie Unif die zwischen diesen beiden Kategorien liegt. Wobei ,,dazwi-
schenliegen® sich in dem Sinne versteht, dass man Funktoren F}: Metr — Unif und F¥: Unif — Top hat, die
auf Morphismen als Identitit agieren. &

1.1 Uniformititen und gleichmiiBig stetige Abbildungen
Sei X eine Menge. Wir bezeichnen im Folgenden fiir zwei Relationen R, S € XXX mit RoS das Relationenprodukt
RoS ={(x,y) eXxX: Az€X. (x,2)€RA(z,y) €S},

mit R~! die inverse Relation
R ={(x,y) e XxX: (y,x) €R},

und mit A die Diagonale
A={(x,x): xeX].

1.1.1 Definition. Sei X eine Menge. Eine Uniformitit U auf X ist eine nichtleere Familie von Teilmengen von
X X X, mit den folgenden Eigenschaften:

U1) YUeU. ACU

U2y VU,L,U,eU. U nUyel

U3) VUelU, VXXX UcV=Vel
(U4 YUeUAVeEU. VoVCU

U5) YUeU. U'lelU
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Ein Paar (X, U) bestehend aus einer Menge X und einer Uniformitdt U auf X hei3t ein uniformer Raum. Die
Elemente einer Uniformitit heien Nachbarschaften. 0

Man bemerke, dass eine Uniformitit stets ein Filter auf der Menge X X X ist.
Fiir zwei Funktionen f;: X; — Y, und f5: X, — Y, bezeichnen wir im Folgenden mit f; X f, die komponen-
tenweise agierende Funktion
Xi1xX, - YixXDh
X fa:
Jixf { (rx) o (filx), H)

1.1.2 Definition. Seien (X, U) und (Y, V) uniforme Réume, und f: X — Y. Dann heilt f gleichmdfig stetig,
wenn

(GS) YWVeV. (fxf'(V)elU

& Kategorielle Perspektive:
Die identische Abbildung idy: (X, U) — (X, U) ist offenbar gleichmifBig stetig. Wegen der Rechenregel

(fiog) X (faoga)=(fi X f2)o(g1xXg2)

und den Rechenregeln fiir vollstidndige Urbilder, ist fiir zwei gleichmé@Big stetige Funktionen f: (X, U) — (Y, V)
und g: (Y, V) — (Z, ‘W) auch die Zusammensetzung g o f: (X, U) — (Z, W) gleichmiBig stetig.

Wir haben also eine Kategorie Unif deren Objekte die uniformen Rdume sind mit allen gleichmiBig stetigen
Funktionen als Morphismen.

Um konkrete Uniformititen zu konstruieren, bedient man sich oft der folgenden Aussage.
1.1.3 Lemma. Sei B eine nichtleere Familie von Teilmengen von X X X mit den folgenden Eigenschaften:
(B1) VBeB. ACB
B2) VB,B,eBIAeB. ACB NB,
B3) VYBeBIAeB. AocACB
(B4) VYBeBIAeB. A'CB

Definiere
U={UCXxX: ABeB. BC U}.

Dann ist U eine Uniformitdt auf X.
Beweis. Wir miissen zeigen, dass U die Eigenschaften (U1)-(U5) hat.
> SeiU € U. Wihle Be Bmit BC U.Danngilt ACBCU.

> Seien U, U, € U. Wihle B;,B, € Bmit By C U; und B, C U,. Wihle A € B mit A C B; N B,. Dann gilt
ACU NU,.

> SeiUeUundV C X xXmitU CV.Wihle Be 8BmitBC U.Dannistauch BC V.
> SeiU e U. WihleBe Bmit BC U,undA € BmitAoAC B.DanngiltAe U undAoACU.
> Sei U € U. Wihle Be Bmit BC U,und A € Bmit A~! C B. Dann gilt A € W und A™! C U.
O

Wir wollen uns nun iiberlegen, dass jede Pseudometrik auf X eine Uniformitit induziert. Dabei verstehen wir unter
einer Pseudometrik auf einer Menge X eine Abbildungen d : X X X — [0, o) die alle Eigenschaften einer Metrik
hat mit moglicherweiser Ausnahme von ,,d(x,y) =0 = x = y*.
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1.1.4 Beispiel. Sei (X, d) ein pseudometrischer Raum. Fiir n € N bezeichne mit S, den ,,%-Schlauch“ um die
Diagonale

Sp={(x,y) e XxX: d(x,y) < %}
Wegen den Eigenschaften einer Pseudometrik gelten (B1)—(B4):
> Da stets d(x, x) = 0, haben wirAC S ,,.
> Nach Definition ist S, NS, = S max{nm)-
> Wegen der Dreiecksungleichung gilt S, 0 S5, C §,.
> Da stets d(x,y) = d(y, x), haben wir S, = S 1.

Lemma 1.1.3 zeigt nun, dass
U, ={UCXXX: dneN. S, CU}

eine Uniformitit auf X ist. Wir sprechen von U, als der von der Metrik induzierten Uniformitdit.

Diese Konstruktion ist mit dem wohlbekannten Begriff der gleichméBigen Stetigkeit in metrischen Raumen,
bzw. dem oben definierten der gleichmifBigen Stetigkeit in uniformen Ridumen vertriglich. Dazu erinnere man
sich, dass eine Funktion f: (X},d;) — (X3, d) gleichmiBig stetig heil3it, wenn

Ye>036>0. di(x,y) <6 = da(f(x), f(y) <€

Klarerweise ist dies dquivalent zu

YneN3dmeN. di(x,y) < n% = d(f(x), f() < %

und damit zu
VneNdImeN. S, C(fx)(S,.

Wir sehen, dass f: (Xi,d;) — (X5, d>) genau dann gleichmifig stetig ist (im Sinne der metrischen Rdume), wenn
1 (X1, Uy) — (X2, Uy,) gleichmiBig stetig ist (im Sinne der uniformen Raume).

Klarerweise konnte man anstelle der in der Definition der Mengen S, vorkommenden Folge % irgendeine
Nullfolge (c¢,)nen verwenden. Exakt ausgedriickt: ist ¢, > 0 mit ¢, — 0, so bilden die Mengen S, = {(x,y) €
X X X: d(x,y) < cy} eine Filterbasis von U,;. Ebenso erhdlt man eine Filterbasis von U, durch die Mengen
Sy ={(x,y) e X xX: d(x,y) < cp},n €N, o

& Kategorielle Perspektive:
Wir haben einen Funktor F, SM von der Kategorie pMetr aller pseudometrischen Rdume mit gleichméBig stetigen
Funktionen als Morphismen in die Kategorie Unif. Dieser agiert auf Objekten als (X,d) — (X, U;) und auf
Morphismen als f — f.

Da jeder metrische Raum auch ein pseudometrischer Raum ist, und jede isometrische Abbildung auch
gleichmiBig stetig ist, haben wir auch F} : Metr — Unif. Nimlich als Einschrinkung von F SM.

Ein interessantes Beispiel uniformer Rdume erhélt man von topologischen Gruppen.

1.1.5 Beispiel. Eine topologische Gruppe (X, -, T") ist eine Gruppe (X, -) gemeinsam mit einer Topologie 7, sodass
die Abbildung
{ XxX,TxT) —» X7
xy) = x!

1

stetig ist (hier bezeichnet 7 x 7~ die Produkttopologie). Aquivalent dazu ist dass die Abbildungen x — x~! und

(x,y) — x -y beide stetig sind.
Bezeichne mit U7 (e) den Umgebungsfilter bzgl. 7~ des Einselementes e der Gruppe. Fiir W € U” (e) setze

Sw={x,y)eXxX: xyl e W)
Dann erfiillt die Familie {Sw: W € U” (e)} die Axiome (B1)—(B4):

> Es gilt stets xx ' =eeW,alsoAC Sy.
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> Ist Wi, W, € U7 (e), so hat auch W, N W, diese Eigenschaft. Offenbar gilt S w,~rw, = Sw, N Sw,.

> Sei W € U” (e) gegeben, und wihle V € U7 (e) mit V - V C W. Diese Wahl ist wegen der Stetigkeit der
Multiplikation und e - e = e moglich. Wir wollen nun zeigen, dass Sy o Sy C Sw. Dazu sei (x,y) € Sy oSy,
und z € X mit (x, 2), (z,y) € Sy. Dann ist

=) @ heV-VeW
> Sei W € U7 (e) gegeben, und wihle V € U7 (¢) mit V™' C W. Diese Wahl ist wegen der Stetigkeit der
Inversenbildung und e~!' = e moglich. Offenbar gilt S -1+ = (Sy)~!, und wir erhalten (Sy)™' € Sy.

Nach Lemma 1.1.3 ist
U={UcCXxX: WeU (e). SwCU)

eine Uniformitét auf X, und wir sprechen von der Uniformitdt der topologischen Gruppe. Diese Uniformitét ist —
schon vom Typ ihrer Konstruktion — eng mit der Struktur von X als topologische Gruppe verbunden. Wir werden
sehen, dass dies einige interessante Konsequenzen hat. 0

1.2 Die von einer Uniformitit erzeugte Topologie

Wir wollen nun auf einem uniformen Raum (X, U) eine Topologie definieren. Als Vorbild nehmen wir die be-
kannte Konstruktion der Topologie eines metrischen Raumes.
Fiir U € X X X und x € X bezeichnen wir mit U(x) die Menge

Ux)={yeX: (x,y) e U}.
Intuitiv denkt man manchmal von U(x) als der ,, U-Kugel mit Mittelpunkt x .
1.2.1 Definition. Sei (X, U) ein uniformer Raum. Definiere 7, als
Ty ={0CX: ¥Vxe03AU e U. U(x) C O}
Wir nennen 7 die von U erzeugte Topologie. o
Als erstes wollen wir uns iiberlegen, dass 7, tatsdchlich eine Topologie ist.
> Offensichtlichist @ € 74, und X € 7,.

> Ebenso offensichtlich ist dass fiir jede Familie O;, i € I, von Mengen aus 7, die Vereinigung | J;c; O; wieder
in T liegt.

> Um die Abgeschlossenheit beziiglich endlicher Durchschnitte zu sehen, verwenden wir die Eigenschaft (U2).
Seien 01,0, € Tq;,und x € O; N O,. Wihle Uy, U, € U mit U (x) € Oy und U,(x) € O,. Es gilt stets
Ui(x) N Uz(x) = (Uy N U2)(x),
und wir schliessen, dass (U; N Uy)(x) € O1 N O;.

1.2.2 Beispiel. Im Fall der Uniformitit eines pseudometrischen Raumes erhilt man tatséchlich die tibliche Topo-
logie des Raumes. Sei (X, d) ein pseudometrischer Raum. Bedenkt man die Konstruktion von U, so sieht man
dass

OcTqy, © VxeOdneN. S,(x)cO

Nun ist 1
S,(x)={yeX: dxy) < ;},
also die %—Kugel mit Mittelpunkt x. ¢

Um mit der Topologie einer Uniformitit arbeiten zu konnen ist die Tatsache praktisch, das man die Umgebungs-
filter beziiglich 7, explizit bestimmen kann.
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1.2.3 Lemma. Sei (X, U) ein uniformer Raum, und Tq; die von U induzierte Topologie. Dann gilt fiir jedes x € X
Uu(x) = {U(x): UeU).

Beweis. Bezeichne das Mengensystem auf der rechten Seite mit “W(x). Als erstes bemerken wir, dass W (x) ein
Filter ist:

> Wegen U # 0 ist auch W(x) # 0. Da stets x € U(x) gilt, ist kein Element von “W(x) leer.
> Wegen U;(x) N Uy(x) = (U; N Uy)(x) ist W(x) beziiglich endlicher Durchschnitte abgeschlossen.

> Sei U e Uund W C X mit U(x) C W. Setze
Vi=UU{x}xW.
Dann gilt U € V, und daher V € U. Nun ist V so definiert, dass V(x) = W.

Als zweites bemerken wir, dass die Definition von 7¢; nun besagt
0Ty & Yxe 0 AW e W(kx). WcCO.

Die Inklusion U”%(x) C “W(x) ist einfach einzusehen. Sei dazu W € U”%(x). Wihle O € Ty mitx € O C W,
und nun wihle U € U mit U(x) € O. Dann gilt U(x) € W, und damit W € W(x).
Um die umgekehrte Inklusion einzusehen, zeigen wir zuerst die folgende Tatsache:

YxeX,WeWkx) AW € W(x) Vye W'. We W(Q).

Wihle U € U mit W = U(x). Nun wihle U’ € U mit U’ o U’ C U, und setze W’ := U’(x). Sei y € W’. Wir zeigen,
dass U’(y) € W, und damit dass W € W(y). Sei dazu z € U’(y). Dann haben wir (x,y) € U’ und (y,z) € U’, also
(x,2)€eU'oU" CcU,dh.z€ U(x).
Nun zeigen wir
VxeX,WeWkx). W={yeX: WeWQy)eTqy.

Sei dazu z € W. Dann ist also W € “W(z), und wir finden nach dem oben bewiesenen eine Menge W’ € ‘W(z)
mit W € W(y), y € W’. Damit haben wir W C W. Nach obiger Charakterisierung von 7, schliessen wir dass
WeTqy.

Sei nun W € ‘W(x). Fiir die oben konstruierte Menge w gilt offenbar x € Wund W C W.Da W € T a1, haben
wir daher W € U (x). ]

Als einfache Folgerung erhalten wir

1.2.4 Korollar. Seien (X, U) und (Y,V) uniforme Réume, und f : (X, U) — (Y,°V) gleichmdfsig stetig. Dann ist
[ X Ty) — (Y, Ty) stetig.

Beweis. Sei x € X und O € T+ mit f(x) € 0. Wihle V € V mit V(f(x)) C O, und setze U = (f x £)"'(V). Dann
ist U € U, und daher U(x) eine Umgebung von x bzgl. 7¢,. Isty € U(x), d.h. (x,y) € U, so folgt (f(x), f(»)) € V,
d.h. f(y) € V(f(x)). Wir haben also f(U(x)) C V(f(x)). O

& Kategorielle Perspektive:

Wir haben einen Funktor F. ¥ : Unif — Top. Ndamlich indem wir einem uniformen Raum (X, U) den topologischen
Raum (X, 7¢) zuweisen, und F‘TJ auf Morphismen als f +— f agieren lassen.

Wir wollen nun zu dem Beispiel einer topologischen Gruppe zuriickkehren. Hat man eine topologische Gruppe
(X,-,7), so hat man in kanonischer Weise auch die Uniformitét U der topologischen Gruppe. Diese erzeugt nach
dem Obigen wiederum eine Topologie 7.

1.2.5 Proposition. Sei (X,-,7") eine topologische Gruppe, U die Uniformitit der Gruppe, und T, die von U
erzeugte Topologie. Dann gilt Tqy = T .

Beweis. Wir verwenden wiederholt die Beschreibung Lemma 1.2.3 des 7¢,-Umgebungsfilters eines Elementes.
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® Wir zeigen U” (e) = U4 (e).
Es gilt
U ) ={Ue): Ue U} ={{yeX: (e,y) € U}: UeU).

Nach Definition von U existiert fiir jedes U € U eine Menge W € U” (¢) mit Sy C U. Also ist
{yeX: (ey)eSw): Wel(e)

eine Filterbasis von U7 (e).

Nun gilt fiir W € U (e) dass
yeX: (e,y)eSy)=eX:ylewy=w"

Da die Inversenbildung x +— x~! ein Homdomorphismus bzgl. 7~ ist, ist {(W~': W € U” (e)} = U” (e). Wir sehen,
dass U” (e) eine Filterbasis von U’ (e) ist. Da U” (e) selbst schon ein Filter ist, folgt U” (¢) = U 4 (e).

@ Wir zeigen dass alle Translationen 7 : x — xz bzgl. 7¢; stetig sind.
Sei x € X und V € U”%(e) gegeben. Es gilt

U (xz) = {U(xz): UeU)={{yeX: (xz,y) € U}: UeU).
Wihle U € U mit V = {y € X: (xz,y) € U}, und withle W € U” (¢) mit Sy C U. Dann gilt
VolyeX: xz,y)eSwl={yeX: xz-y ' eW}
Setze V' := {y € X: xy~! € W}. Danniist V' € U4 (x). Fiiry € V' gilt xz- (y2)™' = xy~' € W, also ist

T.(V)c V.

Die Trennungseigenschaft (T;) 146t sich in einfacher Weise charakterisieren.

1.2.6 Proposition. Sei (X, U) ein uniformer Raum. Dann gilt

T ist (T)) & Ty ist (Ty) & ﬂ U = A.
UelU

Beweis. Die Implikation (T;)=(Ty) gilt stets.

Sei vorausgesetzt, dass (Tp) gilt. Ist (x,y) € (X X X) \ A, so existiert O € T, sodass entweder x € O,y ¢ O
odery € O,x ¢ O. Im ersten Fall wihle U € U mit U(x) € O. Wegen y ¢ U(x) haben wir (x,y) ¢ U. Im zweiten
Fall wihle U € U mit U(y) C O. Wegen x ¢ U(y) haben wir (y, x) ¢ U, und daher (x,y) ¢ U™' € U.

Sei vorausgesetzt, dass (\yegy U = A, und seien x,y zwei verschiedene Punkte von X. Wihle U € U mit
(x,y)¢ U.Dann gilty ¢ U(x) € U (x)und x ¢ U™ (y) € UTH(y). O

1.2.7 Beispiel. Wir wollen in diesem Kontext zu dem Beispiel eines pseudometrischen Raumes zuriickkehren. Sei
(X, d) ein pseudometrischer Raum, U, die von d induzierte Uniformitit, und 7, die von d induzierte Topologie
(wir wissen bereits aus Beispiel 1.2.2, dass 74 = T,). Es gilt

() U=1{»: dxy =0).

UeUy

Insbesondere ist
Tqist (T)) & T,ist (Ty) & d ist Metrik.
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1.3 Totale Beschrinktheit, Vollstindigkeit

1.3.1 Definition. Ein uniformer Raum (X, U) heilit total beschriinkt, wenn

YUeEU Axy,....,x, €X. X=U(x))U...UU(xp).

1.3.2 Definition. Sei (X, U) ein uniformer Raum.
> FEin Netz (x;);c; heiit ein Cauchy-Netz in (X, U), wenn
YU eU Jigel Vi, j>ip. (xj,x)€U.

> Der uniforme Raum (X, U) heiit vollstindig, wenn jedes Cauchy-Netz in (X, U) bzgl. der von U induzierten
Topologie 7¢, konvergent ist.

1.3.3 Proposition. Seien (X, U) und (Y, V) uniforme Réiume, und ¢ : X — Y.
(1) Sei ¢ surjektiv und gleichmdpfig stetig. Ist (X, U) total beschrdnkt, so ist auch (Y,V) total beschriinkt.

(ii) Sei ¢ bijektiv, und ¢ : (X,Tq;) — (Y,T+) stetig, und ¢~ : (Y, V) — (X, U) gleichmiifig stetig. Ist (X, U)
vollstandig, so ist auch (Y,V) vollstindig.

Beweis.

@ Wir zeigen (i).

Sei V € V gegeben. Setze U := (f x f)~'(V), dann ist U € U. Wiihle x;,...,x, € Xmit X = U(x;) U...U U(x,).
Seinun y € Y, und wihle x € X mit f(x) = y. Wihle iy € {1,...,n} mit x € U(x;,), dann gilt also (x;,, x) € U.
Damit folgt (f(x;,), f(x)) € V, also f(x) € V(f(x;,)). Wir sehen, dass ¥ = V(f(x1)) U... U V(f(x,)).

@ Wir zeigen (ii).
Sei (¥;)ie; €in Cauchy-Netz in (¥, V), und setze x; := f~'(y;). Ist U € U, so ist
V=% N u)ev.
Wihle iy € 1, sodass fiir alle 7, j > ig gilt (y;,y;) € V. Dann gilt
ejpx) = (X OO €U, iy j 2o

Also ist (x;);e; ein Cauchy-Netz in (X, U). Sei x € X mit (x;);e; — x bzgl. T¢;. Dann folgt (f(x;))ie; — f(x) bzgl.
T.

[m]

Wir konnen nun eine, zu der aus der Theorie der metrischen Raume bekannten analoge, Charakterisierung von
Kompaktheit zeigen.

1.3.4 Satz. Sei (X, U) ein uniformer Raum. Dann sind dquivalent:
(1) (X,Tq) is kompakt.
(i1) (X, U) ist volistindig und total beschrdnkt.

Beweis von Satz 1.3.4, “()=(ii)”. Wir zeigen, dass X total beshrinkt ist. Sei U € U. Fiir x € X ist U(x) €
U (x), und X = |J,cy U(x). Daher finden wir xi,...,x, € X mit X = UL, Uxy).

Sei nun (x;);e; ein Cauchy-Netz in (X, U). Wihle ein konvergentes Teilnetz ¢ : J — [und x € X mit (x,j)) jes —
x. Wir zeigen, dass auch (x;);e; — x. Sei U € U, und wihle Ve U mit Vo V C U. Wihle iy € I mit (x;, x;) € V,
i,1 > ip. Wiihle jo € J mit x,(;) € V(x), j = jo, und «(jo) = ip. Dann gilt

(x, x7) = (x, xl(‘,‘o)) o (xl(_,-o),xg) eVoVCU I>i.
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Fiir den Beweis der Umkehrung verwenden wir die folgenden beiden Lemmata.
1.3.5 Lemma. Sei X eine Menge, und (x;);c; ein Netz in x. Dann existiert ein Teilnetz 1 : J — I von (x;)ic; sodass
YMCX (joed Vji=jo. xjyeM)V@Qjoed Vj= jo. xj € M) (1.3.1)
Beweis. Betrachte den Endstiickfilter
F={NCcX: Jdigel. {x;:i>iy SN}

und wihle einen Ultrafilter £ mit ¥ 2 F.
Um ein Teilnetz zu konstruieren, defineren wir zunichst

J:={(i,N)eIxF: x;€N},

und
N2 (/.N): & (j2 ] ANCN).

Mit dieser Relation wird J zu einer gerichteten Menge: Die Reflexivitit und Transitivitdt von > ist klar. Seien
(iN),(j’,N') € J. Wihle k € I mit k > j, j’. Dann ist

NON N{x;: i>k}eF,
und daher nichtleer. Wihle &’ > k sodass x;x € N N N’, dann ist
(k,NNnN)e Jund (K, NNN") > (j,N),(j,N).

Die Abbildung ¢ : J — I sei nun die Projektion auf die erste Komponente: «(j, N) := j. Offenbar ist ¢ monoton.
Weiters gilt «(J) = I da fiir jedes i € I das Paar (i, {x;: j > i}) zu J gehort, insbesondere ist ¢(J) cofinal in /. Wir
haben also das Teilnetz (x,(;n))(jnyes VON (X;)ier-

Wir zeigen jetzt, dass dieses Teilnetz die gewiinschte Eigenschaft (1.3.1) hat. Sei dazu M C X. Dann ist, da
F ein Ultrafilter ist, entweder M € ¥ oder M¢ € F. Betrachte den ersten Fall. Wihle iop € I beliebig, dann ist
M N {x;: i > iy} € F, also nichtleer. Wihle i; > iy mit X, € M, dann ist (i;, M) € J. Fiir (j, N) > (i1, M) gilt
X,(jn) = Xj € N € M. Den zweiten Fall behandelt man genauso. m|

1.3.6 Lemma. Sei (X, U) ein total beschrinkter uniformer Raum, und (x;);c; ein Netz in X fiir welches die Eigen-
schaft (1.3.1) gilt. Dann ist (x;)ie; ein Cauchy-Netz in (X, U).

Beweis. SeiU € U,und wihle Ve UmitV=V'und VoV C U.Wihle xi,...,x, € XmitX = V(x))U...U
V(x,). Fiir jedes [ € {1, ..., n} gilt wegen (1.3.1)

(31'[ elVi>i. xj € V(xl)) \% (E|i1 elVi>i. x; € V()C])C)
Sei angenommen dass fiir alle [ € {1,...,n} die zweite Alternative eintritt. Wahle i € I mit i > iy,...,i,, dann ist
xi € V(x)) Nn...Nn V(x,)° = 0, ein Widerspruch. Also, existiert [ € {1,...,n} sodass fiir /j die erste Alternative

eintritt. Damit folgt

(X, %) = (Xppo X)) 0 (xp, X)) €V 0V =VoOVCU, i,j2i,.

Beweis von Satz 1.3.4, “(i))=(1)”. Sei (x;);e; €in Netz in X. Nach Lemma 1.3.5 finden wir ein Teilnetz ¢ : J — 1
sodass (x,j))jes die Eigenschaft (1.3.1) hat. Nach Lemma 1.3.6 ist (x,(;)) je; ein Cauchy-Netz in (X, U), und daher
konvergent in (X, 7). O
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1.4 Metrisierbarkeit

Wir einen uniformen Raum (X, U) pseudometrisierbar (bzw. metrisierbar), wenn es eine Pseudometrik (bzw.
Metrik) d auf X gibt, sodass die von d gemil} Beispiel 1.1.4 induzierte Uniformitat U, gleich U ist.

1.4.1 Satz. Ein uniformer Raum (X, U) ist genau dann pseudometrisierbar, wenn der Filter U eine abzdhlbare
Filterbasis hat.

Dass die angegebene Abzihlbarkeitseigenschaft notwendig fiir Pseudometrisierbarkeit ist, ist klar.

Beweis von Satz 1.4.1, “=”. Sei vorausgesetzt, dass U = U, fiir eine Pseudometrik d auf X. Dann bilden, nach
Definition von U, die Mengen

1
Up={(x,y) e XxX: dx,y)< -}, neN,
n
eine Filterbasis von U. O

Die umgekehrte Implikation zu zeigen erfordert die Konstruktion einer geeigneten Pseudometrik.

Beweis von Satz 1.4.1, “<”. Sei vorausgesetzt, dass U eine abzédhlbare Filterbasis hat, und sei
B={U,: neN}
eine solche.
@ Wir konstruieren induktiv Mengen V,,, n € N, mit den Eigenschaften
Vo=XxX, VoeU,neN, V,=V.!' n>0, V,0V,0V,CU,NV,_,n>1. (1.4.1)
Beachte, dass wegen V,, e Y und V,, C V,, 0V, 0V, C U,_1, n € N, die Familie C := {V,,: n € N} eine Filterbasis
von U sein wird.

Fiir n = 0 setze Vj := X X X, dann gelten alle Eigenschaften (1.4.1). Sei nun n > 1, und sei angenommen dass
Vo, ..., V,_1 mit (1.4.1) schon konstruiert sind. Es ist U, N V,,_; € U, also finden wir W,, € Y mit W,, = W;l und
W,oW,cU,NV,_;. Wegen W, € U finden wir V, e U mit V,, = V; 'und V, o V,, € W,. Wir erhalten

VioVyoV, C(V,oV)o (Vo V) ST W,o W, CU,NV,.

@ Betrachte die Funktion
fC,y) =inf{27": n>0,(x,y) € V,}.
Die Menge auf der rechten Seite ist stets nichtleer denn Vy = X X X.
Die Funktion f hat die folgenden Eigenschaften:

Wir haben stets f(x,y) € [0, 1].

DaV, 2 V,;1,n eN,istdie Menge {n € N: (x,y) € V,,} ein Intervall [0, ny] in N, oder ganz N. Im ersten Fall

ist f(x,y) =27 =min{2™": n > 0,(x,y) € V,}, im zweiten Fall ist f(x,y) = 0.

> EsgiltV, = {(x,y) €e XX X: f(x,y) <27"}, n € N. Insbesondere bilden die Mengen {(x,y) € X X X: f(x,y) <
27"}, n € N, eine Filterbasis von U.

> DaACV,neN,giltstets f(x,x) =0.

> DaV,=V,!, neN,giltstets f(x,y) = f(y, ).

v v

® Wire f eine Pseudometrik, so hitten wir schon U = Uy, da ja die Mengen {(x,y) € X X X: f(x,y) < 2™},
n € N, eine Filterbasis von U bilden wiirden, cf. Beispiel 1.1.4. Leider erfiillt f im Allgemeinen nicht die
Dreiecksungleichung. Um diese zu erzwingen betrachte die Funktion

dx,y)=inf{ ) fOion,x): m= 1, (o, X) € X", xg = X, % = 3}
i=1
Die Menge auf der rechten Seite ist nichtleer, denn sie enthilt stets (die Wahl fiir m = 1) den Wert f(x,y).
Insbesondere haben wir also
d(x,y) < f(x,y), x,y€X. (1.4.2)

Weiters sind alle Elemente der Menge auf der rechten Seite nichtnegativ, also ist auch d(x,y) > 0. Wir wollen nun
nachrechnen, dass d eine Pseudometrik ist:
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> Stets gilt 0 < d(x, x) < f(x,x) =0, also d(x, x) = 0.

> Die Mengen in den Definitionen von d(x,y) und d(y, x) sind gleich: Sei m > 1 und (xo, ..., x,) € X" mit
X0 = X, Xy = Y. Setze x} = Xpj, j = 0,...,m, dann ist (x,,..., X)) € X" und Xy = ¥, x,, = x. Weiters gilt
wegen der Symmetrieeigenschaft von f

m

D P12 = f00, %)+ G, %) = [0, X0) + o+ fCos 1) = | (K, ).

i=1 =1

> Es gilt die Dreiecksungleichung: Seien x,y,z € X, und seien (xg, ..., X,) € X" mit xp = x, X, = y, und
(X5, ..., X)) € X"+ mit x) = y,x/, = z. Setze
. Xi 5 i=0,...,m,
i = X, i=m+1 m+m'
i-m? - Tt .
Dann ist (Yo, . . ., Vimen) € X+ mit yo = X, Yipemr = 2z, und

m+m’ m m'
d(x2) < Y fOiny) = ) Fenx) + ) f 2,
i=1 i=1 i=1
Geht man zum Infimum iiber alle Folgen (xo, ..., x,) und (xg, ..., x,,,) iiber, so folgt d(x, z) < d(x,y) + d(y, z).
@ Die Ungleichung (1.4.2) gewihrleistet dass U,; C U. Denn wir haben
S ={(y) e XxXX: dx,y) <2 2{(x,y) e XxX: f(x,y) <27} =V,, neN,
die Mengen S, bilden eine Filterbasis von U, und die Mengen V, gehoren zu U.
® Wir zeigen nun eine zu (1.4.2) bis auf eine Konstante umgekehrte Ungleichung, ndmlich
f(x,y) <2d(x,y), x,yeX (1.4.3)

Dazu zeigen wir mittels Induktion nach m dass
Fo. ) 23 O, x), (Xos o ) € X, (14.4)
i=1

Daraus folgt (1.4.3) sofort, indem man zum Infimum iiber m > 1 und xy, ..., x,,—; libergeht.

Fiir m = 1 gilt (1.4.4), denn f(xp,x;) > 0. Sei m > 1 und sei vorausgesetzt, dass (1.4.4) fiir alle Folgen in
X"+ mit m’ < m gilt. Sei (xo, ..., x,) € X"*! gegeben, und setze

ri= if(xi_l,xi).
i=1

Wir erledigen zuerst den Fall dass r = 0. In diesem Fall gilt f(x;_1,x;) = O fiiralle i = 1,...,m, also (xj_1,x;) €
Voo := (et V- Zu n € N wihle n” € N mit

Vyo...oV, CV,.
———
m mal

Diese Wahl ist wegen der letzten Eigenschaft in (1.4.1) sicherlich moglich. Dann gilt
(x0, Xm) = (x0,x1) 0 ...0 (Xp=1,Xm) € Voo...0V,CVyo...0V, CV,

und da n € N beliebig war folgt (xo, x,,) € V. Also haben wir auch f(xg, x,,,) = 0.

Sei nun angenommen dass r > 0. Sei j € {0, ..., m} die grofite Zahl mit

J
;f(xifl’xi) < %
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Dar > Oist, gilt j < m — 1. Weiters ist Z{: f(xi-1,x;) > 5, und daher f(x;, x;31) > O und Z;’iﬁz fxicnx) < 5
(wobei wir eine leere Summe als 0 verstehen). Wir haben nach Induktionsvoraussetzung und da alle Summanden
f(xi-1, x;) nichtnegativ sind,

m

J
fxo, x;) < ZZf(xi—lsxi) <n fOpxp) <60 f(Xen, Xm) <2 Z SO, x) <

i=1 i=j+2
Sei nun / € N die kleinste Zahl mit 2~/ < r. Wir zeigen, dass
(xO’xj)’ (xjs-xj+1)9 (-xj+1’-xm) € Vl' (145)

> Betrachte die Zahl f(xo, x;). Ist f(xp,x;) = 0, so gilt (xp,x;) € Voo € V. Ist f(xp,x;) > 0, so haben wir
f(xo, xj) = 27" wobei n die groBte Zahl mit (xg, x;) € V,, ist. Nunist 27" = f(xo, x;) < r, und es folgt / < n und
damit (xo,x;) €V, C V).

> Wir haben 0 < f(x;, xj41), also ist f(x;, xj+1) = 27" wobei n die groBte Zahl mit (x;, xj,) € V), ist. Nun ist
27" = f(xj,xj+1) < r,und es folgt / < n und damit (x;, x;+1) € V, C V.

> Wir haben f(xj.1, x,y) < r, also existiert eine Zahl n mit 27" < r und (x4, X;) € V,. Es folgt / < n und damit
(xj+1axm) € Vn c Vl.

Zusammen haben wir (1.4.5) gezeigt, und erhalten vermoge (1.4.1)

(X0, Xm) = (X0, X;) © (X, Xjs1) © (Xji1, Xm) € Vio VoV, C V.
Damit folgt f(xg, x,,) <2700 =2.271 <2r =237, f(xi-1, X:).
® Die Ungleichung (1.4.3) gewihrleistet dass U C U,;. Denn wir haben

Ve={(x,y) e XxX: f(x,y) <27} 28" neN,

n+1°

die Mengen V,, bilden eine Filterbasis von U, und die Mengen S, gehéren zu U,,.

Gemeinsam mit Beispiel 1.2.7 erhalten wir unmittelbar das folgende Korollar.

1.4.2 Korollar. Ein uniformer Raum (X, U) ist genau dann metrisierbar, wenn der Filter U eine abzihlbare
Filterbasis hat und (\yeqy U = A gilt. O

Kehrt man zum Beispiel topologischer Gruppen zuriick, so erhélt man eine interessante Strukturaussage.

Dazu erinnern wir an die folgenden Begriffe. Ein topologischer Raum (X, 7) heillt pseudometrisierbar (bzw.
metrisierbar), wenn es eine Pseudometrik (bzw. Metrik) d auf X gibt, sodass die von d induzierte Topologie gleich
T ist. Ein topologischer Raum (X, 7°) erfiillt das 1.Abzdihlbarkeitsaxiom, wenn jeder Umgebungsfilter U” (x) eine
abzihlbare Basis besitzt.

Offensichtlich erfiillt jeder metrisierbare Raum das 1.Abzéhlbarkeitsaxiom, denn die Kugeln mit Radius rl; und
Mittelpunkt x bilden eine Umgebungsbasis von x. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

1.4.3 Proposition. Sei (X, -,7") eine topologische Gruppe. Dann ist (X, T") genau dann metrisierbar, wenn (X, 7T")
das 1.Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt.

Beweis. Wie oben bemerkt, gilt die Implikation “=" sowieso ganz allgemein. Sei also vorausgesetzt, dass (X, 7)
das 1.Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt. Dann hat insbesondere der Umgebungsfilter des Einselementes der Gruppe
eine abzdhlbare Basis, und damit auch die Uniformitit U der Gruppe. Nach Satz 1.4.1 ist U pseudometrisier-
bar, sagen wir vermoge einer Pseudometrik d. Nach Beispiel 1.2.2 ist die von U erzeugte Topologie 74, gerade
die von d induzierte Topologie, also ist der toplogische Raum (X, 7¢;) pseudometrisierbar. Nun wissen wir aus
Proposition 1.2.5, dass Tq; = 7 gilt. O
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1.5 Topologisierbarkeit
Wir nennen einen topologischen Raum (X, 7°) uniformisierbar, wenn es eine Uniformitdt U auf X gibt, sodass die
von U induzierte Topologie 7, gleich 7 ist.

1.5.1 Satz. Ein topologischer Raum (X, 7") ist genau dann uniformisierbar, wenn die Topologie T~ die Eigenschaft
(T314) hat.

Beweis von Satz 1.5.1, “<”. Wir beginnen mit einer allgemeinen Konstruktion.

@ Sei ¥ eine Menge von Funktionen von X nach [0, 1]. Wir konstruieren eine Uniformitit auf X.

Setze
de(x,y) =|f(0) - fOl, feF.
Dann ist dy eine Pseudometrik auf X. Sei U die von dy induzierte Uniformitét, und setze
S = U ﬂf.
feF
Dieses Mengensystem hat die folgenden Eigenschaften:
i YUeS. AcCU.

(i) YUeSAVES. VoV CU.
(iii) VU e S. U e S.

Um dies zu sehen, geniigt es zu bemerken, dass ein Element von S zu mindestens einer der Mengen U gehort,
und dass U eine Uniformitit ist.

Sei nun B die Menge aller endlichen Durchschnitte von Mengen aus S, d.h.
8I={ﬂU,'I n>1, U,‘GS}.
i=1

Dann erfiillt B die Eigenschaften (B1)-(B4) von Lemma 1.1.3:

> (B1) ist klar wegen (i).
> (B2) gilt da 8 nach Definition sogar unter endlichen Durchschnitten abgeschlossen ist.
> (B3) gilt wegen (ii) und

n

(ﬁ"i)"(ﬂ"i)gé(%ovi).

i=1 i=1

> (B4) gilt wegen (iii) und

NachLemma 1.1.3 ist
U={UCXxX: In>1,Uy,...,.U, eS. Un..nU,C U}
eine Uniformitit auf X.

@ Sei nun ¥ eine Menge stetiger Funktionen von X nach [0, 1], und U die wie oben konstruierte Uniformitit.
Wir zeigen 7¢; C 7.

Sei O € Tq; und x¢ € O. Wihle U € YU mit U(xy) € O, wihle Uy, ..., U, e SmitU;N...NU, C U, und wihle
fiseo s Jn€F,€,...,6 >0mit

{(,y) e XX X: |fi(x)— O <glCU;, i=1,...,n
Da die Funktionen f; alle stetig bzgl. 7~ sind, finden wir W € U” (xo) mit
lfixo) = Ml <& yeWi=1,...,n
Es folgt W C U;(x0) N... N Uy(xo) € U(xg) C O, also ist O € U” (xp). Da xy € O beliebig war, folgt O € 7.



1.5. TOPOLOGISIERBARKEIT 13

@ Sei nun vorausgesetzt dass (X, 7)) das Trennungsaxiom (T3,,) erfiillt, und sei ¥ die Menge aller stetiger Funk-
tionen von X nach [0, 1]. Sei U wieder die oben konstruierte Uniformitit. Wir zeigen 7¢; 2 7.

Sei O € 7 und xp € O. Wihle f € F mit f(O°) = {0} und f(xy) = 1, und betrachte
U={xyeXxX: |[fx)-fOl<1lleU;CcU.
Dann gilt
U(xo) € f7((0, 1)) € 0.
Also ist O € U”(xy). Da xy € O beliebig war, folgt O € T,.

O

Beweis von Satz 1.5.1, “=”. Sei vorausgesetzt, dass 7~ uniformisierbar ist, und wihle eine Uniformitit U auf X
mit 7 = T Die folgende Argumentation ist in gewissem Sinne dhnlich dem Beweis des Lemmas von Urysohn.

@ Sei U € U. Wir konstruieren eine, mit einer dichten Teilmenge I von [0, 1] parameterisierte, Familie (V;);¢;
von Mengen.
Die angesprochene Indexmenge [ ist die Menge aller rationalen Zahlen in [0, 1] mit endlicher dyadischer Ziffern-
darstellung, d.h.,
m
I::{ZT"": m>1,0<n <m <...<nm}u{0,1}.
i=1

Wihle nun induktiv Mengen U,,, n € N, mit
Un € 1’17 Un c U7 Un = Uyzl, Un+l o Un+1 Cc Una ne N,

und setze
m

Vo=A Vi:=Uy, V,:=U,oU,o...0U, firr= Zz*”f e1\{0,1}.
i=1
Wir wollen zwei, sich unmittelbar aus dieser Definition ergebende, Eigenschaften der Mengen V, festhalten:
> Es gilt stets Vo = U,.

> Hat man Zahlen r, " € I mit Entwicklungen r = 2;’; (2% und = ZZ ] 27" und gilt n, < nf, soist
Vigr = Voo Vil (1.5.1)
@ Wir zeigen, dass die oben konstruierte Familie die folgende Eigenschaft hat:
Yn>0Vkel0,...,2" = 1}. Vign o U, C Vigsryon. (1.5.2)

Dazu machen wir Induktion nach n. Fiir n = 0 ist (1.5.2) erfiillt, denn die einzige Wahl von k ist k = 0 und nach
Definition gilt Vg o Uy = Ao Uy = Uy = V;. Sei nun n > 1, und sei angenommen, dass (1.5.2) fiir alle kleineren
Werte von n gilt. Weiters sei k € {0,...,2" — 1}.

> Betrachte den Fall, dass k gerade ist, und schreibe k = 2. Dann ist j € {0,.. ., 21— 1), und es gilt k27" =
727D Um Vg 1)2-» zu berechnen, betrachte die dyadische Entwicklung der Zahl (k+1)27". Esist (k+1)27™" =
k27" + 27" = j2=0=D 4 27" Da j ganzzahlig ist, ist die dyadische Entwicklung von j2-"~1 von der Gestalt

2, 27% mit n, < n— 1. Beniitzt man (1.5.1), so folgt

Viks1yo = Vj27(nfl) o Vo-n = Vig-n o U,,.

Wir sehen, dass (1.5.2) gilt (sogar mit Gleichheit).

> Sei nun k ungerade, und schreibe k = 2j + 1. Dann ist j € {0,..., 27=1 _ 1}, und es gilt k27" = j2‘(”‘1) +27"
und (k+1)27" = (j+ 1)2="=D_ Es folgt, unter Beniitzung von (1.5.1), der Eigenschaft U, o U, C U,_; und der
Induktionsvoraussetzung, dass

szfn o Un = Vj2—(/x—l)+2—n o Un = (ij,(,,,” o Un) o Un Cc ij,(,,,l) o Un—l c V(j+1)27(n—l) = V(k+l)2”’~
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Damit ist (1.5.2) bewiesen.

Aus (1.5.2) erhalten wir insbesondere, dass
V.CcV., rnrelr<r.

Denn schreibt man r, 7 mit gemeinsamen Nenner als r = k27" und ' = (k + )27", so ist [ > 0 und iterierte
Anwendung von (1.5.2) gibt Vi C Vigipon.

® Sei A C X abgeschlossen, und xy ¢ A. Wir definieren eine Funktion f : X — [0, 1].

Da 7 = T ist, finden wir U € U mit U(xy) C A°. Sei (V,),¢; eine von dieser Menge ausgehend konstruierte
Familie, und

o = {;up{r: £ Vo), x#
. X = Xp.

Die Menge iiber die das Supremum gebildet wird ist nichtleer, denn Vy = A. Weiters ist sie ein Intervall, da die
Mengen V, eine aufsteigende Familie sind.

Es gilt nach Definition f(xo) = 0, und wegen V;(xg) = Up(xp) S U(xp) € A€ folgt f(A) = {1}.

@ Wir zeigen, dass f stetig ist.
Da I dicht in [0, 1] ist, geniigt es dazu zu zeigen dass fiir jedes r € I die Mengen

O, ={xeX: f(x) <rfund Os, ={x € X: f(x)>r}

offen sind. Bemerke, dass Oy = O-; = 0.

Seire I\ {0}und x € O_,. Wihlen € Nmit 2™ < # Wir zeigen, dass U,(xy) € O,. Sei dazu k € N jene
Zahl mit
(k=127 < f(x) < k2™
Dann ist

krﬂsfu)+xﬂ<fug+r_§“)=’+;“)5L

und daher k € {1,...,27" — 1}. Da f(x) < k27" ist, finden wir ’ € I mit f(x) < ' < k27". Nach der Definition von
f folgt x € V. (x9) C Vion(x0). Fiir y € U, (x) gilt nun nach (1.5.2)

(x0,y) = (x0, X) © (x,y) € Vign 0 Uy € Vigr1yo-,
d.h. y € Vigsiyp»(x0). Damit folgt
fO)<k+1D27"=(+1)27"+2-27""< f(X)+ (r— f(x)) =1,

dh.,yeo.,.

SeirelI\{l}und x € O-,. Widhle n € Nmit 27" < f(XT)_r Wir zeigen, dass U, (xp) C O-,. Sei dazu k € N jene

Zahl mit
k=127 <r<k2™.

Dann ist
S —r  fx)+r

22
und daher k € {1,...,27" — 1}. Sei nun y € U,(x) und sei angenommen, dass y ¢ O-,. Dann ist f(x) < r < k27",
und damit y € Vi-(xp). Wir erhalten mit (1.5.2)

RT"<r+2"<r+ <l,

(X0, %) = (X0, ¥) © (, X) € Via-n(x0) 0 U, = Vig-n(x0) © U S Vg 1124 (X0).
Dies zeigt f(x) < (k+ 1)27", und wir erhalten den Widerspruch
O <G(+127"=()-1)27"+2-2""<r+ (f(x) = r) = f(x).

Als Korollar erhalten wir wieder eine Strukturaussage iiber topologische Gruppen.
1.5.2 Korollar. Sei (X, -, 7T) eine topologische Gruppe. Dann erfiillt T~ die Eigenschaft (T3y,).

Beweis. Nach Proposition 1.2.5 ist die Topologie einer topologischen Gruppe stets uniformisierbar. O



Kapitel 2

Kompaktifizierungen

2.1 Der Begriff der Kompaktifizierung

In diesem Kapitel untersuchen wir die Frage ob man einen topologischen Raum stets in einen kompakten topolo-
gischen Raum einbetten kann, sprich, ihn als Teilraum eines kompakten auffassen kann.

Dazu prizisieren wir zunéchst den Begriff einer Einbettung: Sind (X, 77) und (Y, V) topologische Rdume und
t: X — Y, so heiit ¢ eine Einbettung von (X,7") in (¥,V), wenn ¢ injektiv ist und ¢: (X,7) — («(X), Vlx)) ein
Homo6omorphismus ist. Hier bezeichnet V| x) die Spurtopologie von V auf «(X).

Bemerke, dass ¢ genau dann eine Einbettung ist, wenn 7~ die initiale Topologie bzgl. t: X — (¥, V) ist.

2.1.1 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Kompaktifizierung von (X, 7) ist ein Paar (¢y, (¥, V)),
sodass gilt:

(KF1) (Y,V) ist ein kompakter topologischer Raum.
KF2) ty: (X,7) — (Y,V) ist eine Einbettung.
(KF3) (y(X) ist dicht in (¥, V).
¢

Das dritte Axiom soll nur gewihrleisten, dass Y nicht unndtig groB ist. Hat man (¢y, (¥, V)) mit den Eigenschaften
(KF1) und (KF2), so ist (ty, (t((X),V IL(X))) eine Kompaktifizierung von (X, 7°). Hier bezeichnet «(X) den Abschluf§

von «(X) bzgl. V, und V|5 die Spurtopologie auf «(X) von V. Dies folgt, da ein abgeschlossener Teilraum eines
kompakten topologischen Raumes wieder kompakt ist.
Kompakte Hausdorftfraume spielen oft eine wichtige Rolle. Man erinnere sich zum Beispiel daran, dass

kompakt + (T,) = normal

2.1.2 Definition. Sei (X,7") ein topologischer Raum. Eine T,-Kompaktifizierung ist eine Kompaktifizierung
(ty, (Y,V)), sodass (¥, V) das Trennungsaxiom (T,) erfiillt.
Analog definiert man auch den Begriff der T -Kompaktifizierung. o

& Kategorielle Perspektive:

Sei (X,7) ein topologischer Raum. Dann koénnen wir die Kategorie Comp(x) der Kompaktifizierungen von
(X, 7)) bilden. Diese hat als Objekte alle Kompaktifizierungen von (X, 7°), und als Morphismen ¢: (ty, (¥,V)) —
(tyr, (Y, V")) zwischen zwei solchen alle stetigen Funktionen ¢: (¥, V) — (Y, V) mit ¢ oty = ty.

7\

Y4>Y'

Bemerke, dass zwei Kompaktifizierungen (ty, (¥, V)) und (¢yr, (Y’, V")) genau dann isomorph in Comp x5 sind,
wenn es einen Homdomorphismus ¢: (¥, V) — (Y, V') mit ¢ o 1y = 1y, gibt.

15
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Die volle Teilkategorie von Compxs die aus allen T,-Kompaktifizierungen besteht, bezeichnen wir mit
T,
Compy - &

2.1.3 Beispiel. Wir wollen als erstes Beispiel einen bereits kompakten Raum (X, 7) betrachten. Klarerweise ist
(idx, (X, 7)) eine Kompaktifizierung von (X, 7).
Diese ist aber nicht die einzige. Als — triviales — Beispiel wihle einen Punkt x € X, und setze

> Y = X U {x(} wobei x;, ein Symbol ist welches nicht Element von X ist,
> 1y: X — Y die Inklusionsabbildung,
> V={0: 0€T, x¢0}U{0OU{x)}: O€T, xg€O0}.

Dann ist (¢ty, (Y, V)) eine Kompaktifizierung von (X, 7). ¢

In diesem Beispiel wurde eine Kompaktifizierung konstruiert indem man einen Punkt von x kiinstlich verdoppelt,
und zwar so dass seine Kopie topologisch nicht vom Original unterscheidbar ist. Damit hat man natiirlich jegliche
Trennungseigenschaften zerstort. Betrachtet man T,-Kompaktifizierungen, dann kann dies nicht passieren.

2.1.4 Lemma. Sei (X,7) kompakt und Hausdorff. Dann ist (idx, (X, 7)) bis auf Isomorphie die einzige T,-
Kompaktifizierung von (X, T").

Beweis. Sei (ty, (Y,V)) eine T,-Kompaktifizierung von (X, 7). Dann ist ty(X) kompakt in Y, und da Y Hausdorff
ist, daher auch abgeschlossen. Damit ist ty(X) = Y, und daher ¢y ein Homdomorphismus von (X, 7) auf (¥, V).
Klarerweise gilt ty oidy = ty, und damit ist ¢y ein Isomorphismus zwischen den Kompaktifizierungen (idy, (X, 7))
und (ty, (Y, V)). O

2.2 Die Alexandroff-Kompaktifizierung

Wir wollen nun fiir einen gegebenen topologischen Raum (X, 7°) eine spezielle Kompaktifizierung konstruieren,
und damit insbesondere zeigen, dass jeder topologische Raum eine Kompaktifizierung besitzt.

2.2.1 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum der nicht kompakt ist. Sei co ein Symbol sodass oo ¢ X, und
definiere

> a(X) = X U {oo},
> 1, X — a(X) als die Inklusionsabbildung,
> T, als die Familie

To =T U{0 Ca(X): € 0, X\ Okompakt und abgeschlossen in (X, 7)}.

Wir nennen (i, (a(X), 7)) die Alexandroff-Kompaktifizierung (oder 1-Punkt—Kompaktifizierung) von (X, 7). ¢

Wir sagen im Folgenden, dass ein topologischer Raum lokalkompakt ist, wenn jeder Punkt von X eine kompakte
Umgebung besitzt.

2.2.2 Satz. Sei (X,7") ein topologischer Raum der nicht kompakt ist. Dann ist (1o, (®(X), T4)) eine Kompaktifizie-
rung von (X, 7).
Der Raum (a(X), T) ist Hausdorff, genau dann wenn (X, T") lokalkompakt und Hausdorf{f ist.

Beweis.
® Wir zeigen, dass 7, eine Topologie ist.

> Esist) € T C T,. Weiters ist oo € @(X) und X \ a(X) = 0 kompakt und abgeschlossen in (X, 7"), also haben
wir auch a(X) € 7.
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> Wir bemerken zunéchst, dass fiir jede Menge O € 7, der Durchschnitt X N O offen in X ist: Ist O € 7™ ist dies
trivial, sei also O sodass co € O und X \ O kompakt und abgeschlossen in X. Dannist XN O = X \ (X \ O),
und daher offen in X.

Seien nun Oy, O, € T,. Betrachte den Fall dass O; € 7. Dann gilt
01N0, =0, n(X002),

und daher ist Oy N O, € T C T,. Der Fall dass O, € 7 ist analog. Seien nun 01,0, € 7, \ 7. Dann gilt
00 e 0 NO,und X \ (O] NOy) =(X\ 01)U(X\ Oy) ist kompakt und abgeschlossen in X. Also ist wieder
01N0; eTy,.

> Seien O; € T, i € 1. Sind alle O; in 7, so ist | J;¢; O; ebenfalls in 7. Sei nun angenommen, dass O;, € 7, \ T
fiir ein iy € 1. Dann ist co € O;, C | J;¢; O;. Weiters ist

x\(lJo)=xrvon[x\o0.
icl iel
[£30)
Die erste Menge auf der rechten Seite ist kompakt und abgeschlossen in X, die zweite Menge ist abgeschlossen
in X. Thr Durchschnitt ist daher kompakt und abgeschlossen in X.

@ Wir zeigen, dass (a(X), 7,) kompakt ist, und X dicht in a(X) liegt.

Sei {O;: i € I} eine offene Uberdeckung von (a(X),T,). Wihle iy € I mit co € O;,. Esist {X N O;: i € I} eine
offene Uberdeckung von X, insbesondere daher von X \ O;,. Da diese Menge kompakt ist, finden wir iy, ..., i, € [
mit [, 0;, 2 X \ O;,. Insgesamt folgt O;, U U}, 0;, = a(X).

Esist a(X) \ X = {oo}. Ist O € T, mit co € O, so ist X \ O kompakt in X. Da X selbst nicht kompakt ist, folgt
X\ O # X. Das bedeutet X N O # 0.

® Sei vorausgesetzt, dass (a(X),7,) Hausdorff ist. Da sich (T,) auf Teilriume vererbt, ist damit auch (X, 7")
Hausdorff. Sei nun x € X. Wihle disjunkte offene Mengen O, O; € 7, mit x € O; and co € O,. Dann ist o ¢ Oy,
und daher O; € 7. Wegen x € O; C X \ O,, ist X \ O, eine kompakte Umgebung von x.

@ Sei vorausgesetzt, dass (X, 7) Hausdorff und lokalkompakt ist. Seien x,y € a(X) verschieden. Ist x,y € X,
so finden wir disjunkte Mengen 0,0, € 7 C 7, with x € O; and y € O,. Sei nun, z.B., y = co. Wiihle eine
kompakte Umgebung V von x in X, und O, € 7 mit x € O, C V. Da X Hausdorft ist, ist V auch abgeschlossen,
und wir sehen dass O, := a(X) \ V € 7,. Klarerweise ist y € O, und O, N O, = 0.

2.3 Der Einbettungssatz von Tychonoff

Wir haben in Satz 2.2.2 gesehen, dass jeder topologische Raum eine Kompaktifizierung besitzt. Im Gegensatz
dazu, hat nicht jeder Raum eine T,-Kompaktifizierung. Der einfache Grund dafiir ist, dass sich das Axiom (T3,)
auf Teilrdume vererbt: Hat (X, 7°) eine T,-Kompaktifizierung (ty, (¥, V)), so ist (¥, V) insbesondere vollstindig
reguldr, und daher muss auch (X, 7") vollstindig regulir sein.

Es ist eine tiefliegendere Tatsache, dass auch die Umkehrung dieser Aussage gilt. Dies folgt aus dem Produkt-
satz von Tychonoff gemeinsam mit dem Einbettungssatz von Tychonoff. Letzterer besagt:

2.3.1 Satz. Eintopologischer Raum (X, T") ist genau dann vollstindig reguliir, wenn es eine nichtleere Indexmenge
I und eine Einbettung ¢: X — [0,1]" gibt (wobei der Wiirfel [0, 11" mit der Produkttopologie der euklidischen
Topologie auf [0, 1] versehen ist).

Das die Existenz einer Einbettung hinreichend ist, ist einfach zu sehen:

Beweis von Satz 2.3.1, “<”. Das Intervall [0,1] mit der euklidischen Topologie ist ein kompakter Haus-
dorffraum. Nach dem Produktsatz von Tychonoff ist auch jeder Wiirfel [0, 1]’ kompakt. Die Trennungseigen-
schaft (T,) vererbt sich klarerweise auch auf Produkte. Damit ist [0, 1] ebenso ein kompakter Hausdorffraum,
daher auch normal, und daher auch vollstiandig reguldr. Nun ist jeder Teilraum eines vollstindig regulidren Raumes
ebenso vollstindig regulir, und jedes homdomorphe Bild eines vollstindig reguldren Raumes ebenso vollstindig
regulédr. Wir sehen, dass (X, 7) vollstindig regulér ist. O
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Um die Umkehrung zu zeigen, miissen wir eine Einbettung konstruieren. Um wiederum Einbettungen zu konstru-
ieren, ist es oft praktisch mit ,trennenden Familien von Abbildungen® zu arbeiten.

2.3.2 Definition. Sei (X, 7") ein topologischer Raum, ((¥;, V;))ics, eine Familie topologischer Raume, und (f;);c;
eine Familie von Abbildungen f;: X — Y;. Die Familie (f;);c; heifit eine trennende Familie von Abbildungen,
wenn gilt:

(TF1) Firalleielist fi: (X,7) — (Y;,V;) stetig.

(TF2) Fiir je zwei verschiedene Punkte x,y € X existiert i € I mit f;(x) # f;(y).

(TF3) Fiir jede abgeschlossene Teilmenge A von X und jeden Punkte x € X \ A. existiert i € I mit f;(x) ¢ f;(A).
0

2.3.3 Proposition. Sei (X, 7") ein topologischer Raum, ((Y;, V;))ic1, eine Familie topologischer Raume, und (f;)ic;
eine trennende Familie von Abbildungen f;: X — Y;. Bezeichne mit f: X — [l Y; die Produktabbildung

f® = (fi(x)ier, x€X,

und mit [1;c; V;: die Produkttopologie.
Dannist f: (X,T) = ([1ie; Yi, [ Lie; Vi) eine Einbettung.

Beweis. Wegen der Eigenschaft (TF2) ist f injektiv. Wegen (TF1), und da die Produkttopologie die initiale Topo-
logie beziiglich der kanonischen Projektionen ist, ist f stetig.

Wir miissen zeigen, dass f ein Homoomorphismus auf sein Bild ist. Dazu bleibt noch zu zeigen, dass f eine
offene Abbildung auf sein Bild ist. Sei also O € 7~ gegeben. Sei y € f(0), und wihle x € X mit f(x) = y. Nun ist
X\ O abgeschlossen und x ¢ X \ O, also finden wir iy € [ sodass f;,(x) ¢ f;,(X \ O).

Die Menge (m;, bezeichnet die kanonische Projektion von [, ¥; auf Y;))

V=m!(Y,\ f(X\0))

ist offen in [[,; ¥;,, und sie enthilt y. Also ist V N f(X) eine Umgebung von y bzgl. der Spurtopologie.
Wir zeigen, dass V N f(X) C f(O). Seiy’ € VN f(X) und wihle x' € X mit f(x") = y’. Dann gilt

fi(X) = (miy 0 )Y = m;,(0) € Yy \ fi(, X\ O) C Y5\ fi,(X\ O),

und daher x’ € O. Damit folgt y’ € f(O).
Wir sehen dass f(O) eine Umgebung von y bzgl. der Spurtopologie auf f(X) ist. Day € f(O) beliebig war, ist
f(O) offen in der Spurtopologie. O

Beweis von Satz2.3.1, “=". Da X vollstindig regulir ist, ist die Familie
F={f: X > [0,1]: f stetig}

eine trennenden Familie. Nach Proposition 2.3.3 ist die Abbildung x = (f(x))ser eine Einbettung von X in
[0,11. o

Nun erhalten wir das

2.3.4 Korollar. Sei (X, T) ein topologischer Raum. Dann hat (X, T") genau dann eine T,-Kompaktifizierung, wenn
(X, T) vollstindig reguldr ist.

Beweis. Die Implikation “<” haben wir am Anfang dieses Abschnittes schon bemerkt. Ist umgekehrt X
vollstindig regulir, so haben wir eine Einbettung ¢: X — [0, 1]/, und damit eine T,-Kompaktifizierung, niimlich
den AbschluB von «(X) im Wiirfel [0, 1. ]
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2.4 Die Stone-Cech-Kompaktifizierung

Die mit Hilfe des Einbettungssatzes von Tychonoff konstruierte T,-Kompaktifizierung spielt eine wesentliche
Rolle (und hat einen eigenen Namen).

2.4.1 Definition. Sei (X,7") ein vollstindig regulédrer topologischer Raum, und sei # die Menge aller stetigen
Funktionen von X nach [0, 1]. Bezeichne

> 3 x = (f(X))fers
> B(X) = 15(X) € [0,1]7.

Die T,-Kompaktifizierung (15, (B(X), 7)), wobei 74 fiir die Spurtopologie auf S(X) der Produkttopologie des
Wiirfels [0, 1]% steht, heift die Stone-Cech—Kompaktifizierung von (X, 7). o

2.4.2 Satz. Sei (X, T) volistindig reguldr. Die Stone-Cech—Kompaktifizierung 3(X) von X hat die folgende Eigen-
schaft:

> Jede stetige und beschrinkte Funktion f: X — R hat eine stetige Fortsetzung auf 8(X), d.h., es gibt f: B(X) —
R mit f o = f.

BX)
g I ~
f
/ v
X 7 [inf f(X), sup f(X)]

Jede T,-Kompaktifizierung mit dieser Eigenschaft ist isomorph zur Stone-Cech—Kompaktifizierung.
Beweis. Sei f: X — R stetig und beschrinkt. Dann ist fiir geeignete » > Ound r € R
0<r(fx)+n<1, xeX
Damit gehort die Funktion g(x) = r(f(x) + ¢) zur Familie . Die Projektion 7, : [0, 177 — [0, 1] ist stetig und

erfiillt offenbar 7, 0 13 = g. Damit haben wir durch

~ 1
f= ;ﬂg|ﬂ<X> —t

eine stetige Funktion f: S(X) — R die f o 5 = f erfiillt.
Sei nun (ty, (¥,V)) eine T-Kompaktifizierung von (X, 7") welche die im Satz genannte Eigenschaft hat. Fiir
feF seif:Y — Reine stetige Funktion mit f o ¢y = f. Betrachte die Abbildung

5 { Y - [0~,1]¢
y = (fO)jer

Wegen 7ty 0 ¢ = f, ist ¢ stetig. Weiters gilt (¢ o ty)(x) = (F(ty(x))) e = (FO))er = 15(x), x € X.

Wir zeigen, dass ¢ injektiv ist. Dazu seien y;,y, € Y, y; # y». Da Y kompakt und (T5) ist, ist ¥ auch vollsténdig
regulér, und wir finden g: ¥ — [0, 1] mit g(y;) = O und g(y,) = 1. Die Funktion / := g oty liegt in F, und fiir ihre
Fortsetzung 1: Y — R gilt h oty = h = g o ty. Da 1y(X) dicht in Y ist, folgt 7 = g. Damit erhalten wir

(@) = h(y1) = go) =0, m(B(y2) = h(y2) = gGn) = 1,
also ist (1) # ¢(32).
Die Menge ¢(Y) ist kompakt und daher abgeschlossen, und sie enthilt ¢(¢y(X)) als dichte Teilmenge. Nun

ist ¢(ty(X)) = 15(X) dicht in B(X), und wir schliessen dass ¢(¥Y) = B(X). Als stetige bijektive Funktion zwischen
kompakten Hausdorffraumen, ist ¢ ein Homdomorphismus. O

Die in Satz 2.4.2 genannte Eigenschaft 148t sich noch verstirken.
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2.4.3 Satz. Sei (X,7) vollstindig reguldr. Ist (Y,V) kompakt und Hausdorff, und ist f: X — Y stetig, so existiert
eine eindeutige stetige Funktion f : B(X) — Y mit f o1g = f.

BX)

g I -

I f

/ y

Beweis. Sei (ty, (B(Y), T y)) die Stone-Cech—Kompaktifizierung von (Y, V). Da Y kompakt und HausdorfT ist, ist
ty ein Homoomorphismus, cf. Lemma 2.1.4. Bezeichne G die Menge aller stetigen Funktionen von Y nach [0, 1],
und betrache fiir g € G das Diagramm

X —2> B(X)

f

Y — > BY) ——10,1]

Wegen der universellen Eigenschaft von S(X) finden wir eine stetige Funktion i, : S(X) — [0, 1] mit i, 0 15 =
mgotyo f.
X —=B(X)
N

Rz
N

f

EN
Y = B(Y) — > [0,1]

ly

Sei y: B(X) — [0, 119 die Produktabbildung y(x) := (Wg(x))geq- Diese ist stetig, da g o ¢ = .. Weiters gilt
ngolpotﬁzlﬁgOLﬁ:ﬂgOLyOf.

Da die Abbildungen n,, g € G, gemeinsam injektiv sind, folgt dass ¢ o g = 1y o f. Wir haben also das Diagramm

e

BX)
: \\\,/,g

f v ~

B
- V h \\A
— =B cC [0, 119 = [0.1]

~

Insbesondere ist ¥ (15(X)) € B(Y), und daher auch y(B(X)) € 5(Y). Wir erhalten
[i7' o vloy = f,

und haben eine Fortsetzung von f gefunden. Die Eindeutigkeit der Fortsetzung ist wiederum klar, da ¢3(X) dicht
in B(X) ist. o

& Kategorielle Perspektive:
Sei Comp™ die volle Teilkategorie von Top deren Objekte alle kompakten Hausdorffriume sind, und sei Top""
die volle Teilkategorie von Top deren Objekte alle vollstindig reguldren Hausdorffriume sind. Dann gibt
die Stone-Cech—Kompaktifizierung ein Funktor 8: Top"" — Comp'>. Einem Objekt X wird die Stone-Cech—
Kompaktifizierung S(X) zugeordnet. Einer stetigen Funktion f: X — Y wird die stetige Funktion 8f: S(X) —
BY) mit Bf ogx = 1gy o f zugewiesen.

Gemeinsam mit dem Inklusions-Funktor G : Comp™ — Top'" hat man eine Adjunktion zwischen diesen beiden
Kategorien. &

2.4.4 Korollar. Sei (X,7T) volistindig reguldr, und sei (ty,(Y,V)) eine T,-Kompaktifizierung von (X,7"). Dann
existiert eine eindeutige stetige Funktion ¢: f(X) — Y mit ¢ o 15 = 1y.
Diese Funktion ¢ ist surjektiv und erfiillt (B(X) \ 15(X)) = ¥ \ ty(X).
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Beweis. Nach Satz 2.4.3 hat die Funktion ¢ty : X — Y eine eindeutige Fortsetzung ¢ auf B(X).
Da ¢(B(X)) kompakt ist und ¢ty (X) enthiilt, ist ¢ surjektiv. Die letztgenannte Aussage folgt da ¢y eine Einbettung
ist: Sei z € B(X) \ 15(X), und wiihle ein Netz (x;);e; mit lim;e; t5(x;) = z. Dann gilt auch

ll_igltY(xi) = lllenll d1p(x) = ().

Sei nun indirekt angenommen, dass ¢(z) € ty(X). Da ty eine Einbettung ist, folgt dann dass lim;e; x; = L;,l(qﬁ(z)),
und damit

2 =1limep(x) = 15005 ($()) € tp(X).

& Kategorielle Perspektive:
Dieses Korollar besagt dass die Stone-Cech—Kompaktifizierung von (X, 7") ein initiales Objekt in Comp&m ist.

Die Struktur von S(X) ist sehr komplex. Zum Beispiel gilt die folgende Aussage.
2.4.5 Satz. Sei (X, T") vollstindig reguldir. Ist z € B(X) \ 13(X), so hat z keine abziihlbare Umgebungsbasis.

Im Beweis verwenden wir eine allgemeine Konstruktion. Dazu erinnern wir zuerst an den folgenden Begriff: Sei
(X, 7)) ein topologischer Raum. Eine Familie (M;);c; von Teilmengen von X heilt lokal endlich, wenn gilt

(LE) VxeX AU e U7 (x). {i € I: M;N U # 0} ist endlich.

Ist f : X — R eine reellwertige Funktion auf einem topologischen Raume, so bezeichnen wir im Folgenden mit
supp f ihren Trdger, das ist die Menge supp f == {x € X: f(x) # 0}.

2.4.6 Lemma. Sei (X,7) ein topologischer Raum, und sei f;: X — R, i € I, eine Familie stetiger Funktionen
sodass die Familie (supp f;)ic; lokal endlich ist. Dann ist f := Y ,;c; f; eine wohldefinierte und stetige Funktion von
X nach R.

Beweis. Sei x € X. Dann sind nur endlich viele der Funktionen f; an der Stelle x verschieden von 0, und daher ist
f(x) = Y fi(x) wohldefiniert. Um die Stetigkeit von f an der Stelle nachzuweisen, sei eine Umgebung V von
f(x) gegeben. Wihle eine Umgebung U von x, und iy, ...,i, € I, sodass U Nsupp f; = 0, i € I\ {iy,...,i,}. Die
Funktion g := }}7_, f;, ist stetig, und daher finden wir eine Umgebung W von x mit g(W) C V. Nun gilt fly = glv,
und damit folgt f(UN W) C V. ]

Beweis von Satz 2.4.5. Sei z € (X) \ 15(X) und sei indirekt angenommen, dass U"5(z) eine abzihlbare Basis hat.
Sei (W,)en eine solche. Da B(X) insbesondere regulir ist, bildet die Menge aller abgeschlossenen Umgebungen
von z eine Umgebungsbasis, und wir konnen induktiv eine Umgebungsbasis (U, ),en aus offenen Mengen U,, mit
Uy+1 C Uy, n € N, konstruieren. Da B(X) insbesondere (T)) ist, gilt (e Un = {2}

Da z € B(X) \ 15(X), und 15(X) dicht liegt, ist fiir jedes n € N die Menge U, N 13(x) nichtleer. Da die U, eine
absteigende Folge bilden deren Durchschnitt nur der Punkt {z} ist, ist U, N t(x) sogar unendlich. Daher kénnen
wir eine Folge (13 )ren in N und zwei Folgen (x)rew und (v )rew in X wihlen, sodass

> np<n <nm<...
> M ={x;: ke N}und N = {y;: k € N} sind disjunkt,
> Xk, Yk € L[;I(U,,k \ Uy, ), k€N,
Da die Mengen U, n € N, eine Umgebungsbasis von z bilden, haben wir
lim 45(x) = lim ¢p(30) = . (2.4.1)

Betrachte die Menge

Vi = 15" (Un \ Uy,

Da t5(y;) € U,,, haben wir y; ¢ LEI(UW \U,

)\ N

k+1

..,) fiir [ > k, und damit

Vi = 15" (U \ Uppo) 01l
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Da X insbesondere (T) ist, sehen wir dass Vj, offen in X ist. Klarerweise ist x; € Vi, und da X vollstindig regulér
ist, finden wir eine stetige Funktion f;: X — [0, 1] mit

Silxr) = Tund fi(X \ V) = {0}. (2.4.2)

Wir zeigen nun, dass die Familie {V;: k € N} lokal endlich ist. Sei dazu x € X gegeben. Da 15(x) # z, finde wir
offene und disjunkte Mengen O, O, in S(X) mit 13(x) € O; und z € O;. Dann ist Ligl(Ol) eine Umgebung von x,
und LEI(Ol) n L;I(OQ) = (. Da O, eine Umgebung von z ist, finden wir n € N mit U,, C O,. Dann gilt, fiir k£ so gro8
dass n; > ny,

Vi € 15" (Un) € 15" (Un) € 15'(0n).

Wir sehen, dass L;l (01) hochstens endlich viele der Mengen V., und damit auch der Mengen Vi schneiden kann.

Da supp fi € Vj, ist f = >, wohldefiniert und stetig. Nun sind die Mengen V) paarweise disjunkt, und
daher fiir jedes x € X hochstens ein Wert der fi(x), k € N, verschieden von 0. Damit haben wir f(x) € [0, 1], sowie

fao =1, fon e f(x\[ Jvi) =01 ke

keN

Aufgrund der universellen Eigenschaft Satz 2.4.2 der Stone-Cech—Kompaktifizierung, existiert eine stetige Funk-
tion f: B(X) — [0, 1] mit f o 1g = f. Erinnert man sich an (2.4.1) und (2.4.2), so erhilt man den Widerspruch

f@) = lim fp(x0) = lim fxo) =1,
f@) = lim f((n)) = Jim f(ye) = 0.
O

2.4.7 Korollar. Seien (X, T") und (Y, V) vollstindig reguliire Riume die beide das 1.Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillen.
Dann sind X und Y genau dann homoomorph, wenn S(X) und B(Y) homdomorph sind.

Beweis. Sind X und Y homdomorph, so sind klarerweise auch die Stone-Cech—Kompaktifizierungen S(X) und
B(Y) homdomorph. Umgekehrt sei vorausgesetzt, dass ¢: S(X) — B(Y) ein Homdomorphismus ist. Dann hat
x € B(X) eine abzidhlbare Umgebungsbasis, genau dann wenn ¢(x) € S(Y) eine abzidhlbare Umgebungsbasis hat.
Nun ist nach Satz 2.4.5 und der Voraussetzung des Lemmas

{x € B(X): x hat abzéhlbare Umgebungsbasis} = ¢z x(X),

und genauso fiir Y. Also haben wir ¢(X) = Y, und damit den Homéomorphismus LEIY oplxox: X—>Y. O

2.5 Der Raum der maximalen Ideale

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Ein Ideal von R ist ein Unterring / von R mit Rl C I. Ein maximales
Ideal ist ein maximales Element der Menge aller von R verschiedenen Ideale von R. Da ein Ideal / genau dann
verschieden von R ist, wenn 1 ¢ I, erhilt man mit dem Lemma von Zorn, dass jedes von R verschiedene Ideal
in einem maximalen Ideal enthalten ist. Insbesondere existieren maximale Ideale (denn {0} ist stets ein von R
verschiedenes Ideal).

2.5.1 Definition. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Dann bezeichnen wir mit 3(R) die Menge aller
maximalen Ideale von R. ¢

Wir wollen nun die Menge J3(R) topologisieren. Dazu definieren wir einen Operator ¢: P(I(R)) — P(3(R)) und
zeigen dass dieser ein Abschluoperator ist.

2.5.2 Definition. Die Abbildung ¢: P(I(R)) — P(I(R)) sei definiert als

¢B):={Ie3R): J2 )V} BePE®).
J'eB

2.5.3 Lemma. Die Abbildung ¢ hat die folgenden Eigenschaften:
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@) @) = 0.

(ii) VB € P(3(R)). B C ¢(B).
(iii) VB, B, € P(3(R)). ¢(B) U By) = ¢(B)) U ¢(By).
@iv) VB € P(I(R)). ¢(¢(B)) = ¢(B).

Beweis. Es gilt (9 J = R, also ist ¢(0) = 0. Weiters gilt fiir J € B sicherlich J 2 ()¢5 J', also ist B C ¢(B).
Damit folgt auch schon ¢(B;) U ¢(B}) C ¢(B; U By) sowie ¢(¢(B)) 2 ¢(B).
Sei nun J € ¢(B; U B;). Dann gilt also

J2 ﬂ J = ﬂ Jn ﬂ J. 2.5.1)

J'eB|UB, J'eB; J'eB;

Sei angenommen, dass J & ¢(B1), d.h., J 2 (g, J'. Wihle ein Element x € (", J'\J. Seiy € () yep, J', dann
ist wegen (2.5.1) und da der Durschnitt von Idealen wieder ein Ideal ist, xy € J. Da J maximal ist, ist J auch prim,
und wir schliessen dass eines von x und y in J liegen muss. Da x ¢ J, folgt also y € J. Wir sehen dass J € ¢(By).
Schliesslich sei J € ¢(p(B)) gegeben. Dann ist also J 2 (eyp) J'- Nun gilt fiir jedes J” € ¢(B) dass J' 2
Nyreg ', und damit folgt dass auch J 2 (\vep J”-

O

™l

Es gibt also eine eindeutige Topologie 75 auf I(R), sodass fiir jede Teilmenge B von I(R) gilt dass ¢(B) =
wobei B der Abschluf} beziiglich 77 ist.
Betrachte nun einen topologischen Raum (X, 7). Wir bezeichnen

Cp(X) ={f: X > R: f stetig und beschrinkt},
CX) ={f: X > R: f stetig}.

Dann sind Cp(X) und C(X) kommutative R-Algebren mit Einselement.
Stetige Abbildungen liften sich zu Homomorphismen: ist ¢: X — Y stetig, so ist

¢*,{C(Y) - C(X)
' g P god

ein Homomorphismus. Offensichtlich gilt (¢ o ¥)* = ¥* o ¢* sowie (idx)* = idccx). Insbesondere ist fiir einen
Homoomorphismus ¢ die Abbildung ¢* ein Isomorphismus.

& Kategorielle Perspektive:

Wir haben hier einen “Funktor” der jedoch die Richtung der Abbildungen umdreht. Man spricht von einem kon-
travarianten Funktor.

Prizise ausgedriickt: Hat man eine Kategorie C, so definiert man eine Kategorie C°P. Namlich als die Kategorie
mit den gleichen Objekten wie C, aber mit Homco (X, Y) := Homc(Y, X) und entsprechend f ocow g := g oc f.

Ein kontravarianter Funktor von C nach D ist dann ein Funktor von C nach D°P.

2.5.4 Satz. Sei (X,T") kompakt und (T;). Dann ist (X, T") homéomorph zu (3(C(X)), T).
Beweis.

@ Wir konstruieren eine Funktion ®: X — J(C(X)).

Fiir x € X ist das Punktauswertungsfunktional y,: x — f(x) ein Ringhomomorphismus von C(X) nach R. Da
C(X) alle konstanten Funktionen enthilt, ist y, nicht identisch Null. Daher ist ker y, ein maximales Ideal von
C(X). Wir definieren nun

) { X - 3J(CX))
D:
x +  Kkery,

@ Wir zeigen, dass @ bijektiv ist.

Seien x1,x; € X, x; # xp. Da X insbesondere vollstindig regulir ist, finden wir f € C(X) mit f(x;) = 0 und
f(x2) = 1. Dannist f € ®(x;) aber f ¢ O(xy), also ist D(x;) # D(xy).
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Um Surjektivitit zu zeigen, sei J € I(C(X)) gegeben. Wir betrachten die Mengenfamilie
C={f7dop: felh

und zeigen, dass C die endliche Durschnittsseigenschaft hat. Seien dazu fj, ..., f, € J, und sei angenommen dass
i 'qopn...n£71({0}) = 0. Dann ist die Funktion g := f12 +...+ f? nullstellenfrei, und daher in C(X) invertierbar.
Nun ist aber g € J, und erhalten wir erhalten 1 = g - (1/g) € J, ein Widerspruch.

Da X kompakt ist, folgt () ¢, £71({0}) # 0. Fiir jedes Element x dieses Durschnittes gilt dann f € ker y,, f € J,
d.h., J C ker y,. Da J maximal ist, muss hier Gleichheit gelten, d.h., J = ®(x).

® Wir zeigen, dass ® ein HomSomorphismus ist.
Um dies zu sehen, zeigen wir dass ®(A) = ®(A), A C X.

Fiir die Inklusion “C” sei ein Element a € A gegeben. Wir haben zu zeigen, dass ®(a) 2 (J' € P(A)J’,
explizite also ker x, 2 (\ea ker xx. Dies ist aber leicht einzusehen: Ist f € (4 ker xy, so ist f(A) = {0}. Da f
stetig ist, folgt f(A) = {0}, und damit f(a) = 0.

Fiir die umgekehrte Inklusion sei J € ®(A) gegeben. Setze x = ®~!(J), dann ist also ker y, 2 (Naeq ker ya.
Sei indirekt angenommen dass x ¢ A. Da (X, 7") vollstindig reguldr ist, finden wir f € C(X) mit f(x) = 1 aber
f(A) = {0}. Es folgt der Widerspruch

fe (ﬂker)(a)\ker)(x.

acA

[m]

Als Korollar erhalten wir, dass ein kompakter Hausdorffraum durch seinen Ring der stetigen Funktionen eindeutig
bestimmt ist.

2.5.5 Korollar. Seien (X, T) und (Y, V) kompakt und (T5). Dann sind (X, T") und (Y, V) genau dann homdomorph,
wenn die Ringe C(X) und C(Y) isomorph sind.

Beweis. Die Implikation “=" ist klar: ist ¢: X — Y ein Homdomorphismus, so ist g — g o ¢ ein [somorphismus
von C(Y) auf C(X). Fiir die umgekehrte Implikation beniitzen wir Satz 2.5.4: ist ¢: C(X) — C(Y) ein Ringiso-
morphismus, so ist J — ¢(J) ein Homdomorphismus der maximalen Idealrdume JI(C(X)) und I(C(Y)). Diese
wiederum sind isomorph zu den Ausgangsrdaumen X und Y. O

Um dieses Resultat auf nicht notwendig kompakte Ridume zu liften behilft man sich der Stone-Cech—
Kompaktifizierung. Die zentrale Feststellung ist, dass der Ring C(8(X)) schon durch X selbst bestimmt ist.

2.5.6 Lemma. Sei (X, 7)) vollstindig reguldr. Dann sind die Ringe Ci,(X) und C(B(X)) isomorph.

Beweis. Wir betrachten den Ringhomomorphismus (1)* : C(8(X)) — C(X). Da 14(X) dicht in 5(X) liegt, folgt aus
f oz = gougbereits dass f = g, d.h. also (1p)" ist injektiv. Wegen Satz 2.4.2 ist (15)* auch surjektiv. O

2.5.7 Korollar. Seien (X, 7T") und (Y,V) vollstindig reguldre topologische Riume die das 1.Abzdhlbarkeitsaxiom
etfiillen. Dann sind (X, T") und (Y, V) genau dann homoéomorph, wenn die Ringe Cp(X) und Cy(Y) isomorph sind.

Beweis. Die Implikation “=" ist wiederum klar. Umgekehrt: Sind C,(X) und C,(Y) isomorph, so sind auch
C(B(X)) und C(B(Y)) isomorph. Damit sind B(X) und S(Y) homdomorph, und mit Korollar 2.4.7 daher auch X
und Y. O

2.6 Shanin’s Konstruktion von Kompaktifizierungen

Wir diskutieren in diesem Abschnitt eine recht allgemeine Methode Kompaktifizierungen zu konstruieren. Diese
verwendet einige Begriffe die wir nun einfiihren wollen. Zunéchst der Begriff der abgeschlossenen Basis. Dies ist
also nichts anderes als die Menge der Komplemente aller Elemente einer Basis.

2.6.1 Definition. Sei (X, 77) ein topologischer Raum. Eine Familie 8 von Teilmengen von X heifit eine abgeschlos-
sene Basis, wenn die Familie {B°: B € B} eine Basis von 7" ist. D.h. also, dass alle Elemente von 8 abgeschlossen
in X sind, und sich jede abgeschlossene Menge als Durchschnitt von Elementen von 8 darstellen 146t. o
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Diesen Begriff kann man verstirken zu T, - bzw. normalen Basen.

2.6.2 Definition. Sei (X, 7") ein T{-Raum, und sei B eine abgeschlossene Basis von X. Dann heif3t 8 eine T -Basis
von X, wenn

1) 0e 8B,
(i1) VB1,B, € B. BiNB, € B,BiUB, € B,
(iii) Vxe X VBeB,x¢BACeB. BNC=0,xeC.
Weiters hei3t B eine normale Basis, wenn zusitzlich
@iv) VB1,B, € B,BiN B, =0 3C,,C, €B. BiNnC,=B,NC, =0,CLUC, =X.
0

Nun der Begriff des B-Filters. Das ist ein zu Filtern analoges Konstrukt, wobei die Potenzmenge #(X) der Grund-
menge X durch eine Teilmenge 8 von ihr ersetzt wird.

2.6.3 Definition. Sei X eine Menge, und 8 eine Familie von Teilmengen von X die unter endlichen Durchschnitten
abgeschlossen ist. Eine Familie # von Teilmengen von X heifit ein B-Filter, wenn

(i) F <8,

) F#0und0 ¢ F,

(iiil) VB,CeF. BNCeF,

(iv) VBeF VCeB,C2B. Ce¥.

Bemerke dass man tatsdchlich fiir 8 = $(X) den iiblichen Filterbegriff erhélt.
Nachdem wir wissen dass Kompaktheit mit Hilfe von Ultrafiltern beschrieben werden kann (jeder Ultrafilter
konvergiert), ist es naheliegend, dass man das Analogon von Ultrafiltern im Kontext von 8-Filtern studiert.

2.6.4 Lemma. Sei X eine Menge, und B eine Familie von Teilmengen von X die unter endlichen Durchschnitten
abgeschlossen ist.

(1) Ist C € B und hat C die endliche Durchschnittseigenschaft, dann existiert ein maximaler B-Filter F mit
F2C.

(1) Ein B-Filter F ist genau dann ein maximaler B-Filter, wenn

¥YBeB. (WFeF. BNF+0)=> Be¥.

Beweis. Fiir den Beweis von (i) sei C C B mit der endlichen Durchschnittseigenschaft gegeben. Dann ist
Fo={BeB: AC,....C,€C. C;Nn...nC, C B}

ein B-Filter der C umfasst. Die Vereinigung einer aufsteigenden Kette von B-Filtern ist wieder ein 8B-Filter, und
daher zeigt das Lemma von Zorn Existenz eines maximalen Elements in der Menge aller B-Filters die C umfassen.
Jedes solche ist insbesonder ein maximaler $-Filter.

Wir kommen zum Beweis von (ii). Sei zuerst angenommen, dass ¥ die genannte Eigenschaft hat. Sei G ein
B-Filter mit G 2 ¥, und sei B € G. Dann gilt BN F # ( fiir alle F € ¥, und damit B € . Also haben wir G = .
Umgekehrt, sei angenommen, dass ¥ ein maximaler 8-Filter ist. Sei B € B mit BN F # (0, F € . Dann hat
also C := ¥ U {B} die endliche Durchschnittseigenschaft, und wir finden einen B-Filter G mit G 2 C. Wegen der
Maximalitit von ¥ folgt F = G, also B € ¥ . O

Bemerke, dass fiir 8 = P(X) die zweite in Lemma 2.6.4 genannte Eigenschaft gerade die bekannte Charakterisie-
rung von Utrafiltern (VB € X. Be ¥ V B° € ¥) ergibt.
Wir konstruieren nun aus einer T;-Basis auf einem T;-Raum einen kompakten T;-Raum.
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2.6.5 Definition. Sei X eine Menge, und 8 eine Familie von Teilmengen von X die unter endlichen Durchschnitten
abgeschlossen ist. Wir bezeichnen

o(X,8B) = {F: F maximaler B-Filter auf X}

P - Po(X,B))
g M - [FeoXB): Me¥F)

Als erstes bemerken wir, dass o auf B mit endlichen Vereinigungen und Durchschnitten vertriglich ist.
2.6.6 Lemma. Seien M, M, C X.

(1) Es gilt o(My) N o(M>,) € o(M; N M3). Sind My, M, € B, so gilt Gleichheit.

(i) Seien M, M, € B, dann gilt c(M; U M3) = (M) U 0(M>).

Beweis. Sei F € o(M;)No (M), dann gilt also M|, M, € F. Damit ist auch M| "M, € ¥, also F € o(M; N M,).
Sei nun vorausgesetzt dass M|, M, € B. Ist ¥ € (M| N M), dann ist M; " M, € ¥, und daher auch M, M, € .
Damit haben wir F € (M) N o(M,).

Als nédchstes haben wir

oM UM ={F €ec(X,B): M| UM, € F}
Q{TEO'(X,B) M, E?}U{TGO’(X,B)I MzE?}ZO'(MOUO'(Mz).

Umgekehrt, sei ¥ ¢ o(M,) U o(M>), d.h., My ¢ ¥ und M, ¢ ¥. Wegen Lemma 2.6.4 finden wir Fy, F, € ¥ mit
FiNnM; =F,NM,=0.Dannist F; N F, € ¥, und es gilt (M; U M) N (F N F,) = 0. Daherist M\ UM, ¢ F,
d.h., F ¢ o(M; U M,). O

2.6.7 Satz. Sei (X,7) ein Ti-Raum, und B eine T -Basis von (X, T"). Dann ist
o(B) ={o(B): Be B}

abgeschlossene Basis einer (eindeutigen) Topologie T, auf o(X,B). Der topologische Raum (o(X, B),T ) ist
kompakt und (T)).
Ist B eine normale Basis, so ist T, Hausdorff.

Beweis.

@ Wir zeigen, dass die Menge {0(B)°: B € B} Basis einer Topologie auf o (X, B) ist.

Zunidchst ist 0 € B und o (X, B) = o(0)°. Wegen Lemma 2.6.6, und da B unter endlichen Vereinigungen abge-
schlossen ist, ist {o(B): B € B} unter endlichen Durchschnitten abgeschlossen. Also ist diese Menge tatsdchlich
Basis einer Topologie auf (X, B) ist. Per definitionem hat 7, die abgeschlossene Basis 0(8), und klarerweise ist
eine Topologie durch jede ihrer abgeschlossenen Basen eindeutig bestimmt.

Wir wollen die von {o(B)‘: B € B} erzeugte Topologie mit 7, bezeichnen.

@ Wir zeigen, dass (0(X, B), 7,-) das Trennungsaxiom (T,) erfiillt.

Seien dazu F, G € o(X, B) mit F # G gegeben. Wegen der Maximalitidt von ¥ und G folgt ¥ € Gund G ¢ F.
Wihle F e #F\Gund G € G\ F. Dann gilt ¥ € o(F),G ¢ o(F)und ¥ € o(F),G ¢ o(F). Die Mengen
Or = 0(G)° und Og = o(F)° sind offen in o-(X, B), und wir haben

F e OF,g€ OF und ge O(;,TQ O(;.

® Wir zeigen, dass (o(X, 8), T.-) kompakt ist.

Dazu geniigt es zu zeigen, dass jede Teilfamilie der abgeschlossenen Basis o(8) mit der endlichen Durchschnitts-
eigenschaft nichtleeren Durchschnitt hat (denn dies ist klarerweise dazu dquivalent dass jede Familie abgeschlos-
sener Mengen mit der endlichen Durchschnittseigenschaft nichtleeren Durchschnitt hat). Sei also eine Teilfamilie

C von o (B) mit der endlichen Durchschnittseigenschaft gegeben. Schreibe C = o(8’) mit einer geeigneten Fami-
lie B’ C B.
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Wir zeigen, dass B’ die endliche Durchschnittseigenschaft hat. Seien dazu By, ..., B, € 8’. Dann ist
oB1N...0NB)=0c(B)N...No(B,) # 0,

und da o(0) = 0 ist, muss By N...N B, # 0 sein.
Nach Lemma 2.6.4 finden wir einen maximalen B-Filter  der 8’ umfasst. Dann gilt ¥ € (e 0(B) = (N C.

@ Sei nun vorausgesetzt, dass 8 eine normale Basis ist. Wir zeigen (T»).

Seien ¥,G € 0(X, B), ¥ # G. Mit Lemma 2.6.4 sehen wir, dass es Mengen B; € 7, B, € G, gibt mit BN B, = 0.
Wihle C1,C, €e BmitBiNC; =B, NC, =0und C;UC, = X.Dannist C; ¢ ¥ und C, ¢ G, also ¥ € o(Cy)*©
und G € o(C,)°. Weiters ist X = C; U C, € B, und daher

(C)) U o (Cy) = (Cy U Ca) = o(X) = o(X, B).

Es ist also o7(C1)° N o(C;)° = 0, und wir haben zwei trennende offene Mengen gefunden.

Als nichstes konstruieren wir eine Einbettung von X in (X, 8B). Fiir x € X setze
F.={BeB: xeB}
2.6.8 Satz. Sei (X,7) ein T1-Raum, und B eine T-Basis von (X, T"). Die Abbildung
L { X - olX,8)
o X - F
ist eine Einbettung von (X, T") in (0(X, B), T) und 1-(X) ist dicht in o(X, B). Es gilt

(1) {ts(B): B € B} ist eine abgeschlossene Basis von T,

(i) VB, Bs € B. 10(B1) N to(B2) = to(B1) N1(By),
Ist T Hausdorff, so ist B eine normale Basis.
Beweis.

® Wir zeigen, dass ¥, ein maximaler B-Filter ist.
Da ) € B, erhalten wir fiir jedes x € X eine Menge C € B mit x € C. Also ist 7, # 0. Alle anderen Eigenschaften
eines B-Filters sind offensichtlich.

Sei nun angenommen G wire ein B-Filter mit G 2 F,. Wihle B € G \ ¥. Dann ist also x ¢ B. Daher finden
wirCe Bmit BNC =0und x € C. Dann ist C € ¥, aber C ¢ G, und wir haben einen Widerspruch erhalten.

@ Wir zeigen, dass ¢, injektiv ist.

Seien x,y € X mit x # y gegeben. Da (X,7") insbesondere (Ty) erfiillt, finden wir eine offene Menge O die
einen dieser Punkte enthilt und den anderen aber nicht. Sei zum Beispiel x € O aber y ¢ O. Die Menge O° ist
Durchschnitt von Mengen aus 8, daher finden wir B € 8 mit x € B aber y ¢ 8. Es folgt B € 7, \ ¥, und damit
Fx# Fy.

® Wir zeigen, dass ¢, eine Homdomorphismus auf sein Bild ist.

Sei B € 8. Dann gilt
teX)No(B)={F,: xeX,BeF,} ={Fx: x€ B} =1,(B). (2.6.1)

Da 7, die Menge {o(B): B € B} als Basis hat, hat die Spurtopologie von 7 auf «(X) die Basis {¢(X)No(B)°: B €
B}. Nun gilt, da ¢, injektiv ist,

LX) No(B) = 1o(X) \ 0(B) = 1(X) \ (to(X) N 0°(B)) = 15(X) \ to(B) = 1o(B).

Nun ist {B°: B € B} eine Basis von 7, und wir sehen, dass ¢, eine Basis der Topologie im Urbildraum auf eine
Basis der Topologie im Bildraum abbildet. Daher ist ¢, ein Homdomorphismus.
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@ Wir zeigen, dass ¢, dichtes Bild hat.

Sei O eine nichtleere offene Menge in o(X, 8). Wihle B € B sodass o(B)° # 0 und o(B)° € O. Wire B = X,
so hitten wir X € 8 und o(B) = o(X, 8), ein Widerspruch. Also ist B # X, und wir finden x € X \ B. Dann gilt
B ¢ 7, und daher 7, € o(B)°. Das zeigt insbesondere, dass ¢,(X) N O # 0.

® Wir zeigen, dass o(C) = ¢,(C), C € B, und folgern (i)—(ii).

Als erstes bemerken wir, dass fiir je zwei Mengen B, C € 8 wegen (2.6.1) und der Injektivitit von ¢, gilt:
0(B)21,(C) © 1,(X)NT(B)21,(C) © 1,(B)21,(C)e B2C
Sei nun C € B gegeben. Da {o(B)°: B € B} eine Basis von 7 ist, gilt

w© = | J{o®Br: BeB.oBY i@} = | J{o(BF: BeB.o(BY N5 (C) =0)
= Jlo®r: BeB,o®) ni(€) = 0) = | J{o(B): BeB.o(B)21,(C))
- U {0(B): Be B,B2C}=0(C),

wobei wir fiir die Inklusion “C” in der letzten Gleichheit die Monotonie von o~ verwendet haben.

Die Eigenschaft (i) gilt nun da {o(B): B € B} = {1,(B): B € 8B}, und (ii) gilt wegen Lemma 2.6.6 und da ¢,
injektiv ist.

® Sei vorausgesetzt, dass 7, Hausdorff ist. Wir zeigen dass 8 normale Basis ist.

Seien Bj, B, disjunkte Mengen aus B. Dann ist, wegen (ii), auch ¢,(B;) N ¢,(B;) = 0. Da o (X, B) kompakt und
Hausdorft ist, ist o(X, 8) auch normal, und wir finden disjunkte Mengen 0,0, € T, mit O; 2 (,(B;) und
07 2 1,(By).

Wir zeigen nun, dass man O; von der Gestalt o-(C})“ mit einem gewissen C; € 8 wihlen kann. Dazu schreibe
01 = Uiy o(D))° mit D; € B. Da «(B;) kompakt ist, finden wir iy, ...,i, € I mit«(By) € o(D;))°U...Ud(D;)".
EsistCy .= D;, N...N D;, € B, und mit Lemma 2.6.6 erhalten wir

«(By) Co(Cy)F COy.

Genauso konstruiert man C, € B mit ((B>) C 0(Cy)° C O;.

Sei angenommen, dass B; N C; # 0, und wihle x in diesem Durchschnitt. Dann gilt B;,C; € ¥, also ¥ €
a(B))Na(Cy) = 1-(B1)Na(C), ein Widerspruch. Also haben wir ByNC| = (. Genauso sieht man dass B,NC; = 0.
Schliesslich gilt o(C1UC,) = a(C)Uo(Cy) = (0(C) No(Cy)°) = o (X, B). Sei angenommen dass C{UC; # X,
und wihle x € X \ (C; U (). Dann ist C; U C; ¢ F,, und daher ¥, ¢ o(C; U C3), ein Widerspruch. Also haben
wirC; UC, = X.

]

Wir erhalten also aus jeder T-Basis 8 die Kompaktifizierung (¢, (07(X, B), 7)), und wir bezeichnen diese als die
von B induzierte Shanin—Kompaktifizierung. Fasst man die beiden letzten Sitze zusammen, so gilt detaillierter:

2.6.9 Korollar. Sei (X,7) ein Ti-Raum, und B eine T-Basis von (X, 7). Dann ist (t,, (0(X, B),T)) eine T-
Kompaktifizierung von (X, T), und es gelten die Eigenschaften (i) und (ii) aus Satz 2.6.8.
Sie ist genau dann eine T,-Kompaktifizierung wenn 8B eine normale Basis ist. O

Es gilt auch eine Eindeutigkeitsaussage.

2.6.10 Satz. Sei (X,7) ein Ti-Raum, und B eine T-Basis von (X, T"). Sei (ty, (Y, Ty)) eine T-Kompaktifizierung
von (X,7T") die die Eigenschaften (i) und (ii) aus Satz 2.6.8 hat. Dann ist (ty,(Y,Ty)) isomorph zu der von B
induzierten Shanin—Kompaktifizierung.

Beweis. Sei eine T-Kompaktifizierung (ty, (¥, 7y)) mit (i), (ii), gegeben. Wir konstruieren einen Isomorphismus
¢: (to, (0(X, B), To)) = (wr, (Y, Ty)).
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@ Wir zeigen, dass fiir jedes ¥ € o(X, B) die Menge ({ty(B): B € ¥} einelementig ist.
Betrachte die Familie C = {ty(B): B € ¥}. Da ¥ die endliche Durchschnittseigenschaft hat, hat auch C diese.
Die Kompaktheit von Y impliziert nun (\{¢ty(B): B € ¥} # 0. Wihle ein Element y in diesem Durchschnitt. Wir

zeigen als néchstes, dass
C ={wy(B): Be B,y €< 1y(B)}.

Dabei gilt die Implikation “C” nach Definition von y. Sei C € B mity € ¢y(C). Sei F € ¥, dann gilt wegen der
Eigenschaft (ii) und da ¢y injektiv ist,

y € y(C) Nuy(F) = y(C) Ney(F) = ty(C N F).

Damit folgt dass C N F # 0, und Lemma 2.6.4 zeigt C € . Wegen der Eigenschaft (i) und da Y (T)) ist, erhalten
wir

({®: BeF)=(|{w®B): BeByeu®B) =

@ Nach dem oben gezeigten ist eine Abbildung ¢: (X, B) — Y wohldefiniert durch die Vorschrift dass stets
©o(F) € N{y(B): B e 71} gilt. Ist x € X, so gilt fiir jedes B € ¥ dass x € B, und damit dass ty(x) € ty(B). Dies
zeigt o(Fy) = ty(x), x € X, d.h., 9o i, =ty.

® Wir zeigen, dass ¢ bijektiv ist.
Seien zuerst 7, G € o(X, B), F # G gegeben. Wihle F € ¥,G € G mit F N G = (. Dann gilt auch

(&®): BeFin[ {w(©): CeG cu(P)niy(G) = (FNG) =0,

und daher o(F) # ¢(G).

Sei nun y € Y gegeben, und betrachte die Menge {B € B: y € ty(B)}. Diese hat wegen (ii) die endliche
Durchschnittseigenschaft. Wihle F € o(X, B) mit ¥ 2 {B € B: y € ty(B)}. Dann gilt

(Vw®): BeF}c( |{w®B: BeByeu®B) =l
also () = y.

@ Wir zeigen, dass ¢ ein Homdomorphismus ist.

Dazu geniigt es zu wissen, dass ¢ eine abgeschlossenen Basis auf eine abgeschlossene Basis abbildet; und wir
zeigen
¢(0(B)) =wy(B), BeSB.

Fiir # € o(B) ist B € ¥, und daher
eF) e[ B BeF)CiyB).

Also haben wir p(0"(B)) C ty(B). Umgekehrt, sei y € ty(B), und F = ¢~'(y). Dann gilt fiir jedes F € ¥ dass
y €ty(B)Niy(F) = ty(BN F), also muss BN F # ( sein. Dies zeigt B € F, also F € o(B).

]

Shanin’s Konstruktion liefert viele, aber im allgemeinen nicht alle, Kompaktifizierungen. Im Folgenden zeigen
wir, dass man jedenfalls fiir spezielle Wahlen von 8 die Alexandroff— und die Stone-Cech—Kompaktifizierung
erhilt.

2.6.11 Proposition. Sei (X, T) lokalkompakt, (T), und nicht kompakt. Dann ist
B:={BC X: Bkompakt} U{B C X: B abgeschlossen A3AC C X kompakt. BU C = X}

eine normale Basis von X, und die von ihr induzierte Shanin—Kompaktifizierung ist isomorph zur Alexandroff-
Kompaktifizierung.

Beweis. Zunichst eine allgemeine Feststellung: Da X lokalkompakt und (T,) ist, ist die Alexandroff—
Kompaktifizierung Hausdorff. Damit ist (X,7) vollstindig regulir, insbesondere regulér, und daher bilden fiir
jeden Punkt von X die abgeschlossenen Umgebungen dieses Punktes eine Umgebungsbasis. Da wir eine kompak-
te Umgebung haben, bilden daher auch die kompakten Umgebungen dieses Punktes eine Umgebungsbasis.
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@ Wir zeigen, dass B eine T-Basis ist.

> () ist kompakt.

> Sind By, B, kompakt, so sind auch B;NB; und B;UB, kompakt. Sei nun B; kompakt, und B, abgeschlossen und
C; kompakt mit B,UC, = X. Dann ist B N B, kompakt, und B; U B, abgeschlossen mit (B; UB,)UC, = X. Der
Fall dass B, kompakt ist, und B; abgeschlossen und C| kompakt mit B; U C; = X ist analog. Seien schlie3lich
B, B, abgeschlossen, und C, C, kompakt mit B; U C; = B, U C, = X. Dann sind B; N B, und B; U B;
abgeschlossen, und (B; N B;) U (C; UC,) = Xund (B U By) UC = X.

> Sei B € Bund x € X\ B. Wie Eingangs angemerkt, bilden die kompakten Umgebungen von x eine Umge-
bungsbasis, und daher finden wir eine kompakte Umgebung C von x mit C € X \ B.

> Sei O € 7 und x € O. Wihle eine kompakte Umgebung C von x mit C € O, und wihle V € 7 mitx € V C C.
Dann ist X \ V abgeschlossen, und (X \ V) U C = X. Also ist V¢ € B. Wir sehen, dass {B°: B € B} eine Basis
von 7 ist.

@ Wir zeigen, dass a(X) der Bedingung (i) aus Satz 2.6.8 geniigt.

Wir bezeichnen im Folgenden mit A" den Abschluss einer Menge in a(X). Es ist zu zeigen, dass die Familie
C ={aX)\B": Be B}
eine Basis von 7, bildet. Daher sei O € 7, und x € O gegeben.

> Betrachte den Fall, dass x = co. Dann ist O ¢ 7 und daher X \ O kompakt in X. Dann ist X \ O auch kompakt
in @(X) und, da a(X) Hausdorff ist, auch abgeschlossen. Da oo € O, gilt

aX)\X\ 0 =a(X)\(X\0) =0,

also haben wir O € C’'.

> Betrachte den Fall, dass x € X. Da X N O offen in X ist, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass O € 7. Wihle
C € X kompaktund V € 7 mitx € V C C C O. Da die Inklusionsabbildung ¢, eine Einbettung ist, und X \ O
abgeschlossen in X ist, folgt

X\V =

a X\V , X\ V abgeschlossen in a(X)
(X\ V)U{oco}, V nicht abgeschlossen in a(X)

Wir zeigen, dass der zweite Fall eintreten muss. Sei dazu angenommen, es wire X \ V abgeschlossen in a(X).
Dann finden wir U € T, mit co € U und (X \ V)N U = 0. Es ist X \ U kompakt in X, und wir haben
X =X\ U)UV,und daher auch X = (X \ U) U C. Als Vereinigung zweier kompakter Mengen wire also X
selbst kompakt, ein Widerspruch.

Es gilt also tatsdchlich stets X \ V' = (X'\ V) U{oo}, und damit a(X) \ X \ V" = V. Da weiters X\V)yuC =X,
folgt Ve(C'.

® Wir zeigen, dass a(X) der Bedingung (ii) aus Satz 2.6.8 geniigt.

Seien By, B, € 8. Dann sind By, B, abgeschlossen in X, und daher haben wir Ea € {B;, B; U {oo}}, i = 1,2. Damit
erhalten wir
BiNB,CB NB, CBy NB, C(B;NBy)U{oo}.

Ist also By N B, nicht abgeschlossen in a(X), so folgt bereits die gewiinschte Gleichheit, denn der zweite Term
ist dann gleich dem letzten. Ebenso folgt dies, wenn mindestens eine von By, B, abgeschlossen in «(X) ist, denn
dann ist der dritte Term gleich dem ersten.

Sei nun angenommen, dass B N B, abgeschlossen in a(X) ist, aber B; nicht abgeschlossen in a(X). Dann kann
By nicht kompakt in X sein, denn B; kompakt in X impliziert B; kompakt in @(X) und daher B; abgeschlossen
in a(X) da a(X) Hausdorff ist. Wegen B; € B finden wir C; € X kompakt mit X = B; U Cy. Daraus folgt nun
B, = (B, N By) U (B, N Cy), und damit dass B, kompakt in X ist. Dies wiederum zeigt, dass B, abgeschlossen in
a(X) ist, und wir sind in dem zweiten der bereits behandelten Fille.

@ Die Eindeutigkeitsaussage Satz 2.6.10 gibt dass die Alexandroffi~-Kompaktifizierung (¢4, (@(X), 7)) isomorph
zu der von B induzierten Shanin—Kompaktifizierung ist. Insbesondere ist o°(X, ) Hausdorff, und daher muss 8
sogar eine normale Basis sein.
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]

2.6.12 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge M C X heillt Nullstellenmenge, wenn es
eine stetige Funktion f: X — R gibt mit M = f~'({0}). O

Bemerke, dass M genau dann eine Nullstellenmenge ist, wenn M = g~!({0}) fiir eine stetige Funktion g: X —
[0, 1]. Verwende zum Beispiel g := |f|(1 + |f])~' wo f wie in der Definition ist.

2.6.13 Proposition. Sei (X,7) volilstindig regulir. Dann ist die Menge B aller Nullstellenmengen in X ei-
ne normale Basis von X, und die von ihr induzierte Shanin—Kompaktifizierung ist isomorph zur Stone-Cech—
Kompaktifizierung.

Beweis.

@ Wir zeigen, dass 8 eine T;-Basis ist.

> Jede Nullstellenmenge ist abgeschlossen. Sind O € 7" und x € O, so wihle f: X — [0, 1] stetig mit f(x) = 1
und f(O°) = {0}. Dann ist x € £~1({0})° € O. Wir sehen, dass B eine abgeschlossene Basis ist.

> Die leere Menge ist klarerweise eine Nullstellenmenge (wihle f die konstante Funktion mit Wert 1).

> Seien Bj, B, € 8B, und schreibe B; = fl‘l({O}) und B, = fz‘l({O}) mit stetigen Funktionen fi, f>: X — [0, 1].
Dann ist
By N By = (max{fi, £)7'({0}), Bi U B, = (min{fi, L)' ({0}.

> Sei B € Bund x € X\ B. Wihle eine stetige Funktion f: X — [0, 1] mit f(x) = O und f(B) = {1}, und setze
C:= f'({0}). Damnist Ce B,BNC =0und x € C.

@ Wir zeigen, dass S(X) der Bedingung (i) aus Satz 2.6.8 geniigt.
Sei O € B(X) offen, und z € O. Wihle go: B(X) — [0, 1] stetig mit go(z) = 1 und go(O°) = {0}, und wihle
g1: BX) — [0, 1] stetig mit g;(z) = 1 und g1(g;" ([0, 31)) = {0}. Nun setze Z = g;'({0}) und W := g;'([0, §)).
Dann gilt

Z kompakt, Woffen, z¢Z O°CWCZ
Die Funktion f = gjots: X — [0, 1] ist stetig. Setze B := f~'({0}) = Lgl(Z). Dannist B € B. Es gilt3(B) C Z, und

daher auch (3(B) C Z. Betrachte nun einen Punkt w € W.Ist V C B(X) offen mit w € V, so ist ;,g(X) N (V N W) # 0,
da 14(X) dicht in S(X) ist. Wihle x € X sodass ¢5(X) in diesem Durchschnitt liegt. Dann gilt x € LEI(Z) = B, also

haben wir (g(B) NV # 0. Da V beliebig war, folgt w € (5(B). Wir erhalten W C 15(B), und damit
Z2€BXI\NZ CBX)\ 1g(B) S X))\ W CO.

® Wir zeigen die folgende allgemeine Aussage: Ist Y vollstindig regulir, so bilden fiir jeden Punkt von Y die
Umgebungen von y die Nullstellenmengen sind eine Umgebungsbasis von y.

Sei O C Y offen mit y € O. Wihle eine stetige Funktion f: ¥ — [0,1] mit f(y) = 0 und f(O°) = {1}. Sei
g: [0, 1] — [0, 1] die stiickweise lineare stetige Funktion

0 {0 U=
g = X
t_§3 %S

Dannist f := go f: Y — [0, 1] stetig, und es gilt

o

1
1<y
t<1

1 < 1
ye o, )< Fidon = £7(o, sheo.

@ Wir zeigen, dass S(X) der Bedingung (ii) aus Satz 2.6.8 geniigt.

Seien By, B, € B gegeben. Wir betrachten zuerst den Fall dass By N B, = 0. Es ist also zu zeigen, dass (z(B1) N
tg(By) = 0. Schreibe B; = gi‘l({O}) mit gewissen stetigen Funktionen g;: X — [0,1]. Da By N B, = 0, ist
g1(x) + g2(x) > 0, x € X. Daher ist die Funktion

Fo) = 81(x)

=—° 7  xeX
g1(x) + ga(x)
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wohldefiniert und stetig. Offenbar bildet sie X nach~[0, 1] ab, und erfiillt f(By) = {0} und f(B,) = il}. Sei nun
f: B(X) — [0, 1] stetige Fortsetzung von f, sprich, f o 13 = f. Die Menge Z; = F'qo) und Z, == F~'({1}) sind
abgeschlossen in B(X), disjunkt, und 15(B;) C Z; und 13(B,) € Z. Es folgt

Lﬁ(Bl) N Lﬁ(Bz) CZinZ,=0.

Seien nun By, B, € B beliebig. Die Inklusion tg(B;) N 1g(B2) C 15(B1) N 15(By) gilt trivialerweise.
Sei umgekehrt z € 13(B1) N 1g(By). Um zu zeigen, dass z € 5(B1) N 1g(B,), geniigt es zu zeigen, dass fiir jede
Umgebung W von z die eine Nullstellenmenge ist gilt dass

wn L/g(Bl) N ng(Bz) # 0.

Sei also W = f~!({0}) eine Umgebung von z wobei £: S(X) — [0, 1] stetig. Sei f := fous, und setze C := f~({0}).

Angenommen es wire C N (B} N By) = (. Dann wéren also C N By, C N B, € B disjunkt. Nach dem bereits
behandelten Fall erhalten wir auch 15(C N By) Ng(C N By) = 0. Da z € 13(B)), finden wir ein Netz (x;);e; in By mit
tg(x;) — z. Da W eine Umgebung von z ist, finden wir einen Index iy € I sodass tg(x;) € W, i > ip. Dies besagt
x; € C, i 2 ip. Damit ist (x;)jes,i»j, €in Netz in C N By mit ¢3(x;) — z, also haben wir z € 3(C N By). Genauso

erhalten wir z € 15(C N By), und damit einen Widerspruch.
Es folgt dass C N (B; N By) # 0, und damit

wn ng(Bl N Bz) 2 LB(C) N LB(BI) N Lﬁ(Bz) = Lﬁ(C N B] N Bz) 0.

® Die Eindeutigkeitsaussage Satz 2.6.10 gibt dass die Stone-Cech—Kompaktifizierung (t5, (8(X), 7)) isomorph
zu der von B induzierten Shanin—Kompaktifizierung ist. Insbesondere ist o(X, ) Hausdorff, und daher muss 8
sogar eine normale Basis sein.



Anhang A

Vokabular aus der Kategorientheorie

A.1 Kategorien und Funktoren

Kategorien sind ein sehr allgemeines konzeptuelles Konstrukt, das oft eine strukturierende Perspektive ermoglicht.
Viele in verschiedenen mathematischen Gebieten wiederholt auftretende Konzepte und Beweise konnen verein-
heitlicht werden, und der gemeinsame Grund fiir ihr gelten kann herausgestrichen werden. Die Kategorientheorie
selbst hat, wie jede andere mathematische Theorie, natiirlich auch ihr Eigenleben.

Wir werden nur hin und wieder ein bischen Vokabular aus der Kategorientheorie verwenden, um strukturelle
Konzepte klarer darzustellen.

A.1.1 Definition. Eine Kategorie C besteht aus
> einer Klasse Obj C von Objekten,
> fiir je zwei Objekte X, Y einer Menge Homc(X, Y) von Morphismen,
> fiir jedes Objekt X einem ausgewihlten Morphismus idy € Hom¢(X, X),
> fiir je drei Objekte X, Y, Z einer Funktion o: Hom¢(Y, Z) X Hom¢(X, Y) — Homc(X, Z),
sodass gilt
> VX, Y € ObjC Vf € Homc(X, Y). idyof = f, foidy = f,
> VX,Y,Z,W e ObjC Vf € Homc(X, Y), g € Homc(Y, Z),h € Homc(Z, W). ho(go f)=(hog)o f.
0

A.1.2 Beispiel. Das erste Beispiel einer Kategorie, ist die Kategorie Set. Thre Objekte sind alle Mengen, ihre
Morphismen Homse+ (X, Y) alle Funktionen f: X — Y, das ausgewéhlte Element idy die identische Abbildung
idy: X — X, und die Funktionen o die Hintereinanderausfiihrung von Funktionen.

Offensichtlich ist dieses Beispiel auch fiir die allgemeine Bezeichnungsweise ,,idy und o mitverantwortlich.

Oft schreibt man auch im Allgemeinen f: X — Y oder X L Y um auszudriicken, dass f € Hom¢(X, Y). ¢

A.1.3 Beispiel. Algebraische Strukturen geben Anlass zu Kategorien. Ein Beispiel wire Ab die Kategorie
aller abelschen Gruppen. Ihre Objekte sind alle abelschen (d.h., kommutativen) Gruppen, ihre Morphismen
Homyy (X, Y) alle Gruppenhomomorphismen f: X — Y, das ausgewihlte Element idy die identische Abbildung
idyx: X — X, und die Funktionen o die Hintereinanderausfiihrung von Funktionen.

Offensichtlich sind Beispiele dieses Typs auch fiir die allgemeine Bezeichnungsweise ,,Hom¢(X, Y)*“ mitver-
antwortlich. o

A.1.4 Beispiel. Auch anders geartete Strukturen geben Anlass zu Kategorien. Ein Beispiel wire Metr, die Kate-
gorie der metrischen Rdume, mit allen metrischen Rdumen als Objekten und allen isometrischen Abbildungen als
Morphismen. Oder Top, die Kategorie aller topologischen Rdume mit stetigen Abbildungen als Morphismen. ¢

33
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Anhand der obigen Beispiele sieht man schon wie Kategorien oft entstehen: Man hat eine Klasse von Objekten die
Mengen mit irgendeiner zusétzlichen Struktur sind, als Morphismen betrachtet man jene Abbildungen die diese
Struktur erhalten, und die Identitiit sowie die Abbildung o sind die iiblichen.

Kategorien die von diesem Typ sind, nennt man auch konkrete Kategorien (und dieser Begriff kann auch
prazise formuliert werden). Es gibt aber auch viele sinnvolle Kategorien, die nicht konkret sind.

A.1.5 Definition. Ein Morphismus f € Hom¢(X, Y) heilt Isomorphismus, wenn es g € Homc(Y, X) mit go f = idy
und f o g = idy gibt.
Zwei Objekte X, Y einer Kategorie C heillen isomorph, wenn es einen Isomorphismus von X nach Y gibt. ¢

Die Rolle von Abbildungen zwischen Mengen wird auf dem Level der Kategorien selbst von ,,Funktoren‘ gespielt.
A.1.6 Definition. Seien C und D Kategorien. Ein Funktor F besteht aus

> einer Vorschrift die jedem Objekt X von C ein Objekt F'X von D zuordnet,

> fiir je zwei Objekte X, Y von C einer Funktion F': Hom¢(X, Y) — Homp(X, Y),

sodass gilt

> V¥X e C. Fidy = idpy,

> VX, Y,Z e CVfeHomcX,Y),g € Homc(Y,Z). F(go f) = (Fg)o (Ff).

Das Symbol ,,F* ist hier offenbar iiberbelegt, aber es ist stets aus dem Zusammenhang klar was es bedeuten soll.

. . F
Ist F ein Funktor von C nach D, so schreibt man auch F': C — D oder C — D. ¢

Die Hintereinanderausfiihrung von Funktoren ist in der offensichtlichen Weise definiert.

A.1.7 Beispiel. Hat man eine — in obigem intuitiven Sinne konkrete — Kategorie C, so hat man stets einen Funktor
U: C — Set. Namlich den Vergiss-Funktor, der einem Objekt seine Trigermenge zuordnet und einem Morphis-
mus die Funktion die dieser Morphismus ist. Sprich, man vergisst die zusitzliche Struktur.

Zum Beispiele agiert also der Vergiss-Funktor U: Top — Set als F(X,7) = X fiir einen topologischen Raum
(X,7)und F f = f fiir eine stetige Funktion f zwischen zwei topologischen Raumen. ¢

Interessanter sind natiirlich Funktoren, die nicht bloss vergessen sondern etwas konstruieren.

A.1.8 Beispiel. Sei F: Metr — Top der Funktor der einem metrischen Raum (X, d) den topologischen Raum
(X, T4) zuordnet wo 7 die von der Metrik d induzierte Topologie ist. Auf Morphismen agiert F als Ff = f. ¢

A.2 Initiale Objekte, Teilkategorien

A.2.1 Definition. Sei C eine Kategorie. Ein Objekt X von C heilit initiales Objekt von C, wenn fiir jedes Objekt Y
von C die Menge Homc(X, Y) genau ein Element hat.
Dual heilt X terminales Objekt, wenn fiir alle Y € Obj C die Menge Hom¢(Y, X) genau ein Element hat. o

A.2.2 Beispiel. In der Kategorie Set ist die leere Menge initial, und jede einelementige Menge terminal. In der
Kategorie Ab ist jede Gruppe mit genau einem Element sowohl initial als auch terminal. O

A.2.3 Definition. Seien C und D Kategorien. Dann heil3t D eine Teilkategorie von C, wenn jedes Objekt von D auch
Objekt von C ist, und stets Homp(X, ¥) € Homc(X, Y) gilt.

Man sagt D ist eine volle Teilkategorie von C, wenn D eine Teilkategorie von C ist und sogar Homp(X,Y) C
Hom¢(X, Y) gilt. 0

Ist D eine Teilkategorie von C, so hat man den Inklusions-Funktor V: D — Cder als VX = X und Vf = f agiert.

A.2.4 Beispiel. Bezeichne mit Top™ die Kategorie aller Hausdorffschen topologischen Riume mit allen stetigen
Funktionen als Morphismen. Dann ist Top™? eine volle Teilkategorie von Top.
Als weiteres Beispiel wire Ab eine (nicht volle) Teilkategorie von Set. o
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A.3 Adjungierte Funktoren

Oft kann — oder mochte — man Begriffe oder Sitze zwischen zwei Kategorien hin-und-her iibersetzen. Die Rolle
eines Worterbuches zwischen zwei Kategorien spielt dann ein Paar von Funktoren.

A.3.1 Definition. Seien C und D zwei Kategorien. Eine Adjunktion zwischen C und D besteht aus

> einem Funktor F: C — D und einem Funktor G: D — F,

> fiir je zwei Objekte X € Obj Cund Y € Obj D einer Bijektion ¢xy: Homp(FX, Y) - Homc(X, GY),
sodass gilt

> VX e Ob] cVvy, Y € Obj D,g S HomD(Y, Y’) ©xy © 8« = (Gg)* oYxy.

Homp(FX, Y) —2"~ Homc(X, GY)

&+ l \L(Gg)*

Homp(FX,Y’) - Hom¢(X, GY")

> VX, X' € ObjC, f € Home(X, X') VY € ObjD. @xy o (Ff)" = h* o pxy.

Homyp(FX, Y) —2"~ Homc(X, GY)

(Ff)*i lf*

Homp(FX',Y) ——> Homc(X', GY)

Hier ist f* die Abbildung h +— h o f, sowie g. die Abbildung / — g o h. Die Abbildungen (F f)* und (Gg). sind
analog definiert. 0

A.3.2 Beispiel. Sei K ein Korper und Vec die Kategorie der Vektorrdaume iiber dem Korper K. Ihre Objekte sind
alle K-Vektorrdume, und ihre Morphismen alle linearen Abbildungen.

Klarerweise haben wir den Vergiss-Funktor G: Vec — Set. In der anderen Richtung, haben wir auch einen
Funktor, ndmlich jenen der einer Menge X den K-Vektorraum FX mit X als Basis zuordnet. Explizite ist dies

FX = {a € K*: a(x) = 0 fiir alle bis auf endlich viele x € X},

mit den punktweise erkldrten Vektorraumoperationen. Auf Set-Morphismen agiert F als lineare Fortsetzung,
explizite ist dies
[(F@)]() = Z a(x) fir f:X—>Y ac FXCKY, yeY.
xef~H(yh

Verwendet man die iibliche Schreibweise a = )y a,x fiir Elemente von FX, so hat F f die Darstellung (F f)(a) =
> rex @xf(x). Das F tatsiachlich ein Funktor ist, rechnet man einfach nach.

Um zu sehen, dass F,G eine Adjunktion bilden, miissen wir eine Bijektion ¢xy: Homyec(FX,V) —
Homse+ (X, V) angeben. Diese ist durch Einschrinkung f := f|yx gegeben. Ihre Inverse ist durch lineare Fortset-
zung gegeben: jede Funktion von der Basis X in irgendeinen Vektorraum hat eine eindeutige Fortsetzung zu einer
linearen Abbildung von FX to V; die Formel fiir diese ist genauso wie oben (@x v f)(D rex @xX) = Xirex Axf(X).
Das dies tatsédchlich eine Adjunktion ergibt, rechnet man wiederum leicht nach. o
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Anhang B

Trennungsaxiome

B.1 Die Axiome (T()—(T,)

B.1.1 Definition. Fiir einen topologischer Raum (X, 7°) betrachten wir die folgenden Trennungseigenschaften:

(To)

(Ty)

(Ty)

(T3)

(T31)

(T4)

Fiir je zwei verschiedene Punkte x,y € X existiert eine offene Menge O, sodass entweder x € O,y ¢ O
oderye O,x ¢ O.

Fiir je zwei verschiedene Punkte x,y € X existieren offene Mengen O, Oy, sodass x € Oy,y ¢ O, und
y€O,,x¢O0,.

(Hausdorff) Fiir je zwei verschiedene Punkte x,y € X existieren disjunkte offene Mengen O, Oy,
sodass x € O, und y € O,.

Fiir jede abgeschlossene Menge A C X und Punkt x ¢ A existieren disjunkte offene Mengen Oy, Oy,
sodass A C O4 und x € O,.

Fiir jede abgeschlossene Menge A C X und Punkt x ¢ A existiert eine stetige Funktion f : X — [0, 1]
mit f(A) = {0} und f(x) = 1 (hier ist das Interval [0, 1] mit der euklidischen Topologie versehen).

Fiir je zwei disjunkte abgeschlossene Mengen A, B C X existieren disjunkte offene Mengen Oy, Op,
sodass A € O, und B C Ogp.

Erfiillt ein Raum (X, 7") die Axiome (T3) und (T)), so sagt man er ist reguldr. Erfiillt ein Raum (X, 7) die Axiome
(T3,) und (T}), so sagt man er ist vollstindig reguldr. Erfiillt ein Raum (X, 7") die Axiome (T4) und (T;), so sagt
man er ist normal. o

Es gelten offensichtlich die Implikationen

(Tzy) = (T3), (T) = (T1)) = (To)

und es ist

(T)) & Vxe X. {x}ist abgeschlossen

Damit erhilt man die Implikationen

normal = regulir = (Ty)

Das Lemma von Urysohn impliziert impliziert, dass

normal = vollstindig reguldr

Eine Eigenschaft die (T31,), im Gegensatz zu (Ty4), hat, ist, dass sich (T31,) auf Teilrdume vererbt.
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