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Kapitel 1

Raume mit inneren
Produkt

1.1 Geometrische Eigenschaften

1.1.1 Definition. Sei £ ein Vektorraum iiber C. Eine Abbildung [.,.]: £ — C
heifit inneres Produkt, wenn gilt

(1) [ax + By, 2] = afz, 2] + Bly, 2], v, y,2 € L, 0, B € C;

(i) [y, x] = [x,y], =,y € L.
Ist [.,.] ein inneres Produkt, so ist [z, z] stets reel.

1.1.2 Definition. Sei (L, ].,.]) ein Raum mit inneren Produkt. Ein Element
x € L heifit positiv (negativ,neutral), wenn [x,x] > 0 ([, z] <0, [z, z] = 0).

Ein linearer Teilraum M von £ heifit positiv (nichtnegativ, negativ, nichtpo-
sitiv, neutral), wenn jedes Element x € M\ {0} positiv (nicht negativ, negativ,
nicht positiv, neutral) ist. M heiit definit, wenn M positiv oder negativ ist,
und semidefinit wenn M nichtnegativ oder nichtpositiv ist.

Das innere Produkt [.,.] heifit positiv definit (positiv semidefinit, negativ
definit, negativ semidefinit, definit, semidefinit), wenn L selbst positiv (nicht-
negativ, negativ, nichtpositiv, definit, semidefinit) ist

Eine wichtige Rolle spielt der Begriff der Orthogonalitit.

1.1.3 Definition. Sei (£, [,.,]) ein Raum mit inneren Produkt. Zwei Elemente
x,y € L heiflen orthogonal, wenn [x,y] = 0 ist. Man schreibt in diesem Fall
x | y bzw. wenn man herausstreichen mochte bzgl. welchem inneren Produkt
die Orthogonalitét zu verstehen ist, auch x[L]y.

Ist M C L, so heift Mt := {z € L : 2 L y,y € M} das orthogonale
Komplement von M. Analog wie oben schreibt man manchmal auch M,

Ein Element z € £ heiit isotrop, wenn 1 £, d.h. [z,y] = 0 fiir alle y € L.
Die Menge £° := L+ heifit der isotrope Teil von L. Das innere Produkt [.,.]
heift nicht-entartet, wenn L = {0} ist.

1.1.4 Bemerkung. Sei M ein linearer Teilraum von £. Obwohl M+ das ,ortho-
gonale Komplement“ von M heif}t, muf} es kein wirkliches ,, Komplement* sein.
Tats#ichlich kann sowohl M N ML # {0} sowie auch M + ML # L sein.
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2 KAPITEL 1. RAUME MIT INNEREN PRODUKT

Ein Teilraum M von £ heiit ortho-komplementiert, wenn M + M+ = L
gilt. Das Interesse an solchen Raumen ist auch dadurch motoviert, dass sie
orthogonale Projektionen zulassen.

1.1.5 Proposition. Sei M ein linearer Teilraum von L. Dann ist M ortho-
komplementiert, genau dann, wenn es ene orthogonale Projektion P (d.h. eine
Projektion P mit ran P 1 ker P) mit ran P = M gibt. Diese ist genau dann
eindeutig bestimmt, wenn zusdtzlich M nichtentartet ist.

Beweis. Sei M + M+ = L, dann existiert ein Teilraum M; von M mit
M+M; = L. Die Projektion mit ran P = M und ker P = M, ist orthogonal.
Ist umgekehrt P eine orthogonale Projektion auf M, so gilt ker P C M+ und
damit

L=ranP+kerPC M+ M+ C L,

also M + M+ = L.

Wir sehen aus obigem Argument, dass die orthogonalen Projektionen P auf
M in bijektiver Beziehung stehen zu den Teilriumen M; mit M+M; = L
und M; C M, nimlich vermége M; = ker P. Nun existiert ein eindeutiger
Teilraum M; mit den genannten Eigenschaften, genau dann wenn M4+M* = L,
d.h. wenn M + M+ = £ und zusitzlich M N M+ = {0} ist.

O

1.1.6 Proposition. Sei M ortho-komplementiert. Dann gilt:
(i) M° C L°;

(1) M= ist ortho-komplementiert;

(iii) (M1)° = M ML = L°;

(iv) Mt =M+ Lo,

Beweis. Es ist M° = M N M+ C (M + M)t = £°, also gilt (i). Da stets
ML D M ist, gilt ML+ ML D ML + M, also gilt (ii). Die Aussage (i44)
folgt da

L°C M AME =M+ M) Cee.

Die Inklusion M1+ D M+L° ist klar. Sei umgekehrt € M. Dann existieren
m e M,m' € M+, mit z = m +m/. Wegen M C Mt ist x —m =m/ €
M+ ML = £°. Also haben wir z = (z —m) + m € L° + M.

O

Im allgemeinen ist es schwierig zu entscheiden ob ein gegebener Teil-
raum ortho-komplementiert ist. Ein wichtiges Beispiel von stets ortho-
komplementierten Teilraumen gibt uns die folgende Aussage.

1.1.7 Proposition. Sei M endlichdimensional und gelte M° C L°. Dann ist
M ortho-komplementiert.
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Beweis. Da M endlichdimensional ist, konnen wir eine Basis
{b1,.- .y bnybpt1, ... by} von M finden, sodaB

+1 ,i=7 undie{l,...,n}
bi,bj]=¢0 ,i=j undie{n+1,...,m}
0 ,i#]J
Dabei gilt M° = span{b,t1,...,bm}. Setze My := span{by,...,b,} und defi-
niere eine Abbildung P : £L — M durch

n

Px :=

[Iabz]
b; .
< [bi, bi]
Offenbar gilt P? = P, ran P = M, und ran(I — P) 1. M. Es folgt M; + M7 =
L. Da span{b,i1,...,byn} C L2, gilt M+ = M{, also M + M+ = L.

%

U
Wegen ihrer Wichtigkeit erinnern wir an die Schwarzsche Ungleichung.
1.1.8 Proposition. Sei (L,[,.,]) semidefinit. Dann gilt
e, yll” < o, 2] - [y y), 2,y € L.
Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, dass [.,.] positiv semidefinit ist. Seien

x,y € L gegeben. Dann gilt fiir «, 3 € R stets
0 < [ +y, 0z + 9] = o?[z, 2] + 2a Re[z,y] + [y, ],
Ist [z, z] = 0 so folgt dass fiir jedes o € R gilt
a2Rez,y] + [y,y] > 0.

Es mufl daher Re[z, y] = 0 sein.
Ist [z, z] # 0, so hat die quadratische Gleichung

2 a2Re[$7y] lv,y]
“ro o Ylea 0

hochstens eine reelle Losung. Es folgt

(Re[z,y])* [y, 9]
[z,2]2  [z,2]

also
(Relz,y])* < [2,2] - [y, 4]

Sei nun [£| = 1 sodaB {[x, y] > 0. Dann gilt nach dem eben bewiesenen
[z, y]]* = |[€2, y]* = Relx, y))* <

< [§, &) - Iyl = [, 2] - [y, 0]
Ist [.,.] negativ semidefinit, so wende das bereits bewiesene auf (£, —[.,.]) an.

U
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1.1.9 Korollar. Sei (L,[.,.]) semidefinit und x € L neutral. Dann ist x isotrop.

Beweis. Es gilt fiir jedes y € £

0 <[z, ¥yl < [z,2] [y,y] =0.

1.2 Fundamentalzerlegungen

1.2.1 Definition. Sei (L,[.,.]) ein Raum mit inneren Produkt. Ein Paar
J = (L4, L_) heiit eine Fundamentalzerlegung von L, wenn L ein positiver
Teilraum von L ist, £_ ein negativer Teilraum von £, und

L=Ly[+]L_[+]L°
gilt.

Der Raum (L, [.,.]) heiBit zerlegbar, wenn er eine Fundamentalzerlegung be-
sitzt. Die Existenz einer solchen ist nicht immer gesichert, vgl. Beispiel A.1.2.

1.2.2 Definition. Sei J = (L4, L_) eine Fundamentalzerlegung von (£, [.,.]).
Die orthogonalen Projektionen P, und P_ auf £ bzw. £_ heiflen Fundamental-
projektoren zu J Die Abbildung J := Py — P_ heifit die Fundamentalsymmetrie

1
zu J. Weiters setzen wir (z,y)7 = [Ja,y], z,y € £, und |[z]|7 = (z,2)7,
xeL.
1.2.3 Proposition. Sei J = (Li,L_) eine Fundamentalzerlegung wvon
(L,[.,.]). Dann gilt
(’L) P+P7 - P7P+ == O, P+J == JP+ - P+, P,J == pr - —P,, J2 -
P, +P_.

(@) Jey, =idey, J|go =1ide_, ker J = L°. Weiters ist J|,, ;. bijektiv und
es gilt (JIg 10 ) =Jlp 10 -

(7i1) (.,.)7 ist ein positives semidefinites inneres Produkt auf L. Es gilt

L=Ly[HL[HL =Li(HgL(+)sL
(tv) Fiir alle x,y € L gilt
[‘]Iay] = [Ia‘]y]v (Jxay)J = (IaJy)Ja

[J{E7Jy] = [ZC,y], (J‘Tv’]y)ﬂ = (xvy)J'
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Bezqeis. Esist ran Py = L4, ker Py = L_ + L°, sowieran P_ = L_, ker P_ =
L_+L°, also gilt Py P_ = P_P, = 0. Weiters folgt
Py J=P.(Py —P.)=P;, JP. = (P —P_)P, = P,
P Jj=P (PL-P)=-P_, JP_.=(Py —P_)P_=-P_,
J*=(P.-P)P,-P)=P, —P_.

Aus diesen Beziehungen folgt auch sofort, dass (i%) gilt.
Da L, ein positiver und L£_ ein negativer Teilraum ist, und £ =
L[+ L_[+]L0 ist, gilt

(x,2)g = [Pyx — P_x,Prx — P_x| = [Pyx, Pyx] — [Pz, P_x] > 0

Weiters ist (z,z)7 = 0 genau dann, wenn Pz = P_xz = 0. Dieses wiederum
ist dquivalent zu = € L£°. Wegen der Schwarzschen Ungleichung fiir (.,.)s ist
r € L7 genau dann, wenn (z, )7 = 0.

Es gilt fir x,y € £ dass (z,y)7 = [(Py —P-)z,y] = [Py, Pyy]—[P-z, P_y].
Wir erhalten £, (L) 7L_, sowie

(Jz,y)g = [Prz, Pry] + [Pz, Py] = (2, Jy) 7 ,
(Ja, Jy)g = [Pyra, Pry| — [P_x, P_y] = (z,y)7 .
Schlieflich haben wir wegen x — (Py. + P_)x € L°, dass
[z,y] = [(Py + P-)x,y] = [Py, Pry] + [Pz, P_y]
und erhalten damit
[Jz,y] = [Pra, Pyy] — [Pz, Py] = [z, Jy],

[JLL‘, Jy] = [P+$7P+y] + [P_J:,P_y] = [xvy] :

1.3 Winkeloperatoren und semidefinite
Teilrdume

Wir kommen zu einer oft niitzlichen Beschreibung semidefiniter Teilrdume.

1.3.1 Definition. Sei (£,[.,.]) nichtentartet und sei J = (£4+,£_) eine Fun-
damentalzerlegung von £ mit zugehorigen Fundamentalprojektionen Py, P_.
Weiters sei M D L ein linearer Teilraum. Ist Py | injektiv, so heifit K :
Py (M) = P-(M), Ky := P_o (Py|m)7 Y, der Winkeloperator von M bzgl.
£+'

1.3.2 Proposition. Sei (L,][.,.]) nichtentartet und J = (J+, J-) eine Funda-
mentalzerlegung von L. Dann gilt:
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(1) Ist M C L ein Teilraum mit Py|am injektiv, und bezeichnet Ky den zu-
gehorigen Winkeloperator, so gilt

M={z+ K z:z€ P (M)}.

(it) Ist D C Ly ein Teilraum und K : D — L_ linear, so ist
M ={x+Kz:ze D}

ein linearer Teilraum von L mit Py|am injektiv. Sein Winkeloperator ist
gleich K.

Beweis. Ist x € Py (M), so ist y := (Py|pm) 'z € M und es gilt
Piy=xz Py=Kiz,

also y = x+ K. Ist umgekehrt y € M, so setze x := Py. Dann ist x € Py (M)
und es gilt
y=Pry+ P y=c+Kiz.

Das zeigt (¢). Um (i7) zu sehen sei K : D — L_ gegeben. Klarerweise ist M ein
linearer Teilraum. Ist P,y = 0 fiir ein y € M, y = 2 + Kz, so folgt = 0 also
y =0. Wegen P_y = Kz und P,y = x haben wir K, = K.

O

1.3.3 Proposition. Sei (L,[.,.]) nichtentartet, J = (L4, L_) eine Fundamen-
talzerleqgung, und M C L ein Teilraum. Dann gilt:

(1) M st nichtnegativ genau dann, wenn Py|ym ingektiv und |[Ki| <
1 ist. Dabei ist ||Ky| die Operatornorm wvon K. als Abbildung von
(Py(M), [[-l7) nach (L, |[-|l7)-

(i1) M ist positiv (neutral) genauw dann, wenn Py|r ingektiv und || Kix|| sy <
lz|l7 fir alle x € PL(M)\ {0} (bzw. || Kiz|ly = ||z|lg fir alle z €
PL(M)).

Beweis. Sei M nichtnegativ. Ist y € M, Py = 0, so folgt y = P_y € L_.
Daher muBl y = 0 sein. Also ist Py | injektiv.

Ist M ein Teilraum mit Py | injektiv, so gilt fiir jedes y € M (mit z :=
Pry)

y,yl =[x+ Kyx,x + Kya] =[x, 0] + [Kyo, Kya] = ||zl — | Kzl 7
Also ist M

nichtnegativ. <= ||Kiz||7 < ||z|l7, z € P+(M)
positiv definit <= ||Kiz| 7 < ||z|l7, x € Pr(M)\ {0}
neutral = ||Kiz||lg =|lzll7, © € Py(M)
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Betrachte die Menge PosSd(L£) aller nichtnegativen Teilrdume von L. Diese
ist bzgl. der mengentheoretischen Inklusion halbgeordnet. Da die Vereinigung ei-
ner aufsteigenden Kette von nichtnegativen Teilrdiumen wieder nichtnegativ ist,
ist nach dem Lemma von Zorn jeder nichtnegativer Teilraum M in einem maxi-
malen nichtnegativen Teilraum (d.h. einem maximalen Element von PosSd(L)
enthalten.

Bezeichne mit Pos(£) die Menge aller positiven Teilrdume von £. Ebenfalls
nach dem Lemma von Zorn liegt jeder positive Teilraum in einem in Pos(L)
maximalen positiven Teilraum.

Klarerweise gilt: Ist M € Pos(£) und maximal in PosSd(L), so ist M auch
maximal in Pos(£). Es mufl aber nicht jeder maximal positive Teilraum auch
maximal nichtnegativ sein.

1.3.4 Proposition. Sei (L,[.,.]) ein Raum mit inneren Produkt, und sei M
ein linearer Teilraum von L. Dann gilt:

(i) Ist M mazimal nichtnegativ oder mazimal positiv, so ist M+ nichtpositiv.
(i) Ist M positiv und mazimal nichtnegativ, so ist M+ negativ.

(iii) Ist M mazimal positiv und ortho-komplementiert, so ist M+ mazimal
nichtpositiv.

Beweis. Ist x € M, [x,2] > 0, so ist My := span{M, x} wieder nichtnegativ
bzw. positiv. Also folgt M; = M, d.h. € M. Damit ist aber x € M+ N M,
und daher [z, z] = 0. Ein Widerspruch, und wir sehen dass (i) gilt.

Ist . € M+, [z,2] > 0, so ist M; := span{M, x} wieder nichtnegativ, also
My = M, d.h. x € M. Wir erhalten [z, z] = 0, einen Widerspruch da M positiv
ist, und es folgt (7).

Sei nun M maximal positiv und orthokomplementiert. Dann ist nach (i) M=+
nichtpositiv. Angenommen M ist nichtpositiv und M; O M*. Sei z € M; und
schreibe = y + z mit y € M, z € M*. Dann ist y =z — 2 € M; N M = {0}.
Also ist z € M+, und wir sehen dass M* maximal nichtpositiv ist.

O

In der Aussage (i) dieser Proposition kann man im allgemeinen nicht auf
M+ maximal nichtpositiv* schliessen, vgl. Beispiel A.1.1

Sei (L,[.,.]) nicht entartet, und sei weiter J = (L4, L_) eine Fundamen-
talzerlegung von L. Betrachte die Menge Win(J7) aller Paare (D, K) wobei D
ein Teilraum von £4 und K : D — L_ linear mit ||K| < 1 ist. Diese ist
halbgeordnet bzgl. der folgenden Relation

(Dl,Kl) < (DQ,KQ) R D1 - D2 und K2|D1 = Kl .

1.3.5 Korollar. Die Zuordnung M +— K die einem nichtnegativen Teilraum
M von L seinen Winkeloperator K4 bzgl. J zuordnet, ist eine ordnungserhal-
tende Bijektion von PosSA(L) auf Win(JT).

Beweis. Die Tatsache, dass M +— K, bijektiv ist, folgt unmittelbar aus Pro-
position 1.3.2 und Proposition 1.3.3. Nun impliziert M; C Ms dass P (M) C
Py (M3) und (Py|a,)™" = (Prlme) e, (my)- Also ist der Winkeloperator
K5 4 von M, eine Fortsetzung von dem Winkeloperator K 4 von M;j. Ist um-
gekehrt K5 | eine Fortsetzung von K 4 so folgt nach Proposition 1.3.2 dass
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My C Mas.
U

1.8.6 Bemerkung. Alle vorangegangenen Uberlegungen zu Winkeloperatoren
kann man genauso mit £_ an Stelle von £, durchfiithren: Ist P_|r injektiv,
so setze K_ := Py o (P_|p)~!. Dann ergeben sich die analogen Resultate fiir
nichtpositive Teilrdume anstelle von nichtnegativen.

1.4 Topologien auf Ridumen mit inneren Pro-
dukt

Wir wollen auf einem Raum (£, [.,.]) mit inneren Produkt solche Topologien
betrachten die mit der algebraischen Struktur und dem inneren Produkt ver-
traglich sind, und eine verniinftige Theorie erlauben.

1.4.1 Definition. Sei (£,[.,.]) ein Raum mit inneren Produkt, und sei 7 eine
Topologie auf £. Dann heifit 7 eine Majorante, wenn

(1) (L£,T) ist ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum (ohne Hausdorff);

(13) Die Abbildung [.,.]: £ x £ — C ist stetig, wobei £ x £ mit der Produkt-
topologie 7 x 7 und C mit der euklidischen Topologie versehen ist.

1.4.2 Bemerkunyg.

(i) Ist 7 eine Majorante, so ist insbesondere fiir jedes y € £ die Abbildung

VR

= [,y
bzgl. T stetig.

(#3) Ist T eine Majorante eines nichtentarteten Raumes (L, [.,.]), so ist 7 Haus-
dorff. Denn die Familie {[.,y] : y € £} ist in diesem Fall punktetrennend
und C ist Hausdorff.

(ii7) Fiir jede Teilmenge M C L und jede Majorante 7 ist M~ bzgl. 7 abge-
schlossen.

Es muf} nicht immer Majoranten geben, vgl. Beispiel A.1.3. Gibt es jedoch
eine Majorante, so gibt es auch besonders einfache.

1.4.3 Proposition. Sei (L, [.,.]) ein Raum mit inneren Produkt und sei T eine
Majorante. Dann gibt es eine Seminorm p auf L, sodaff T, eine Majorante ist
und T, grober als T ist.

Ist (L,][.,.]) nichtentartet, so muf p bereits eine Norm sein.

Beweis. Da T lokalkonvex ist, gibt es eine Familie {p; : ¢ € I} von Seminor-
men, die 7 induziert. Da [.,.] stetig ist, gibt es ¢ > 0 und endlich viele Indizes
01y, 1ln, sodal

[[z,y]| <1 fiir alle z,y € £ mit p;, (), (y) <€, k=1,...,n.
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Setze p := maxg=1,..npi,, dann ist p eine Seminorm und 7, C Ty, .ery = 7.
Weiters ist |[z,y]] < 1 fiir alle z,y € £ mit p(z),p(y) < ¢, also ist 7, eine
Majorante. Ist (L, [.,.]) nichtentartet, so ist jede Majorante Hausdorff. Wird
eine Majorante von einer Seminorm erzeugt, so mufl diese also eine Norm sein.

4

Existiert eine Majorante fiir (£, [.,.]), so gibt es im allgemeinen viele verschie-
dene Majoranten. Ist £ nichtentartet, so sind nach Proposition 1.4.3 darunter
auch solche die von einer Norm induziert werden. Es kann £ aber beziiglich
hochstens einer solchen vollsténdig sein:

1.4.4 Proposition. Sei (L,[.,.]) nichtentartet, und seien |.||1,||.||2 Normen
auf L sodafy L beziiglich beider vollstandig ist und sodaf 1) ,, 7)., Majoranten
sind. Dann gilt IZT|||1 = 'THHQ

Beweis. Betrachte die identische Abbildung id : (L, ||.|l1) — (L, ].|]2). Sei

(Zn)nen eine Folge in £, mit ILity T, Tnp (EIE} 2. Dann folgt

[Zn,y] = [2,9], [2n,y] = [2'y], ye€L,

und daher x = 2/. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist id daher
stetig, und nach dem Satz von der offenen Abbildung dann sogar ein Homomor-
phismus.

O

Es wére natiirlich schon, wenn man Majoranten von innen heraus, also nur
unter Verwendung von [.,.], definieren kénnte. Dieses ist moglich, wenn Funda-
mentalzerlegungen existieren.

1.4.5 Definition. Sei J eine Fundamentalzerlegung von (L, [.,.]), und sei J
die entsprechende Fundamentalsymmetrie. Die von der Seminorm

1
pj(x) = (1’,.’[]);, MRS Eu
erzeugte Topologie 77 heifit die Zerlegungsmajorante zu J.

1.4.6 Proposition. Es ist T tatsichlich eine Majorante. Weiters gilt p7(x) =
0 genau dann wenn x € L°. Insbesondere ist py eine Norm genau dann wenn
(L,[.,.]) nichtentartet ist.

Beweis. Es gilt

Nj=

2yl = (T2, 9) 7| < (J2, J2) % - (1, 9)5 = (2,2)% - (1,9)%

also ist [.,.] eine beschrinkte Sesquilinearform, und damit stetig. Weiters ist
jedes  mit py(z) = 0 auch isotrop. Ist umgekehrt @ € L°, so ist py(z) =
[Jz, 2]z = 0.

U

Eine Zerlegungsmajorante ist insofern besonders einfach, als dass sie von
einem inneren Produkt erzeugt wird. Weiters ist sie in natiirlicher Weise mit
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dem Raum (L, [., .]) verbunden, da sie nur mit Hilfe von [., .] definiert wurde, also
nicht von aussen aufgesetzt wird. Es ist von Interesse Bedingungen zu finden
wann es Zerlegungsmajoranten gibt, und, als besonders natiirliche Situation,
wann sie nicht von der Wahl der Zerlegung abhéngen.

1.4.7 Satz. Sei (L,[.,.]) ein Raum mit einem inneren Produkt, und sei T eine
Magjorante die von einem Hilbertraum-Skalarprodukt auf L induziert wird. Dann
gilt:

(i) (L,].,.]) ist zerlegbar;

(i') Es gibt eine Fundamentalzerlegung J = (L4,L-) sodaff Ly, L, und
Ly+L_ abgeschlossen bzgl. T sind;

Setzt man zusdtzlich voraus, dass (L,][.,.]) nichtentartet ist, so gilt weiter
(ii) Jede Zerlegungsmagjorante ist grober als T .
(ii1) Je zwei Zerlegungsmagjoranten sind gleich.

Beweis. Sei (.,.) ein Hilbertraum-Skalarprodukt welches 7 induziert. Da [., ]
eine stetige Sesquilinearform bzgl. 7 ist, existiert G € B((L,(.,.))), G = G*,
sodafl

[z,y] = (Gz,y), v,y € L.

Sei E das Spektralmaf} von G, und setze
Ly :=E((0,00)), L_ := E((—00,0)) .

Dann sind L4, £_ sowie L1 + L_ = E(R\ {0}) abgeschlossene Teilrdume von
(L,(.,.)). Es gilt weiters

L° =kerG = E({0}),

also ist £L = L +L_+L°.
Schliefllich gilt
[z,y] = (Gz,y) = /tdEw,y(t)v
R
wobei Ey (A) = (E(A)z,y). Ist © € L4, so ist z = E((0,00))z, also

Ero(A) = (E(A)E((0, 00))x, E((0,00))x) = (E(A N (0,00))z, ).

Also ist Ey 4 ist ein positives Mafl mit Ey ;((—00,0]) = 0, und wir erhalten

[x,x]z/tdEm,z(t)Z / tdE, .(t) > 0.

R (0,00)

Genauso sieht man, daf§ [x,z] < 0 fiir alle x € £_. Weiters ist £4(L)L£_ und
beide unter G invariant. Also ist auch £ [L]£_. Wir haben mit J := (L4, £_)
eine Fundamentalzerlegung erhalten wie in (i) gefordert. Damit ist natiirlich
auch (7) bewiesen.

Sei im folgenden stets vorausgesetzt, dal (L, [.,.]) nichtentartet ist. Zum
Beweis von (i%) sei eine Fundamentalzerlegung J = (L, £_) gegeben. Dann ist
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Ly = E[f], £_ = LU und daher £, und £_ bzgl. T abgeschlossen. Bezeichne
mit P, P_ die Fundamentalprojektionen von 7.

Wir zeigen, da8 Py und P- bzgl. 7 stetig sind. Sei z,, — z, Pyz, — vy, bzgl.
7T.Dann gilt y € ran P, daran Py = £ abgeschlossen ist. Es ist auch ker Py =
L_ abgeschlossen, und daher x — y = lim,, oo (x, — Pyx,) € ker Py. Insgesamt
folgt y = Pyz. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen angewendet auf
P, im Hilbertraum (£, (.,.)), ist P} bzgl. 7 stetig. Genauso folgt, dass P_ bzgl.
T stetig ist, und damit auch die Fundamentalsymmetrie J = P, — P_. Wir
erhalten (||z] := (z,2)2)

|5 = [T, 2] < M||lTz| - [zl < M- [l]|,

und daher ist 77 grober als 7.

Seien nun zwei Fundamentalzerlegungen Ji, Jo gegeben. Wie wir im Beweis
von (i) gesehen haben, sind die entsprechenden Fundamentalsymmetrien J;
und Jy bzgl. T stetig. Setze T := J1Jo, dann gilt

(Txay).ﬁ = [Jlvay] = [sz,y] = [LL', ng] =
= [z, ©hTy] = [, Ty = (2,Ty) 7, -
Weiters gilt, wieder nach (i), ||z|| 7 < aflx| mit einem geeigneten « > 0.
Wir haben fiir jedes n > 0, dass

2n+1 2n+1

€, :E).71 < ”T

||T2 ‘TH2.71 = (T2 $,T2 ‘T)Jl = (T x”jl : ||‘T||.717

und erhalten induktiv ||Tz|| 7 < |72 2||%, " |=[|);% ", n > 0. Es folgt

ITzll 7, < (T =) “lallz® <o "I al® el

und fiir n — oo erhélt man
1T 7, < T |zl -
Also ist T bzgl. 77 stetig. Wir erhalten
)%, = [Jox, 2] = [h Tz, 2] = (Ta,2) 7 < T - ||2[|7, ,

also ist 77 feiner als Th. Vertauscht man die Rollen von Ji, Jo, so folgt, dass
auch 75 feiner als 77 ist.

O

Dieser Satz gibt uns eine Voraussetzung aus der die Existenz und Eindeu-
tigkeit von Zerlegungsmajoranten folgt. Es kann weder die Voraussetzung der
Vollsténdigkeit, noch die dass 7 von einem inneren Produkt kommt, weggelas-
senwerden, vgl. Beispiel A.1.5 bzw. Beispiel A.1.6. Der folgende Satz gibt eine
schwichere Voraussetzung aus der noch die Gleichheit aller Zerlegungsmajoran-
ten folgt (falls iiberhaupt welche existieren).

1.4.8 Satz. Sei (L,[.,.]) nichtentartet, sei J = (L4, L_) eine Fundamentalzer-
legung, und sei vorausgesetzt dass L4 oder L_ bzgl. ||.|| 7 vollstindig ist. Dann
sind je zwei Zerlegungsmagoranten gleich.
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Beweis. O.b.d.A. sei angenommen dass £ bzgl. ||.|| 7 vollstéindig ist. Sei eine
weitere Fundamentalzerlegung J' = (£, L") gegeben. Betrachte den Hilber-
traum (L4, (.,.)7) und die linearen Funktionale

Lo, (.. — C
wyi{<+( )7) . wel s <1

z — [z,
Wegen
<Py(33) = (‘]Iay)J = (P+$7y)J = (IaPﬂLy)Jv T E EJra

sind diese stetig. Tatsichlich gilt ||¢y| = | Pyl s-
Ist € L4 festgehalten, und y € £, ||y||ls < 1, so gilt

oy (@) = [lz, 9]l < |zl 7yl <[]z

Also ist die Familie {¢, : y € £, ||y||7» < 1} punktweise beschrdnkt. Nach dem
Satz von Banach-Steinhaus ist sie sogar gleichméfig beschrankt, d.h. M :=

sup{leyll = v € £, [lyll g < 1} < oo
Betrachtet man die Hilbertraum-Vervollstindigung von (£, (.,.) 7/), so sieht

man, dass

|zl g = sup {|(z,9) 7| : y € L, Iyl <1}, z € L.

Nun ist (z,y)7 = [z, J'y] und J’ eine Isometrie, also

{leyaliye Llyla <1} =A{lle2l]: 2 € LIzl < 1}
und wir erhalten
lzll7 < M|z|7, 2 € L.

Umgekehrt haben fiir jedes y € £4 mit ||y|| 7 < 1, dass ||y|l7 = ||Prylls < M.
Also ist

lyls < Myl v e Ly

Insgesamt sind die Normen ||.||7 und |.||7» auf £4 dquivalent.
Es gilt fiir jedes x € £

1Pa|% < M?|Prally = M?(Pya, Pya)g =

— M2(Pya,a)7 = M*[JPya,2] = M?[Pya,2] < M?|Pyalg|all

also ||Pyx| 7+ < M?||z|| 7. Es folgt, dass
2l = [J2,2] < |Jz]| 7zl = |2Pra — 2l 7 llzllg <

< (2M?+1)||z)|%, .

Wir sehen, dass 7 feiner ist als 7.

Da ||.||7 und ||.]|7 auf £ &quivalent sind, ist £y bzgl. ||.]|7 vollstéindig.
Die Fundamentalzerlegung 7' erfiillt also die Voraussetzung des Satzes. Wir
kénnen daher die gleiche Argumentation mit den Rollen von J und J’ ver-
tauscht durchfithren, und erhalten dass auch 77 feiner ist als 7.

g



Kapitel 2

Krein- und Pontryagin-
Raume

2.1 Krein Riume

2.1.1 Definition. Ein Raum (K, [.,.]) mit inneren Produkt heifit ein Krein
Raum, wenn er nicht-entartet ist und eine Fundamentalzerlegung J besitzt
sodafl K mit ||.|| 7 vollsténdig ist.

Die Wahl der Fundamentalzerlegung 7 in dieser Definition ist nicht wesent-
lich. Denn, ist (K, [.,.]) ein Krein Raum, so sind nach Satz 1.4.8 alle Normen
|l 7 fiir Fundamentalzerlegungen J dquivalent.

Dies zeigt auch, dass ein Krein Raum eine eindeutige natiirliche Topolo-
gie triagt, ndmlich die Zerlegungsmajorante. Wenn nichts anderes gesagt wird,
verstehen sich alle topologischen Begriffe beziiglich dieser.

2.1.2 Bemerkung. Da ein Krein Raum mit (., .) 7 zu einem Hilbertraum wird, ist
K" = K vermoge der Abbildung y — (.,y) 7. Da J bijektiv ist, ist auch y — [., y]
ein Isomorphismus von K auf K'.

2.1.3 Satz. Sei (K,[.,.]) ein Raum mit inneren Produkt. Dann ist K ein Krein
Raum, genau dann wenn gilt

1) FEs existiert eine Majorante die von einem Hilbertr aum—Skala1p7 odukt in-
]
duziert UI?:T’d,’

(i1) Ist (.,.) ein Hilbertraum-Skalarprodukt welches eine Majorante induziert,
dannn ist der Gram-Operator G von |.,.] bzgl. (.,.) beschrinkt invertierbar,
d.h. 0 € p(G).

Beweis.  Sei (K,[.,.]) ein Krein Raum. Wihle eine Fundamentalzerlegung
J = (K4, K-) von K. Dann ist (K, (.,.)7) ein Hilbertraum, und die von (.,.)7
induzierte Topologie 77 ist eine Majorante. Der Gram-Operator von |.,.] bzgl.
(.,.)7 ist gerade die Fundamentalsymmetrie J, und wegen J2 = I gilt 0 € p(J).

Sei nun (.,.) irgendein Skalarprodukt, soda8 (K, (.,.)) ein Hilbertraum ist
und die von (.,.) induzierte Topologie eine Majorante ist. Weiters sei G der
Gram-Operator von [.,.] bzgl. (.,.). Nach Proposition 1.4.4 hat [.,.] hochstens
eine Majorante die von einem Hilbertraum-Skalarprodukt induziert wird, also

13
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sind die von (.,.) bzw. (.,.)s induzierten Topologien gleich und die entsprechen-
den Normen &quivalent. Insbesondere ist (.,.) eine bzgl. ||.| 7, bzw. (.,.)7 eine
bzgl. ||.||, stetige Sesquilinearform. Es gibt daher eine beschrinkte Operatoren
G, G" mit (z,y) = (G'z,y)7, (z,y)7 = (G"x,y), x,y € K. Wegen

(GIG”xvy)J = (anv y) = (l',y)j, (G”G’x,y) = (Glxvy)J = (‘Ta y)?

gilt "G =G'G" =1, dh. 0 € p(G'), p(G"), und (G')~! = G”. Nun gilt

(G'Gz,y) g = (Gz,y) = [z,y] = (Jz,y) 7, z,y €K,

also G'G = J. Damit ist G = G”J beschrénkt invertierbar.

Sei nun umgekehrt () und (i¢) vorausgesetzt, und sei (., .) ein Hilbertraum-
Skalarprodukt welches eine Majorante induziert. Weiters sei G der Gram-
Operator von [.,.] bzgl. (.,.), und E sein Spektralmafi. Wie wir in Satz 1.4.7
gesehen haben, ist

J = (E((—OO, 0))7 E((O7 OO)))

eine Fundamentalzerlegung von K und K° = E({0}) = ker G. Nun gilt 0 € p(G),
also existiert ¢ > 0 mit (—c¢,¢) C p(G).
Es folgt ker G = 0 und

E((=00,0)) = E([-||G]], =]), E((0,00)) = E([c, |G]])-
Also gilt, fiir z € E((0, 00)),
||:v|\?7 = [z,2] = (Gz,z) = / tdE, . (t)
[e, 1G]

und, wegen ||z]|? = (z,7) = f[c.,||G||] 1dE, . (t), ist damit
cllz)|* < [l«lZ <G| - ll2l?, @ € B((0,00)).

Genauso folgert man c[|z||? < [z]|3 < |G| - [|«]]? fir 2 € E((—o0,0)). Da
E((0,00)), E((—00,0)) bzgl. ||.|| abgeschlossen sind, sind sie bzgl. ||.|| vollsténdig.
Wegen der Aquivalenz von ||.|| und ||.||7 sind sie auch bzgl. ||.||7 vollstindig.
Also ist K ein Kreinraum.

0

2.1.4 Definition. Seien (Ki,[.,.]1) und (K, [, .]2) Krein Rdume. Eine Abbil-
dung @ : K1 — K5 heifit ein Isomorphismus, wenn ® linear, bijektiv, isometrisch
und homéomorph ist.

2.2 Teilrdume und orthogonale Komplemente

2.2.1 Proposition. Sei (K,[.,.]) ein Krein Raum, und sei L ein abgeschlosse-
ner Teilraum von KC. Dann gilt:

(i) L besitzt eine Fundamentalzerlequng J = (L4, L_) mit der Figenschaft
dass L, L_ und L [+]L_ in K abgeschlossen sind.
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(ii) Es gilt L+ =L

Beweis. Sei (.,.) ein Hilbertraum-Skalarprodukt auf K welches eine Majorante
von [, .] induziert. Da £ C K abgeschlossen ist (in der Zerlegungsmajorante von
K und wegen Proposition 1.4.4 auch bzgl. (.,.)), ist auch (£, (.,.)) ein Hilber-
traum und (.,.)|zxc induziert eine Majorante von [.,.]|zx, auf £. Nach Satz
1.4.7 gibt es eine Fundamentalzerlegung von £ deren Komponenten in £ abge-
schlossen sind. Da £ abgeschlossen in K ist, sind sie auch in K abgeschlossen.

Es gilt z[L]£, d.h. [z,y] = 0 fiir alle y € £, genau dann wenn (x, Jy)7 = 0,
y € L, sowie genau dann wenn (Jz,y)7 = 0, y € L. Wir sehen, dass

= o) B = gy, (2.1)
Es folgt
LI — (JE(J-)J)[J-] _ (JJE(J-)J)(J-)J — WL — p

0

Die Voraussetzung dass £ abgeschlossen ist, kann in Proposition 2.2.1, nicht
weggelassen werden, vgl. Beispiel A.1.5.
Wir wollen noch die folgende Aussage festhalten:

2.2.2 Korollar. Sei (K,[.,.]) ein Krein Raum, und L ein linearer Teilraum von
K. Dann ist L dicht genau dann, wenn L+ = {0} ist.

Beweis. Nach (2.1) ist, J£ dicht genau dann, wenn £+ = {0} ist. Nun ist .J
ein Homoéomorphismus.

4

Ist K ein Krein Raum und £ ein linearer Teilraum von K der nicht abge-
schlossen ist, so mufl £ nicht zerlegbar sein, vgl. Beispiel A.1.5.

2.2.3 Satz. Sei (K,[.,.]) ein Krein Raum und L ein linearer Teilraum von K
Dann sind dquivalent:

(1) L ist ortho-komplementiert;

(i1) L ist in K abgeschlossen, (L,[.,.]|zxc) ist nicht-entartet, und zu jeder
Fundamentalzerleqgung Tz = (L4, L_) von L ezistiert eine Fundamental-
zerlegung Je = (K4, K_) von K mit Ly CKy, L CK_;

(151) L ist in IC abgeschlossen und (L, [.,.]|cxc) ist ein Krein Raum.

Beweis. Wir zeigen (i) = (ii), sei also L[+]£+ = K. Wegen Proposition 1.1.6
ist £ und auch £+ abgeschlossen und nichtentartet. Sei nun eine Fundamen-
talzerlegung Jr = (L4, L_) von L gegeben. Wihle eine Fundamentalzerlegung
Jrr = (LY, L£7) von £+ und setze

Ki=Li+LF K_i=L_+L".

Da £, L LT ist, ist Ky ein positiver Teilraum von K. Genauso ist K_ ein
negativer Teilraum von K, und es gilt X L K_. Weiters ist

Ky +K_ =Ly +LYH(L_+L)=(Li+ L)+ (LT +L)=L+LT =K,



16 KAPITEL 2. KREIN- UND PONTRYAGIN- RAUME

also ist Jx := (K4, K_) eine Fundamentalzerlegung von K. Offenbar gilt £ C
K4+ sowie £L_ C K_.

Sei nun (i7) vorausgesetzt, wir zeigen dass (L, [., .]|cxz) ein Krein Raum ist.
Wihle nach Proposition 2.2.1 eine Fundamentalzerlegung J, = (£4,£_) von
L sodass L4 und L£_ in K abgeschlossen sind. Nach Voraussetzung gibt es eine
Fundamentalzerlegung Jx = (K4, K-) von K mit £y D Ly, K_ D L_. Da L4
in KC abgeschlossen ist, ist £ auch in Ky (bzgl. ||.||7c|x, ) abgeschlossen. Nun
ist K4, und damit auch £, bzgl. |.|| 7. vollstindig. Wegen

1215 = [z,2] = ll2lZ,, = € Ly,

ist also L4 bzgl. ||.||7, vollstindig. Genauso sieht man, dass £_ bzgl. ||.|| 7.
vollsténdig ist. Insgesamt ist (L, [.,.]) ein Krein Raum.

Schlieflich zeigen wir (i4i) = (). Wihle eine Fundamentalzerlegung J von
K, und sei G der Gram-Operator von [.,.] bzgl. (.,.) 7. Weiters bezeichne P die
(.,.)7- orthogonale Projektion auf £. Dann gilt fiir x,y € £

[:va] = (G‘Tay)J = (PGIay)J'

Also ist der Gram-Operator von [, .]|zxz bzgl. dem Hilbertraum-Skalarprodukt
(1, .)7lexe gleich PG|z. Nach Satz 2.1.3 ist 0 € p(PG|z), insbesondere ist
ran(PG|z) = L.

Sei nun z € K gegeben, dann ist PGx € L, also existiert zop € £ mit
PGz = PGX,. Fir y € L gilt dann

[z —z0,y] = (G(z — 20),y)7 = (PG(z — 20),y)7 =0,

also ist  — g € L. Wir sehen dass K = £ + L.
O

Zur Existenz von nicht ortho-komplementierten Teilrdumen vgl. Beispiel
Al4.

2.3 Vervollstiandigung

2.3.1 Definition. Sei (£, [.,.]) ein Raum mit inneren Produkt. Ein Paar (¢, K)
heifit eine Vervollstindigung von £, wenn K ein Krein Raum ist und ¢ : £ — K
eine injektive isometrische Abbildung ist deren Bild dicht in K liegt.

Zwei Vervollstindigungen (¢, £) und (¢, K’) von L heiflen isomorph, wenn
es einen Isomorphismus ® der Krein Riume K und K’ gibt mit ® o = /s

,c\
3] ’CI

2.3.2 Proposition. Sei (L,[.,.]) ein nicht-entarteter Raum mit inneren Pro-
dukt. Ist J = (L4,L_) eine Fundamentalzerlegung von L, und bezeichnet
(tb4,K4) (bzw. (1_K_)) die Hilbert- (bzw. Anti-Hilbert-) Raum Vervollstindi-
gung von Ly (bzw. L_), dann ist (1o + 1, Ky [+]K_) eine Vervollstindigung
von L.

K
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Die, ausgehend von zwei Fundamentalzerleqgungen J,J’, erhaltenen Ver-
vollstindigungen sind isomorph, genau dann wenn die Zerleqgungsmagjoranten
T7 und T3 auf L gleich sind.

Beweis. Da (K4, [.,.]) und (K_, —[.,.]) nach ihrer Definition Hilbertraume sind,
ist Ky [+]K_. ein Krein Raum. Ebenfalls nach Definition ist ¢y von £, in K.
und ¢— von L£_ in K isometrisch. Da £, | £_ und, nach Definition, £ 1 K_
ist ¢4 +¢— auch von £ nach K [+]K isometrisch. Da ¢ (L) bzw. ¢ (L£_) dicht
in £ bzw. L_ ist, ist (¢4 +¢-)(Ly + L) dicht in K [+]K_.

Seien nun J und J’ zwei Fundamentalzerlegungen von £, und (¢, K) bzw.
(//,K') die oben konstruierten Vervollstindigungen. Sei vorausgesetzt, dass
T7 = Tz, also die Normen ||.|| 7, ||.|| 7 &quivalent sind. Bezeichnet Jx die Fun-
damentalzerlegung Jx = (K4, K_) die oben konstruiert wurde, und genauso
T = (K, K), so gilt

lzllg = ll@)lzc, lzlg =@, z€L. (2.2)

Also ist ¢/ o™t (L) — (L) eine bijektive und in beiden Richtungen

stetige Abbildung zwischen den dichten Teilriumen ¢(£) und /(L) der Ba-
nachriume (K, ||| 7c) bzw. (K', ||| 7). Daher hat sie eine Fortsetzung ® zu
einem Homd&omorphismus zwischen K und K’. Da ¢ und ¢ Isometrien in den
entsprechenden indefiniten Skalarprodukten sind, und diese bzgl. ||.|| 7. bzw.
|-l 7. stetig sind, folgt das ® ebenfalls isometrisch in den indefiniten Skalarpro-
dukten ist.

Umgekehrt sei vorausgesetzt, dass (¢, ) und (/, K’) isomorph sind, und sei
® ein entsprechender Isomorphismus. Wegen (2.2) ist 77 die initiale Topologie
von 77, bzgl. +, und 75 die initiale Topologie von 7. bzgl. /. Betrachte

(K, T7e) —2= (K', T7.,)

<£=T.7>—d><‘chj’>

i

Es folgt, dass id : (£, 77) — (£, 77} ein Homdomorphismus ist.
U

2.3.3 Bemerkung. Sei (L, [.,.]) ein Raum mit inneren Produkt, und sei vorausge-
setzt, dass L eine Vervollstindigung (¢, ) hat. Dann ist £ nicht-entartet. Denn
fiir z € £° gilt «(x) L (L) und daher ¢(z) L K. Da ¢ injektiv ist, folgt = 0.

Es folgt aber aus der Existenz einer Vervollstdndigung nicht notwendiger-
weise, dass L zerlegbar ist, vgl. Beispiel A.1.5. Auch mufl nicht immer eine
Vervollstindigung existieren, vgl. Beispiel A.1.4.

2.4 Maximal semidefinite Teilrdume
2.4.1 Proposition. Sei (K,[.,.]) ein Krein Raum und J = (K4,K_) eine

Fundamentalzerlequng. Weiters sei M ein nichtnegativer linearer Teilraum von
K. Dann gilt:
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(1) M ist mazimal nichtnegativ genau dann, wenn P M = K.

(i1) Ist M mazimal positiv und abgeschlossen, so ist M sogar mazimal nicht-
negativ.

i) Ist M mazimal nichtnegtiv, so ist ML mazimal nichtpositiv.
g 4

Beweis. Sei K der Winkeloperator von M, K : D — K_ mit D := P M.

Die Implikation ,,<=* in (i) ist einfach zu sehen: Ist P M = K4, so ist K
also auf ganz K definiert und kann daher keine echte Fortsetzung haben. Nach
Korollar 1.3.5 ist M maximal nichtnegativ.

Fiir den Beweis der umgekehrten Implikation in (i) sowie dem Beweis von
(ii) zuerst eine Zwischenbemerkung: Sei M nichtnegativ und abgeschlossen.
Betrachte die Abbildung Py : M — K. Dann gilt

Il = I1Pral|F +|P-z]|F > |P+z|?, z € K,
und da M nichtnegativ ist,
l2ll% = [I1Pral% + |1 P-a|% = 2| Pral|% — [o,2] < 2| Pya|%, o€ M.

Also sind Py | und (P|aq)1" beide beschréinkt. Da (M, ||.||7) ein Banachraum
ist, ist auch Py (M) vollsténdig, und daher abgeschlossen in Ky .

Sei nun angenommen, dass Py (M) # K4. Da K vollstindig ist, existiert
ein Teilraum D; # {0} von K} mit

Ky = Pr(M)(+)7D1 = Pr(M)[+H]D .
Definiere K; : Ky — K_ durch
Ki(z+vy):=Kz, x € Py(M),y € D;.
Dann gilt Ki|p, (p) = K und
1K1 (2 +y)llg = 1Kzl < ll=F <=5 + lyllZ = =+ yll - (2.3)

Also haben wir |K1]|7 < 1. Der von K; als Winkeloperator erzeugte Teilraum
M ist also nichtnegativ und klarerweise gilt M C M;j. Ist M sogar positiv,
so gilt [|Kz|| 7 < [|lz]l7 fir 2 € Pr(M)\{0}. Gilt [Ki(z +y)llg = [z + ylls
fiir ein @ € P1(M), y € D1, so muf} in (2.3) iiberall Gleichheit gelten, und wir
sehen dass x = y = 0 sein muf}. Also ist M positiv.

Zum Beweis von ,,=“ in (¢) sei M maximal nichtnegativ. Da mit M auch
M nichtnegativ ist, folgt dass M abgeschlossen ist. Nach obiger Argumentation
muf} Py (M) = K4 sein.

Unter der Voraussetzung von (ii) erhalten wir ebenfalls aus dieser Argu-
mentation, dass Pi(M) = K;. Wegen (i) folgt dass M maximal nichtnegativ
ist.

Wir kommen zu (iii): Es ist M~ nichtpositiv und abgeschlossen. Analog wie
oben sieht man, dass P_(M%) in K_ abgeschlossen ist. Wire P_ (M=) #£ K_,
so existierte also z € K_ \ {0} mit z L P_(M™). Es folgt € M1+ = M, ein
Widerspruch da M nichtnegativ ist.

g
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2.5 Pontryagin Riaume

2.5.1 Proposition. Sei (L, [.,.]) nichtentartet, und sei vorausgesetzt dass L
einen mazimalen negativen Teilraum Mg besitzt mit k := dim My < co. Dann
qilt:

(1) Ist M ein mazimal nichtpositiver oder ein maximal negativer Teilraum
von L, so ist dim M = k.

(ii) Ist M mazximal negativ, so ist (M-, M) eine Fundamentalzerlegung von

L.

(1i1) Alle Zerlegungsmajoranten sind gleich.

Beweis. Sei M ein maximal negativer Teilraum mit dim M < oco. Dann ist M
nach Proposition 1.1.7 ortho-komplementiert, d.h. wir haben £ = M*[+]M.
Nach Proposition 1.3.4 ist M* nichtnegativ. Da £ nichtentartet ist, folgt mit
Korollar 1.1.9 dass M sogar positiv ist.

Sei J die Fundamentalzerlegung J := (Mg, My), und sei M ein nichtpo-
sitiver Teilraum. Wir zeigen, analog zu Proposition 2.4.1, dass gilt:

(1) M ist maximal nichtpositiv, genau dann wenn P_(M) = M.

(2) Sei M negativ. Dann ist M maximal negativ, genau dann wann M ma-
ximal nichtpositiv ist.

Der wesentliche Schritt im Beweis von Proposition 2.4.1 war, dass Py (M) in
K+ abgeschlossen ist. Im hier betrachteten Fall ist dim My < oo, und daher
P_(M) in M, stets abgeschlossen. Damit kann die gleiche Konstruktion wie in
Proposition 2.4.1 verwendet werden, und wir erhalten (1) und (2).

Da fiir jeden nichtpositiven Teilraum M die Abbildung P_|a¢ injektiv ist,
erhalten wir aus (1) und (2) die Behauptung (i). Mit dem ersten Argument
dieses Beweises folgt nun auch (ii). Die Aussage (iii) erhalten wir aus Satz
1.4.8.

0

Die Zahl k in Proposition 2.5.1 heifit der negative Index von (L,][.,.]), und
man schreibt x =: ind_ L.

2.5.2 Definition. Ein Raum (P,[.,.]) mit inneren Produkt heifit Pontryagin
Raum, wenn er nicht entartet ist, es einen maximal negativen Teilraum My mit
endlicher Dimension gibt, und er bzgl. der Norm ||.| 7, wobei J := (Mg, Mo),
vollstandig ist.

2.5.3 Bemerkung.

(7) Die Bedingung in Definition 2.5.2 dass M existiert, ist dquivalent zur
Forderung
sup { dim M : M nichtpositiv} < 0.

(ii) Klarerweise ist jeder Pontryagin Raum auch ein Krein Raum.

(7i7) Alle im folgenden fiir Pontryagin Riume angegebenen Aussagen kénnte
man natiirlich entsprechend fiir Rdume mit einem endlichdimensionalen
maximal positiven Teilraum formulieren.
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2.5.4 Proposition. Sei (P,[.,.]) ein Raum mit inneren Produkt. Dann ist P
ein Pontryagin Raum, genau dann wenn gilt:

(i) Es existiert eine Majorante die von einem Hilbertraum-Skalarprodukt in-
duziert wird;

(1) Ist (.,.) ein Hilbertraum-Skalarprodukt welches eine Majorante induziert,
dann ist der Gram-QOperator G von [.,.] bzgl. (.,.) invertierbar und o(G)N
(—00,0) besteht aus endlich vielen Punkten A1,..., A, mit dimker(G —
Ai) <oo,i=1,...,n.

Beweis. Sei (P,][.,.]) ein Pontryagin Raum. Dann ist (P,[.,.]) auch ein Krein
Raum und nach Satz 2.1.3 ist 0 € p(G) und (E((0,00)), E((—00,0))) eine Fun-
damentalzerlegung. Es folgt dass dimran E(—o00,0) < co. Die Umkehrung erhélt
man genauso.

U

Die folgende, an sich ganz simple, Feststellung ist fiir viele Eigenschaften
verantwortlich welche Pontryagin Rdume als ,,besonders gute*“ unter den Krein
Ré&umen auszeichnen.

2.5.5 Proposition. Sei (P,[.,.]) ein Pontryagin Raum, und D C P ein dichter
linearer Teilraum. Dann enthdlt D einen mazximal negativen Teilraum.

Beweis. Sei My := span{x1,...,x,} ein maximal negativer Teilraum von P.
Dann sind alle Nullstellen des Polynoms

p(z) i= det (([oi, 23]) -0 — 21

negativ. Wihle Folgen (z; n)nen, ¢ = 1,..., K, mit 2, , € D und limy, 00 ;0 =
x;. Dann konvergieren auch alle Koeffizienten der Polynome

pn(2) := det (([xi,n;xj,n])zj‘zl - zI)

gegen die Koeffizienten von p. Da die Nullstellen eines Polynoms stetig von sei-
nen Koeflizienten abhéngen, folgt dass fiir hinreichend grofies n alle Nullstellen
von p, negativ sind. Damit ist, fiir solche n, der Raum span{zi ,, . xxn} ein
k-dimensionaler negativer Teilraum der in D enthalten ist.

U

2.5.6 Korollar. Sei (P, [.,.]) ein Pontryagin Raum, und sei (Tn)nen eine Folge
in P. Dann gilt:

(i) Es ist limy, oo Tp, = 2o in P genau dann, wenn
[T, Zn] — [%0, To] ,
und wenn es eine dichte Teilmenge M von P gibt mit

[Tn,y] — [T0,y], y € M.
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(i) FEs ist (xn)nen eine Cauchy-Folge genau dann, wenn
[:En — Tm, Tn _xn] - 07 n,m-—oo,

und wenn es eine dichte Teilmenge M von P g¢ibt sodass fiir jedes y € M
die Folge ([Zn,y])nen eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. Ist x,, — xg bzw. (2, )nen Cauchy-Folge in P, so folgen die angegebenen
Bedingungen wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes. Fiir die dichte Menge
M koénnen wir dabei ganz P nehmen.

Sei nun vorausgesetzt, dass M C P dicht ist und die in (i) bzw. (i) ange-
gebenen Eigenschaften erfiillt sind. Dann gelten diese auch fiir alle y € span M,
wir kénnen also oBdA voraussetzen, dass M ein dichter linearer Teilraum ist.

Sei P_ ein maximal negativer Teilraum von P mit P_ C M, und betrachte
die Fundamentalzerlegung 7 := (P+,P_) mit entsprechenden Fundamental-
projektionen Py, P_. Wegen P_ C M ist P+ N M ein dichter linearer Teilraum
von Pt.

Betrachte die Folge (P_x,,)nen. Wegen P_ C M ist diese in P_ schwach kon-
vergent gegen P_xg bzw. in P_ schwache Cauchy-Folge. Da P_ endlichdimensio-
nal ist, folgt dass P_x, — P_xg bzgl. der Norm ||.|| 7 bzw. || P—zy — P_zp||7 —
0, n,m — 0.

Betrachte die Folge (Py 2y )n—N-

Aussage (i): Fiir die in P+ dichte Teilmenge P+ N M gilt

[Py, y] — [Prxo,y], y € PZNM.
Weiters ist
[Py, Przy) = [Xn, Tn| — [P-n, P_x,] — [x0,x0] — [P-x0, P_x0] =

= [PJ,_(EO, PJ,_(EO] .

Da P+ ein Hilbertraum ist, folgt mit Proposition B.1.1 dass P,z, — Pyxo
bzgl. der Norm ||.|| 7.

Aussage (ii): Es gilt
[P+In — P+$m,P+$n — P+$m] =

= [Tn — T, Tn — Tim] — [P—xy — P—xy, Py, — P_x;,] — 0, n,m — 00,

also ist (Pyap)nen bzgl. ||| 7 eine Cauchy-Folge.
U

2.5.7 Korollar. Seien (P1,][.,.]1) und (Pa,[.,.]2) Pontryagin Riume, und seien
D1, Dy dichte lineare Teilriume von Py bzw. Po. Weiters sei V : D1 — Do eine
lineare und isometrische Abbildung von D1 auf Da, also

[quvy]Q = [xay]h T,y € Dl .

Dann existiert ein Isomorphismus U von Py auf Py mit Ulp, = V.
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Beweis. Ist Vo =0, so gilt fiir alle y € Dy dass [z,y]1 = [V, Vy]s = 0. Da D,
dicht in Py ist, folgt x = 0. Also ist V eine Bijektion zwischen D; und Do, die
isometrisch ist. Insbesondere ist das Bild eines maximal negativen Teilraumes
von D; unter V ein maximal negativer Teilraum von Ds. Wir erhalten ind_ D; =
ind_ Dy, und wegen Proposition 2.5.5 damit auch ind_ P; = ind_ Ps.

Sei P1,— ein maximal negativer Teilraum von P; mit Py C D;. Dann ist
Pa,— := V'P1,_ ein maximal negativer Teilraum von Pz mit P> - C Ds. Es ist
’PfF N D dicht im Hilbertraum Pfj, und 732%7 N D5 dicht im Hilbertraum ’PQJ;.
Weiters ist V|7)1L7m p, eine isometrische Abbildung von 731%_ ND; auf 732%_ N Da:

Denn ist y € 732%_ N D, so existiert x € Dy mit Vo = y. Es ist, flr jedes
z € ’PL?,
[.I,Z]l = [VCC,VZ]Q = [y,VZ]Q = Oa

also x € 731%_ N D;. Ist umgekehrt = € 771%_ N Dy, so ist fiir jedes z € Py —
0=z, z2]=[Va,Vz],

also Va € 732%_.
Da eine isometrische Abbildung zwischen normierten Rédumen stetig ist, und
Pi-_ sowie P5-_ Hilbertriume sind, liBt sich V|7)1L AD, Zu einer isometrischen

Iz

l-llz auf P2l7— _ m fortsetzen.

Abbildung Uy von P{-_ = P{_N D,
Definiert man

Uz :=Uy(Pyx) + V(P_x),

so erhélt man eine bijektive und isometrische Abbildung von P; auf P,. Da P; _
endlichdimensional ist, ist V'|p, _ stetig. Insgesamt ist U stetig und damit auch
ein Homoomorphismus. Nach Konstruktion gilt U|p, = V.

U
2.5.8 Korollar. Sei (L,][.,.]) nichtentartet, und habe L einen mazimal negati-
ven Teilraum endlicher Dimension k. Dann hat (L,[.,.]) eine Vervollstindigung

und diese ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Sie ist ein Pontryagin Raum
mit negativen Index k.

Beweis. Da L zerlegbar ist, existiert nach Proposition 2.3.2 eine Vervollstandi-
gung. Zum Beispiel erhélt man eine solche durch vervollstdndigen der Funda-
mentalzerlegung (Mg, Mg) wo M ein endlichdimensionaler maximaler nega-
tiver Teilraum ist. Da M endlichdimensional, und daher bereits vollstandig ist,
hat diese die Gestalt (1o, H[-+]Mp) mit einem Hilbertraum H. Sie ist also ein
Pontryagin Raum mit negativen Index k.

Sei nun (¢, ) eine beliebige Vervollsténdigung von £. Angenommen es exi-
stiert ein negativer Teilraum M von K mit dim M = x + 1. Dann zeigt das
gleiche Argument wie im Beweis von Proposition 2.5.5, dass auch +(£) einen
(k + 1)-dimensionalen negativen Teilraum enthalten miifite. Ein Widerspruch.
Also ist I ein Pontryagin Raum. Die Abbildung

voigt (L) — u(L)

ist eine isometrische Abbildung zwischen den dichten Teilmengen ¢o(£) und
(L) der Pontryagin Riume H[+] Mg bzw. K. Nach Korollar 2.5.7 besitzt sie
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eine Fortsetzung zu einem Isomorphismus.
U
Auch bei der Frage ob ein Teilraum orthokomplementiert ist, verhalten sich

Pontryagin Rdume einfacher als allgemeine Krein Rdume.

2.5.9 Satz. Sei (P,[.,.]) ein Pontryagin Raum, und L ein linearer Teilraum
von P. Dann sind dquivalent:

(i

) L ist ortho-komplementiert.
(79) L ist nicht-entartet und abgeschlossen in P.
)

(i5i) (L,].,.]) ist ein Pontryagin Raum und L ist abgeschlossen in P.
(iv) (L,[.,.]) ist ein Pontryagin Raum und L[+]L*L ist dicht in P.
Bewets.

Schritt 1, (i) = (iv): Ist L ortho-komplementiert, so ist nach Satz 2.2.3, (i) =
(#91), der Raum L selbst, mit [.,.]|zx ¢, ein Pontryagin Raum.

Schritt 2, (iv) = (ii3): Sel (zn)nen eine Folge in £ mit x,, — xo in P. Dann ist
(zn)nen auch eine Cauchy-Folge, und wir erhalten

[In — Tm,Tn — Im] - 07

Yy € P : ([xn, y])nen Cauchy-Folge,

insbesondere auch fiir alle y € £. Nach Korollar 2.5.6 ist (z,)nen eine Cauchy-
Folge in £, und daher konvergent, x,, — %o in L. Es folgt

[Ioay] = nli}n;o[xnvy] = [iovy]v y € ‘Ca

[0,y = lim [, 5] = 0 = [Zo,y], y € LT

Insgesamt haben wir [xg,y] = [Zo,y] fiir alle y aus der in P dichten Menge
L[+]£*, und daher zg = Zo. Insbesondere folgt zo € L.

Schritt 3, (iii) = (ii): Trivial.
Schritt 4, (i) = (i): Es gilt
LHHr=ctnett =2t ne = {0}, (2.4)

und daher ist £[+]L£* dicht in P. Also existiert ein maximal negativer Teilraum
P_ von P mit P_ C L[+]LL.

Sei M, ein maximal negativer Teilraum von £, My einer von £+, und
setze M_ 1= M;[+]Msz. Dann ist M_ ein negativer Teilraum von L[+]L*.
Angenommen es existiert ein negativer Teilraum M von £[+]£+ mit M 2 M_.
Dann wéhle 2 € M\ {0} mit « L M_. Beachte hier, dass alle negativen
Teilrdume endlichdimensional sind. Ist £ = 1 + 2 mit 21 € £, 2 € L+, s0 gilt

0> [z, 2] = [x1,21] + [22, 22] .

Also muB [z1,21] < 0 oder [x2,x2] < 0 gelten. Nun ist ©1 = . — z9 L M,
und 29 = z — 21 L Mao. Im ersten Fall wiire span{x;} + M; ein negativer
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Teilraum von £ der M; echt umfasst, im zweiten Fall wire span{zs} + M ein
negativer Teilraum von £+ der My echt umfasst. Es folgt, dass M_ maximal
negativ in £[+]£* ist. Da P_ klarerweise maximal negativ in £[+]L£* ist, folgt
dim M_ = dimP_. Es folgt nun, dass M_ sogar in P maximal negativ ist, und
daher dass (M+, M_) eine Fundamentalzerlegung von P ist.

Sei nun (L4, L£_) eine Fundamentalzerlegung von £. Dann ist £_ maximal
negativ in £, und wir kénnen das obige Argument anwenden mit M; := L£_
und irgendeinem maximal negativen Teilraum My von L£+. Ist x € £, so ist
x L My, da £, L L£_. Weiters ist L My, da My C L*. Insgesamt ist
x L Mi[+]May, und wir sehen dass die im obigen Schritt erhaltene Fundamen-
talzerlegung (M=, M_) von P die Eigenschaft M_ D £_, M+~ D L, hat. Nach
Satz 2.2.3, (#i) = (i), ist £ ortho-komplementiert.

0

Die Voraussetzung in (ii7), dass £ abgeschlossen ist, kann nicht weggelassen
werden, vgl. Beispiel A.1.7.

Wir kénnen nun auch ein Analogon der Zerlegung P = L[+]£" fiir entartete
Teilrdume £ angeben. Dazu bendtigen wir noch eine Vorbereitung. Sei (£, [.,.])
ein Raum mit inneren Produkt, und Mi, My zwei lineare Teilrdume. Dann
heiflen M7 und My schief verbunden, wenn M; und My neutral sind und
M1 + Ms nicht-entartet ist.

2.5.10 Lemma. Sei (L, [.,.]) zerlegbar und nicht-entartet, und sei My ein neu-
traler Teilraum von L. Dann existiert My C L sodafs My und My schief ver-
bunden sind.

Beweis. Waéhle eine Fundamentalsymmetrie J und setze My := JM;. Dann
ist My neutral, da J bzgl. [.,.] isometrisch ist. Sei x = 1 + z2 € My + M. Ist
x # 0, so ist entweder x1 # 0 oder x5 # 0. Betrachte den ersten Fall: Dann gilt
[1‘, JLL'l] = [1‘1, JLL'l] + [1‘2, JLL'l] = (l‘l,l'l)j >0.
——
=0

Im zweiten Fall gilt:

[z, J ' ag] = (w1, J tao] +[we, J aa] = (w2,22)7 > 0.
—_———

=0
U

2.5.11 Bemerkung. Sind M7 und M schief verbunden, und ist dim M; < oo, so
ist dim My = dim M: Denn es ist codim M3i < dim M; da M3 durch dim M;
viele lineare Gleichungen beschrieben wird. Weiters ist und My N M{ = {0}.
Also haben wir dim My > dim M;j. Das gleiche Argument mit M; und My
vertauscht zeigt dim Mo = dim M;.

2.5.12 Satz. Sei (P,[.,.]) ein Pontryagin Raum, und L ein abgeschlossener
Teilraum von P. Dann gilt:

(1) Es existiert ein abgeschlossener nicht-entarteter Teilraum Ly von P mit

L =Ly[+]Ce.



2.5. PONTRYAGIN RAUME 25

(i) Sind L1 und Ly abgeschlossene Teilrdume mit £L = L1[+]L° und L+ =
Lo[+]L°, so existiert ein Teilraum M von P sodass L° und M schief
verbunden sind und

P = Lq[+H(LOHAM)[+]L:

(#73) Ist M ein Teilraum sodass L° und M schief verbunden sind, so existieren
eindeutige abgeschlossene Teilrdume L1 und Lo mit

L= Lq[+]L°, LT = Lo[+]L°, P = Lq[+H(LOHM)[+] Lo

Beweis. Sei J eine Fundamentalzerlegung von P. Dann ist (£, (.,.)7) ein Hil-
bertraum. Sei £1 das orthogonale Komplement von £° in £ bzgl. (.,.) 7. Dann ist
Ly bzgl. ||.||7, also in P, abgeschlossen und es gilt £ = £1(+)7L°. Klarerweise
ist £1[L]L£°. Also gilt (7).

Um (4i) zu zeigen, seien L1, Ly gegeben. Es gilt £y L Lo, L5 = {0}, LS =
{0}, £1N Ly = {0}, und es ist L£1[+]L2 nicht-entartet. Weiters ist (£1[+]L£2)* =
L+ N L. Ist 2 € P, so schreibe x = y + 2z mit y € L1, 2 € L. Schreibe weiter
2 = 21 + 29 mit 21 € Lo, 20 € L3. Wegen Lo gﬁf ist 29 = 2 — 21 eﬁfﬂﬁjﬂ
Wir sehen, dass

P = (Li[HL)H(LE N £d). (2.5)

Da £1[+]L£2 sowie P nichtentartet sind, ist auch £ N £3 nicht-entartet. Kla-
rerweise ist £1 N L3 abgeschlossen und nach Satz 2.5.9 selbst ein Pontryagin
Raum.

Es ist £° ein neutraler Teilraum von £i N L£3. Sei M ein mit L£° schief
verbundener Teilraum in £ N £3. Dann ist dim M = dim £° < oo, also auch
dim(L°+M) < oo und daher £°4+M abgeschlossen. Ist * € £{ N L3 und
z L (L°4M), so folgt

o L (L 4L =L, v L (Lo+L%) =L+,

alsox € LY N LY = £ N L= L° Da £° und M schief verbunden sind, folgt
damit z = 0. Wir erhalten £i{ N L3 = £°+M, und die Behauptung folgt aus
(2.5).

Wir kommen zum Beweis von (iii), sei also M vorgegeben. Dann ist
dim(L£°+M) = 2dim L° < oo, also £L°+M auch abgeschlossen. Es folgt

P = (LOAM)[H(LoHM).

Setze
Ly:=LN(LAM)E, Ly:=LEn(LoEM)*E.

Ist 2 € £, o = o1 + 22 mit 11 € (L° + M)*, 2o € (L°HM), so folgt zo =
r—x1 L L° also x5 € L°. Damit ist 1 = x — 22 € L. Wir sehen, dass 21 € L1,
und haben damit £ = £;[+]£°. Wegen £; 1 M, ist auch £, N L° = 0. Genauso
erhiilt man £+ = Lo[+]L°.

Wegen M C Li{ N L3 sind wir in der gleichen Situation wie im Beweise von
(i), und erhalten

P = L[+ (LAM)[+] L2

Um die Eindeutigkeitsaussage einzusehen, seien £] und L weitere Teilrdume
mit den angegebenen Eigenschaften. Dann gilt £; € £ N (L°+M)+ = £; und
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Ly C LY N (LoHM)E = Lo Wegen L4+L° = L = L1+L° sowie Lo+L° =
L+ = Lo+L0 folgt nun £} = £1 und L = Lo.

O



Kapitel 3
Invariante Teilraume

3.0.13 Definition. Sei K ein Krein Raum. Wir bezeichnen die Menge aller
stetigen linearen Operatoren von K in sich mit B(K).

Ist J eine Fundamentalzerlegung von /C, so wird die Topologie von K von
dem Hilbertraum-Skalarprodukt (.,.)s induziert. Es ist also B(K) gleich der
Menge aller beschréinkten Operatoren des Hilbertraumes (IC, (., .) 7). Insbeson-
dere sind alle Aussagen aus der Spektraltheorie der beschriankten Operatoren
im Hilbert- oder Banach-Raum giiltig.

3.1 Unitére- und selbstadjungierte Operatoren

3.1.1 Proposition. Sei K ein Kreinraum und T € B(K). Dann existiert ein
eindeutiger Operator TT € B(K) mit

[Tz,y] = [z, Ty, z,y € K. (3.1)
FEs gilt fir S, T € B(K), A € C, stets
(S+T)t =St + T+ (\I)Y =XTF,(ST)" = T+S+, 7™+ =T.  (3.2)

Es st

ker(TH) = ran(T)*, ran(T+) = ker(T)* .
Ist J eine Fundamentalzerlegung von K, und bezeichnet T die Adjungierte von
T in B(K,(.,.)7)), so gilt T = JT*J. Es folgt weiters, dass | T"| = |||,
wobei hier die Operatornorm bzgl. ||.|| 7 steht.

Beweis. Da das innere Produkt [.,.] nicht-entartet ist, existiert héchstens ein
Operator T+ mit der Eigenschaft (3.1). Sei J eine Fundamentalzerlegung und
betrachte JT*J: Es gilt

Tz,y] = (JTz,y)g = (Tx,Jx) g7 = (x,T"Jy)g = [Jo, T Jy] = [z, JT" Jy] .

Also existiert ein Operator mit (3.1), ndmlich T := JT*J.
Die Rechenregeln (3.2) folgen sofort wegen der Eindeutigkeit von T+, zum
Beispiel ist
[STz,y] = [Tz, Sty] = [z, TTSTy], 2,y € K,

27
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also (ST)T =T*S*. Es gilt
Tty=0 < Vo :[2,T Y| =0 < Vo :[Tz,y] =0 < y cran(T)".
Daraus erhalten wir auch

ker(T)t = ker(TH)* = ran(TF)*+ =ran(TT).

Da J eine Isometrie bzgl. ||.|| 7 ist, bildet J die ||.|| 7-Einheitskugel auf sich ab.
Wir erhalten

[JT*T|| = sup {|(JT* Tz, y)l7| : ]l 7, lylls <1} =

— sup {|(T" T, Ty)l 7| : el 7. lylls <1} =
— sup {|(T",9) 7] : 27, |7 < 1} = 71| = 1T

3.1.2 Proposition. Sei K ein Krein Raum und T € B(K). Dann gilt
(i) A€ p(T) = Xep(Th);

(i1) A € 0p(T) = A € 0p(TT) U0, (T);

(iii) X € 0,.(T) = X € 0,(T™);

(iv) A €0 (T) <= X € o.(TH).

Beweis. Wegen I™ = I und den Rechenregeln fiir die Adjungierte, ist ein
Element S € B(K) genau dann invertierbar, wenn S invertierbar ist. Wegen

(Tt = X) = (T — N7 folgt (i). Ist ker(T — \) # {0}, so folgt
K # ker(T — \)* =ran(T+ — ),

also ist A € 0, (TH) U, (TF). Ist ran(T — \) # K, so ist ker(T+ — \) = ran(T —
At # {0}, und wir erhalten X € o, (T%).

Da sich das Spektrum als disjunkte Vereinigung von Punkt-,
kontinuierlichen-, und Residualspektrum schreibt, folgt (iv) aus den be-
reits bewiesenen Punkten (z) — (4i7).

4

3.1.3 Definition. Sei K ein Krein Raum. Ein Operator
(i) U € B(K) heifit unitir, wenn UUT =UTU = I;
(it) A € B(K) heifit selbstadjungiert, wenn AT = A.

3.1.4 Bemerkung. Ein im Krein Raum /C unitdrer oder selbstadjungierter Ope-

rator muf} im Hilbertraum (I, (.,.)7) nicht einmal normal sein. Zum Beispiel
ist ja A*A = JATJA und AA* = AJATJ.

Aus Proposition 3.1.2 erhalten wir unmittelbar:
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3.1.5 Korollar. Ist A selbstadjungiert, so ist p(A) symmetrisch zur reellen

Achse, d.h. p(A) = p(A). Ist U unitir, so ist p(U) symmetrisch zur Einheits-
kreislinie, d.h. A € p(U) <= Y le p(U) fir X #0.

Beweis. Ist A= AT, so gilt
NEp(A) &= Nep(At) = e p(A).

Ist U unitér, so ist fiir A # 0

U-—== —%U(UJF—)\).

> =

Da stets 0 € p(U) ist, gilt also

%Ep(U) s NepUt) — rep(U).

3.2 Existenz invarianter Teilridume

Ist Y C X ein Teilraum mit 7(Y) C Y, und ist X = Y+Z, so kann man T
schreiben als Dreiecksmatrix

7 (T T12:};_,}:
0 T2 z Z

Dabei sind, wenn Py und Pz die Projektionen auf Y bzw. Z mit Kern Z bzw.
Y bezeichnen,

T :=PyT|y, Tig == PyT|z, Tos :=PzT|z.

Nun kann man viele Eigenschaften von T, z.B. Spektraleigenschaften,
zuriickfithren auf Eigenschaften der ,kleineren“ Operatoren 777 und Tbs.

Die Frage ob jeder Operator nichttriviale invariante Teilrdume besitzt, be-
kannt als das ,, Invariant Subspace Problem*, ist eine der tiefliegendsten Fragen
der Funktionalanalysis, und eine vollstindige Antwort ist nicht bekannt. Man
weifl zum Beispiel, daf§ fiir einen Banachraum X die Antwort im allgemeinen
,nein“ ist, d.h. es existiert ein Banachraum X und ein Operator T' € B(X) der
keinen nichttrivialen invarianten Teilraum hat. Ist X ein Hilbertraum, so ist das
Problem ungelost, man kennt nur gewisse Klassen von Operatoren die stets in-
variante Teilrdume haben. Zum Beispiel hat ein normaler Operator wegen dem
Spektralsatz stets einen nichttrivialen invarianten Teilraum: Sei E das Spek-
tralmafl von T'. Gilt o(T) = {z0}, so ist T = fa(T) NdE = f{wo} NE = z0 - I,
und jeder Teilraum ist invariant. Besteht ¢(7") aus mehr als einem Punkt, so
wihle My, My C o(T) mit MiUMs = o(T) und E(M;), E(Ms) # 0,1. Dann
ist ran F(M;) ein nichttrivialer invarianter Teilraum. Die Existenz solcher Men-
gen My, My erhilt man zum Beispiel so: Seien 1,22 € o(T), 1 # x2. Wilhle



30 KAPITEL 3. INVARIANTE TEILRAUME

eine Gerade v sodaf} z; links von v und xg rechts von v liegt. Sei H; die ab-
geschlossene Halbebene links von v und Hs die offene Halbebene rechts von v,
und setze My := o(T) N Hy, My := o(T) N Hy. Dann ist M;UMsy = o(T) und
T(ran E(M;)) Cran E(M;), j = 1,2. Also kénnen wir schreiben

T 0 ran E (M) ran E (M)
T = ( ! T) : + — +
0 T ran E(M>) ran E(Ms)
wobei T7 := T|ranE(M1)7 T = T|ranE(M2)' Nun gilt o(T7) C M, = M, o(Ty) C

My ,denn fiir A € M, bzw. \ & M, ist

1 .
/ 3 4B (T = X) = idwan pany) »
M

1%

bzw.

z —

1 .
/ /\ dE . (TQ — )\) = 1dranE(M2) .
Mo

In diesem Kapitel werden wir den folgenden Satz beweisen, der eine grofie Klasse
von Operatoren in einem Krein Raum angibt, welche sicher immer nichttriviale
invariante Teilrdume besitzen.

3.2.1 Satz. Sei K ein Krein Raum, T € B(K), und J = (K4+,K_) eine Fun-
damentalzerlegung von K. Schreibe

Ky K.
T = (T“ T”): +H - #H (3.3)
Toy T2 o o

mat
T :=PyT|x,, The :=PiT|x_, To1 .= P_Tl|k,, Toz :=P_T|x_.
Sei vorausgesetzt, dass gilt
(i) [Tz, Tx] >0 fir alle x mit [x,z] > 0,
(19) Tig ist kompakt.

Dann ezistiert zu jedem nichtnegativen Teilraum Mg der unter T invariant ist
ein mazimaler nichtnegativer Teilraum M mit M D My der ebenfalls unter T
movariant st.

3.2.2 Bemerkung. Ist K tatsdchlich indefinit, d.h. weder ein Hilbert- noch ein
anti-Hilbert Raum, so existiert unter den Voraussetzungen des Satzes also ein
nichttrivialer invarianter Teilraum. Denn man kann im Satz sicher immer Mg =
{0} verwenden, und maximale semidefinite Teilriume sind weder = {0} noch
=K.

Der Beweis von Satz 3.2.1 ist eine Anwendung des Fixpunktsatzes Satz B.2.5.
Die wesentliche Feststellung die das ermoglicht ist im folgenden Lemma zusam-
mengefafit.

3.2.3 Lemma. Sei T € B(K) und gelte [Tx,Tx] > 0 fir [z,z] > 0. Weiters sei
T = (Tij); j—, eine Matrizdarstellung wie in (3.3). Dann gilt:
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(1) Ist M € PosSA(K), so ist auch T(M) € PosSdA(K);

(i) Sind M, M’ € PosSA(K), und K, K' die entsprechenden Winkeloperato-
ren, so gilt T(M) C M’ genau dann, wenn

I‘&H(Tll + Tng) g dOHlK/ und T21 + TQQK = K/(Tll + T12K). (34)

Beweis. Die Aussage () ist klar. Seien nun M, M’ mit entsprechenden Win-
keloperatoren K, K’ gegeben. Es gilt fiir € dom K

T11 T12 X o Tnx =+ TngCC
To1 Too Kz) \Tviz+TnKz) "
Gelte T(M) C M’ und sei x € dom K. Dann muf es ein y € dom K’ geben mit
Thx+ T Kz [y
= A (3.5)
Torx + T Kx K'y
Dann ist aber y = T11x + T12Kx und es gilt

TglI + TQQKCC = K’(Tux + TngI) .

Da x € dom K beliebig war, folgt (3.4).
Umgekehrt sei (3.4) erfiillt und sei z € dom K. Definiere y := Ty + T2 Kz,
dann ist y € dom K’ und es gilt (3.5). Alsoist T'(x + Kz) =y + K'y € M’.

U

Beweis (von Satz 3.2.1). Sei K, der Winkeloperator von M,. Betrachte den
Raum B(K;,K_) versehen mit der schwachen Operatortopologie und sei

X = {K € B(Ks,K-): | K[| <1, Klaom o = Ko},

das entspricht der Menge aller maximalen nichtnegativen Teilrdume die My

umfassen. Die Menge X ist klarerweise nichtleer und konvex. Weiters ist sie, da

wir die schwache Operatortopologie betrachten, kompakt, vgl. Satz B.1.4.
Definiere eine Abbildung @ : X — P(X) durch

(I)(K) = {K’ c X : Ty +ToK = K/(Tll +T12K)},

das entspricht der Menge aller maximalen nichtnegativen Teilriume M’ die fiir
den von K induzierten Raum M, die Beziehung T'(M) C M’ erfiillen und M,
umfassen.

Die Menge ®(K) ist nichtleer: Denn es ist stets T'(M) ein nichtnegativer
Teilraum, also existieren maximal nichtnegative Teilriume M’ mit T (M) C M’.
Weiters gilt Mo € M und T(M;) C My, also muB jeder solche Teilraum M’
bereits M’ O My erfiillen.

Die Menge ®(K) ist offensichtlich konvex. Sei (K);cr ein Netz in ®(K)
welches in der schwachen Operatortopologie gegen K’ konvergiert. Da X abge-
schlossen ist, gilt K’ € X. Nun ist fiir jedes A € B(K+,K_)

. / _ . /
lim(K;A) = (lm K;)A,
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also folgt dass K’ auch der definierenden Gleichung von ®(K') geniigt. Also ist
®(K) abgeschlossen, und, da X kompakt ist, damit ebenfalls kompakt.

Wir miissen noch zeigen dass gilt: Seien (K;);er, (K/)ier Netze in X mit
K, - K, K, - K'.Ist K] € ®(K;), i € I, so folgt K' € ¢(K). Zum Beweis
dieser Aussage: Da X abgeschlossen ist, ist K, K’ € X. Weiters gilt fiir jedes
1€l

To1 + TooK; = K{Ti1 + K{T12K; .
Da T12 kompakt ist, folgt Thy +Toe K = K'T1;1 + K'T12 K vgl. Proposition B.1.5
und Proposition B.1.6.

Wir koénnen also den Fixpunktsatz Satz B.2.5 anwenden, und erhalten ein
K € X mit K € ®(K). Das bedeutet fiir den von K induzierten maximal
nichtnegativen Teilraum M gerade dass T'(M) C M.

O

3.2.4 Bemerkunyg.

(i) Eine entsprechende Aussage gilt natiirlich fiir invariante maximal nicht-
positive Teilrdume: Gilt [Tz, Tx] < 0 fiir alle x € K mit [z, 2] < 0 und
ist 75 : K+ — K_ kompakt, folgt die Existenz maximal nichtpositiver
Teilrdume die unter 7" invariant sind.

(13) Ist einer der beiden Rdume K oder K_ endlichdimensional, so ist die
Kompaktheitsvoraussetzung in Satz 3.2.1 stets erfiillt. Denn ist dim _ <
00, so hat T12 endlichdimensionales Bild, ist dim K4 < oo dann ebenfalls.

3.2.5 Korollar. Sei U € B(K) unitir und sei Uiz (bzw. Us1) kompakt. Weiters
sei Mg ein nichtnegativer (bzw. nichipositiver) Teilraum der unter U invariant
ist. Dann existiert ein mazimaler nichtnegativer (bzw. nichtpositiver) Teilraum
von IC, der invariant unter U ist und Mgy umfasst.

Beweis. Ist x € K mit [z, z] > 0, so folgt [Ux,Uzx| = [z,z] > 0.
U

Wir beniitzen nun die Cayley-Transformation, um dieses Ergebnis auf selbst-
adjungierte Operatoren zu iibertragen. Dazu ist einige technische Arbeit notig.

3.2.6 Korollar. Sei A € B(K) selbstadjungiert und sei A1a (bzw. Aa1) kompakt.
Weiters sei My ein nichtnegativer (bzw. nichtpositiver) Teilraum der unter A
invariant ist. Dann existiert ein mazimaler nichtnegativer (bzw. nichtpositiver)
Teilraum von IC, der invariant unter A ist und My umfasst.

Beweis. Sei A € C mit Im A > || A|| festgehalten, wobei ||A|| die Operatornorm
von A bzgl. ||.|| 7 ist. Setze

Ui=(A-NA-N"=T+A=N)(A-N"".

Dann gilt
U+ = (AY =)A= = (A= A=,

und daher ist UUT = UTU = I. Weiters ist

U-T=MN=-NA-)\""
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bijektiv, also 1 € p(U).

Setze M; := M. Dann ist M; nichtnegativ und, wegen A(Mgy) C AMo,
gilt ebenfalls A(M;) C M;. Es folgt, dass auch A" (M;) C My, n > 0. Nun ist
[A] > [|A]], also

_ — 1 .
(A=) 1=—Z/\n+1A .
n=0

Da M abgeschlossen ist, schliefen wir (A —\)™'(M;) € Mj, und damit auch
U(M;) € M.

Aus der Definition von U sieht man dass U(A —\) = A — \. Setzt man hier
die entsprechenden Matrixdarstellungen ein, so ergibt sich also

(Ull U12) (All A Ap ) _ (All -X Ap _) (3.6)
U1 Uz A1 Az — A A1 Az — A
Vergleicht man die rechten oberen Ecken, so sieht man dass
UniAiz + Ur2(A22 — A) = A1z
Wegen |A| > ||All > || A2z2]|, ist A € p(A22), und es folgt
Uy = (I = Ui1)A12(Ase — A) " (3.7)

Da Ao kompakt ist, ist also auch Uyo kompakt.

Sei M ein maximaler nichtnegativer Teilraum mit U(M) € M und M D
M;. Dann gilt auch (U — I)(M) C M. Wir wollen zeigen, dass tatséichlich
(U —1I)(M) = M gilt. Dazu geniigt es zu zeigen dass P (U — I)(M) = K ist,
vgl. Korollar 1.3.5.

Es ist
Un—-1 U Pz
Pr(U =Dz =(1,0) ( 1?]21 U22121> (PJr:z:) -

=(Un —I)Pyx +UpP_x, z€ K.

Bezeichne K den Winkeloperator zu M, dann gilt fiir x € M stets P_x =
K Pz, und es folgt

P.(U-DNx=Un—1+U2K)Piz, v € M.

Da M maximal nichtnegativ ist, ist Py M = K. Die gewiinschte Gleichheit
folgt also sicher dann wenn 0 € p(Uy; — I 4+ U2 K). Nun gilt wegen (3.7)

Un — 1+ UK = (U — 1) [I ~ App(Ags — MK (3.8)

Es ist ImA > ||Al| > ||A12]|. Da Aag selbstadjungiert im Hilbertraum Iy ist,

gilt ||(Aa2 — A) 71| < m Insgesamt ist |A12(A22 — A) 71| < 1, und da auch

[|K|| < 1ist, ist der zweite Faktor in (3.8) invertierbar. Um die Invertierbarkeit
des ersten Faktors zu zeigen, betrachten wir die linke obere Ecke in (3.6):

Ui (A1 — ) 4 UrpAgy = Ay — X,
Verwendet man (3.7), so folgt

Ur1(A11 = A) + (Urn — 1) A1a(Age — N) "1 Ao = App — X,
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also _
(U —1) {(All —A) — A2(Ag — )\)_11421} =)A=,

(MJ—DP—AHMQ—AYH%AAJ—M*}=Q—Xxml—M‘3 (3.9)

Wegen Im A > [|A4] > ||A12]]; [|A21]], und da Aj; und Ajs selbstadjungiert im
Hilbertraum K, bzw. K_ sind, also [[(A11 — A) 7Y, [[(A22 — N) 7Y < ﬁ
erfiillen, folgt

||A12(A22 — )\)_11421(1411 — )\)_IH <1.

Also ist der zweite Faktor auf der linken Seite von (3.9) invertierbar. Klarerweise
ist (A1 —\) ! invertierbar, und es folgt dass (Uy; —I) invertierbar ist. Insgesamt
ist U117 — I + U2 K invertierbar.

Formt man die Definition von U um, so erhélt man

A=\ -NU -1,

Nun gilt (U —1)(M) = M, also folgt auch (U —1)"1(M) = M. Wegen U(M) C
M, erhalten wir A(M) C M.

U



Kapitel 4

Spektraltheorie
definisierbarer Operatoren

4.1 Definisierbare Operatoren

4.1.1 Definition. Sei (K, [.,.]) ein Krein Raum. Ein selbstadjungierter Opera-
tor A € B(K) heifit definisierbar, wenn es ein Polynom p € C[z] gibt, sodafl

[p(A)z,2] >0, v € K. (4.1)
Jedes Polynom mit der Eigenschaft (4.1) heifit definisierendes Polynom fiir A.

4.1.2 Bemerkung. Jeder definisierbare Operator besitzt ein definisierendes Po-
lynom mit reellen Koeffizienten. Denn, hat p € C[z] die Eigenschaft (4.1), so

gilt fiir ¢(z) := p(2) + p(2)
[g(A)z, 2] = [p(A)z, 2] + [p(A)x, 2] = [p(A)z, 2] + [2,p(A)x] = 0.

4.1.8 Beispiel. Ist (P, ][.,.]) ein Pontryaginraum und A € B(P) selbstadjungiert,
so ist A definisierbar. Um dies einzusehen, wihle einen maximal nichtpositiven
Teilraum M der invariant unter A ist, vgl. Korollar 3.2.6. Da M endlichdi-
mensional ist, gibt es ein Polynom ¢ € C[z] mit ¢(A|p) = 0. Es folgt fiir
reP,yeM,
[@(A)z, y] = [z,q(A)y] = 0,

d.h. g(A)z € M*. Nun ist nach Proposition 1.3.4 M~ nichtnegativ, und wir
erhalten

0 < [g(A)z,q(A)x] = [(q7)(A)x, ],
d.h. p(2) := q(2)q(z) ist ein definisierendes Polynom fiir A.
4.1.4 Proposition. Sei (K,[.,.]) ein Krein Raum, A € B(K) selbstadjungiert,

und p € R[z] ein definisierendes Polynom fiir A. Weiters bezeichne N (p) die
Menge der Nullstellen von p. Dann gilt:

(1) o(A)\R C N(p);

(13) Es existiert ein definisierendes Polynom p € R[z] mit p|p sodass c(A)\R =
N(p) \ R, und sodass jede reelle Nullstelle von p die nicht in o(A) liegt
einfach ist.

35
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Zum Beweis dieser Proposition verwenden wir eine Aussage iiber nichtnega-
tive Operatoren.

4.1.5 Lemma. Sei A selbstadjungiert im Krein Raum K, und gelte [Az, x] > 0,
x € K. Dann ist o(A) CR.

Beweis.  Angenommen o(A) enthélt einen nichtreellen Punkt. Dann ist
sup{|Im )| : A € o(A4)} > 0 und wegen der Kompaktheit von o(A) existiert
ein Punkt Ag € 0(A) mit |Im Ag| = max{|Im A| : A € o(A4)}. Dieser ist klarer-
weise ein Randpunkt von o(A). Wegen |[(A — 2)~ Y| > m, existiert eine
Folge (zn)nen, Tn € K, mit ||z,]|7 =1 und (A — o)z, — O.

Es folgt, dass

[Azp, 2n] — Ao[@n, zn] = [(A — XNo)Zn, zn] — 0.
Da [Azp, ], [Tn, zn] € R, und Im A\ # 0, folgt daraus dass [z, z,] — 0. Damit
erhalten wir auch [Azy, z,] — 0.

Betrachte nun das positive semidefinite Skalarprodukt [z,y]la = [Ax,y].
Dann gilt

Az = [Azn, JAzp)] = [0, T AT A < [0n, @n]h - [T Az, JAz,)5 =

=

= [Aa:n,xn]% [AJ Az, JAx,)

Der erste Faktor konvergiert gegen 0, der zweite ist beschriankt, also haben
wir Az, — 0. Wegen (A — X\g)z, — 0 und Ao # 0, folgt nun x, — 0, ein
Widerspruch.

4

Beweis (von Proposition 4.1.4). Sei zgp € C\ R und sei p(z9) # 0. Wihle
Ao € p(A) sodaB p(20)(20 — Ao)""(20 — Ao) ™ nichtreell ist. Dies ist moglich,
denn arg[(zo — A\o)(20 — Ao)] ist stetig in Ao und nicht konstant.

Setze 7(2) == p(2)(z — Xo)"(z — Ao) ™", dann gilt

[r(A)z, z] = [p(A)(A — X)) "z, (A —Xg) "2] > 0.

Nach Lemma 4.1.5, angewandt auf den selbstadjungierten Operator r(A), folgt
o(r(A)) C R. Nach dem Spektralabbildungssatz Proposition B.3.2 haben wir
r(c(A4)) Co(r(A)). Da r(z) € R ist, kann also zy & o(A) sein.

Wir kommen zum Beweis von (ii). Seien z1,...,2, € CT UR die Nullstellen
von p die nicht in o(A) liegen. Bezeichne mit «; die Vielfachheit von z; falls
z; € CT und die groBe ganze Zahl kleiner oder gleich der halben Vielfachheit
von z; falls z; € R. Setzt man

B(z) = p(2) [[ (e = 20) (= = z) 7,
i=1
so ist p € R[z] und es gilt

[p(A)z,z] = [p(A) - H(A —z;) Y, H(A —z) %z >0.

i=1 i=1
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O

Wir wollen anmerken, dass es Nullstellen des definisierenden Polynomes ge-
ben kann, die man nicht wegdividieren kann. Dies sieht man am Beispiel einer
Fundamentalsymmetrie J. Denn 0 € p(J) und [Jz,z] > 0, also ist p(z) = z ein
definisierendes Polynom.

4.2 Funktionalkalkiil fiir Operatoren mit reel-
lem Spektrum

Ist A ein selbstadjungierter Operator in einem Hilbertraum H, so hat man
einen Funktionalkalkiil fiir beschrinkte Borel-mefibare Funktionen auf o(A),
d.h. einen *-Homomorphismus

D4 : B(o(A)) — B(H).

Dieser ist stetig, wenn man B(c(A)) mit der Supremumsnorm und B(H) mit
der Operatornorm versieht. Mit Hilfe dieses Funktionalkalkiils ist es leicht ein
Spektralmaf fiir A zu erhalten.

Ein #hnliches Ergebnis kann man fiir definisierbare selbstadjungierte Ope-
ratoren in einem Krein Raum zeigen, die Situation ist dabei jedoch etwas kom-
plizierter: Die Nullstellen der definisierenden Polynome spielen eine besondere
Rolle; die Funktionen auf die der Funktionalkalkiil angewendet werden kann,
miissen in einer Umgebung dieser Nullstellen hinreichend glatt sein.

Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt mit definisierbaren selbstadjun-
gierten Operatoren mit reellem Spektrum, das nichtreelle Spektrum ist dann
einfach hinzuzufiigen. Sei also in diesem Abschnitt stets A ein definisierbarer
selbstadjungierter Operator in einem Krein Raum (IC, [.,.]) mit o(A) C R. Wei-
ters sei p € R[z] ein definisierendes Polynom welches nur reelle Nullstellen hat.

Ein Raum von Funktionen.

Wir wollen als erstes diejenige Funktionenmenge studieren, fiir die wir einen
Funktionalkalkiil definieren werden kénnen.

Bezeichne im folgenden stets R := R U {oo} die 1-Punkt-Kompaktifizierung
von R. Wihle \g € CT fest, und setze

() = p(t) - (t = Xo) " (t = Xo) ™"

%]. Dann ist

mit m = |

lim;—oo p(t) € R\ {0} , degp gerade
lim;—o tp(t) € R\ {0} , degp ungerade

Sei N(p) die Menge aller Nullstellen von p in R, also

N(p) = N(p) , degp gerade
N(p)U{oo} , degp ungerade

Schliesslich sei y(«) die Vielfachheit von o € N(p) als Nullstelle von p.
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4.2.1 Definition. Wir betrachten die folgenden Rdume von Funktionen:

(i) Sei B (R) die Menge aller beschréinkten Borel-mefibaren Funktionen von
R nach C. Weiters sei B(R). die Menge aller Funktionen in B(R) die in
jedem Punkt von N (p) stetig sind. Schliesslich setze

F:=C(z)NB[R) +p- B(R)..

(i7) Bezeichne £ die Menge aller rationalen Funktion s € C(z) der Gestalt

a(z)

8(2) = (Z _ )\O)dcgp
mit einem Polynom a € C[z] vom Grad dega < 2m.

(iii) Seien U, C R, a € N(p), offene und paarweise disjunkte Mengen mit
a € Uy,. Sei Uy, fir a # oo enthalten in R und beschrinkt, und sei 0 & U,
fiir o = o0.

Bezeichne mit F(y,) die Menge aller Funktionen f € B (R) mit

flv. € CV(Uy) , a0 F# 00
f(%)|U;,1 eCl(Uy) , a=

4.2.2 Definition. Wir konnen auf den oben eingefiihrten Rdumen Normen
definieren.

(i) Sei B(R) mit der Supremumsnorm versehen. Die Riume & und B(R).

seien als Teilrdume von B(R) ebenfalls mit ||.||c versehen.

(i) Fir f € Fy,) definiere

Il o= o ({sup 7o)l 0

z€R

U{ sup |f(x)|: e N(p),l = 1,...,7(a)}
xeUqy

o{ |:v2f’(:v)|})

Wir fassen die wesentlichen Eigenschaften dieser Begriffe in der folgenden
Proposition zusammen.

4.2.3 Proposition. Es gilt:

(i) Fiir jede Wahl von Umgebungen Uy, o € N(p), ist Fy,y € E+p- B(R)..
(i1) F = E+p- BR)..

(iii) Sei A C R eine Borel-Menge. Dann gilt xa € F genau dann wenn OA N
N(p) = 0.
(iv) Sei A : F — & x B(R). die Bijektion sodass \(f) = (r,q) genau dann

wenn f =1+ pq. Dann ist, fir jede Wahl von Umgebungen Uy, die Fin-
schrankung Nz, stetig.
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Der Beweis beruht auf der folgenden Feststellung, die man unmittelbar aus
dem Taylorschen Lehrsatz erhilt.

4.2.4 Lemma. Sei I C R ein Intervall, o € I, und sei v € N. Ist g € C7(I),
so existiert ein Polynom b mit Grad degb < v und eine Funktion q € C(I) mit

gt)=b(t)+ (t—a)’q(t), tel.

Dabei ist 1
g™
lalloe < 39" lloo - (4.2)
‘ —y-1g" @ !
Beweis. Setze b(t) ==} /_y =1~ (t — )", und

q(t) = (g(t) =b(t))(t =)™, te I\ {a}.
Nach dem Taylorschen Lehrsatz gibt es zu jedem t € I eine Zwischenstelle ¢
sodass g(t) — b(t) = g(;#(t — «a)7. Lafit man hier ¢ gegen « streben, so sieht

man dass lim;_,, q(t) = %. Also hat ¢ eine stetige Fortsetzung auf ganz I,
und mit dieser hat man die gewiinschte Darstellung von g.
Die Abschitzung (4.2) ist aus der Konstruktion offensichtlich.

O

Beweis (von Proposition 4.2.3). Seien Mengen U, mit den Eigenschaften aus
Definition 4.2.1, sowie f € F(y,) gegeben. Setze

o(t) = {f(t)(t — Ao o degp=2m
(f(8) = f(00))(t = Ao)*™ "1, degp=2m —1
und wéhle b € C[z] mit degb < deg p sodass
b (a) = gP(a), a e N(p),l=0,...,y(a)—1.
Weiters setze

g —b(®) | (t=Ag)™ —
q(t) == { p(t) (thg)m , degp =2m

g(t)—=b(t)) (t—\ t—Xo)™ o
(g(t) 15(2)( ) . Et—,\ﬁgm , degp=2m—1

und
_)b(t) , degp =2m
alt) = {f(oo)(t —X0)?™ L +b(t) , degp=2m—1
Dann gilt die Darstellung
) = =gy + P00 (1.3

Offenbar ist a(t)(t — \o)~ 98P € £. Wir miissen zeigen, dass q € B(R)...
Fir o € N(p) wihle offene Intervalle I, mit « € I, C I, C U,. Wir haben

_gt)—b() 1 =2\ 1 , deggq =2m
10 = Gaper e a@ () {@_m degg—2m—1
(4.4)
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Nach unserer Wahl von b gilt (g — b)(a) = 0,1 = 0,...,7(a) — 1. Wegen
Lemma 4.2.4 ist daher die Funktion (g(t) — b(¢))(t — o)~ () stetig in I, und
erfiillt
H g(t) — b(t) ’ < 1 (v(@)) —b (v(e) )”oo I
(t — )Y@ lloo,1, — y(a)! “

Die Funktion p(t)(t—a)~7(®) ist stetig auf T, und hat dort keine Nullstelle, also
ist
— _ )@
O tlenlf}p )t — @) | >0.

Weiters ist der zweite Faktor in (4.4) ebenfalls stetig. Insgesamt sehen wir, dass

q in I, stetig und beschrénkt ist. Tatséchlich gilt, mit C' := sup,cp |§:§2 | und
Co := max{1,sup,c; [t — Ao}, dass

1 (e} « —
||Q||oo,1a < W(||g(7( ))Hoo,la + ||b(V( ))HOOJQ) -5a1 -C ey

Sei nun angenommen, dass degp = 2m — 1, d.h. oo € N(p). Wéhle ein offenes
Intervall I, mit co € I, C I, C Uy, und betrachte die Funktion

h(u) = f(%), ue It

Dann ist h € CH(I

o0

1) und es gilt h(0) = f(00). Weiters ist

W) = —— '(%), we 121\ {0}

u?

Wir wenden Lemma 4.2.4 an, und erhalten dass die Funktion (h(u) — f(00))u~?
auf I ! stetig ist, und dass

HMH <Ml ymr = sup %f’(l)}-

I — 00,1, 1=
U 00,15 oo welz\{oy | U U

Beachte hier, dass h' stetig auf ganz I ! ist. Wir haben also gezeigt, dass die
Funktion

(f(t) = f(o0)) -t
auf I, stetig ist und dort durch supe; (oo} [t2f/(t)| beschréinkt. Nun gilt

o) = (10 =1t =0 = =y mes) ey (77 30)”

und wir sehen dass q auf I stetig ist und dass, mit doo := infies_\ (oo} [P(2)(t—
)\O)—(2m—1)|’

b(t) -1
qlloo, 1., < sup |2 f' ()42 Mol fll o g+ sup 0O
ol < (_stp 125 OF 2Dl oot st | s )

Betrachte schlielich D := p) 16 Wir erhalten aus (4.3), dass

a(t) !
q(t) = (f(t) - W> ()

aeN(

teD. (4.5)
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Die Funktion p ist in R stetig und auf D stets ungleich Null. Also ist & =
inf;ep [p(t)] > 0, und p~Yp ist stetig. Da der erste Faktor in (4.5) zu B(R)
gehort, folgt dass ¢ auf D beschrinkt und messbar ist. Tatséichlich haben wir

lalloe.p < (I looz + H%Hm) L

Wie man ebenfalls aus der Darstellung (4.5) sieht, ist, wegen I, C U,, die
Funktion ¢ in den Randpunkten von I, stetig. Insgesamt haben wir gezeigt,
dass ¢ auf ganz R messbar und beschrinkt ist, und dass ¢ in einer Umgebung
jedes der Punkte o € N(p) stetig ist. Damit ist die Behauptung (i) bewiesen.

Wir kommen zum Beweis von (i7). Um F = £+ p- B(R). einzusehen, geniigt
es zu zeigen dass C(z) N B(R) C € + p - B(R).. Nun ist fiir jede Wahl von
Umgebungen Uy, a € N(p), und jede Funktion s € C(z)NB(R) sicher s € Fy, ).

Sei nun s € €N p- B(R)., und schreibe s(t) = a(t)(t — Ao)8? = p(t)q(t)
mit einem Polynom a, dega < 2m, und einer Funktion ¢ € B(R).. Im Fall
degp = 2m—1, ist p(oc0) = 0, und daher mufl dega < degp sein. Ist deg p = 2m,
so gilt dieses sowieso. Nun haben wir

t t —
W1 pm),

p{t)  (t—=NXo)™(t — o)™

und es folgt, dass a an jeder Stelle @ € N(p) eine Nullstelle der Ordnung min-
destens v(«) hat. Wegen dega < degp = ZaeN(p) ~(c) folgt a = 0. Dies zeigt,

dass ENp- B(R). = {0}. B
Fiir den Beweis von (iii) sei eine Borelmenge A C R gegeben. Sei ya €

E + pB(R). und schreibe yao = s + pg. Dann ist

{1;(—5” L tE A\ N(p)

qt) =4 "% . R
_ﬁg?) ) tEA \N(p)

Da fiir « € N(p) nicht beide Funktionen 1;(5 t()t) und ;Eg fiir t — « beschrinkt

bleiben konnen, folgt dass DA N N (p) = 0 ist. Ist umgekehrt OA N N(p) = 0, so
gibt es Mengen U,, a € N(p), mit xa € Fy,), wihle namlich U, so dass xa
auf U, konstant ist.

Wir kommen schliefllich zum Beweis von (iv). Dazu miissen wir eigentlich nur
noch die Abschétzungen die im Beweis von (7) erhalten wurden zusammensetzen.
Zur Erinnerung: Es gilt

< 1
||q||OO)IOL — (Oé)'

(g™ oo,z + 167 loo,1,) - 657 C - cas

sup [t f' ()] + 2| Mol [l fll o m
telo\{oo}

b(t) -1
+ e S Y . C,
tefiu\rfoo} | (t—Xg)?m—2 D >

lalloe,p < (1o + H%Hm) 5

IA
e )

mit gewissen Konstanten 0, dx0, 9, Co,, C. Wir schreiben im folgenden F < G,
wenn es eine Konstante g > 0 gibt mit F' < uG (diese Schreibweise ist sehr
praktisch, man muss sie nur immer richtig interpretieren).
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Betrachte auf der Menge der Polynome h vom Grad degh < degp die beiden
Normen max{|h()(a)| : a € N(p),l = 0,...,7y(a) — 1} und max{|h;| : h(t) =
Py ~!'h;t’}. Da der Raum endlichdimensional ist, sind diese dquivalent. Es
folgt
aeN(p),

pO@) < {b(” :
157 oo, 1., S max 0@l =

S A

Da alle Ableitungen von (t—\g)?™ bzw. (t—\g)?™~! auf I,, beschrinkt sind, ha-
ben wir ||g(7(°‘))||0011a < ||f||(Ua). Insgesamt erhalten wir also ||q|co.7, < ||f||(Ua)
fiir jedes « € N(p). Wegen

b(t) degp—1
sup  |—————| Smax{|b;| : b(t) = bitl)
t€1o\ {00} | (t — Ao)2m—2 | ! jz:(: !

erhalten auch [|ql[co,7.. < IIf|l(w.)- Weiters ist

degp—1
||%Hw,@5max ({1051 bty = 3" bty U{(o0)})
3=0

und es folgt [|qlloc,p < | fllw..) sowie [la(t)(t = Xo)~ 4P| g S I fllw.)-

Der Funktionalkalkiil.

Der lineare Raum F wird mit der punktweisen Multiplikation und Konjugation
zu einer *-Algebra. Denn es gilt:

(s1+Pq1)(s2 + Pg2) = s152 + P(qis2 + 5162 + Dq1g2) -

Klarerweise ist ¢182 + s1g2 + Pq1g2 € B(R),, also geh'drt der zweite Summand
zu F. Die Funktion s1sy ist rational und liegt in B(R), gehort daher ebenfalls
zu F. Um die Abgeschlossenheit beziiglich Konjugation zu sehen, geniigt es zu

bemerken, dass L
s(t) + p(t)a(t) = s™ (1) +p(t)a(1) -

) ein Krein-Raum, A € B(K) selbstadjungiert und defini-

4.2.5 Satz. Sei (K, [.,
C R. Dann existiert ein *-Homomorphismus @y, : F — B(K),

sierbar mit o(A)
sodass gilt:

(i) Fiir jede Funktion f € C(2) N B(R) gilt ®pm(f) = Prat(f)-
(i4) Fiir jede Wahl von Umgebungen Us, a € N(p), ist Pom|7, , stetig.

(iii) Ist F holomorph in einer (in S?) offenen Umgebung U von a(A) U N(p),
und f c F mit f|UﬂR = F|UQ]R, S0 15t (I)bm(f) = ‘I)RD(F).

(iv) Sind f,g € F und stimmen f und g auf einer (in R) offenen Umgebung
von o(A) U N(p) tiberein, so ist Ppm(f) = Pbm(g)-

Der Beweis dieses Satzes erfolgt in fiinf Schritten:
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1. Fortsetzung von

zu einer stetigen Abbildung V. : C(R) — B(K).
2. Fortsetzung von W, zu einer stetigen Abbildung Wy, : B(R) — B(K).
3. Definition von Py, und Nachweis von (i) sowie der *-Homomorphie.
4. Beweis von (ii).
5. Beweis von (i4i) und (iv)
Im Laufe des Beweises werden wir die folgenden Lemmata verwenden.

4.2.6 Lemma. Seien A; € B(K), j € I, und gelte

sup |[4;z,z]| < 00, z € K.
JeI

Dann ist sup ;¢ || A;]| < oo.

Beweis. Es gilt (Parallelogrammregel)
A[Ajz,y] = [Aj(z +y), (z +y)] — [Aj(z —y), ( —y)]+

+ilAj(z +iy), (v +iy)] — i[A;(x — iy), (z - iy)],

also gilt fiir alle z,y € K
sup |[4;, ]| < o0
jel

Wir sehen, dass die Familie {(., JA;z)y : j € J} C (K,(,,.)g) punktweise
beschréinkt ist. Es folgt sup,c ; [|JA; :CH < 00, z € K, und damit sup,¢ ; [|/4;] <
oco. Nun ist ||J 71| = 1, also auch sup,e ; [|A;]| < oc.

U

4.2.7 Lemma. Seir € C(z) und gelte r(z) > 0, x € R. Dann existiert s € C(z),
sodass r = ss™.

Beweis. Schreibe r = % mit teilerfremden Polynomen p, ¢ der Gestalt

n

p(z) = a (= = ), a(t) = [ (= - 8)*

i=1 j=1

Dann ist 3; stets nichtreell und daher q(z)g# (z) = |¢(z)|> > 0. Es folgt, dass
auch

o[- a) [](= - = p(x)q” (z) = r(z)q(z)q* (x) > 0.

i=1 =1
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Inbesondere ist pg” = (pg™)* = p*q, also

n m
oITe e -3 ==
=1

j=1

H:j:
0
|
é?
H:jg
0D
|
9

Es folgt, dass die Mengen {a1,...,a,} und {ay,... ,a_n} sowie {01,...,0m}
und {B,...,0,,} inklusive der jeweiligen Vielfachheiten iibereinstimmen, und
dass a € R ist.

Wir kénnen also schreiben

g)=a [[@-a) ] [@-a)e-a)",

a; ER Ima; >0
o) = [I [@-8)@-5)"
Im 3;>0

Daraus sieht man, dass g(z) > 0, z € R, und daher auch p(z) > 0, x € R. Also
folgt

a [[@—a)=p@) [] (z-a)@—a@)] " >0, z€R.
a; ER Im a; >0
Daher muss a > 0 sein, und alle v; zu reellen Nullstellen o; gerade. Setzt man
7l .
Va Jla,er(z = @) ? [ma,s0 (2 — )"

8(2) = Hlmﬁj>0 (Z _ 6j)6j s

so ist r = ss.

U

4.2.8 Lemma. Sei D ein linearer Teilraum von C(R) mit 1 € D, der bzgl. #
abgeschlossen ist, und sei p : D — C linear. Gilt

o(f) 20 fir alle f >0,
so ist @ beschrdankt.

Beweis. Wir betrachten zuerst reellwertige Funktionen f € D. Ist f(R) C R

und [|fllec < 1, dann ist 2 — f > 0, und daher auch ¢(2) — ¢(f) > 0 also

o(f) < p(2). Da mit f auch —f reellwertig ist und || — flloo = | flleo < 1 gilt,

erhalten wir genauso —p(f) = o(—f) < ¢(2). Insgesamt gilt also |o(f)| < ©(2).
Sei nun f € D beliebig. Schreibe

(I f=r*
f_( 2 )+( 2 )
dann sind 5 ( f+ f#) und ( f — f%) reellwertige Elemente von D, und es gilt
|\5(f+f#)|\oo < [ fllsss I3 (f = /#)loo < [Iflloe- Wir erhalten

[+ f* f+f
2

(N < [e(E550)] + e (F55)| < 20@)1 £
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4.2.9 Lemma. Sei [.,.]1 eine beschrinkte Sesquilinearform auf KC, d.h. eine
Abbildung [.,.] : K x K — C die linear in der ersten, konjugiert-linear in der
zweiten Komponente ist, und einer Abschitzung der Gestalt |[z,y]1| < C||z||-||y||
geniigt. Dann existiert ein eindeutiger Operator B € B(K) mit ||B|| < C und

[$7y]1 = [B.’Ii,y], T,y € K.

Beweis. Betrachte [, .]; als eine beschrinkte Sesquilinearform am Hilbertraum
(K, (.,.)7). Dann existiert B € B(K) mit

[fE,y]l = (B‘T7y)57 T,y € ’Cu

und es ist || B|| < C. Setzt man B := JB, so ist ebenfalls ||B|| < C und es gilt

[Bz,y] = (JBz,y)7 = (Bz,y)7 = [z,y]1, z,y € K.

U

Beweis (von Satz 4.2.5, 1.Schritt). Fiir festgehaltenes © € K betrachte das
Funktional

o { C(z)NCR) — C
v q — [q)rat(ﬁq)xax]
Ist ¢ > 0, so gibt es nach Lemma 4.2.7 ein s € C(z) N C(R) mit ¢ = ss*. Es
folgt
() = [Prat (pss™)z, 2] = [H(A) Prat (), Prar(s)z] > 0.
Nach Lemma 4.2.8 ist ¢, beschrinkt, d.h. sup <1 |¢x(q)] < oo.
Nach Lemma 4.2.6 ist supj,_ <1 [|Prat(Pg)|| < oo, d.h. die Abbildung

[ CINCR) B(K)
o { COnC® 8

N
— rat (ﬁQ)
ist beschréinkt. Nach dem Satz von Stone-Weierstraf} ist C(z) N C(Rl dicht in
C(R). Daher existiert eine stetige Fortsetzung ¥, von ¥ auf ganz C(R).

Wir bemerken noch, dass V. mit der Konjugation vertriglich ist: Wegen
p* = p, gilt fiir jedes g € C(z) N C(R)

U(q#) = Crat (pg7) = Prat(5)*) = Prat(Pg)* = V(q)* .

Da die entsprechenden Konjugationen stetig sind, und . die stetige Fortsetzung
von U ist, folgt ¥.(q) = ¥.(¢)* fiir alle ¢ € C(R).

0
Beweis (von Satz 4.2.5, 2.Schritt). Seien x,y € K, dann ist

[ CcR® - C
‘P{ fo= ()]

ein stetiges lineares Funktional. Die Norm von ¢, wird abgeschétzt durch

We(Ha,yll < 1We(Hll -yl < el - [1flloo - [l [yl
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also [|ozyll < [|Well - |z - lyll. Nach dem Darstellungssatz von Riesz existiert
ein komplexes Borelmaf ji, , auf R mit

() = / Fdisy, feCE),
R

und es ist || ta,yll = 02yl < [Well - 2]l - Iyl
Es gilt

Prz+Bz,y = )‘sz,y + ﬁ‘pz,ya Pr A y+Bz = Xspm,y + B@m,z ;

also gilt auch

Hxa4-Bz,y = >\,UJm,y + 6ﬂz,y; Hax A\y+Bz = X,um,y + B,Uz,z .

Daher definiert fiir jedes f € B(R) die Vorschrift

[‘Ivy]f :/fdﬂ$7y5 vaEK

R

eine Sesquilinearform auf /. Diese ist beschréinkt, denn es gilt

[z, yl¢| = }/fdum,y S lloo - Myl < N lloo[1ell - 1] - [lyll,
R

also existiert ein eindeutiger Operator Wiy, (f) € B(K) mit || Ppm ()] < | flloo -
[Wel[ und

[,y]y = [Pom(f)z,9], 2,y €K.
Nun gilt

[, ylastsg = alz,yly + Bz, Y]y,
also ist auch

Vom(af +89) = aVpm(f) + BVbm(g) ,

wir haben also eine stetige lineare Abbildung Wy, : B(R) — C(R).
Ist f € C(R), so gilt

(4] = / F sy = Poy(f) = (Ve f)zy], 7.y € K,
R

also Uy (f) = Uo(f).
Wir zeigen noch, dass Wy, mit der Konjugation vertréglich ist: Fiir jedes
f e C(R) gilt

Pry(F) = [Pe(fa,y) = [Ve(F) y, 2] = [Ve(Fy, 2] = ¢y (),
und daher
[ i = [Tduyo= [z, s cm.
R R R
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Also ist pyy = Ty,z. Wir schliessen, dass sogar fiir jedes f € B(R)

Vo120 = [ Py = [z = [ Fau =
R R R

o9 = [ T (Pl
Es folgt Wpm(f) = Ypm(f)*.
0

Beweis (von Satz 4.2.5, 3.Schritt). Sei f € F, dann schreibe f = r + pg mit

gewissen r € C(z) N B(R), ¢ € B(R)., und setze

(I)bm(f) = (I)rat (T) + \I/bm(q) .

Als erstes miissen wir zeigen, dass durch diese Vorschrift die Abbildung Py, :
F — B(K) wohldefiniert ist. Seien also f = r1+pq1 = ro+pge zwei Darstellungen
von f. Dann ist (r; —r2) + p(q1 — g2) = 0. Wegen der Linearitit von @, und
Uh, geniigt es nun zu zeigen, dass r 4+ pg = 0 stets P (r) + Upm(g) = 0
impliziert, denn dann erhalten wir ®y.¢(r1) + Uhm(q1) = Prat(12) + Pbm(ga). Sei
also r+pq = 0, dann folgt ¢(t) = —r(t)p(t) "1, t € N(p). Da ¢ iiberall beschrinkt
ist, ist die rationale Funktion —rp~! stetig auf ganz R. Da ¢ in den Punkten

aus N (p) stetig ist, folgt nun ¢ = —rp~!. Wir erhalten
Prat (1) + Yom(q) = Prat (1) + Prat(Pg) = Prat(r) + Prat (15(—7”]5_1)) =0.

Die Eigenschaft (i) ist klar aus der Definition. Ebenfalls klar ist, dass ®p,y, linear
ist. Um zu zeigen, dass @y, ein *~Homomorphismus ist, miissen wir also noch

D (f) = Pom (f)* und Pom(fg) = Pom(f)Pbm(g) nachweisen.
Die Vertriglichkeit mit der Konjugation ist einfach einzusehen:

q)bm(T + ﬁQ) = (I)bm(T# + Zﬁ) = Prat (T#) + ‘Ijbm(q) =

= (I)rat (7‘)* + \I]bm(q)* = (I)bm(r +ﬁQ)* .

Nun kommen wir zur Multiplikation. Dazu beweisen wir einige Zwischenergeb-
nisse. Als erstes zeigen wir, dass

Uom(sf) = Vrai(s)Pom(f), s € C(z) NC(R), f € B(R). (4.6)
Ist ¢ € C(2) N C(R), so gilt
U(5q) = Prat(p5q) = Prat(5)Prat (Pg) = Prac(s)¥(q) .
Wegen der Stetigkeit von ¥, folgt
Te(sf) = Prat(s)Ve(f), s € C(z) NC(R), f € C(R).

Wir haben also

/f : Sdlufac,y = [\I!c(sf):c,y] = [(I)rat(s)\llc(f)xay] =
R
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— (W), B (7)) = / fdtta i sy | € O,

R
und es folgt
S dﬂm,y = dlufz.,':bmt(s#)y .

Man beachte hier, dass s € C(R), also s du,,, ein komplexes Borelmaf ist. Wir

erhalten nun fiir jedes f € B(R)

[‘Ilbm(sf)xay] = /f : Sdlu‘i-,y = /fd,um,@rac(s#)y =
R R

= [Wom(f)z, q)rat(s#)y] = [®rat(8)Vom (f)7, Y],

also (4.6).
In analoger Weise zeigt man

Ui (f8) = Upm (f)Prat(s), s € C(z) NC(R), f € B(R). (4.7)

Dazu bemerke, dass fiir ¢ € C(z) N C(R) stets ¥(gs) = Prat(pgs) = ¥(q)Prat(s)
gilt, und wegen der Stetigkeit daher auch U.(fs) = U.(f)Prat(s), f € C(R).
Daher gilt

S dlufw,y = dﬂérat(s)m,y )

und es folgt Wi (fs) = Upm (f)Pras(s), f € B(R).
Schlieflich zeigen wir mit der gleichen Argumentation

\I]bm(ﬁfg) = \Ijbm(f)\ljbm(g)7 fag € B(R) . (48)
Es ist fiir f,g € C(z) N C(R) stets

\I/(ﬁfg) = (I)rat(ﬁﬁfg) = (I)rat(ﬁf)q)rat(ﬁg) = \Ij(f)\l/(g) .

Wieder wegen der Stetigkeit erhalten wir W.(pfg) = ¥.(f)V.(9), f,g € C(R),
und es folgt dass

ﬁg d,UJm,y = d,UJ\IJC(g);E,ya g€ C(R) .
Wir erhalten

\Ilbm(ﬁfg) = \I]bm(f)\llc(g)v f € B(E)vg € C(E) .
Damit ist also
Pf de,y = Aty g, (Fy) -

und es folgt (4.8)
Seien nun fi, fo € F gegeben, und schreibe f; = s; + rq; mit gewissen

S; € (C(Z) N B(R), g; € B(R)C Dann gilt f1fo = s152 + s1pg2 + D152 + Pq1Pge,
und wir berechnen mit Hilfe von (4.6),(4.7) und (4.8)
Pom(f1/2) = Pom(s152) + Pom (13(51Q2 + q152 +I3Q1(J2))

= ®rae(5152) + Yom(5192) + Yom(q152) + Yom(Dq1G2)
= Prat(51)Prat(52) + Prat (51)¥bm(q1) + Yom(q2) Pras(52) + Yom(q1) Pbm(g2)

= ((I)rat(sl) + ‘I/bm(QI)) ) (q)rat(SZ) + ‘Ilbm(QQ))
= Ppm(f1) - Pom(f2)-
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O

Beweis (von Satz 4.2.5, 4.Schritt). Sei A\ wie in Proposition 4.2.3, und seien
A F =&, A F— B[R), sodass A(f) = (A(f), A2(f)). Dann ist also

(I)bm(f) = q)rat()‘l (f)) + ‘Ime(/\Q(f)) :

Nach Proposition 4.2.3, (iv), ist fiir jede Wahl von Umgebungen U, die Abbil-
dung Al 7, , stetig. Daher sind auch 1|7, , und A2|7,, , stetig. Die Abbildung
Uy, ist stetig. Da £ endlichdimensional ist, ist ®,4¢|e sicher ebenfalls stetig. Also
haben wir ®py| Fw.,, als Zusammensetzung stetiger Abbildungen geschrieben.

U

Fiir den Beweis des letzten Schrittes bendtigen wir den folgenden tiefliegen-
den Satz von Mergelyan. Wir verwenden diesen Satz ohne Beweis, siehe [R].

4.2.10 Satz. Sei K C S? kompakt und habe K die Figenschaft, dass S*\ K nur
endlich viele Zusammenhangskomponenten besitzt. Ist g : K — C stetig und im
Inneren von K analytisch, dann existieren rationale Funktion r,, welche stetig
auf K sind, sodass lim, ..o T = g gleichmdifig auf K.

Beweis (von Satz 4.2.5, 5.Schritt). Sei F analytisch auf einer Umgebung U
von o(A) U N(p), und sei zunéchst f € F N C(R) mit F|; 5 = flyag- Setze
§ := +d(o(A) UN(p),U°), und lege ein Gitter mit Seitenlinge § auf die Ebene.
Sei L die Menge der abgeschlossenen Quadrate des Gitters welche die Menge
o(A) UN(p) treffen. Weiters seien 71, ...,7v, die Wege die gemeinsam (Jgp @
beranden.

Definiere eine in S? kompakte Menge K als

o [EUUgu0 00 ¢ N(j)
" \RUUger QU (S \Ug(0)) , oo € N(p)

wobei R so grofl gewiihlt ist, dass S? '\ Ux (0) CU und o(A)U N(p) CUr(0).

wln
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Definiere eine Funktion g : K’ — C durch

) e F(z) ,zeKnU
9(=) : {f(z) ,z€R

Dann ist g stetig, denn U ist offen und fiir z € K \ U gibt es eine Umgebung V/
in S2mit KNV CR.

Die Menge S? \ K hat zwei Zusammenhangskomponenten, ndmlich (52 \
K)NC* und (5% \ K)NC~. Nach dem Satz von Mergelyan gibt es eine Folge
r, von rationalen Funktionen deren Pole simtliche in S? \ K liegen sodass

lim ||rn|x — glkllec =0.
n—oo

Offenbar ist ¢(4) € KNC und K C U. Wir haben eine in H(KNC) konvergente
Folge, namlich 7| e — 9lgne = Fline: Wegen der Stetigkeit des Riesz-
Dunford’schen Funktionalkalkiils folgt

®rp (F) = ®rp (F|Kﬂ(c) = nhigo ®rp (T"|ID{QC) = nh~>n;o Dyt (Tn)

wobei die Limiten in der Norm von B(K) zu verstehen sind.

Wiihle (in R) offene Umgebungen U, von o € N(p) wie in Definition 4.2.1
sodass Uy, C K, a € N(p). Da fly, = F|y,, ist insbesondere f € Fw.)-
Betrachte oo € N(p). Es gilt ry,| ¢ = Fljzqc in H(K NC), also folgt dass auch
fiir jedes [l € N

Jim Ir I = FOlg oo = 0.

——
=Wy

Den Fall o = 0o behandelt man mittels Substitution von % genauso. Insgesamt
folgt dass 7, |z — f in Fy,). Wegen der Stetigkeit des Funktionalkalkiils ®pp,
folgt

(I)bm(f) = nh—{r;o Ppm (Tn|ﬁ) = nh—{r;o Do (rn) .
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Es folgt, dass ®pm(f) = ®Prp(F).

Sei nun f € N C(R) und sei f(z) = 0 auf einer Umgebung V' (in R) von
o(A) U N(p). Wihle U offen in S? sodass U NR =V, und setze F' = 0 auf U.
Dann ist F' analytisch auf U und stimmt auf U N R mit f iiberein. Nach dem
eben gezeigten folgt dass Ppy, (f) = 0.

Sei nun A = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall mit (o(A4) U N(p)) N A = 0.
Dann ist xa € F, und wegen ya = 0 —i—ﬁ(%) gilt Ppm(xa) = \I/bm(%).
Seien z,y € K festgehalten, und wihle eine Folge stetiger Funktionen f,, mit

supp frn N (0(A) UN(p)) = 0 sodass f,, — X& in LY ().

In
a b
- —
a—= b+1
1 {
o(A) o A b o(A)
X e N(p)
Dann folgt
X X .
[q)bm(XA)wuy] = [\I}bm( AA)xuy] = /7( AA) dﬂm,y = lim ‘/7fn dﬂm,y =
p R P N JR
= 1 [y ()2, y] = lim [y (pf), ] = 0

Sei nun F' analytisch auf einer Umgebung U von o(A4) U N(p) und f € F mit
Flyng = flyag- Wihle disjunkte abgeschlossene Intervalle Aj, j = 1,...,n,
sodass

o(A) UN(p) C (C)AJ—)C cU.

Definiere eine Funktion f; : R — C durch f1|(U;}:1Aj)c = f|(U’]fL:1Aj)c und
irgendwie stetig auf U?:l Aj. Dann gilt

Prp(F) = Ppm(f1) = q)bm(X(U?ZIAj)Cfl) + Z(I)bm(XAj) P (f1) =

)
J -0

= Dpy (X(U;l:1 anef) + Z Pom(Xa;) Pom(f) = Pom(f)

)
J -0

Sei schliesslich f € F gleich Null auf einer Umgebung V' (in R) von o(A)UN (p).
Wiihle wieder U offen in S? sodass U NR = V, und setze F = 0 auf U. Dann
ist F' analytisch auf U und gleich f auf U N R. Nach dem eben gezeigten folgt
dass Py (f) = 0.

U
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Anhang A

Gegenbeispiele zu
Geometrie und Topologie

Die meisten der Sédtze die wir in den Kapiteln 1 und 2 angegeben haben sind
scharf in dem Sinne, dass man keine der Voraussetzungen ersatzlos streichen
kann. Um dieses zu illustrieren wollen wir hier ein paar Beispiele anfiihren.
Zuerst eine Zusammenfassung:

e Ein positiver und maximal nichtnegativer Teilraum M eines Raumes
(L,[.,.]) mit inneren Produkt, fiir den M~ nicht maximal nichtpositiv
ist: Beispiel A.1.1

e Ein Teilraum L eines Pontryaginraumes (P,[.,.]), sodass (L,[.,.]) ein
Hilbertraum ist, der aber nicht ortho-komplementiert (dquivalent: nicht-
abgeschlossen) ist: Beispiel A.1.7

e Ein nicht-zerlegbarer Raum mit inneren Produkt: Beispiel A.1.2

e Ein Raum mit inneren Produkt der keine Majorante besitzt: Beispiel A.1.3

e Ein abgeschlossener positiv definiter Teilraum eines Krein Raumes der
nicht-orthokomplementiert ist: Beispiel A.1.4

e Ein abgeschlossener positiv definiter Teilraum eines Krein Raumes der
selbst kein Krein Raum ist: Beispiel A.1.4

e Ein nicht-zerlegbarer Raum der eine Majorante besitzt die von einem in-
neren Produkt induziert wird: Beispiel A.1.5

e Ein nicht-zerlegbarer Raum der eine Majorante besitzt die von einer
Banachraum-Norm induziert wird: Beispiel A.1.6

e Ein dichter Teilraum eines Krein Raumes der nicht zerlegbar ist: Beispiel
Al5

93
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A.1 Beispiele

A.1.1 Beispiel. Betrachte den Raum £ := ¢?>(Np) versehen mit dem inneren
Produkt

[(&) €m0 (1) 580 ] 1= —EoT + D %fjn_j-
j=1

Dieses innere Produkt ist offensichtlich nicht-entartet und indefinit. Sei M der
Teilraum

M= {(fj)jeNg : 50 = Z 2%@}
j=1

Fiir (gj)jENo € M gilt

[<§J)J€N07 (&) JENo = Z Y] PRI Z Y] 5] + Z Y §J§J

Nach der Schwarzschen Ungleichung im gewichteten ¢2.-Raum ¢*((55)en) haben
wir
2

‘ 2 %@]2 = ((&)sen Wsen) | <

| —

[\]

< ((&)jens (&5)jen) - (Vjen, (1jen) = Z

und Gleichheit gilt genau dann, wenn (§;);en eine konstante Folge ist. Die ein-
zige konstante Folge im ¢2(N) ist die Nullfolge, also erhalten wir

[(&))jemos (€)jeno] > 0, (&)jen, € M\ {0},

d.h. M ist positiv definit. Weiters ist offenbar dim £/M = 1, und da L selbst
indefinit ist, muss M maximal nichtnegativ sein.

Sei nun (n;)jen, € M*. Die Folge ™ = (1,0,...,0,2",0,...) wobei der
Eintrag ,,2"“ an der n-ten Stelle steht gehort zu M, also ist

0= [(n))jeng, 2™] = —n0 + 1

Wir sehen, dass (7;);en, eine konstante Folge ist, und daher gleich 0. D.h. es
ist M+ = {0}. Insbesondere ist M nicht maximal nichtpositiv.

A.1.2 Beispiel. Sei L der Vektorraum aller Folgen z = (§;) ez fiir die es ein
n € Z gibt mit {; =0, j < n. Weiters sei [.,.] : £ x £ — C definiert als

(&) ez, (n5)jez] Zéﬂ? j-1-

JEZ

Beachte, dass in der Summe nur endlich viele Summanden von Null verschieden
sind. Offensichtlich ist [.,.] ein inneres Produkt auf L.

Setzt man ey := (§;x);cz, den k-ten Einheitsvektor, so gilt [(&;) ez, ex] =
&_k—1. Insbesondere folgt dass £° = {0}.

Betrachte die Abbildung ¢ : (§;)jez — (§ix-n(J))jez. Es ist © = (&) ez €
ker ¢ genau dann, wenn &; = 0 fiir alle j > 0. Es folgt, dass ker ¢ neutral ist.
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Daher ist fiir jeden definiten Teilraum M von L die Abbildung @[ injektiv.
Nun ist rane = {(§)iez € £ : & = 0,7 > 0}, also ist {e_1,e_2,...} eine Basis
von ran . Es folgt, dass jeder definite Teilraum eine abzéihlbare Basis besitzt.

Hitte £ eine Fundamentalzerlegung J = (L4,L£_), so wiire also £ =
L [+]£-, und daher hitte £ eine abzdhlbare Basis. Dann hitte aber auch
ker o = {(&;)jen, : & € C} eine abzéhlbare Basis. Das ist ein Widerspruch,
denn dieser Raum kann keine abzéhlbare Basis haben.

Ein elementarer Beweis dafiir wire zum Beispiel wie folgt: Angenommen
{(&)jen, : & € C} hat eine Basis {z(M), 22 ...}, Wihle &), & € C sodaB

(€0, &1)s (3:0 , 51)) linear unabhéngig .
Whle &9, &3,&4 € C sodaf
(&2,&3,&4), (3:2 ,xg ) )), (a:é” x§2), (2)) linear unabhingig .

Verfahrt man induktiv weiter, so erhdlt man eine Folge (&) en,
die die Eigenschaft hat, dass fiir jedes m € N die Abschnitte

1 1 n n . . .
(am)s--Epm)), (T g()n), o (ﬁ()n)) , (x((l(zz), . (ﬁ() )) linear unabhiingig
sind. Insbesondere kann (&;);cn, nicht in span{:z:(1 ..} liegen.
A.1.3 Beispiel. Betrachte wieder den Raum (L, [.,.]) aus Belsplel A.1.2. Ange-
nommen es existiert eine Norm ||.|| auf £, sodaf [., .] stetig in der Normtopologie

ist. Insbesondere existiert dann zu jedem y € £ eine Konstante 8(y) > 0, sodafl

[z, 9]l < BW)lzll, x € L.
Ist ey := (0;&)jez der k-te Einheitsvektor, so gilt fiir jedes x = (&;);ez, dass

&kl = |z, e ]| < Ble—p—1)ll] -
Wihlt man speziell die Folge x := (§;) ez mit

£ = 0 , 7<0
PTG+ DBe—jm1) G20

so ist also fiir jedes k € Ny

(k+1)B(e—x-1) < Ble—r-1)lzll,
und daher k 4+ 1 < ||z||. Ein Widerspruch da k € Ny beliebig war.
Wegen Proposition 1.4.3 kann also (L, [.,.]) keine Majorante besitzen.
A.1.J Beispiel. Sei K := %(N) versehen mit dem inneren Produkt

oo

[(§j)jeN, (nj)jeN} = (-1

j=1

Der Gram-Operator von [.,.] bzgl. (.,.);2(y) ist

G { I12(N) — [2(N) _
Gy = ((F1Y8) ey
Dieser ist offenbar bijektiv und isometrisch, insbesondere also beschrankt inver-
tierbar. Also ist (K, [.,.]) ein Krein Raum.
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Betrachte den Teilraum
2j ,
L:= {(fj)jeN € : &y = 2].—_1523‘—17] € N}-

Dieser ist positiv definit, denn es gilt fiir (§;)jen € £

e (€ sen] = S 1PIE =3 [(22) ~ 1]l > 0

j=1 k=1

Ist diese Summe gleich 0, so mufl {31 = 0 fiir alle £ € N sein, und damit sind
alle £, j € N, gleich 0.

Die kanonischen Projektionen 7y : (£;)jen — & sind stetig bzgl. der ¢2(N)-
Norm. Nun ist

L= mak — 5o )™ ({0)
keN

und daher abgeschlossen.

Wir zeigen nun das das orthogonale Komplement von £ gleich

2k —1
2k

Lt = {(m)jeN Dok = Nok—1,k € N}

ist. Denn: Zunéchst ist fiir jedes Element (7;);jen mit nog = 2];—g17’]2k_1, k e N,
und jedes (fj)jeN el

o0 o0

[(€5)jens (m)jen] = Y (=175 = Y (EanTr — on—1TR=1) =

Jj=1 k=1

— [ 2k 2k — 1
=y (% Sk TRkl §2k—1772k—1> =0.

E
Il
—

Umgekehrt, ist (n;)jen € L1, so ist (;)jen insbesondere orthogonal auf den

Vektor
2k —1

2k
wo die 1 an der 2k-ten Stelle steht. Es folgt 7o — %n%_l =0.
Betrachte nun den Vektor (¢;) en mit

(&)jen = (0,0, ,1,0,..)

% , j gerade

0 , j ungerade
G =

Angenommen es wire (;)jen = (&)jen+(n;)jeny mit (§;)jen € £ und (;)jen €
£+, Dann gilt also

1
Sok—1 +Mok—1 =0, Sop + 1ok = % k eN.

Wir erhalten

1 2k 2k -1

DY T L 7>

2k 2k-—-1
2k—1 2k

Nok—1 = ( )5%—1 =
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(2Kk)? — (2k — 1)2 k-1
k—1)2k "' (2k- 1)2152’H '

Es folgt &1 = Zﬁ—j und damit & = %. Ein Widerspruch, denn diese
Folge ist nicht in 1?(N).
Wir sehen, dass £ nicht orthokomplementiert ist. Nach Satz 2.2.3 kann

(L,[.,.]) kein Krein Raum sein.

Addendum: Wir wollen explizit zeigen, dass (£, [.,.]) nicht vollstindig ist. Dazu
betrachte man die Folge z,, := (&) en, n € N, mit

% , j ungerade , j<2n
&nj = (jjfl)f* , j gerade , i< 2n
0 , j>2n
Es gilt
2k 2k 1 2k
n = = = n,2k—1, k< )
&n,2k o1 2k 1 Vah—1 o om2k-1 n
2k
ok =0= mgnzk—l, k>n,

also ist x, € L. Es gilt (m > n)

[Tr, = T, Ty — L] = Z (( 2k 1)2 - 1)|§n,2k—1 —Emok—1)? =

2k —
k=1
i 2k 1 ) | 1
_ )l |
> ((2k—1) HoIS o 2k —1)2 2k —1
k=n+1 k=n+1

Es folgt, dass limy, 1m—oo[Tn — Tm, Tn — Tm] = 0, und damit ist (z,,)nen bzgl. der
vom positiv definiten Skalarprodukt [.,.]|zxz induzierten Norm, eine Cauchy-
Folge. Sei nun angenommen, dass (£, [.,.]) vollstéindig ist. Dann miifite (2, )nen

einen Grenzwert in x¢p € £ haben. Da £ in IC abgeschlossen ist, und daher auch
bzgl. der Norm von K, also ||.|[s2qy), vollstindig ist, sind die Normen |[.|¢2 )

und /[, .J|zxc dquivalent. Wir sehen, dass also auch x,, — x¢ bzgl. |||z
Da die kanonischen Projektionen stetig sind, folgt daraus

77 , Jj ungerade
105 = ——L__ ; d
T j gerade

ein Widerspruch, denn diese Folge ist nicht im [?(N).
A.1.5 Beispiel. Sei K := [2(Z) versehen mit dem inneren Produkt

[(€5)jez, (mj)jez) == &T5-1 -

jEL
Der Gram-Operator von [.,.] bzgl. (.,.);2(z) ist gleich

[ r@ - @)
G'{ (ni)jez =  (M-j-1)jez
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denn offenbar gilt [(§;)jez, (n;)jez] = (G(&i)jez; (n))jez)iez- Nun ist G bijektiv
und isometrisch, insbesondere haben wir 0 € p(G) und erhalten dass (£2,].,.])
ein Krein Raum ist.

Betrachte nun den Teilraum £ aller links-endlichen Elemente von K. Klarer-

weise ist £ dicht in K. Man sieht genauso wie in Beispiel A.1.2, dass (£, [.,.])
nicht zerlegbar ist. Als Teilraum eines Krein Raumes besitzt er insbesondere eine
Majorante die von einem inneren Produkt induziert wird, in unserem Beispiel
z.B. ”HEQ(Z)
A.1.6 Beispiel. Sei X ein reflexiver Banachraum dessen Norm nicht dquivalent
ist zu einer von einem inneren Produkt induzierten Norm. Zum Beispiel hat ¢
mit 1 < p < oo, p # 2, diese Eigenschaft, denn man kann zeigen dass P fiir
solche p nicht-komplementierte Teilrdume enthélt. Betrachte den Raum

L:=Xx X' (@0l = [zl x +llelx

[(z30), (y; )] == P (@) + ¢(y) -

Dann ist (£, ].]|) ein Banachraum und [.,.] ein inneres Produkt. Da die Abbil-
dung (x; ) — p(z) stetig bzgl. ||.|| ist, ist auch [.,.] stetig bzgl. ||.||. Damit ist
jedes Funktional der Form (z; @) — [(z; ¢), (y;¢)] mit festem (y; 1)) € L stetig.

Wir zeigen, dass bereits jedes stetige Funktional so dargestellt werden kann:
Sei dazu @ : L — C stetig. Dann ist die Abbildung

P:x— ((2;0), v € X,
ein stetiges Funktional auf X. Weiters ist die Abbildung
a:p e ®((0;9), ¢ X',
ein stetiges Funktional auf X’. Da X reflexiv ist, existiert y € X mit
a(e) = o(y), p€ X'.
Es folgt
B((z;0)) = 2((;0)) + @((0;9)) = ¥(x) + ¢(y) = [(x;0), (y; ¥)] -

Sei nun angenommen dass L zerlegbar ist, und sei J eine Fundamentalzer-
legung. Wie wir im Beweis von Satz 1.4.7, (i), gesehen haben (fiir den hier
relevante Beweisteil geniigt es wenn die dort gegebene Majorante 7 von einer
Banachraum-Norm induziert wird), ist 77 grober als 7. Es folgt

{l )] (sv) € L} CUL L) S (LD =

={l- )] : (yiv) € L},

und daher haben wir (£, ||.||7)" = (£, ||.]|)’- Nun folgt aus Proposition B.1.2, dass
||.Il7 und ||.|| &quivalent sind. Insbesondere sind ||| x und ||| 7| x x {0} &quivalent,
ein Widerspruch denn das zweitere wird von einem inneren Produkt induziert.

A.1.7 Beispiel. Sei 'H ein Hilbertraum, und wéhle ein unstetiges lineares Funk-
tional f : H — C. Betrachte den Raum

P := H[+|(C+C)
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versehen mit dem inneren Produkt

[(1171; ar, Br), (w2; az, 52)} = (21, 22)1 + o1 B2 + 23y -

Dann ist (P,[.,.]) ein Pontryagin Raum. Eine Fundamentalzerlegung ist zum
Beispiel gegeben als

Py := H[+]span{(0;1,1)}, P_ :=span{(0;1,—1)}.

Die entsprechende Zerlegungsmajorante ist die Produkttopologie von H und C2.
Wir definieren eine Abbildung ¢ : H — P durch

wr = (x; f(x),0), z € H.
Dann gilt

[L;C?Ly] = [(.’L‘;f(.%‘),O), (y,f(y),O)} = (v, y)n, v,y € H,

d.h. ¢ ist isometrisch.
Sei nun £ := ((H). Dann ist (£, [.,.]) isometrisch isomorph zu (H, (.,.)), also
ein Hilbertraum. Wir werden zeigen, dass

L7 = M|+ span{(0;1,0)}

gilt. Insbesondere ist Z” entartet und daher £ nicht abgeschlossen in P.
Zunéchst ist
H[+]span{(0;1,0)} = span{(0; 1,0)} -
und daher abgeschlossen. Klarerweise gilt £ C H[+]span{(0;1,0)}.
Da f unstetig ist, existiert eine Folge x,, € H mit z, 70 und flzn) =1,
n € N. Wir erhalten ¢(z,) = (z,;1,0) und damit ¢(x,) z (0;1,0). Also ist
(0;1,0) € Z”. Damit ist auch fiir jedes x € H

(2;0,0) = o(z) — f(2)(0;1,0) € L .

Insgesamt folgt = H[+] span{(0;1,0)}.
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Anhang B

Banach- und Hilbertraum
Theorie

B.1 Verschiedenes

B.1.1 Proposition. Sei (X, (.,.)) ein Raum mit einem positiv definiten inneren

Produkt, ||.|| := v/ (z,z). Sei (zn)nen eine Folge in X. Dann ist lim,_.oc Tn, = xo
genau dann, wenn lim, o ||z,|| = ||zol| und es eine dichte Teilmenge M wvon

X gibt mit limy, oo (@, y) = (20,Yy), y € M.

Beweis. Ist x, — xo bzgl. |.||, so folgt auch ||z,| — ||zo| sowie (x,,y) —
(z0,y), y € X. Wir konnen fiir M also ganz X wilhlen. Seien umgekehrt die
angegebenen Bedingungen erfiillt. Es gilt

lzn = 2ol|* = (20 — 0,20 — x0) =
(B.1)
(x77,7x77,) + (.TQ,.TQ) - (iUnaQEO) - (:EOa:En)-
Sei € > 0 gegeben, dann wéhle y € M mit ||zg — y|| < e und N € N mit
|(@n,y) = (w0, 9)| <€ [(@n,2n) = (x0,20)] <€ n = N.
Dann gilt
[(@n, 20) = (20, 20)| < |(#n, 20) = (#n, )| + |(2n, y) — (w0, y) |+

+|($0,y) - (I05I0)| .
Nun ist, fiir n > N,

1
[(@n, 0) = (@0, y)| < za]l - o = yll < (lzoll® + €*)2e,

|(#n,y) = (0, y)| < € |(20,y) = (x0, 20)| < [|zolle-

Wir schliefien dass limy, o0 (2n,20) = (20, o), und erhalten mit (B.1) ||z, —
Zo|| — 0.

U
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B.1.2 Proposition. Seien ||.||1,||.||2 Normen auf X . Ist (X, |.|[1) = (X, [|.|l2)’,
so sind ||.||1 und ||.||2 dquivalent.

Beweis. Die Dualriume <<X, L), ||.||'1> und <<X, ILl2), ||.||'2> sind Ba-

nachrdume. Thre Dualrdume enthalten beide X vermoge der Abbildung
viz— (o= p(z)) .

Betrachte die identische Abbildung id : (X, ||.|[1)’ — (X, ||.|l2)’. Ist ¥, — © bzgl.

[I-II1; und id(¢,) — % bzgl. ||.||5, so folgt

p(x) = lim on(r) =9¢(2), v € X,

n—oo

d.h. ¢ = 9. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist id stetig und damit
auch ein Homdomorphismus. Also sind die Normen ||.||; und |.||5 dquivalent,
al.[I5 < |-ll5 < BI|I1- Es folgt fir € X

I/l = sup {lo(@)] : [lells <1} <sup {le@)] : 4l < B} = Bl

und genauso «af|z|1 < ||z2.

O

B.1.3 Definition. Seien X,Y Hilbertriume. Die schwache Operatortopologie
ist die von dem linearen Raum linearer Funktionale

[ B(X,)Y) — C
fmy{ T — (Tay) re X,yey,

auf B(X,Y) erzeugte schwache Topologie.

Ist (T3)ier ein Netz in B(X,Y') welches in der schwachen Operatortopologie
gegen T konvergiert, so schreibt man T; - T

B.1.4 Satz. Seien X,Y Hilbertriaume. Dann ist die Finheitskugel U wvon
B(X,Y) in der schwachen Operatortopologie kompakt.

Beweis. Betrachte die Abbildung

{ B(X,Y) — [lex V'
' T — (('7TI))90€X

Klarerweise ist ¢ injektiv. Wegen ||(.,T2)|| = ||[Tz| < |T|| - ||=||, ist «(U) C
[L.cx llz||V wobei V' die Einheitskugel in Y ist. Bezeichne 7, : [[, .y Y’ — Y’
die Projektion auf die z-te Koordinate, und sei fiir \,u € C,z,y € X

Px e,y = Txapy — ATz — [Ty

Dann ist

() = U PO 0 IT N2l V-

A,peC zeX
z,yeX
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Sei nun jeder der Faktoren Y’ versehen mit der w*-Topologie, und [ ], Y’ mit
der entsprechenden Produkttopologie. Dann sind die Funktionen hy , 4, alle
stetig. Nach dem Satz von Banach-Alaoglu ist V' kompakt, und nach Tychonoff
daher auch []_ .y [[z]|V. Wir sehen, daB8.(U) kompakt ist.

Versieht man B(X,Y) mit der initialen Topologie 7 bzgl. ¢, so wird also U
in dieser Topologie kompakt. Nun hat man

HzGX Y’ . Y’ Sl C 77(C

B(X,Y)

Also ist 7 gleich der schwachen Operatortopologie.
U

B.1.5 Proposition. Seien W, XY, Z Hilbertriume, T; € B(X,Y), i € I, ein
Netz mit T; = T, und A € B(W,X), B € B(Y,Z). Dann gilt
T;A % TA, BT, % BT,
in BW,Y) bzw. B(X, Z).
Beweis. Sei w € W,y € Y, dann ist
fuwy(SA) = (SAw,y)y = fawy(S), S € B(X,Y).

AlSo gilt fuy (TiA) = Fauy (T2) = Fauy(T) = Fuy(TA).
Genauso ist fiir x € X,z € Z stets

fI,Z(BS) = (BSZC,Z)Z = (SJI,B*Z)Y = fw,B*z(S)u

und wir erhalten f; .(BT;) — fu..(T).
O

B.1.6 Proposition. Seien W, XY, Z Hilbertriume, T; € B(W,X), S; €
B(Y,Z), i € I, Netze mit T; > T, S; % S, und sei A € B(X,Y) kompakt.
Dann gilt

S AT, % SAT.

Zum Beweis benotigen wir noch eine Vorbereitung.
B.1.7 Lemma. Seien X,Y Hilbertraume.
(i) Ist Ty € B(X,Y), i €I, und T; = T, so folgt sup;¢; || T3] < oc.
(i1) Ist T, € B(X,Y), i €I, und T; % T, so folgt T; % T*.

(i4i) Ist T € B(X,Y) kompakt undz; € X, i € I, mit v; = x, so ist Tx; > Ta.
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Beweis. Zum Beweis von (i) verwenden wir zweimal den Satz von Banach-
Steinhaus: Betrachte die Familie (x € X fest)

{(,Tyz) :ie I} C B(Y,C)
Dann gilt fiir jedes y € Y dass (y,Tixz) — (y,Tx), und daher ist diese Fami-
lie punktweise beschriankt. Daher ist sie sogar gleichméBig beschréankt. Wegen
1., Tiz)|| = || T3], und wir haben also sup,¢; | Tiz|| < oo.
Nun betrachten wir die Familie {7} : ¢ € I'} C B(X,Y"). Wie wir eben gesehen

haben, ist sie punktweise beschrinkt, und daher sogar gleichméflig beschrinkt.
Um (i) einzusehen, geniigt es zu bemerken dass stets (z € X,y € Y)

fy2(S7) = (S7y,2)x = (Y, Sx)y = fa,y(S).
Wir kommen zum Beweis von (ii7). ObdA sei z = 0. Sei V' die Einheitskugel in
Y. Wir berechnen

|Tzi|| = sup {|(Tzi,y)y|: y € V} =sup{|(z;, T*y)x| : y eV} =

=sup {|(zi, 2)x| : 2 € T*(V)}.
Da T kompakt ist, ist auch T* kompakt und daher 7% (V) total beschrinkt.
Sei € > 0 gegeben. Wihle z1,...,2, € T*(V) mit

n
U Uez) 21*(v).
j=1
Weiters wihle ig € I mit
|(£L‘i,2’j)| <€ 1>1,j=1,...,n.
Ist z € T*(V), so wihle j € {1,...,n} mit z € U(z;). Dann gilt fiir i > i
(i, 2)| < (@i, 2 = 2)| + [(2i, 25)| < Nwill - 12 = 25l + (24, 25)] <
< (supHxiH + 1) ‘€.
iel
Da ; — x ist sup,¢; ||zi]| < oo (wieder nach Banach-Steinhaus), also sehen wir
dass || Tx;|| < C €, i > .
U

Beweis (von Proposition B.1.6). Es gilt fir w € W, z € Z, stets
|(S;ATw, 2) 7z — (SATw, z) z| <
<|(SiATw, 2) z — (S;ATw, 2) z| + |(SiATw, 2) z — (SATw, t) 7| =
= |(A(T; — T)w, S;2)v| + |((Si — S)ATw, 2) 7| .
Nun ist S; = S, und daher auch (S; — S)AT % 0 also gilt
[((S; = S)ATw, z)z| — 0.
Wegen S; = S* ist sup;¢; [|Sf]| < oo. Weiters ist (7; — T)w ~ 0, und, da A
kompakt ist, daher A(T; — T)w = 0. Es folgt
[(A(T: = Thw, S72)y | < A(T: = Thwll -sup [ S7]] - ]2 — 0
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B.2 Der Fixpunktsatz von Ky-Fan

Wir beniitzen (ohne Beweis) den Fizpunktsatz von Brouwer. Dieser Satz ist dus-
serst tiefliegend und einer der wichtigsten Fixpunktsitze. Viele Fixpunktséitze
bauen auf ihm auf.

B.2.1 Satz. Sei B" := {x € R" : ||z|| < 1} die Einheitskugel im R", und sei
f: B™ — B" stetig. Dann hat f einen Fixpunkt in B™, d.h. es existiert o € B"
mit f(xo) = xo.

Man kann diese Aussage auch auf andere Mengen als die Einheitskugel ver-
allgemeinern (ohne Beweis).

B.2.2 Korollar. Sei C' C R" nichtleer, kompakt und konvex, und sei f : C — C
stetig. Dann hat f einen Fizpunkt in C'.

Der Fixpunktsatz von Ky-Fan beschéftigt sich mit Abbildungen die Punkten
eines Raumes Teilmengen desselben zuordnen. Wir beweisen zuerst:

B.2.3 Satz. Sei X ein topologischer Vektorraum, sei C' C X nichtleer, kompakt
und konvex, und sei

f:C—P(C).
Sei vorausgesetzt, dass gilt
(1) Fiir jedes x € X ist die Menge f(x) nichtleer und konvez.
(i) Fiir jedes y € C ist die Menge
Ty ={veC:yef@)}
offen.
Dann existiert xo € C' sodass xo € f(zo).

Beweis. Sei x € C, dann ist f(x) nichtleer. Fiir jedes y € f(z) gilt z € f~(y).
Wir sehen, dass {f~(y) : y € C} eine Uberdeckung von C ist. Da f~(y) stets
offen ist und C' kompakt, existieren yi,...,y, € C mit

n

Uff(yi)zo-

i=1
Wihle stetige Funktionen aq,...,a, : C' — R mit
(1) 0<ai(x)<1l,zeC,i=1,...,n.
(i) Yy culw) =1,z € C.
(170) a;(x) =0 fir x € C\ f~(y;)-

Die Existenz solcher Funktionen folgt da kompakte Rdume normal sind, und
daher das Lemma von Urysohn gilt.
Sei Y := spang{yi,...,Yn}, und definiere eine stetige Abbildung durch

,{Ymc — YncC
' v i @)y
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Da Y endlichdimensional und daher abgeschlossen ist, ist die Menge Y N C
kompakt in Y bzgl. der Spurtopologie von X. Diese ist, wieder da Y endlichdi-
mensional ist, gleich der euklidischen Topologie. Klarerweise ist Y N C' konvex
und nichtleer. Wir erhalten aus dem Korollar zum Brouwerschen Fixpunktsatz
einen Punkt z¢ € C mit p(zg) = xo.

Ist «;(x9) # O fiir ein gewisses 4, so folgt zg € f~(y;) d.h. y; € f(xp). Wir
sehen, dass ¢ = p(x¢) eine konvex-Kombination von Punkten aus f(xg) ist. Da
f(zo) konvex ist, folgt xo € f(xo).

U

B.2.4 Korollar. Sei X ein topologischer Vektorraum, sei C' C X nichtleer,
kompakt und konvez, und sei ¢ : C — X' stetig. Dann existiert ein xg € C
sodass

Reg(zo)(xzo—y) >0, ye C.
Beweis. Betrachte die Abbildung f : C — P(C) die definiert ist als

f(@):={yeC: Rep(z)(x—y) <0}.

Klarerweise ist f(z) stets konvex. Ist y € C fest, so ist die Abbildung «,, : x —
Re ¢(x)(z —y) stetig, da némlich ¢ : €' — X' und (z,2') — 2/(z) : X x X' - C
stetig sind. Nun ist

f(y) = {CE eC:ye f(x)} = {CE e€C: Reg(z)(xz—y) < 0} = a;l(R_),

also ist fiir jedes y € C' die Menge f~(y) offen.

Angenommen die Behauptung des Korollars wire falsch. Dann ist f(z) fiir
jedes x € C auch nichtleer, und wir kénnen Satz B.2.3 anwenden. Wir erhalten
einen Punkt xy € C mit zy € f(xg), d.h. mit Red(zo)(zo — z9) < 0. Ein
Widerspruch, denn offensichtlich ist ¢(zg)(zg — o) = 0.

U
Wir kommen nun zum Fixpunktsatz von Ky-Fan.

B.2.5 Satz. Sei X ein lokalkonvezer topologischer Vektorraum, sei C C X
nichtleer, kompakt und konvez, und sei

f:C—PEC).
Sei vorausgesetzt, dass gilt

(i) Fir jedes v € X ist die Menge f(x) nichtleer, abgeschlossen und konvex.

(i1) Die Menge
G(f) = {(@y) € Cx T y e f(@))

ist abgeschlossen.
Dann ezistiert xo € C sodass zg € f(xo).

Beweis. Fiir w € X' betrachte die Menge

Ny :={z € C: Rew(y) >0 fiir alle y € f(z) —z}.
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Wir zeigen, dass fiir jedes w € X’ die Menge N¢, abgeschlossen ist: Sei (x;);er
ein Netz in N§ mit #; — z € C. Dann existiert fiir jedes i € I ein Element
yi € f(x;)—x; mit Rew(y;) < 0. Setze z; := y; +x;, dann ist 2; € f(z;) C C. Da
C kompakt ist, existiert ein konvergentes Teilnetz (z;, )kek, 2i, — 2 € C. Nun
ist (z4,,2,) € G(f), also auch (z,z) € G(f) d.h. z € f(x). Setze y := z — «,
dann ist y € f(x) — x. Weiters ist y = limgex (2, — 24,,) = limgex yi,, und
daher Rew(y) = limgex Rew(y;,,) < 0. Wir sehen, dass z € N,

Sei nun angenommen, dass fiir jedes x € C gilt * ¢ f(x). Dann ist also
stets 0 € f(xz) — x. Die Menge f(z) — « ist nichtleer, abgeschlossen und konvex,
da f(z) diese Eigenschaften hat. Nach dem Trennungssatz von Hahn-Banach
existiert ¢, € X’ und v, > 0 sodass

Retz(y) > 7z, y € f(z) —x.

Insbesondere haben wir € Ny, . Wir sehen, dass die Familie {N,, : w € X'}

eine offene Uberdeckung von C ist. Da C kompakt ist, existieren wy, ..., w, € X’
sodass
n
N, =C.
i=1

Wihle stetige Funktionen aq,...,a, : C' — R mit
() 0<oi(zx)<1,z€C,i=1,...,n,
(i) Yo ai(z)=1,2€C,

(1i1) a;(z) =0 fiir © € C'\ Ny,

und definiere eine Funktion ¢ : C' — X' als
o(x) = Z o (T)w; .
i=1

Klarerweise ist ¢ stetig. Nach Korollar B.2.4 existiert ein z¢ € C, sodass

n

0 < Reg(wo)(wo — y) = Y _ cvi(zo) Rew;(wo — 2), 2 € C.

i=1

Wihle z € f(xzo). Ist a;(zo) # 0, so folgt z9p € Ny, d.h. Rew;(z — z¢) > 0.
Da sicher mindestens eine der Funktionen «; an der Stelle zy verschieden von
Null sein muss, folgt dass Re ¢(z)(z — xo9) > 0. Wir haben einen Widerspruch
erhalten.

O

B.3 Der Riesz-Dunfordsche Funktionalkalkiil

Als erstes kommen wir zu einem elementaren Funktionalkalkiil fiir rationale
Funktionen.
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B.3.1 Definition. Sei X ein Banachraum und T € B(X). Weiters sei Rp
die Menge aller rationalen Funktionen deren Pole sdmtliche in p(T") liegen. Sei
r € Ry, und schreibe r(z) = a[[,(z—2;)* wobeia € C, a; € Z, und z; € p(T')
falls a; < 0. Setze

r(T) := aH(T —z;).

Die Abbildung
7

rat *

{ Rr — B(X)
r — r(T)

heifit der rationale Funktionalkalkil fir T .

Die Menge R ist, versehen mit der skalaren Multiplikation, der punktwei-
sen Addition und der punktweisen Multiplikation eine C-Algebra. Die Abbil-
dung ®Z, ist, wie man unmittelbar aus den Rechenregeln sieht, ein C-Algebra-
Homomorphismus.

B.3.2 Proposition. Istr € Rr, so gilt r(c(T)) C o(r(T)).

Beweis. Schreibe r =
Nullstellen von ¢ in p(T

mit teilerfremden Polynomen p,q. Dann liegen alle

)E. Sei r(A) € p(r(T)). Es ist

_ p(2)aN) —p(Na(z) _
q(z)q(N)

mit einem geeigneten Polynom s. Also erhalten wir
(T - N[

und, da die beiden Faktoren kommutieren, folgt A € p(T).
U

Wir werden nun den rationalen Funktionalkalkiil ausdehnen auf holomorphe
Funktionen. Sei T € B(X) und bezeichne mit Fr die Menge aller Funktionen
die auf einer offenen Umgebung von ¢ (T") holomorph sind.

B.3.3 Definition. Sei f € Fr holomorph auf U D o(T'). Wéihle eine endliche
Anzahl vq, ..., 7, geschlossener rektifizierbarer Wege in U \ o(T) mit

- _JO0 , 2¢U

und setze

Die Abbildung ®%y, heifit der Riesz-Dunfordsche Funktionalkalkiil.

Als erstes miissen wir uns iiberlegen, dass @aD iiberhaupt wohldefiniert ist.
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B.3.4 Lemma. Sei ein achsenparalleles Gitter von Quadraten mit Seitenlinge
0 > 0 gegeben, welches die ganze Ebene iiberdeckt. Weiters sei L eine endliche
Teilmenge von Quadraten dieses Gitters, und setze A = UQGL Q. Dann ist
A abgeschlossen und OA ist die Vereinigung aller (abgeschlossenen) Strecken
welche Seiten eines Quadrates Q@ von L sind und die Figenschaft haben, dass
das zweite Quadrat des Gitters, welches ausser (Q noch an die Strecke grenzt,
nicht zu L gehort. Weiters existieren geschlossene Wege v1,...,7v, welche aus
einer endlichen Abfolge orientierter Seiten von Quadraten des Gitters bestehen,
sodass

(i) 0A = UZ:1 Yk

(73) Jede Seite die in vy, vorkommt wird so durchlaufen, dass das zu L gehdren-
de angrenzende Quadrat links liegt.

(131) Keine Seite kommt in einem Weg vy, mehrfach vor, und keine Seite wird
von zwei verschiedenen Wegen durchlaufen.

(iv) FEs gilt

i ( ) 0 , ze€ A°

n\vyg,?) =
i 7 1 ,zeIntA
=1

Beweis. Liegt ein Punkt w auf einer abgeschlossenen Strecke die gemeinsame
Seite von zwei Quadraten ist von denen eines zu L gehort und das andere nicht,
so ist klarerweise w ein Randpunkt von A. Sei nun w € 9A, dann kann w nicht
im Inneren eines Quadrates liegen, denn jedes offene Quadrat gehort entweder
ganz zu A oder ganz zu A°. Liegt w im Inneren einer Seite, so muf} eines der
angrenzenden Quadrate zu L gehoren und eines nicht. Liegt schliefSlich w in ei-
nem Kreuzungspunkt des Gitters, so mufl von den vier angrenzenden Quadraten
mindestens eines zu L gehoren, und mindestens eines nicht zu L gehoren.

Wir sehen, dass in jedem Fall w auch auf einer abgeschlossenen Seite liegt an die
ein zu L gehorendes und ein nicht zu L gehorendes Quadrat angrenzt. Insgesamt
haben wir die gewiinschte Darstellung fiir 0A gezeigt.

Um die Existenz von Wegen 71, ...,7, mit den Eigenschaften (i) — (iv) zu
zeigen, verwenden wir Induktion nach der Anzahl der Quadrate in L. Besteht
L aus nur einem Quadrat, so ist die Behauptung klar:
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Sei nun eine Menge L die mehr als ein Quadrat enthélt gegeben. Sei @) jenes
Quadrat in L welches unter allen Quadraten in L mit minimaler z-Koordinate
die maximale y-Koordinate hat. Dann gehort zumindest die linke und die obere
Seite von @ zu 0A:

L]

Fall 1: Alle Seiten von @ gehoren zu JA. Dann sind wir also in der Situation

e

Setze L' := L\ {Q} und definiere A’ entsprechend. Dann ist 04 = 0A’ U 9Q
und dA’ hat mit Q) keine ganze Strecke gemeinsam. Seien 71, ..., 7y, Wege aus
der Induktionsvoraussetzung fiir L', und sei v der positiv orientierte Rand von
Q. Wir zeigen, dass {71, ...,7n,7} Wege mit den Eigenschaften (i) — (iv) fir L
sind. Die Giiltigkeit von (i) haben wir schon festgestellt, (i7) und (#i¢) sind auch
klar. Um (iv) einzusehen geniigt es zu bemerken, dass Int A = Int A’UInt @ und
dass der Weg v die Eigenschaft

_Jo ., z24Q
n(’y,z)—{l , zelnt@

hat.

Fall 2: Drei Seiten von @ gehoren zu 0A. Dann sind wir also in einer der beiden
folgenden Situationen

-

Setze wieder L' := L\ {Q}, sei s die Seite von @ die nicht in 9L liegt, und seien
01,02,03 die anderen Seiten orientiert geméifl

g1 o2

o2 E] g3 1

T3 S
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Nun gilt 04" = (A \ {01, 02,03}) U {s}, denn das Weglassen eines Quadrates
kann die im Rand vorkommenden Seiten nur in den an es angrenzenden Seiten
verindern. Seien nun i, ...,"7, aus der Induktionsvoraussetzung fiir L’. Dann
ist s in genau einem der Wege 71, ..., 7, enthalten, und zwar mit der Orientie-
rung so dass @ rechts liegt. Sei o0BdA s € 7; und schreibe ~; als Abfolge von
orientierten Seiten s, s1,S2,...,Sm.

Definiere nun  als Abfolge der orientierten Seiten o1, 02,03, 51,82,...,Sm
wobei o1,02,03 so orientiert sind, dass @ links liegt. Wir zeigen, dass
Y, Y25 - - -, Yn geeignete Wege fiir Wege fiir L sind. Dabei ist (i), (¢4) und (4i7)
klar. Schliellich gilt

n@&%—égjcizdo—éizCizd¢+£?$gizd<_

(0, z¢gAUQ=A
Tl 1, zelntAulntQ

Wegen der Stetigkeit der Umlaufzahl folgt auch n(v,z) = 1, z € s, und damit
(iv).

Fall 3: Zwei Seiten von @ gehoren zu 0A und das rechts unter ) gelegene
Quadrat gehort zu L. Wir sind also in der Situation

Sei s1 die rechte Seite von @, so die untere, oy die obere und o5 die linke. Dabei
seien si, sg so orientiert, dass @ rechts liegt, und o1, 02 so dass @ links liegt.

52

Wieder sei L’ := L\ {Q}, dann ist 0A" = (A \ {o1,02}) U {s1,52}. Seien
Y1, --.,¥n aus der Induktionsvoraussetzung fiir L' und enthalte oBdA v, die
Seite s1. Da das Quadrat rechts unter Q zu L’ gehort, mufl die Seite die im
Weg ~1 auf s; folgt, gleich s, sein. Wir kénnen also 77 schreiben als Abfolge der
Seiten s, S89,t1,...,tm.

Sei v definiert als die Abfolge der Seiten o1, 09,t1,...,t;,. Dann siecht man
genauso wie im Fall 2, dass v,72, ..., 7, geeignete Wege fiir L sind.

Fall 4: Zwei Seiten von @ gehoren zu A und das rechts unter Q) gelegene
Quadrat gehort nicht zu L, d.h. also
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so Ky
t 2

Es gilt dann fiir L' := L\ {Q}, dass A" = (0A \ {o1,02}) U {s1,82}. Seien
Y1, ..., Vs wieder Wege fiir L'.

Sei zuerst angenommen, dass alle vier Seiten si,ss,t1,t2 auf einem Weg
liegen, 0BdA sei dieser ;. Dann hat man entweder

(a) ’yl:817827u17-'-7un7t17t27un+17"'7um
oder
(b) Y1 :Sl,tz,ul,...,Un,tl,SQ,un+1um

Im ersten Fall setzte
Y= 0'1,02,’[11,...,un,fl,fzun+1,...,um,
im zweiten Fall
Y i=01,02,Up41y.-- 5 Um, ’7/ = tg,ul,...,un,tl .

Sei nun angenommen, dass die vier Seiten si, so,t1,ts auf zwei Wege verteilt
sind, oBdA s; € v und t; € 7. Dann gilt entweder

(€) 71 =51,82,U1,...,Un, Y2 = t1,t2,01,...,Unm
oder
(d) 71 :Slat27u17"'7u’ﬂ7 72:t1,82,’U1,.-.,Um

Im ersten Fall setze
Y i=01,02,Ul, ..., Un,

Im zweiten Fall
Y= 0'1,0'2,1}1,...,Um,tl,tg,’ul,...,um.
Betrachte die Wege

(a’) Yy V2s -5 Un

(b) 77’)//;727-'-7'771
(C) Yy V2s -5 Un
(d) Yy V355 Un

Diese Wege erfiillen dann (¢)—(éi). In den Fillen (a) und (c¢) sieht man genauso
wie oben, dass (iv) gilt. Im Fall (b) haben wir

n(y1,2) =n(v,2) +nly, z 7{ ~d¢, z eIt A'NInt Q.
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also

n(y,z) +n(vy,z +Z” Vks> 2 :Zn Yny 2 %—d(, zelntA'NintQ,
k=2 k=1

Im Fall (d) haben wir

n(v,2) = n(y,2) +n(ye, 2 j{c_ d¢, zeIntA'NintQ,

also

n(%z)—l—Zn’Y}g, Z %C— d¢, ze¢Int A’ Nint Q.
k=3 k=1

In beiden Fillen erhalten wir wieder (iv).

U

B.3.5 Proposition. Sei U C C offen und K kompakt mit K C U. Dann gilt

(i) FEs gibt geschlossene rektifizierbare Wege y1,...,v, in U\ K mit der Ei-
genschaft (B.2).

(73) Sei f : U — C holomorph, und R : K¢ — B(X) holomorph. Dann hingt
der Wert von .
> [ R dc
kzl’vk

nicht von der Wahl der Wege {1, ...,vn} mit (B.2) ab.

Beweis. Setze d := d(U¢ K), dann ist d > 0. Nach Lemma B.3.4, angewendet
mit § := %l und der Menge L’ aller Quadrate deren Abschlufl K trifft, existieren
Wege 71, . . ., ¥, mit der Eigenschaft (B.2). Diese erfiillen d(yx, K) < §, also mufl
vk in U liegen, und wir haben (i) gezeigt.

Wir kommen zum Beweis von (i7). Seien dazu {v1,...,v,} und {7{,..., 7.}
Mengen geschlossener rektifizierbarer Wege die jeweils (B.2) erfiillen. Die
Funktion ¢(f(Q)R(C)z), = € X, ¢ € X', ist holomorph in U \ K, und
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My« nesYns =15 - - - » — Vi sind geschlossene rektifizierbare Wege in U\ K. Weiters
gilt

Z (Y, 2 +Z Y, 2) =0, 2 U\ K.

k=1

Also folgt nach dem Cauchyschen Integralsatz (Homologieversion)

Z/ z)d¢ — Z/ x)d¢ =0.

kl,

U

Wir kénnen auf Fp algebraische Operationen definieren, und zwar wie folgt:
Seien f, g € Fr und bezeichne U,V die Definitionsbereiche von f bzw. g. Dann
setze

(f+9)(z) = f(2) +g(2), (f-9)(2) = f(2)-9(2), z€UNV.

Klarerweise sind dann f+g und f-g in Fp. Weiters sei (Af)(2) := Af(2), z € U,
fiir A € C. Mit diesen Operationen wird Fr zu einer C-Algebra.

Fiir eine offene Menge U bezeichne mit H(U) die Menge aller auf U ana-
lytischen Funktionen. Auf H(U) haben wir nicht nur eine C-Algebra Struktur,
sondern auch die Topologie der lokal gleichméfiigen Konvergenz.

Ist U C C offen mit U D o(T), so gilt klarerweise H(U) C Fr. Ebenso gilt
klarerweise R C Fr.

B.3.6 Satz. Sei T € B(X). Dann gilt:
(i) Die Abbildung ®Lp : Fr — B(X) ist ein C-Algebra-Homomorphismus.

(ii) Fir jede offene Menge U mit U 2 o(T), ist die Einschrinkung ®%p |y )
stetig (bzgl. der Normtopologie auf B(X)).

(iii) Es gilt ®Lplr, = PL,

rat -

Beweis. Seien f,g € Fr mit Definitionsbereichen U bzw. V. Wihle geschlossene
rektifizierbare Wege v1,...,7, in (UNV)\ o(T) mit (B.2). Dann gilt

Lo (f +9) = Z/f+g O -T) " dc =

2mZ/f (1) d<+—2/ =

= Ohp(f) + Php(p)

ST (M) = Z/Af )¢ —T) "V de =

“ g Z/ ) d¢ = ATy (f)



B.3. DER RIESZ-DUNFORDSCHE FUNKTIONALKALKUL 75

Die Multiplikativitdt ist schwieriger einzusehen. Dazu sei d > 0 mit d <
ming=1,...n d(y,0o(T)) und d < d((U N V)¢, 0(T)), und wende Lemma B.3.4
an mit § := % und der Menge L aller jener Quadrate die o(T') treffen. So erhal-
ten wir Wege v4,...,7,, mit (B.2) und d(v;,o(T)) < d. Weiters gilt fiir jeden
Punkt z € UQEL@ dass d(z,0(T)) < ¢. Also ist

in ) =0, ZGU’}/k
=1

Weiters k'c')nnen wir einen Punkt z € J;; 7/ mit einer Strecke der Linge <
V20 = L 75 < d mit einem Punkt w von o(T') verbinden. Also liegen z und w in

der glelchen Zusammenhangskomponente von C \ | J;_; 7%, und wir haben

n n
D on(w.z) =D nlyw,w
k=1 k=1

Nun berechnen wir

() Bholo) =5 > [FQOEC-1)1dc 52> [y -T) =
kzl% lzl’y{
= %)222 / / FQgNE =T) M A =T) " dhd( =
k=1 lzl’m 'Y{
Ly - ' -(-7)" B
= (3-) ;;fo@)gw — andC =
L N 1w [ g\
—%I;A;k/f(C)(C—T)l(%;’Y/—A_ )d§+
+%Z g\ —T) (%Z/—f(_% dg) X
=15 k=13,

Im inneren Integral des zweiten Summanden ist A € [J;", 7/, und daher

2mZ/§ 540 = SO 3ol ) = SO

Insgesamt erhalten wir ®L(f) - @55 (9) = ®Lp(fg). Wir haben gezeigt, dass
L ein C-Algebra Homomorphismus ist.



76 ANHANG B. BANACH- UND HILBERTRAUM THEORIE

Zum Beweis von (i7) sei nun U offen, U D o(T") festgehalten, und seien f,,
n € N, holomorph in U und lokal gleichméf8ig konvergent zu f. Wihle Wege ~i,
in U\ o(T) mit (B.2), dann konvergiert f,|Jr_, -, gleichméBig gegen f|_r

—1 Yk
Da (¢ —T)~! eine stetige Funktion fiir ¢ € |J}'_, » ist, folgt daher
Jim @ () = - anggo / FalC)(C ~T) 7 dG =
Um (i49) einzusehen, betrachten wir zuerst die Funktion f(z) := 2", n € Ny.

Diese ist holomorph in ganz C. Ein einmal in positiver Richtung durchlaufener
Kreis v = {|¢] = r} mit » > ||T|| ist also ein Weg im Holomorphiegebiet von f
und es gilt v N o(T) = 0. Weiters ist

0 ,|z|>r
nw,z>={ I

1, |zl<r

insbesondere gilt (B.2). Wir haben also
1 n -1
N=5= ] CC-Ta.
i
S

Nun gilt fiir ¢ € v stets ((=T)"' =72, Z,C%Tk, und diese Reihe konvergiert
gleichméBig auf v in der Operatornorm. Es folgt

271'2/<n< " < 27m/ch - 1de€

> /1

> (5 [t tacyrs =1,

k=0 5

Wir sehen, dass ®%p(2") = T" = &L,
®T . (p) fiir alle Polynome p € Clz].
Ist nun f € Ry, und schreibe f = Z mit teilerfremden Polynomen p, . Dann

hat ¢ keine Nullstellen in o(7T'), also ist £ ; € Fr. Wir erhalten

(z"), n € Ny. Damit gilt L, (p) =

1 1
I= (I)gD(l) = ‘I%D(q : a) = q’ﬁD(QM’%D(&),

und damit QJFT{D(%) = ®%(¢)~*. Man beachte hier, dass das homomorphe Bild
einer kommutativen Algebra wieder kommutativ ist. Es folgt

OLo(f) = @l (p- 3) = 0L, ()Pl () = @, ()L, ()" =

— T, (p- ;> T,(f).
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O

Der Riesz-Dunfordsche Funktionalkalkiil kann beniitzt werden um Operato-
ren deren Spektrum zerfillt in entsprechender Weise zu zerlegen.

B.3.7 Proposition. Sei T € B(X) und zerfalle das Spektrum von T in zwei
Teile, o(T) = 01 Uoz mit 01 Nog = O und o1, 02 abgeschlossen. Dann existieren
abgeschlossene Teilriume X1 und Xo von X mit X = X,+X, die invariant
unter T sind, d.h. T(X1) C X3, T(X2) C Xo, und sodaf gilt

U(T|X1) =01, G(T|X2> = 02.

Beweis. Wahle disjunkte offene Mengen Uy, Us mit o7 C Uy und o9 C Us. Die
Funktionen x1, x2 : U3 U Uy — C die definiert sind als

() 1 ,zel; () 0 ,zely
z) = zZ) =
X 0 , zel; 2 1 , 2€elUs

gehoren zu Fr und erfiillen

XTI =Xt X3=x2, x1x2=0, x1+x2 = 1|v,uv, -

Also sind
Py = (I)gD(Xl)v Py = ¢£D(X2)7

stetige Projektionen mit P Po = PoP; = 0 und P; + P> = I. Wir haben also die
Zerlegung X = X;+ X5 mit den abgeschlossenen Teilrdumen

Xy :=ranP;, Xy :=ran P, .

Da auch T im Bild von <I>§D liegt, haben wir P\T = TP; und P,T = T P», also
sind X; und X, unter T invariant. Tatséchlich gilt fiir jedes f € Fr dass X3
und Xo unter L (f) invariant sind.

Um die Behauptungen iiber das Spektrum von T'|x, und T'|x, zu zeigen, sei
A € o1 gegeben. Dann ist —25x1(z) € Fr. Weiters gilt (z—A)x1(2)- 5x1(2) =
x1(z), also haben wir

(T = NP1 - Pip(

=P.
z—)\xl) !

Fiir x € X; gilt also
1
(T - )\)‘DFT{D(mXﬂx =T,

und damit ist A € p(T|x, ). Genauso behandelt man T|x,, und erhilt
o(Tlx,) C o1, o(T|x,) Co2.
Umgekehrt, ist A € p(T|x,) N p(T|x,), so ist

X, X,
T—,\_(T|X1_/\ 0 >: + - +
0 Tl =2y, X,
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invertierbar. Die Inverse ist ndmlich gegeben durch

((T|X1 N A7t T, 0_ /\)1)

Wiirde nun zum Beispiel A € o1 \ o(T'|x, ) sein, so wire A € p(T|x,) N p(T|x,)
aber A € o(T'), ein Widerspruch.

0
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