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Einleitung

Wir sind daran interessiert physikalische Ereignisse und Beziehungen zwischen
solchen zu beschreiben. Wir verstehen unter “Ereignis“ in idealisierter Weise
Punkt-Ereignisse, d.h. Erscheinungen die weder riumliche noch zeitliche Aus-
dehung besitzen. In dieser Weise wird also die Existenz eines Materieteilchens
(Photons, etc.) beschrieben durch eine stetige Abfolge von Ereignissen, die Welt-
linie des Teilchens.

Um Ereignisse zu beschreiben, miissen sie beobachtet werden. Wir beniitzen
experimentell nachgewiesene Tatsachen um zu definieren was wir unter einem
“zuldssigen Beobachter“ verstehen und wie ein solcher ein Ereignis sieht. Es
liegt in unserer Natur, dafl Ereignisse durch ihren “Platz in Raum und Zeit“
identifiziert werden.

1 Annahme. Fin zulissiger Beobachter verfiigt iber ein 3-dimensionales positiv
orientiertes, rechtwinkeliges Raum-Koordinatensystem. In diesem bewegen sich
Photonen geradlinig.

Weiters liegt es in unserer Natur, dafl wir Ereignissen auf unserer Weltlinie
eine zeitliche Ordnung geben konnen, d.h. von zwei Ereignissen die wir unmit-
telbar erleben sagen konnen welches vorher und welches nachher stattfindet.
Im Gegensatz dazu haben wir keinen genauen und verldsslichen Sinn fiir die
quantitative Zeitdauer die von einem Ereignis zu einem anderen vergeht.

2 Annahme. Fin zuldssiger Beobachter verfigt iber eine Uhr mit der er den
Ereignissen auf seiner Weltlinie eine quantitative zeitliche Ordnung geben kann.

Wir erinnern uns der experimentell nachgewiesenen Invarianz der Lichtge-
schwindigkeit: Sei O ein Beobachter der den Voraussetzungen Annahme 1 und
Annahme 2 geniigt. Sendet O von seinem Platz (dem Ursprung O seines Koor-
dinatensystems) zum Zeitpunkt to ein Lichtsignal aus, das von einem Punkt P
nach O zuriickreflektiert wird und dann zum Zeitpunkt ¢; wieder bei O eintrifft,
so berechnet sich die Geschwindigkeit des Lichtsignals als

2 - Abstand(O, P)
t1 —to
3 Annahme. Fiir einen zuldssigen Beobachter ist die Lichtgeschwindigkeit die
in obiger Weise ermittelt wird unabhdngig vom Zeitpunkt to an dem das FEx-
periment durchgefihrt wird, unabhdingig von der Wahl des Punktes P, und un-
abhdngig von der Frequenz des beniitzten Lichtsignals.

Aufgrund dieser Annahme kénnen wir von allen zuléssigen Beobachtern for-
dern ihre Zeitmessung so zu skalieren, dafl die Lichtgeschwindigkeit gleich 1
ist.



vi EINLEITUNG

Nun sind wir in der Lage einem zuldssigen Beobachter zu ermdglichen nicht
nur Ereignisse auf seiner Weltlinie eine quantitative Zeitmessung zuzuordnen,
sondern beliebigen Ereignissen. Anschaulich verfihrt man wie folgt: In jedem
Punkt P plaziere man eine Uhr genauso wie jene in 0. Zu einem Zeitpunkt ¢o
sende man von O ein Lichtsignal in alle Richtungen. Wenn das Signal P erreicht,
so setze die dort stationierte Uhr auf ¢y + Abstand (O, P).

In dieser Weise wird also jedem Ereignis = ein Tupel (x1,x2,x3,%4) zuge-
wiesen, (z1,Ts,23) die rdumlichen Koordinaten und z4 der Zeitpunkt. Man
spricht von einer solchen Koordinatisierung der Menge aller Ereignisse durch
einen zuldssigen Beobachter auch als Referenzrahmen.

Wesentlich fiir die Entwicklung der Relativitétstheorie ist die folgende Idee:

Relativititsprinzip: Alle Referenzrahmen sind fiir die Formulierung der Ge-
setze der Physik vollstindig dquivalent.

Seien (x1,...,24) und (&1,...,%4) zwei Referenzrahmen (d.h. zwei Koordina-
tisierungen der Ereigniswelt). Aufgrund des Relativitétsprinzips muf} ein sinn-
volles physikalisches Gesetz invariant sein unter der Koordinatentransformation
(z1,-..,24) = (Z1,---&4). Damit stellen sich unmittelbar folgende Fragen: Wie
sehen diese Koordinatentransformationen aus? Welche Groéflen (oder Beziehun-
gen) sind invariant? Wie verhalten sich bekannte physikalische Grofien bei einer
solchen Transformation?

Wir treffen eine weitere Annahme, die der Tatsache Rechnung trigt, dafl wir
“vorher“ und “nachher“ unterscheiden kénnen.

4 Annahme (Kausalititsprinzip). Je zwei zulidssige Beobachter stimmen
beziiglich der zeitlichen Ordnung zweier Ereignisse auf der Weltlinie eines Pho-
tons diberein. D.h. haben die beiden FEreignisse im Referenzrahmen des einen
Beobachters die Koordinaten (x1,za,23,x4) und (y1,Y2,Y3,y4), in dem des an-
deren Beobachters (Z1, %2, 3,%4) und (1,92, 93, ¥a), so haben ys—x4 und Ga—=24
das gleiche Vorzeichen.

Wir benutzen die obigen Ausnahmen um das im folgenden untersuchte ma-
thematische Modell zu motivieren. Seien (x,x2,x3,%4) die Koordinaten eines
zuléissigen Beobachters O und (21, £2, £3, %4) die eines anderen zuléissigen Beob-
achters O, F : (z1,...,24) — (&1,...,%4) die entsprechende Koordinatentrans-
formation.

Sind z und zy zwei Ereignisse auf der Weltlinie eines Photons, = =
(@1,...,24), 2o = (®0,1,-.-,%0,4), SO gilt da sich Licht geradlinig mit Geschwin-
digkeit 1 bewegt

(Ti — ®0,i) = vi(T4 — To,1), 1 =1,2,3,
mit gewissen vy, v2,v3 wobei v7 + v3 + v = 1. D.h. es ist
(@1 — SL"o,1)2 + (w2 — $0,2)2 + (w3 — $0,3)2 — (z4 — -770,4)2 =0, (0.1)

geometrisch bedeutet das, dass (x1, 2,3, 24) auf einem rechtwinkeligen Kegel
mit Spitze in (2g,1,...,%0,4) liegt.

Diese Uberlegung gilt genauso fiir den Beobachter O, d.h. fir (Za,...,2T4) =
F(z1,...,24),(Z0,1,-.-,%0,4) = F(20,1,..-,%0,4), gilt genauso

(81 — $0,1)% + (B2 — B0,2)* + (83 — £0,3)> — (84 — F04)? = 0. (0.2)
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Weiters gilt: Sollte z4 > ¢ 4 sein folgt £4 > %4, und analog folgt aus x4 < x4
auch 4 < Zo,4. Zusammenfassend ist F' also eine Bijektion von R* auf sich
mit der Eigenschaft dafl jeder Kegel (0.1) auf den entsprechenden Kegel (0.2)
abgebildet wird, daB fiir Punkte des Kegels x4 > x4 stets £4 > £o 4 impliziert,
und daB auch F~! diese Eigenschaften besitzt.

Nun gilt (Satz von Zeman, vgl.Satz 3.4): Jede Abbildung F' mit den oben
beschriebenen Eigenschaften 148t sich darstellen als Zusammensetzung von

(i) Translationen: &; = z; + A;,i = 1,...,4, wobei \; € R fest.
(7i) Positive Vielfache: &; = kx;,i =1,...,4, wobei k > 0 fest.
(741) Lineare Abbildungen der Gestalt

wobei die 4 x 4-Matrix A die folgenden Eigenschaften hat

ATpA =,
mit
100 O
o 10 o0
1001 0
000 -1
und
0
0
(0,0,0,1)A 0 >1
1

Die Abbildungen vom Typ (i) und (4¢) sind offenbar ziemlich trivial, inter-
essant sind also die linearen Abbildungen (ii7).
Es zeigt sich, daf} diese genau jene linearen Abbildungen sind die die qua-
dratische Form
Q(z) =7 + a5 + 25 — 23

invariant lassen,

Q(Az) = Q(x) (0.3)
und fiir die, mit der ) entsprechende Bilinearform
[z,y] = z1y1 + T2yo + T3y3 — Ty, (0.4)
gilt
Q(z) <0 = [Az,z] <O. (0.5)

Es stellen sich also folgende Aufgaben: Untersuchung eines 4-dimensionalen re-
ellen Vektorraumes mit einem inneren Produkt mit negativen Index 1 (vgl.
(0.4)). Beweis des Satzes von Zeeman. Untersuchung jener linearen Abbildun-
gen die die entsprechende quadratische Form invariant lassen (vgl. (0.3)) und
der Bedingung (0.5) geniigen. Die Resultate, die sich im Laufe dieser Untersu-
chungen ergeben, kénnen dann interpretiert werden als Beziehungen zwischen
den Raum-Zeitkoordinaten eines Ereignisses in der Sicht verschiedener zulassi-
ger Beobachter.
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Kapitel 1

Vektorraume mit inneren
Produkt

1.1 Innere Produkte

1.1 Definition. Sei V ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung [.,.]: VxV — R
heifit inneres Produkt, wenn gilt

(?) Bilinearitdt: Fiir alle o, 8 € R, u,v,w € V gilt
[av + Bw,u] = afv,u] + Blw,u],
[u, av + Bw] = afu, v] + Blu,w].
(#4) Symmetrie: Fiir alle v,w € V gilt

[v, w] = [w, V]

Hat man einen Vektorraum V iiber C anstelle von R, modifiziert man diese
Gesetze wie folgt: Bei “Symmetrie“ hat man [v,w] = [w,v], und das zweite
Gesetz bei “Bilinearitit® ist [u, av + fw] = alu,v] + Blu, w].

Wir erinnern an den Begriff einer Basis eines Vektorraumes. Eine Teilmenge
{b; : i € I} von V heifit Basis, wenn gilt

(i) Fiir jedes x € V gibt es skalare z;, i € I, wobei alle bis auf endlich viele
der z; gleich Null sind, sodaB gilt © =, _; z:b;.

(74) Lineare Unabhéngigkeit: Ist fiir gewisse skalare z;, 7 € I (von denen wieder
alle bis auf endlich viele gleich Null sind), } ;. ; z;b; = 0, so folgt z; = 0
fiir alle 5 € 1.

Wir betrachten nur endlichdimensionale Vektorrdume, das sind solche die eine
Basis bestehend aus endlich vielen Vektoren besitzen. Die Anzahl der Vektoren
einer Basis nennt man dann die Dimension des Vektorraumes, dim V.

1.2 Beispiel. Betrachte z.B. den Vektorraum V = R?* und schreibe einen Vektor
z €V als x = xz1e; + ...+ z4e4 beziiglich der kanonischen Basis {e,...,e4}.
Dann definieren z.B. die folgenden Vorschriften ein inneres Produkt auf V':

1
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(1) [z,y] := 191 + - .. + z4ya (Euklidische innere Produkt)
(17) [x,y] := T1Y1 + T2Ya + Tayo
(i41) [z,y] := T1y1 + Z2y2 + 23y3 — £4ys (Lorentz innere Produkt)

1.3 Definition. Zwei Vektoren v,w € V heiflen orthogonal, v L w, wenn gilt
[v,w] = 0. Ist M C V, so heifit

M+ :={zeV:vLwfiralewe M}
das orthogonale Komplement von M in V. Die Menge
Ve={veV:vLwfiraleweV}

heiflt der isotrope Teil von V. Das innere Produkt heifit nicht-entartet, wenn
Ve = {0}.

Wegen der Bilinaritit von [.,.] ist M* stets ein Teilraum von V, d.h. ab-
geschlossen beziiglich Addition sowie skalarer Multiplikation, d.h. selbst wieder
ein Vektorraum. Weiters gilt fiir jeden Teilraum W <V

We=wnwt.

1.4 Lemma. Sei {by,...,b,} eine Basis von V. Dann ist [.,.] auf V genau
dann nicht-entartet, wenn

det ([bi,b;]);._, #0 - (1.1)

Beweis. Es gilt x € V° genau dann, wenn z L b;, j = 1,...,n. Schreibe
T =x1by +---+ x,b,, dann ist

[z,b;] = [Z zibi, bj] = in[biabj] :
i=1 i=1

Das Gleichungssystem [z,b;] =0, j = 1,...,n, hat genau dann keine nichttri-
viale Losung © = z1b1+- - -+ Znbp, (z1,...,25) # (0,...,0), wenn (1.1) gilt.

1.5 Bemerkung. Ist V; ein Teilraum von V mit V = Vi+Ve,dh. Vi +V°e =V
und V1 NV° = {0}, so ist V; nicht-entartet. Denn wire z € V1, z L V;, so wire
auch z 1L (V4 +V°), also z 1 V und daher z € V°. Daher kann man sich oft
auf den Fall nicht-entarteter innerer Produkte beschrinken.

Der Dualraum V* eines Vektorraumes V ist die Menge aller linearen Abbil-

dungen von V nach R. Er ist selbst ein Vektorraum iiber R mit den Operationen
(f,g: V>R, AeER)

(f+9):z0 f(z)+g(x), z€V,
M)z Af(x), x€V.

Es hat V* die gleiche Dimension wie V.
Sei zg € V. Dann ist die Abbildung x — [z, z¢] eine lineare Abbilgung von
V nach R. Die Abbildung

o = (z — [z, 20])
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bildet also V in den Dualraum V* ab. Sie ist genau dann injektiv, wenn [.,.]
nicht-entartet ist. Da dim V' = dim V* = n ist, ist Injektivitit gleichbedeutend
mit Surjektivitit bzw. Bijektivitét.

1.6 Lemma. Sei W < V. Ist W nicht-entartet, so folgt W+W+ = V. Ist V
nicht-entartet und W + W= =V, so ist W nicht-entartet. Ist W und V nicht
entartet, so auch W+,

Beweis.

-) Sei W nicht-entartet. Dann ist W N W+ = {0}. Sei z € V. Die Abbildung
w > [w,z],w € W, gehort zu W*, 148t sich also darstellen als w — [w, wp],w €
W, mit einem gewissen wy € W. Nun gilt

x = wo + (& — wo)

und es ist [z — wo,w] = 0 fiir alle w € W, d.h. z — wy € W+. Wir haben daher
V=W+Ww

-) Sei V nicht-entartet und V' = W + W+. Angenommen zo € W°. Sei z €
V,x = w+u mit w € W,u € W-. Dann ist [zg,z] = [zo,w] + [z0,u] = 0, d.h.
xo € V° = {0}. Also ist W° = {0}.

-) Es gilt W4+W+ =V. Wire z € (W+)°, so auch = € V°.

1.7 Lemma. Sei V nicht-entartet, n = dimV, und W < V. Dann gilt
dim W+ =n —dimW .
Esist Wt =W und (W+)° = We.

Beweis. Sei {bi,...,by} eine Basis von V mit W = span{b,...,b.},r = dim W.
Da V nicht-entartet ist, ist die lineare Abbildung

R™ - R”
T Z1
b : n
= ([bi,bj]) o
jri=1
In Tn

bijektiv. Insbesondere erhilt sie dimensionen. Nun gilt

n
dW) = | eR iy ==y, =0 ;. (1.2)
Yn

Denn ist z € W, so ist fiir j = 1,...,n (z = 21, zibi)
i=1 =1

Sei umgekehrt yy,...,y, mit y3 = ... = y, = 0 gegeben. Es existiert z =
Sr mb; € V mit y; = [z,b;],j = 1,...,n. Daher ist z € W und es gilt
®(z); = Yo, wilbi, bj] = y;-

Die Dimension der rechten Seite von (1.2) ist gleich n — r.
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-) Stets gilt W C W+ denn jedes z € W ist orthogonal auf W+. Nun ist nach
dem bereits bewiesenen

dim Wt =n —dimW* =n - (n —dim W) = dim W .

Es folgt W = W+,
) Es gilt (WL)e = Wtn (W)L =wLnw =we .

O
Zu einem inneren Produkt [.,.] auf V definiert man eine quadratische Form
Q@ :V — R durch
QW) :=[v,v], veV.
1.8 Lemma. Sei [.,.] ein inneres Produkt auf V und Q die entsprechende qua-

dratische Form. Dann gilt

(7) Parallelogrammregel:

Qv+ w)+ Qv —w) =2Q(v) +2Q(w), v,weV.

(i2)
1
[v,w] = Z(Q(v-}—w) —Qv—w)), v,weV.
Insbesondere ist [.,.] durch Q eindeutig bestimmit.

(#41) Satz von Pythagoras: Es ist v L w genau dann, wenn
Q) +Q(w) = Qv+ w) .
Weiters ist v L w genau dann, wenn Qv +w) = Q(v — w).

Beweis. Es gilt
Q+w) = [v+w,v+w] = [v,v]+[v, w]+[w, v]+[w, w] = [v,v]+2[v, w]+[w,w] .

und analog
Qv —w) = [v,0] = 2[v, w] + [w,w] .

O

1.9 Definition. Sei [.,.] ein inneres Produkt auf V' und @ die entsprechende
quadratische Form. Ein Vektor v heifit positiv (negativ, neutral), wenn Q(v) > 0
(< 0, = 0). Das innere Produkt [.,.] heifit positiv (semi-) definit, wenn fiir alle
v € V{0} gilt Q(v) > 0(> 0). Analog heifit es negativ (semi-) definiert, wenn
stets @Q(v) < 0(< 0). Es heifit indefinit, wenn es sowohl Vektoren v mit Q(v) > 0
als auch solche mit Q(v) < 0 gilt.

1.10 Lemma (Schwarzsche Ungleichung). Sei [.,.] auf V positiv semi-
definit. Dann gilt
[v,w]?> < [v,v] - [w,w],v,w €V .
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Beweis. Seien v, w, € V gegeben. Betrachte das quadratische Polynom (¢ € R)
t*[v,v] + £2[v, w] + [w,w] = Q(tv +w) >0 .

Ist [v,v] = 0, so folgt [v,w] = O fiir alle w, da eine lineare nicht-konstante
Funktion immer sowohl positive als auch negative Werte annimmt. Sei [v,v] > 0.
Das Polynom kann nicht zwei verschiedene reelle Nullstellen haben, denn sonst
wiirde es auch negative Werte annehmen. Also folgt

4[v, w]?* — 4w, w] - [v,v] <0 .

O

Die Schwarzsche Ungleichung gilt auch im Falle eines negativ semidefiniten

inneren Produktes. Denn ist [.,.] negativ semidefinit, so ist [.,.]; := —[.,.] positiv
semidefinit.

Es folgt aus der Schwarzschen Ungleichung, daf} in einem (positiv oder ne-
gativ) semi-definiten inneren Produkt jeder neutrale Vektor isotrop ist.

Ein Teilraum M <V heiit mazimal positiv wenn [.,.] auf M positiv definit
ist, aber auf keinem grofleren Teilraum diese Eigenschaft hat. Analog definiert
man mazimal negative Teilriume.

1.11 Lemma. Sei V nicht-entartet. Ein Teilraum M <V ist genau dann ma-
zimal positiv, wenn M+ mazimal negativ ist bzw. genau dann, wenn M positiv
und M~ negativ ist. Jeder mazimal positive Teilraum hat die gleiche Dimension,
den positiven Index k4 von (V, [, ]> Analog ist M <V genau dann mazimal
negativ, wenn M+ mazimal positiv ist, genau dann wenn M negativ und M+
positiv und jeder mazximale negative Teilraum hat die gleiche Dimension k_,
den negativen Index von (V,[.,.]). Es gilt k4 + k_ = dim V.

Beweis.
) Sei M maximal positiv. Insbesondere ist M nicht-entartet und daher
M+M* =V. Wiirde M+ einen Vektor z mit [z,z] > 0 enthalten, so wire

~

M := span{M,z}

ein positiv definiter Teilraum von V der M echt enthélt. Ein Widerspruch zur
Maximalitéit von M. Es ist also [z,z] < O fiir alle z € M*. Ist z € M+ mit
[z,2] = 0, so folgt € (M*)° = M° und daher z = 0. Also ist M~ negativ
definit. Ist M > M+, so folgt MNM # {0}. Daher kann M nicht negativ definit
sein. Also ist M+ maximal negativ. Die Umkehrung folgt genauso wenn man
beachtet dafl M+t = M.

-) Sei M maximal positiv, dann ist insbesondere M positiv und nach dem bereits

bewiesenen M~ negativ. Sei umgekehrt M positiv und M~ negativ. Ist M > M,
so folgt M N M+ # {0}, denn

dim M + dim M+ > dim M + dim M+ = dim V' .

Also kann M nicht positiv sein und damit ist M maximal positiv.

-) Seien M;, M> maximal positive Teilriume. Da M- dann negativ ist, folgt
M N My = {0} und daher

dim M- + dim M, < dimV = dim M, + dim M{" ,
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also dim M» < M;j. Vertauscht man die Rollen von M; und Ms, so folgt

-) Der Rest der Aussage folgt aus dem bereits bewiesenen wenn man beachtet
dal M+L+ = M gilt (oder man fiihrt genau die selben Argumentationen noch
einmal durch).

O

1.12 Korollar. Sei M ein neutraler Teilraum des nichtentarteten Raumes V,
d.h. [z,y] =0, z,y € M. Dann gilt

dim M < min{ky,k_} .

Beweis. Ist M ein maximal positiver Teilraum, so gilt M N M = {0}, also folgt
dim M +dim M <dimV, d.h. dim M < dimV — k4 = k_. Genauso findet man

dim M < k.
> P4 0

1.2 Orthonormalbasen, Fundamentalzerlegung

1.13 Definition. Eine Basis {b1,...,b,} von V heifit Orthonormalbasis, wenn
gilt

U O N7 B
[bubj]_{:t]_ , l=] ,l,]—l,---,n-

1.14 Satz. Sei [.,.] ein nicht-entartetes inneres Produkt auf V. Dann existiert
eine Orthonormalbasis. Fiir jede solche, {by,...,b,}, gilt

#{bj 1 [bi, bi] = +1} = Ky

#{b] . [bz,bz] = —1} = K—

Beweis.
-) Wir verwenden Induktion nach n = dim V. Im Fall n = 1, also V' = span{v; }
ist [v1,v1] # 0 denn sonst wire [.,.] entartet. Setze

U1

b = — .
VU Vsl

Sei nun n > 1. Wihle b, € V mit [b,,b,] # 0. Ein solches Element existiert,
denn V ist nicht-entartet und daher insbesondere [v,w] nicht identisch 0 und
daher auch [v,v] nicht identisch 0. Setze M := span{b,}, dann ist M nicht-
entartet und daher M+M~+ =V, dim M+ = n — 1, und M~ nicht-entartet.
Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Orthonormalbasis {b1,...,bp_1}
von M. Dann ist

{b1,.- . bp_1,b}

eine Orthonormalbasis von V.
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-) Sei {b1,...bn} eine Orthonormalbasis. Setze
My = span{b; : [b;, b;] = +1} ,
M_ :=span{b; : [b;,b;] = -1} .

Dann ist M i— = M_, M positiv und M_ negativ. Also ist M maximal positiv
und M_ maximal negativ, die Dimension daher

dim M, = k4, dimM_=k_ .

O

1.15 Bemerkung. Die Aussage von Satz 1.14 ist gerade das Trigheitsgesetz von
Sylvester fiir quadratische Formen.

1.16 Satz. Sei V indefinit. Dann ezistiert eine Basis von V,{bi,...,b,}, be-
stehend aus neutralen Vektoren, [b;,b;] =0,i=1,...,n.

Beweis.

-) Schreibe V' = V;+V°. Ist die Behauptung gezeigt fiir jeden nicht-entarteten
Raum, so folgt sie auch fiir V', denn V° ist ein neutraler Teilraum also hat jede
beliebige Basis von V° die verlangte Eigenschaft.

-) Sei also V nicht-entartet. Wihle eine ONB {b1,...,br,brt1,-..bp} mit

(41, i=1,..r
[bi’bi]_{ -1, i=r+1,...,n

Da V indefinit ist, gilt 1 < r < n, d.h. [by,b;] > 0,[b,b,] < 0. Die Vektoren
b1 — by b — by brg1 + 01,0 + b1
sind sdmtliche neutral:
[b1 — by, by — b] = [b1, b1] + [br, bn] = 0

usw. Sie sind linear unabhingig: Angenommen Ag, ..., A, € R mit

Z)\,(bz - bn) + Z )\,(b, + bl) =0,
i=1

i=r—1
also . - .
A+ D Abr+ > Xibi+ (= D Ai+ An)by =0
i=r+1 i=2 i=1
Es folgt Ao = ... = A1 = 0und Ay + X, = 0,—X1 + A\, = 0, also auch
A1, An = 0.

O

Sei V' ein nichtentarteter Raum mit dem inneren Produkt [.,.]. Wihle einen
maximal positiven Teilraum V; und setze V_ := V_ﬁ-. Dann ist also V_ maximal
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negativ und es gilt V = V, [+]V_. Man spricht von einer Fundamentalzerlegung.
Ist z € V, so laft sich z in eindeutiger Weise darstellen als £ = z4 + 2_ mit
gewissen z € V; und z_ € V_. Die zu dieser Fundamentalzerlegung gehorige
Fundamentalsymetrie ist die Abbildung

J- |4 - V
Nl r=24+2z- = Jri=24—2_

Weiters definiert man ein inneres Produkt (.,.) auf V' durch

JVxV = R
() { @y) = [z,

1.17 Lemma. Das innere Produkt (.,.) ist positiv definit. Es gilt fiir alle x,y €
v
[Jz,y] = [z, Jy] = (2,9),

(Jz,y) = (2, Jy) = [z, 9],
Jizr ==
Beweis. Sei x € V,x = x4 + z_. Dann gilt
(@,2) = [Jo,2] =[xy —v_, oy +o_] =[z4, 24 ] —[2_,2_] >0

wobei “=“ nur gelten kann wenn z, = z_ = 0. Die {ibrigen Eigenschaften

rechnet man genauso nach. .

1.18 Beispiel. Ist zum Beispiel {b1,...,br,brt1,...,bp} eine ONB von V mit
[bl,bl] =...= [br,br] = +1, [br+1,br+1] =...= [bn,bn] = —1, so ist

bz' ; i=1,...,T
J'bi'_){—bi , i=r+1,...,n

eine Fundamentalsymetrie. Sie gehtrt zu der Fundamentalzerlegung
V =span{by, ..., b, }[+]span{b,i1,...,bs} .
Es ist by,...,b, eine ONB von V bzgl. des inneren Produktes (., .).

1.19 Satz. Sei V nicht-entartet und sei W ein Teilraum von V. Weiters sei-
en Zerlegungen W = Wi +W°, W+ = Wo4+W?°, gegeben. Dann existiert ein
neutraler Teilraum W' sodafl

V = Wi[+H W+ W [+]W, .
Es existiert eine Basis {b1,...,bp} von V sodaf (r = dim Wy,d = dim W°)
span{by,...,bq} = W°, span{bgi1,...,b2q} = W',

{b2d+1; .. -;b2d+r} ONB von W1 s
{b2dtr+1;---,bn} ONB von Wy |
[bz’,bd_,_j] = (Sij,i,j = 1,...,d .
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Beweis.
-) Der Raum W; ist nichtentartet, besitzt also eine ONB. Wir bezeichnen sie
mit {b2d+1,-- -, b24+r} wobei r = dim W;. Sei d = dim W*°, dann gilt

dmW, =dimW+ —d=n—-dimW —d=n—r —2d .

Da Wy nicht-entartet ist besitzt Wy eine ONB. Wir bezeichnen sie mit
{b2d+r+1; LN bn}

-) Betrachte den nicht-entarteten Raum V= (W + W>)*. Dann gilt dimV =
2d, W° < V. Wéhle eine Fundamentalsymetrie J von V und bezeichne mit (.,.)
das entsprechende positive definite innere Produkt. Definiere

wW'.=Jw° .
Wihle eine ONB von (W°,(.,.)), by,...,bq und setze
bd+i = ij,i = 1,...,d .
-) Es gilt W° N W' = {0}, denn: Angenommen Jy € W° fiir ein y € W°.
Dann folgt 0 = [Jy,y] = (y,y) und damit y = 0. Da J bijektiv ist (J* =
id), ist dim W' = dim W° = d und damit dim(W°+W') = 2d = dimV, also
V = W°+W'. Da {by,...,bs} Basis von W° ist, ist auch {bgy1,---,bara} =
{Jby,...,Jbgq} eine Basis von W' und es gilt
[bi; bayj] = [bs, Tbj] = (i, bj) = bij -
Weiters ist fiir x € W*° stets
[Jz,Jz]) = [z, J%2] = [2,2] =0,

also ist W' bzgl. [.,.] neutral.

1.3 Orthogonale Transformationen

1.20 Definition. Sei [.,.] ein inneres Produkt auf V. Eine lineare Abbildung
L :V — V heifit orthogonal, wenn gilt

Uz, Uy] = [z,y],z,y €V .

1.21 Lemma. Sei V nicht-entartet. Die Menge der orthogonalen Transforma-
tionen auf V bildet eine Gruppe (bzgl. der Hintereinanderausfithrung).

Beweis.
-) Seien Ly, Lo orthogonal. Dann gilt auch

[((LiLo)x, (L1 Ls)] = [L1(Lax), L1(Lay)] = [Lax, Loy] = [z,y] .

-) Sei L =id. Dann ist [Lz, Ly] = [z, y].



10 KAPITEL 1. VEKTORRAUME MIT INNEREN PRODUKT

-) Sei L orthogonal und sei Lz = 0. Dann gilt 0 = [Lz, Ly] = [z,y] fiir alle
y € V. Also ist x = 0. Damit ist L injektiv, und da V endlichdimensional ist
daher bijektiv. Es existiert also L™! und es gilt

(L7, L7hy] = [L(L™"2), L(L™"y)] = [z,y] ,

d.h. L~! ist orthogonal.
O

1.22 Lemma. Sei L:V — V eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:
(1) L ist orthogonal.
(i) L* = L.
(¢40) Fiir jedes x € V gilt Q(Lz) = Q(z).
Beweis. Sei L orthogonal. Dann gilt
[L7'2,y] = [LL™ 2, Ly] = [&, Ly] ,
d.h. esist L~! = L*. Umgekehrt sei L* = L', dann folgt
[La, Ly] = [L* Lz, y] = [z,y] -
Sei L orthogonal. Dann gilt insbesondere
Q(Lz) = [Lz,Lz] = [z,z] = Q(z) .

Die Umkehrung folgt wegen der Parallelogrammregel. -

1.23 Lemma. Sei L : V — V eine lineare Abbildung und {by,...,b,} eine
Basis. Sei G die Matriz (Gram-Matrix)

G = ([bi bs])7j=1

und sei A = (Ay;)7;—, die Matriz von L bzgl. der Basis {bi,...,b,}. Dann ist
L orthogonal genau dann wenn gilt

ATGA=G .
Beweis.
) Sei @ =37, w;bi, y = 32, y;b;. Dann gilt
[Lz, Ly] = Y _ @y;[Lbi, Lb;] (1.3)
¥}
und
T
T1 1
[z,9] =) miy;lbi, b= |+ | (b= | 2 | - (1.4)
b Tn Yn

Die Abbildung L ist daher genau dann orthogonal, wenn [Lb;, Lb;] = [b;, b;] fiir
alled,7=1,...,n.
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-) Bezeichne G = ([Lb;, Lbj])7 =y die Gram-Matrix von {Lb, ..., Lb,}, und sei
A die Matrix von L bzgl. der Basis {b1,...,b1}. Dann gilt wegen (1.4)

T
T U Z1 U

[Lx,Ly]:[A : ]T([bi,bj]);szl[/\ : ]: | ATGA
Tn Yn Tn Yn

Andererseits wegen (1.3),

T
T U1

[Le,Iy)=| : | G

Tn Yn

und es folgt G = ATGJ}. Wie im ersten Absatz festgestellt, ist L orthogonal
genau dann wenn G = G gilt.

O

1.24 Lemma. Sei L eine lineare Abbildung. Dann ist L orthogonal genau dann,
wenn fir eine (und daher jede) ONB {e1,...,es} auch die Menge {Ley,...,Les}
eine ONB ist (wobei die + und — auch gleich bleiben).

Beweis. Sei L orthogonal. Dann gilt
[Le,-,Lej] = [e,-,ej],i,j = 1, BN 3

also hat L die geforderte Eigenschaft. Umgekehrt sei {eq,...,es} eine ONB und
{Ley, ..., Les} auch (mit den gleichen &). Dann ist also stets [Le;, Le;| = [e;, €;].
Sind z,y € V,z = Y1 mie;, y = Yo, i€, so folgt

[z,y] = Z x;yjilei,ej] = Z x;yj[Le;, Lej] = [Lx, Ly] .

i,j=1 3,j=1

O

1.25 Korollar. Sei L eine orthogonale Transformation des nichtentarteten
Raumes V. Dann gilt
det L =+1.

Beweis. Sei A die Matrix der linearen Abbildung L beziiglich einer Basis
{b1,...,bs} und sei ¢ die Gram-Matrix der Basis. Dann ist AT¢éA = €&, also
folgt

det(AT) - det & - det A = det &

und daher ist (det A)? = 1. -

1.26 Lemma. Sei L eine orthogonale Transformation des nichtentarteten
Raumes V. Ist U <V ein invarianter Teilraum von L, d.h. LU C U, so ist
auch UL invarianter Teilraum.
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Beweis. Da V nichtentartet ist, ist L injektiv. Wegen dimU < V < oo erhilt
man aus LU C U also sogar LU = U. Sei nun 4 € U+ und u € U. Dann ist
L=ty € U und es folgt

[Li,u] = [La, L(L™'w)] = [4, L™ 'u] =0,

dh. La e U+.
O

1.27 Korollar. Sei L orthogonale Transformation des nichtentarteten Raumes
V. Ist e ein nicht-neutraler Eigenvektor von L, so zerlegt sich V in die orthogo-
nale direkte Summe der beiden L-invarianten Teilrdume span{e} und span{e}*.

Beweis. Wende Lemma 1.26 an mit U = span{e}. .



Kapitel 2

Minkowski Raumzeit

2.1 Licht- und Zeitkegel

2.1 Definition. Minkowski Raumzeit ist ein 4-dimensionaler Vektorraum M
tiber R mit einem nicht-entarteten inneren Produkt [.,.] : M x M — R mit
negativem Index 1. Die Elemente von M bezeichnen wir als Ereignisse, das
innere Produkt als Lorentz-inneres Produkt. Die zu [.,.] gehorige quadratische
Form bezeichnen wir mit @, d.h. Q(v) = [v,v].

2.2 Interpretation. Die Elemente von M stellen denkbare physikalische Punkt-

Ereignisse dar. Ist {e1, ez, €3, €4} eine Orthonormalbasis (mit [eq, e4] = —1) und
(21,22, 3, %4) die Koordinaten eines Vektors v € M, d.h. v = z1e1 + - - - + z4€4,
so fasst man (z1,...,z4) auf als die Koordinaten des Ereignisses v im Refe-

renzrahmen eines zuldssigen Beobachters. Man identifiziert also die zuldssigen
Beobachter, d.h. ihre Referenzrahmen, mit einer ONB in M. Die zum negativen
Basisvektor e4 gehorige, Koordinate x4 heiflt die Zeitkoordinate, (z1,z2,x3) die
Roaumkoordinate des Ereignisses v im Referenzrahmen des Beobachters der iiber
die ONB {ey,...,eq4} verfiigt. Das diese Vorgangsweis gerechtfertigt ist beruht
auf dem Satz von Zeeman Satz 3.4. An dieser Stelle kann das Gesagte eigentlich
noch nicht als “Interpretation“ aufgefait werden! es soll nur eine Vorstellung
vermittelt werden.

2.3 Definition. Sei z € M. Dann heifit x
(¢) lichtartig, wenn Q(z) = 0.
(43) zeitartig, wenn Q(zx) < 0.
(741) raumartig, wenn Q(z) > 0.
2.4 Bemerkung. Es gilt:
(i) Es gibt eine Basis aus vier lichtartigen Vektoren (vgl. Satz 1.16)

(49) Seien v, w zwei von Null verschiedene lichtartige Vektoren. Dann gilt v L w
genau dann, wenn v und w linear abhéngig sind.

(741) Sei v zeitartig und w # 0. Gilt v L w, so ist w raumartig.

13
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2.5 Lemma. Sei Q(v) < 0 und Q(w) < 0,w # 0, und sei {e1,...,es} eine
ONB ([e4,e4] = —=1), vier + -+ -+ vse4, w = wi€1 + - - - +waeq. Dann gibt es die
folgenden beiden Mdglichkeiten:

(1) [v,w] <0, in diesem Fall ist vawy > 0.
(7) [v,w] > 0, in diesem Fall ist vawy < 0.

Beweis. Es ist [v,v] = v? +v3 + 02 —v? < 0 und w? + w3 + w3 — w? < 0, also
folgt (w #0)

viw? > (v +v3 4+ v2) - (wi +wi 4+ w?) > (viwr + vaws + vaws)? .

Dabher ist
[vaws| > [viwr + vows + vsws| ,

und daher v wy # 0 und [v, w] # 0. Angenommen vywy > 0. Dann folgt
[v, W] = viwy + vVaws + v3ws — vawy < 0 .

Ist vawy < 0 so folgt [v, —w] < 0, also [v,w] > 0. -
Bezeichne mit 7 die Menge aller zeitartigen Vektoren in M. Wir definieren
eine Relation ~ auf 7 durch (v,w € 7)

v~w: <= [v,w] <0,

d.h. v ~ w genau dann, wenn vs und wy das gleiche Vorzeichen haben. Diese
Tatsache héngt nicht von der Wahl der ONB ab.

2.6 Lemma. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf T mit zwei Aqui-
valenzklassen, T+ und 7_. Die Elemente von 74 heiffen zukunftsorientiert, die
von T_ vergangenheitsorientiert. Die Klassen 71 und 7_— sind Kegel, d.h. mit
v,w € 7y (bzw. T_) und r >0 gilt rv € 7 (bzw. 7_) und v+ w € T4 (bzw. T_).

Beweis. Seien u,v,w € 7. Es gilt [v,v] = Q(v) < 0, also v ~ v. Ist v ~ w, so
folgt [w,v] = [v,w] < 0, also w ~ v. Sei 4 ~ v und v ~ w. Wihle eine ONB,
dann haben u4 und v4 sowie auch v4 und wy das gleiche Vorzeichen. Also haben
auch u4 und w4 das gleiche Vorzeichen und daher gilt v ~ w.

Sei vy € 7T fest gewdhlt und sei w € 7. Wihle wieder eine ONB. Dann hat
w4 entweder das gleiche Vorzeichen wie vg 4 oder wie —uvg 4. Also ist entweder
w ~ vy oder w ~ —vg. Es gibt also hichstens zwei Aquivalenzklassen. Wegen
vg % —vg sind die Klassen von vy und —vg verschieden.

Sei v € 7 und r > 0, dann gilt [rv,v] = r[v,v] < 0, also rv ~ v. Daher
gehoren rv und v entweder beide zu 7 oder beide zu 7. Sei v,w € 7, v ~ w.
Dann folgt

[v+w,v] = [v,0] +[w,0] <0,
— =~
=Q(v)<0 <0

alsov +w ~ w.

Man beachte, dal 7— = {—z : z € 7+}.
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2.7 Lemma. Sei n € M,n # 0, lichtartig. Dann hat [n,v] fir alle v € 71
das gleiche Vorzeichen. Der Vektor n heifit zukunftsorientiert, wenn [n,v] < 0
fiir ein (und daher fiir alle) v € 71, und anderenfalls vergangenheitsorientiert.
Seien ni,ny lichtartig und e,...,e4s eine ONB. Dann sind ni und no beide
zukunftsorientiert oder beide vergangenheitsorientiert genau dann, wenn nq 4
und na 4 das gleiche Vorzeichen haben.

Beweis. Seien vy,vs € T4 und sei angenommen [n,v1] > 0, [n,vs] < 0. Beachte,
dafl wegen Bemerkung 2.4, (ii3), stets [n,v] # 0 fiir v € 74 C 7 gilt. Da mit v;
auch v; - |[n,v;]| 7 zu 7y gehort (i = 1,2) sei 0.B.d.A.

[n,1] = 1, [n,v9] = —1.

Es folgt [n,v1 + v2] =0, ein WS, denn vy +v2 € 7.

Seien ni,ns beide zukunftsorientiert. Wahle v € 74, dann gilt also
[1,], [n2,v] < 0. Wegen Lemma 2.5 haben nq 4 und vy, sowie ns 4 und v4 das
gleiche Vorzeichen. Also haben ni 4 und ng 4 das gleiche Vorzeichen. Sei ny
zukunftsorientiert und ny vergangenheitsorientiert. Dann sind mny, —ns beide
zukunftsorientiert, also haben n;4 und —n24 das gleiche Vorzeichen. Die

anderen Fille erledigt man analog. .

Ist g € M, so bezeichnen wir
Cn(mo) := {z € M: Q(z —z0) =0},
CH(zo) := {z € Cn(mo) : © — mp zukunftsorientiert} ,
Cy(zo) := {z € Cn (=) : & — z0 vergangenheitsorientiert} ,

und fiir zg € M,z € Cn(x0), sei

Ryoe i={xo +t(x —20) :t € R} .
Beachte das gilt Ryp,z = Razo, denn ist z = zo + t(z — x0), so gilt auch
z=xz+ (1 —t)(zo — x)-
2.8 Interpretation. Die Tatsache Q(z — xo) = 0 bedeutet

(z1 — m0,1)* + (@2 — 0,2)” + (w3 — 0,3)" — (T4 — T04)* =0,

das also z und zo auf der Weltlinie eines Photons liegen, d.h. durch einen Licht-
strahl verbunden werden kénnen. Wir bezeichnen R, , als den Lichtstrahl der
xo und z erbindet, und Cn(xo) den Lichtkegel bei x¢. Es ist x € CJJ{,(QJO) wenn
man zo und z auffassen kann als senden und empfangen eines Lichtsignals. Ganz
C(w0) kann also interpretiert werden als: Zum Zeitpunkt zo 4 wird an der Stel-
le (zo1,...,%0,3) eine elektromagnetische Welle ausgesandt, und man verfolgt
die Ausbreitung dieser Welle. Wir bezeichnen C3; (zo) als den Zukunftslichtkegel,
und Cx (o) als den Vergangenheitslichtkegel.

Bezeichne fiir zg € M
Cr(zo) :={z e M:Q(z —z¢) <0},
Cl(zo) :={z €Cr(z0):x—20 €T},
Cr(xo) :={z€Cz(x0) :x—xgET }.

Cr(zo) ist das Innere des Lichtkegels Cy(zo) und heiBit Zeitkegel. ;- (zo) bzw.
Cr (zo) der Zukunfts- bzw. Vergangenheitskegel.



16 KAPITEL 2. MINKOWSKI RAUMZEIT

2.9 Interpretation. Liegt 2 auBlerhalb von Cr(20) UCN (o), d.h. das £ — 1z raum-
artig ist, so ist der rdumliche Abstand von xz und zg so grofl daf} nicht einmal
ein Photon so schnell ist diese Distanz in der vorgegebenen Zeit zu iiberwinden.

2.10 Lemma. Seien x,x9 € M, x # g, Q(x — xo) = 0. Dann gilt
Ryoe = Cn(z0) NCN(2) -

Beweis. Sei z = xg + t(x — x9) € Ry, .. Dann gilt z — 29 = t(x — o), also
Q(z —z0) =0, d.-h. z € Cn(z0). Wegen R, » = R, 4, folgt genauso z € Cn(z).
Sei umgekehrt z € Cy(x0) N Cxn(z). Dann ist

Qlz—2)+(x—20)=Q(z—20) =0=Q(z —2) + Q(x — x0) -

Mit Lemma 1.8, (ii7), folgt 2 — ¢ L x — xy. Es folgt, dafl z — z und = — zg
linear abhiingig sind (beide sind neutral), d.h. es gilt z — z = t(x — xo) fiir ein

gewisses t € R. Daher ist z € R,_ ,. .

2.11 Lemma. Seien vy,...,v, € M zeitartig oder lichtartig und alle zu-
kunftsorientiert. Weiters seien nicht alle lichtartig und parallel. Dann ist v :=
v1 + - + v, zeitartig und zukunftsorientiert, d.h. v € 1.

Beweis. Wir zeigen zur Vorbereitung vier Teilbehauptungen:

(1) Seien w1, w2 € 7. Wie in Lemma 2.6 gezeigt wurde folgt auch wy + wy €
T4.

(44) Sei wy € T4, ws lichtartig und zukunftsorientiert. Dann folgt

Qw1 + wa) = [wy + w2, w1 + wa] = [wy,w1]+2[w1,ws] <0,
—— ——

<0 <0

also ist w; + w- zeitartig. Weiters gilt
[w1 + wa, w1] = [wa,w1] <0,
also ist w; + wa ~ wy und gehort daher auch zu 7.

(444) Seien wq,ws lichtartig und zukunftsorientiert (und nicht parallel). Wegen
Bemerkung 2.4, (ii4), gilt [wy,ws] # 0. Ist [w1,w2] < 0, so folgt

Q(wy + wa) = [wy + w2, w1 + we] = 2wy, ws] <0,
also ist w; + wo zeitartig. Weiters ist
[wl,wl +’U)2] = [wl,w2] <0,

und daher wegen Lemma 2.7 auch w; + wy € 74 .

Sei nun angenommen daf} [wy,w2] > 0. Wir leiten einen Widerspruch her.
Es gilt

Q(wr —w2) = [w1 — wo, w1 — we] = 2wy, w2] <0,
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d.h. w1 — wy ist zeitartig. Wegen
[wi, w1 —wy] = —[w1,w2] <0,
also, wegen Lemma, 2.7, w; — ws € 74. Andererseits gilt
[we, —w1 + w2] = —[wa,w1] <0,

also, wieder mit Lemma 2.7, —w; + wy € 74 und daher wy —wy € 7, WS
I,

(iv) Seien wi,ws lichtartig, zukunftsorientiert und parallel. Dann ist w; + ws
ebenfalls lichtartig und zukunftsorientiert: Schreibe
Wy = )\wl .

Ist u € 74, so gilt [wy,u] <0, [ws,u] <0, also folgt A > 0. Damit ist auch
[w1 + w2, u] = (14 A)[wr,u] <0, d.h. w1 + wy zukunftsorientiert.

Wir kommen zum Beweis des Lemmas. Induktion nach n: Fall n = 2 wurde

in (7) — (i74) behandelt. Weiter n — n + 1: Seien vy,...,vp41 gegeben. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt v1 + --- + v, € 74 oder vy + --- + v, lichtartig
und zukunftsorientiert (ndmlich wenn vy,...,v, alle lichtartig, zukunftsorien-

tiert und parallel sind). Mit () — (¢47) folgt
(U1+"‘+Un)+1)n+1 €Ty

denn es kann nicht v,y lichtartig, zukunftsorientiert und parallel zu v +- - -4vy,

sein.
O

2.12 Lemma. Sei zo € M. Der Zukunftskegel C} (o) ist offen. Es gilt

C# (z0) = C7 (z0) U Cx (o) U {zo} -

Die analogen Aussagen gelten fiir C(xo),Cy(z0) sowie auch fir Cr(xo),Cn (o).
Beweis. Es geniigt die Aussage fiir den Fall g = 0 zu zeigen, denn die Transla-
tion z — z + 7 ist ein Homdomorphismus und bildet C (0) auf C (zo),C(0)
auf Cf;(zo), etc. ab.

Sei v € 14 fest gewidhlt. Wegen

CFO0) =1 ={z e M:Q(z) <0,[z,v] <0}

und der Stetigkeit von [.,.] folgt daB C;-(0) offen ist.

Wir zeigen als niichstes C;(0) C Cf(0) UCF(0) U {0}. Sei (z4)nen, Tn € T+,
eine konvergente Folge, = := lim,,_, o 2,. Wegen Q(z,) < 0 und [z,,v] < 0 folgt

Q(z) <0,[z,0] <0.

Betrachte zuerst den Fall das x und v linear abhingig sind, £ = Av. Wegen
[v,0] < 0 folgt A > 0. Ist A = 0, soist z = 0, ist A > 0 folgt z € 74 (wegen
Lemma 2.6). Seien z und v linear unabhingig. Dann kann nicht [z, v] = 0 gelten
(Bemerkung 2.4), d.h. es ist [z,v] < 0. Ist Q(z) < 0 so ist also z € 7. Ist
Q(z) =0, so ist z € C;(0).

Sei nun z € C{(0)U{0}. Wihle w € 74, dann folgt mit Punkt (i) im Beweis
von Lemma 2.11 das fiir jedes A > 0 gilt  + Aw € 7. Da limy o4 (z + Aw) =z

ist folgt = € 7.
" O
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2.2 Kausalitatsrelationen

2.13 Definition. Seien z,y € M. Wir sagen x ist chronologisch vor y, z < vy,
wenn y — r zeitartig und zukunftsorientiert ist, d.h. wenn y € Cf (z). Es heifit z
kausal vor y, x < y, wenn y — x lichtartig und zukunftsorientiert ist, d.h. wenn

y € Ci ().

2.14 Interpretation. Die Relationen < und < nennt man auch Kausalititsre-
lationen. Die Tatsache z < y bedeutend dafl y durch ein materielles Ereignis
z beeinflult werden kann, z < y heifit dafl y durch einen elektromagnetischen
Effekt = beeinfluit werden kénnte.

2.15 Lemma. Die Relation < ist transitiv, d.h. es gilt
r LYy, yKzrkLz.

Weiters gilt
rLYyy<z=>r<Kz2

r<y,y=rkK 2.
Die Relation < definiert durch

r<Ly: <= x=yoderx <KLy
ist eine Ordnungsrelation (d.h. reflexiv, antisymmetrisch, transitiv).

Beweis. Wegen z —x = (z —y) + (y — z) folgenden die drei behaupteten
Implikationen aus den Punkten (¢) und (i7) des Beweises von Lemma 2.11.
Wir zeigen, dafl < eine Ordnungsrelation ist. Es gilt per definitionem z < z.
Seiz <yund y < z. Ist nicht z =y, sofolgt z K yund y € z, dh.y—x € 7
und z —y = —(y — z) € 73, ein WS! . Die Transitivitéit ist klar wegen der von

<.
(|

2.16 Lemma. Seien x,y € M,z #y. Dann gilt
<y <= Ly und y<KLz=>2r<K2),

und auch
2Ly < (x£Ly)und BzeM:2<2<y).

Beweis.

-) Sei < y. Dann gilt nach Definition nicht 2 < y und wegen Lemma 2.15
folgt die verlangte Implikation. Gelte umgekehrt die rechte Seite der ersten
behaupteten Aquivalenz. Die Implikation bedeutet gerade C}(y) C Cf () und
wir erhalten

y € C1(y) C Cr(z) = C7(z) UCK (2) U {z} .
Wegen y # z,y & C} (z), folgt damit y € Cf(z), d.h. z < y.

-) Es gelte die rechte Seite der zweiten behaupteten Aquivalenz. Dann sind y — z
und z — z also lichtartig und zukunftsorientiert. Sie sind nicht parallel, denn
in diesem Fall wiire (vgl. (4v) im Beweis von Lemma 2.11) auch y — z = (y —
2) + (z — ) lichtartig und zukunftsorientiert, ein WS! denn es ist ja z £ y. Also
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folgt y — x € 74 (wieder Lemma 2.11), d.h. < y. Sei umgekehrt z < y. Dann
gilt nach Definition nicht z < y. Wir miissen nach z € M konstruieren sodaf
x < z < y. Dazu geniigt es zu jedem w € 7 ein v anzugeben mit 0 < v < w,
denn fiir w := y — x erhélt man dann 0 < v < y — z und damit z < v+ z < y,
also (z := v + x) das Gewiinschte.

Sei also w € 74 und wihle vy € Cyy(w). Dann gilt [w, w] < 0 und [vg —w,w] >
0, also existiert t > 0 sodaf fiir v := w + t(vo — w) gilt

[v,v] = [w+ t(vo — w), w + t(vo — w)] = [w,w] + 2t[vg —w,w] =0 .
D.h. v ist lichtartig. Wegen w € 7 und
[v, w] = [w + t(vo — w), w] = [w,w] + t{vo — w, w] < [w,w] + 2t[vo —w,w] =0,

ist v zukunftsorientiert (vgl. Lemma 2.7).

O

Sei L eine (lineare) orthogonale Transformation von M. Dann bildet L die
Menge 7 bijektiv auf sich ab, denn [z,2] < 0 <= [Lz,Lz] < 0 da [z,2] =
[Lz, Lz]. Weiters 18t L die Aquivalenzrelation ~ auf 7 invariant, denn

[v,w] <0 < [Lv,Lw] <0

daja[Lv, Lw] = [v, w]. Es folgt also das die Aquivalenzklasse 7, entweder auf 7,
oder auf 7_ (und entsprechend 7_ auf 7_ oder 7 ) abgebildet wird. Entsprechend
bildet L(vgl. Lemma 2.7) auch C}(0) auf C}(0) oder eben Cy(0) (und Cy(0)
auf Cy(0) oder Cf(0)) ab. Wir erhalten also:

2.17 Lemma. Sei L eine orthogonale Transformation auf M. Dann sind dqui-
valent:

(1) LCF(0) = C£(0)
(i) Iz € CF(0) : Lz € CF(0)
L (0) = €X(0)
Jz € C4(0) : Lx € C(0)

(iii
(i

)
)
)
(v)

v
v) Flir alle z € Cr(0) UCN(0), gilt [z, Lz] < 0.

Eine orthogonale Transformation mit diesen Eigenschaften heif3t orthochro-
nous.
Beweis. Wir fithren das vor dem Lemma Gesagte im Detail durch. Die Implika-
tionen (i) = (ii), (iii) = (iv) sind trivial. Fiir (i7) = (i) sei z € C}(0) gegeben
mit Lz € C;(0) und sei y € C;(0). Dann gilt = ~ y, also auch Lz ~ Ly, also
Ly € C}(0), d.h. LCF(0) C C;(0). Die gleiche Argumentation angewandt auf
L~1 zeigt LCH(0) = C£(0). Wir zeigen (i) = (iii): Da eine lineare Abbildung
stetig ist folgt LCF (0) C CF(0) = C£(0)uCH(0) U {0}. Ist = € CX(0), so folgt in
jeden Fall Lz € Cn(0), also unter der Voraussetzung (i) das Lz € C{(0). Wir
zeigen (iv) = (i): Angenommen es gilt nicht (i), dann ist also LC;(0) = C7 (0).
Das gleiche Stetigkeitsargument wie oben zeigt LC(0) = Cy(0), ein Wider-
spruch zu (iv). Wir zeigen (i) = (v): Gilt (i), so ist fiir z € C(0) stets z ~ Lz,
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also [z, Lz] < 0. Das gleiche gilt fiir z € C;(0) denn dann ist —z € C}(0).
Wegen
Cr(0) UCN(0) = C£(0) UCL(0)

folgt
[m‘,L.Z‘] <0,z € CT(O) U CN(O) .

Wir zeigen (v) = (i): Sei € CF(0). Dann gilt entweder [z,Lz] < 0 oder
[,Lz] > 0 denn zwei linear unabhingige negative Vektoren konnen nicht
orthogonal sein und sind z und Lz linear abhingig so ist wegen Lz # 0 erst
recht [z, Lz] # 0. Nach Voraussetzung (v) muf} [z, Lz] < 0 sein, d.h. z ~ Lz.

O
2.18 Korollar. Die Menge aller orthochronous Transformationen bildet eine
Untergruppe der Gruppe aller orthogonalen Transformationen.

Beweis. Seien Ly, Ly orthochronous, d.h. gelte L;C;(0) = C+(0) und LyC3:(0) =
CF(0). Es folgt

(L1 0 Ly)CF(0) = L1 (L2C(0)) = L1CF(0) = CF(0) ,

L€ (0) = C£(0) -

O

Wir bezeichnen eine Basis {e, ..., es} als zuldssige Basis wenn sie eine ONB
mit Q(es) = —1 ist und es € C;(0) ist.

2.19 Lemma. Sei L eine lineare Abbildung von M nach M. Dann ist L
orthochronous genau dann, wenn fir eine (und deher jede) zulissige Basis
{e1,...,e4} die Menge {Ley,...,Les} wieder eine zuldssige Basis ist.

Beweis. Sei L orthochronous. Da L insbesondere orthogonal ist, ist

{Lei,...,Les} eine ONB mit Q(Les) = — 1. Wegen LCF(0) = CF(0) gilt
Ley € C£(0), also ist {Lex, ..., Les} zuléssig.
Sei umgekehrt L linear und {e;,...,es} eine zulissige Basis sodafl

{Lei,...,Les} ebenfalls diese Eigenschaft hat. Dann ist L orthogonal (vgl.
Lemma 1.24) und es gilt Ley € C;(0). Wegen Lemma 2.17 ist L orthochronous.

O

2.20 Lemma. Sei L eine orthogonale Transformation von M. Sei e € Cr(0).
Dann gilt

>1.

‘[Le,e]‘
Q(e)
In dieser Beziehung gilt Gleichheit genau dann, wenn e ein Eigenvektor von L
18t.

Beweis. Wegen Q(e) < 0 ist V = span{e}[+]span{e}! und span{e} ist ein
positiver Teilraum. Schreibe Le = ae + a beziiglich dieser Zerlegung. Dann folgt

Q(e) = Q(Le) = Q(ae) + Q(a) = &’ Q(e) + Q(a) ,



2.2. KAUSALITATSRELATIONEN 21

oder
Qe)(1-0a?) = Q(a) .
Wegen Q(e) < 0 und Q(a) > 0 folgt 1 —a? < 0 und 1 — a? = 0 genau dann
wenn Q(a) = 0. Nun ist Q(a) nur gleich Null wenn a = 0 da span{e}* positiv
ist. Weiters ist
[Le,e] = [a+ ae,e] = aQ(e) .
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Kapitel 3
Der Satz von Zeeman

3.1 Definition. Sei F' : M — M eine Abbildung. F' heilit kausaler Automor-
phismus, wenn F' bijektiv ist und fiir alle z,y € M gilt

r<y < F(z) < F(y).
Wir bezeichnen die Menge aller kausalen Automorphismen mit A.

3.2 Bemerkung. (i) Wegen Lemma 2.16 ist eine Bijektion F' : M — M genau
dann ein kausaler Automorphismus, wenn fiir z,y € M stets

r Ky < F(z) < F(y)
gilt.

(i4) Die Menge aller kausalen Automorphismen bildet eine Gruppe.
Eine Abbildung 7" : M — M heifit Translation, wenn sie von der Gestalt

T:v—v+uv,veEM,

fiir ein gewisses vy € M ist. Eine Abbildung K : M — M heilit Dilatation,
wenn sie von der Gestalt

K:v=kv,veM,

fiir ein gewisses k € R, k& > 0, ist.
Sowohl die Menge aller Translationen, also auch die Menge aller Dilationen,
sind Untergruppen von A.

3.3 Lemma. Sei L eine orthochronous Transformation, dann ist L € A.
Beweis. Gelte z < y, dann ist also y — € Cj;(0). Wegen Lemma 2.17 folgt
Ly — Lz = L(y — z) € C(0) ,

d.h. Lz < Ly. -

3.4 Satz (Zeeman). Sei F : M — M ein kausaler Automorphismus. Dann
existiert eine orthochronous Transformation L, eine Translation T wund eine
Dilation K sodafs

F=ToKolL.

23
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3.5 Interpretation. Eine Translation entspricht einer Verschiebung des Ur-
sprungs im Referenzrahmen des Beobachters. Wir wollen voraussetzen, daf je
zwel Beobachter insofern kooperieren, daf} sie ein festes Ereignis als Ursprung
wéhlen, dann kommen Translationen also nicht mehr vor. Eine Dilation ent-
spricht einer (gleichzeitigen) Reskalierung der Raum- und Zeitkoordinaten ist
also auch kein “essentieller Unterschied zwischen Beobachtern.

Seien nun @,0 zuléssige Beobachter. O sehe ein Ereignis v an den Ko-
ordinaten (z1(v),...,24(v)),O sehe das Ereignis bei (&1(v),...,%s(v)). Wir
wollen, entsprechend dem oben Gesagten, verlangen das jenes Ereignis v mit
(z1(v),...,z4(v)) = (0,...,0) auch (21 (v),...,Za(v)) = (0,...,0) erfiillt und
das O sein Koordinatensystem gesamt so skaliert das fiir jenes Ereignis v mit
(x1(),...,z4(v)) = (0,0,0,1) gilt 1 (v)? + Z2(v)? + 23(v)? — 24(v)? = 1.

Wir abstrahieren nun die Ereigniswelt von den Koordinaten eines Beobach-
ters. Sei M ein 4-dimensionaler Vektorraum mit einem inneren Produkt mit
negativen Index 1 und sei {e1,...,es} eine fest gewihlte ONB (mit [es, 4] =
—1). Weiters sei bei der Aquivalenzrelation ~ die Klasse 7, so gewshlt das
e1 —eq € CJJ(,(O), d.h. e4 € 7. Wir definieren

4
Ereignis v 2 Vektor Z zi(v)e;

=1

Betrachte die Abbildung

F: in(v)ei — z.f:i(v)ei .

Diese Abbildung ist eine Bijektion und aufgrund der Annahmen (vgl. Ein-
leitung) ein kausaler Automorphismus. Also ist ' = T o K o L mit T, K, L
wie in Satz 3.4. Wegen der oben getroffenen Annahme iiber die Wahl der
Koordinaten von O bzw. O kommt T und K nicht vor. Die Abbildung F,
und daher auch F~!, ist also linear orthochronous. Daher bilden die Vekto-
ren é; := F~le;i =1,...,4, eine ONB mit [é4,é4] = —1 und &, € 7. Weiters

gilt

Z Ei(v)e; = Z Zi(v)F e = F_l(z Ti(v)e;) = Z zi(v)e; -
D.h. die (&1 (v),...,%4(v)) und (z1(v),...,%4(v)) kann man auffassen als Ko-
ordinaten des Vektors der dem Ereignis v entspricht beziiglich der Basen
{él, . ,é4} bzw. {61, PN ,64}.

In dieser Weise wird also jedem zuléssigen Beobachter O eine zuléssige Basis
des Vektorraumes “Ereigniswelt zugeordnet. Umgekehrt geht man davon aus,
daf} es zu jeder zuldssigen Basis auch einen Beobachter gibt der die Ereigniswelt
so sieht. Dann kann man also den Begriff “zuléissiger Beobachter“ mit “zuléssiger
Basis® identifizieren.

Fiir den Beweis von Satz 3.4 benttigen wir einige Vorbereitungen.

3.6 Lemma. Sei F : M — M ein kausaler Automorphismus und seien z,y €
M,z <y. Dann gilt (R, ist der Lichtstrahl durch x und y)

F(Ba.y) = Bp).p() -
Beweis. Ein Lichtstrahl R, , 148t sich schreiben als (vgl.Lemma 2.10)
Ry =Cn(2) NCN(Y) -
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Wegen
Cn(z) ={z € M:2z < zoder z >z oder x = 2z}
ist F(CN(.Z')) = CN(F(:E)) und daher F(Rm,y) = RF(z),F(y)- 0

3.7 Lemma. Sei 7o € M,a € C%(0), und bezeichne mit R den Lichtstrahl
{0+ Xa : A € R} = Ryy wora- Weiters setze ¢ := F(zg + a) — F(zg) € CF(0).
Dann gilt

F(zg + Aa) = F(zg) + £(A)e, N € R,

mit einer Funktion £ : R — R. Diese Funktion £ ist bijektiv, streng monoton
wachsend und erfillt £(0) = 0. Insbesondere ist F|gr : R = Rp(y) F(zo-+a)
stetig.

Beweis. Die Funktion F bildet R bijektiv auf Rp(44),F(zo+a) ab, also gilt fiir
r=20+Xa€R

F(z) = F(zo) + {(N)(F(z0 + a) — F(zo))

mit einer Bijektion £ : R — R. Wegen a € C(0), gilt auch F(zg) < F(zo + a),
d.h. ¢ € C(0). Es folgt daB

To +Aa < Tog+ Xa < A < XA

und auch
F(zo) + pic < F(zo) + pec <= 1 < po .

Da F die Relation < erhilt gilt daher Ay < Ay <= £(A\1) < £(\2), d.h. F ist
monoton wachsend. Nach Definition gilt £(0) = 0. Da eine monotone Bijektion
von R auf sich stetig ist, folgt das F'|g : R — F(R) stetig ist. Beachte hier, dafl
die Topologie von M auf einer Geraden stets die von R induziert, d.h. das stets
gilt (zo € M,a € M\{0}) das zo+Aa — zo+Aoa genau dann wenn A — A.

3.8 Lemma. Seien xqg,x1,Z2,23 € M so daff
T3 — 22 =21 — %o =:a € CN(0), T3 — 1 = T2 — 9 =: b € Cx(0)
und so daf a,b linear unabhingig sind. Dann gilt
F(x3) — F(z2) = F(z1) — F(x0), F(a3) — F(x1) = F(x2) — F(xg) .

Bezeichnet man den ersten Vektor mit ¢, den zweiten mit d, so sind ¢ und d in
Cn(0) und linear unabhdingig.

Beweis. Wir sind in der folgenden Situation:

b T3 F(z1) d F(xz3)

b To F(x0) d F(xz3)
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und haben zu zeigen, daB & = ¢,d = d gilt. Der Rest der Aussage folgt dann
leicht, denn (Fall a,b € Cf(0)) wegen z9 < 21,20 < Z2,71 < T3,T2 < T3
gilt auch F(xzo) < F(21), F(20) < F(x2), F(z1) < F(x3), F(22) < F(x3), also
sind ¢,d, é,d € C{(0) und da die Geraden Ry (y0),r(z;) Und Rp(g,),F(z,) geDAU
einen Schnittpunkt haben (F ist bijektiv und Ry 4, Reo 2, haben genau einen
Schnittpunkt), sind ihre Richtungsvektoren ¢ und d linear unabhiingig.

\) Fall “{¢,d,d} linear abhiingig®: Dann liegen die Punkte F(x), ..., F(z3) alle
in der Ebene F(xo) + span{c,d}. Da die Geraden Rp(s,),F(zs) Und Rp(z,),F(as)
daher auch in dieser Ebene liegen und keinen Schnittpunkt haben, mufl dann
{d,d} linear abhingig sein, d = k;d. Genauso sicht man das gilt ¢ = kyc. Es
folgt

F(zs3) — F(zo) =c+d=c+hkd=d+é=kyc+d .
Da {c,d} linear unabhiingig ist folgt k1 =k, =1, dh. ¢ =¢,d = d.

-) Wir werden im folgenden zeigen das der Fall “{c,d, d~} linear unabhéngig®
nicht auftreten kann. Sei also indirekt angenommen es wire {c, d, d} linear un-
abhéngig.

-) Betrachte den 3-dimensionalen Teilraum V := span{c, d,d}. Dieser Teilraum
ist nichtentartet: Sei z € V°, dann ist span{c, 2} ein neutraler Teilraum von M
und kann daher hichstens 1-dimensional sein, d.h. £ = k;¢. Genauso folgt durch
Betrachtung von span{d, z}, da = kod. Da {¢, d} linear unabhiingig ist folgt
k1 = ko = 0, also z = 0. Mit dem selben Argument sieht man dafl span{c, d}
nicht-entartet ist. Da span{c,d} neutrale Vektoren enthilt folgt dafi er nicht
semidefinit sein kann, also positiven Index 1 und negativen Index 1 haben muf}
(seine Dimension ist ja 2). Da V, als Teilraum von M, negativen Index < 1 hat
folgt da8 das orthogonale Komplement von span{c, d} in V positiv definit (und
eindimensional) ist. Wihle e € V sodafl [e,e] = 1 und e L span{c,d}, soda§
also V = span{ec,d, e} ist.

-) Fiir A € R betrachte den Vektor
u(A) := F(zg + a + Ab) — F(zo + Ab) € Cn(0)

Da F(zo + a + Ab) auf der Geraden Rp(yo+ta),F(zo+atb) Und F(zo + Ab) auf
der Geraden Rp(y),F(z0+5) liegt und diese Geraden in F(zo) + V' liegen, gilt
u(A) € V. Daher erlaubt u()) eine Darstellung als

u(A) = ur(A)e + u2(A)d + uz(Ne .

Es gilt u(0) = F(zo + a) — F(z0) = ¢, also u; (0) = 1.

-) Wir zeigen daBl uq(A) # O fiir jedes A € R gilt: Angenommen uq(Ag) = 0.
Dann ist sicher Ag # 0. Es ist u(Ag) = u2(Ao)d + uz(Ao)e, und u(Ao) € Cn(0),
also folgt

0 = [u(Xo),u(Xo)] = uz(Xo)” ,
d.h. uz(Ag) = 0. Schreibe nach Lemma 3.7

F(zg +a+ M\b) = F(zo +a) + £(\)d

F(.CL'O + )\b) = F(SU()) + ﬁ()\)d s
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dann gilt
u2(Ao)d = u(Xo) = (F(2o + a) — F(x0)) +(Xo)d — £(No)d .

/

"~
=c

Also folgt ~ ~
c+ ﬁ()\o)d + (_E()\O) - Uz()\o))d =0 y

ein WS! zur Annahme das {c,d, d} linear unabhiingig ist.

-) Betrachte die Ebene E := F(z) + span{d, e} und die Gerade R = {F(z¢ +
a+ Ab) : X € R} = Rp(zo+4a),F(zotatd)- Wir zeigen das EN R = ( ist: Sei
angenommen F'(zg + a + A\gb) € E. Da stets

F(zo 4+ Ab) = F(zo) + ((\)d € E
liegt, folgt
u(Xo) = F(zo + a + Aob) — F(zo + Aob) € span{d,e} .

Damit wére also u1(Ag) =0, ein WS!

Also ist R eine Gerade in dem 3-dimensionalen Raum F(zo) + V die mit
der, ebenfalls in F(zo) + V liegenden Ebene E = F(x¢) + span{d,e} keinen
Schnittpunkt hat. Es mufl daher ihr Richtungsvektor, das ist d, in span{d, e}
liegen. Nun ist span{d, e} positiv semidefinit und

span{d, e}° = span{d} .
Da d neutral ist folgt wegen der Schwarzschen Ungleichung daff sogar
de span{d,e}° ,

also d € span{d} gilt. Damit sind aber d und d und daher erst recht ¢, d, d linear
abhingig, ein WS!. ~

Wir schlieflen also, daf8 der Fall “{c, d, d} linear unabhiingig* nicht eintreten
kann.

O

3.9 Lemma. Sei zusdtzlich vorausgesetzt, daff F(0) = 0 gilt. Dann ist F' linear.

Beweis.
-) Zuerst eine vorbereitende Bemerkung: Sei a € Cn(0), dann existiert eine
Basis {a1,...,a4} von M sodaBl a; € Cn(0) und {a,a;} linear unabhingig,
i=1,...,4.
Wegen Satz 1.19 existiert eine ONB {ey,...,es} von M ([eq, e4] = —1) sodafl
fiir ein gewisses A € R
a=Aes+eq)

gilt. Setze
a1 := €1 —€4,02 1= €] + €4,03 1= €3 — €4,04 = €3 — €4
Dann gilt Q(a1) = Q(a2) = Q(az) = Q(as) = 0. Ist

Atay + -+ Aag =0,
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d.h.
0= A1(er —eq) + Aa(er +eq) + A3(ea —eq) + Ma(es —eq) =
= (A1 + Aa)er + Azea + Ages — (A1 — Ao+ A3 + \a)es

so folgt also A3 = 0, A4 = 0 und A1 + A2 = 0,A\; — A2 = 0, und damit auch
A1 = Ay = 0. Weiters sind a, a; fiir jedes i =1, ...,4 linear unabhéngig.

) Sei x € M,a € Cn(0). Schreibe z in der Basis {ai,...,a4} die wie oben
gewidhlt wurde x = A1aq + - .. + Asaq. Wir betrachten die folgende Situation:

a )\1(11
a
0 )\10,1
F(a)
F(a+ Aia1 a 101 202
ro ( ) F(a+ A1 + Asas) F(a)
F(a+ Aa1 + Xaas + Aza3)
F(a) Fla) Flz)
F(0)=0
F(a)
F(A1a1) F(A\1a1 + A2a2)

F(A1a1 4 A2a2 + A3za3)

Die schrittweise Anwendung von Lemma 3.8 auf die Parallelogramme
[0, a, /\1(11, a + /\1(11], [/\1(11, a+ /\1a1, Arar + /\2(12, a+ \ai + /\2&2], USw. zeigt
daf} die vertikalen Seiten in unteren Diagramm alle gleich, also alle gleich F'(a)
sind. Wir erhalten F'(z + a) — F(z) = F(a), also

F(x+a)=F(x)+ F(a) .
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-) Seien z,y € M und sei {ay,...,as} eine Basis aus neutralen Vektoren. Schrei-
be y = A\a; + - - - + \qa4, dann gilt

F(m—}—y)=F($+/\1a1+---+)\4a4)=F(($+)\1a1+---+)\3a3)+)\4a4)=

=F@+ ai+---+A3a3) + F(Maq) = --- = F(z) + F(Mra1) +-- -+ F(May) .

Genauso sieht man
F(y) = F()\laq) +---+ F()\4a4) ,

also folgt F(z +y) = F(z) + F(y).
-) Sei a € Cn(0). Nach dem bereits bewiesenen gilt (mittels Induktion)

F(na) =nF(a),n € N. (3.1)

Weiters ist

0=F(0) = F(a—a) = F(a) + F(—a)
d.h. F(—a) = —F(a). Wir erhalten, daf§ (3.1) sogar fiir n € Z gilt. Sei m € N,
dann ist also

d.h. " 1

Es folgt daB (3.1) sogar fiir n € Q gilt. Wegen Lemma 3.7 ist F eine stetige
Funktion auf Ry 4, d.h. F(Aa) hingt stetig von A € R ab. Es folgt

F(Aa) = AF(a), AER.

-) Sei € M und schreibe x als Summe von neutralen Vektoren, = by +- - -+by.
Dann gilt Az = Ab; + - - - + Aby und

F(z) =F(1)+---+ F(bs) .
Es folgt
F(O\z) = FO\by) + -+ F(\bs) = AF(by) + - - + \F(by) =
= A(F(by) +--- + F(bs)) = A\F(z) .

O

Beweis. (von Satz 8.4) Sei F : M — M ein kausaler Anhomorphismus, F' € A.
Sei weiters T' die Translation T : z — z — F(0). Wihle eine zuldssige ONB
{e1,...,eq} von M (eq € C}(0)) und setze k := —Q((T o F)eq). DaTo F € A
folgt (T o F)(es) € CF(0). Insbesondere gilt k¥ > 0. Sei K die Dilation K :

x - ﬁx Die Abbildung L := K o T o F liegt in A und hat die Eigenschaft

L(0) = 0, Ley € C}(0) und Q(Les) = —1. Nach Lemma 3.9 ist L linear.
Betrachte die Vektoren e; + e4,e;7 — e4 € Cn(0). Dann gilt auch L(e; +
es),L(e1 —eq) € Cn(0). Also folgt Ley + Ley = L(e; £ e4) € Cn(0), also

0 = [Ley, Ley] + 2[Ley, Ley) + [Les, Le4]
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0= [Lel, Lel] — 2[Lel, L€4] + [L€4, L€4]
Man erhdlt [Le;, Les] = 0 und [Leq, Le;] = 1. Analog sieht man [Le;, Les] =
0,[Le;, Le;] =1, fiir ¢ = 2, 3.
Betrachte den Vektor e; + ey + v/2e4 € Cn(0). Es folgt das auch L(e; +
es +V2e4) = L(ey) + L(es) + V2L(e4) € Cn(0). Unter Ausniitzung der bereits
bekannten Beziehungen erhilt man

0= [Lel, Lel] +2[L€1, Lez] + [Lez, Lez] +2 [L€4, L€4]
—— —— ——
=1 =1 =—1

Es folgt [Ley, Lez] = 0. Analog erhilt man [Le;, Les] = 0 und [Leg, Les] = 0.

Insgesamt bildet die lineare Abbildung L die zuliissige ONB {ey,...,es} auf
eine zuldssige ONB {Le, ..., Les} ab. Nach Lemma 2.19 ist L orthochronous.
Wir haben also fiir F' die Darstellung

F=T"'oK 'oL

gefunden.



Kapitel 4

Die Lorentz Gruppe

Sei O ein zuldssiger Beobachter, {ey,...,es} seine zulissige Basis, d.h. ein Er-
eignis = wird von O an der Stelle (z1,...,z4) beobachtet wenn zy, ..., x4 gerade
die Koordinaten in x = x1e; + ...+ z4e4 sind. Der Zeitpunkt z4 an dem sich x
befindet 148t sich einfach berechnen als

Ty = —[x,e4] .
4.1 Beispiel. Seien O, O zwei Beobachter mit zuléssigen Basen {el, ...,es} und
{é4,-..,€4} und sei die Koordinatentransformation L von O zu O orthochronous

(d.h. ©, O verwenden den gleichen Ursprung und Skalierungsfaktor). Sei v die
Konstante
v = [é4,€4] ,

wegen Lemma 2.20 und da €4, e; zukunftsorientiert sind gilt v > 1.
Betrachte nun zwei Ereignisse z,y die O an dem gleichen Ort aber zu ver-
schiedenen Zeiten beobachtet, d.h. es sei

T =0a+ T4€4,Y = a+ Ysey,

mit a € span{er, ez, ez} und A, 4 € R, A # p. Wir fragen zu welchen Zeitpunkten
O diese Ereignisse wahrnimmt:

~

B4 = —[z,é4] = —[a,é4] + 247y

g1 = —[y,é4] = —[a,é4] + yay

Insbesondere ergibt sich
&4 — Ja = (@2 — ya)

d.h. fiir O vergeht zwischen x und y mehr Zeit als fiir O. Dieses Phinomen nennt
man Zeitdilatation. Man beachte, dal z und y fiir O auch an im allgemeinen
verschiedenen Orten stattfinden. Tatséichlich beobachtet @ das Ereignis z am
Ort z — £4€4 € span{éy, éz,€3} und y bei y — §4€4. Nun ist

T — T4€4 = a + Taeqg — T4€4 ,
Y — Ys€q4 = a + yseq — Yaéyq .

31
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Sieht O die beiden Ereignissse am selben Ort, so folgt also
(ya — za)es = (§a — T4)éq

d.h. e4 ist ein Eigenvektor von L. Damit folgt also (vgl. wieder Lemma 2.20)
v = 1. Ist umgekehrt v = 1, so ist &4 = e4 und daher span{ei, ez, e3} =
span{éy, éa,é3} und daher sieht O die beiden Ereignisse auch am gleichen Ort:

T=a+T4€4, Y= a+ Yséy

sind die Zerlegungen von z und y in Komponenten in span{é;,és,és} und
span{é, }.

4.2 Beispiel. Wir betrachten zwei Ereignisse z,y die von O zur gleichen Zeit
(aber an verschiedenen Orten) beobachtet werden,

T=a+ Xeq,y =b+ ey .

Dann beobachtet O diese Ereignisse an den Zeitpunkten

~

T4 = —[.Z‘,é4] = _[a7é4] + /\’7 )

yA4 = _[y7é4] = _[b7 é4] + A'Y .

Es gilt also im allgemeinen
T4 # Ga -
Dieses Phénomen nennt man die Relativitit der Gleichzeitigkeit.
Beobachtet O je zwei fiir O gleichzeitige Ereignisse ebenfalls gleichzeitig, so

muf} also stets gelten
[b —a, é4] =0 5

d.h. fir alle a,b € span{e;,es,e3} gilt b —a L é;. Das ist genau dann der
Fall, wenn span{ey, e2, e3} C span{é, és, é3}. Es folgt (vgl. Lemma 1.26) das e4
Eigenvektor von L und damit é4 = e4 ist. Daher ist auch v = 1. Ist umgekehrt
v =1, so ist span{ey, ea, e3} = span{éy, és,€3} und daher b — a L é,.

Es scheint also, das jene Transformationen L mit v = 1 zu Beobachtern o
iiberleiten deren Sicht der Welt nicht allzu verschieden ist von der von O.

4.3 Beispiel. Wir betrachten die Weltlinie eines Teilchens dafl sich im Raum-
Koordinatensystem des Beobachters O nicht bewegt, d.h. zum Zeitpunkt A wird
das Teilchen durch das Ereignis @ + Aés4, wobei @ € span{éy,éy,é3} fest ist,
beschrieben. Wir fragen mit welcher Geschwindigkeit der Beobachter O dieses
Teilchen sich bewegen sieht. Beachte das, da L linear ist, der Beobachter O
das Teilchen sich lings einer Geraden (mit, ad hoc, nicht notwendig konstanter
Geschwindigkeit) bewegen sieht.

Betrachten wir also zwei Ereignisse * = G + £4€4,y = a + 34€4, sodall gilt
y —x = (§4 — £4)é4, und berechnen

(y1 — 1) + (y2 — 22)* + (y3 — x3)*
(ya — m4)? '

g =

Nun gilt
Yi—Ti = [y — T, 6] = (Us — T4)[€4, €3], 1 =1,2,3,
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und
Y1 — x4 = —[y — z,e4] = (§a — 4)7 .
Schreibt man é4 = aje; + aszes + ages + yeyq, so hat man also

2 2 2
aiy + a5 + a3

2 _
B - 72
Wegen
—1=0Q(é4) = + a5+ a3 —v%,
folgt
gr=1-2
v

Der Beobachter O sieht also das Teilchen sich bewegen lings einer Geraden mit
Richtung (a1, as2,a3) und Geschwindigkeit |3|. Man beachte, da8 8 nicht von
der Wahl des Teilchens abhiingt, sondern nur von der Grofie v = —[é4, e4]. Dabei
ist 8 = 0 genau dann, wenn v =1 und —1 < 8 < 1 sonst.

4-4 Bemerkung. Die in den vorangegangenen Beispielen beobachteten Effekte
sind vollig symmetrisch beziiglich O und O. Denn sie hingen nun von der Gréfle
v = —[Les, e4]
ab. Geht man nun nicht von O aus sondern von @, so hat man anstelle von 5y

die Grofe
= —[L_1é4,é4]
zu betrachten. Nun ist aber
y=—[L7 ey, 4] = —les,é4) = —[eq, Lea] = 7 .

4.5 Bemerkung. Sei L orthochronous, e € M, Q(e) = —1, und ~y := —[Le,e€].
Weiters sei M; := span{e}*. Dann gilt v = 1 genau dann wenn Le = e, genau
dann wenn L|xq, eine orthogonale Transformation von M;j auf sich ist. D.h.
wenn sich L anschreiben 148t in der Form

My My
p=(% 1) B - H
spane spane

mit einer orthogonalen Transformation L; des 3-dimensionalen positiv definiten
Raumes M.

4.6 Interpretation. Ist L die Koordinatentransformation zwischen zwei zul#ssi-
gen Beobachtern und ist v = 1, d.h. man ist in der oben beschriebenen Situation
mit e = e4 so unterscheiden sich O und O nur um eine feste Verdrehung ihres
Raum-Koordinatensystems.

Wir untersuchen nun die Struktur der Gruppe
Loc :={L: M — M : L orthochronous} .
Zunéchst sei £ die Untergruppe
L:={L € Loc:detL =+1}.

Die Gruppe £ heifit Lorentz-Gruppe. Sie ist als Untergruppe vom Index 2 ein
Normalteiler von Loc. Ist Lo € Loc \ £, so gilt

Loc=LULyL .
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4.7 Interpretation. Sei {ey,...,es} zuldssige Basis und sei Lg jene lineare Ab-
bildung die beziiglich dieser Basis die Matrix

hat. Dann ist Ly € Loc \ £, also gilt fiir jedes L € Loc entweder L € L oder
LoL € L. Anwendung von Ly heifit aber nur bei der e;-Achse die Richtung
zu vertauschen, was sicher keine essentielle Anderung des Koordinatensystems
ist. Die Einschrinkung auf Betrachtung der Untergruppe £ anstelle von Lo
heifit also nur, daf} die Koordinatensysteme der Beobachter gleich orientiert sein
sollen.

Sei im folgenden eine zuliissige Basis {eq,...,e4} festgehalten, und setze
V :=span{e;, es,e3}, U = span{eq,e3} .
Wir definieren die beiden Untergruppen von £
R:={LeLl:LVCV},

B:={LeL:Lly=idy}.

Die Gruppe R besteht aus allen L € £ mit Ley = e4 und heifit Rotationsgruppe.
Fiir ¥ € R definiere eine lineare Abbildung L(¥) durch ihre Matrix beziiglich
der Basis {e1,...,e4}:

coshd 0 0 —sinhd
0 1 0 0
L) = 0 01 0
—sinhd 0 0 coshd

4.8 Satz. Die Abbildung 9 — L(9) ist ein Gruppenisomorphismus von (R, +)
auf B.

Beweis. Es gilt L € B genau dann, wenn sich L zerlegt als

span{e;,eq} span{e;,es4}
r= (% 9): W

wobei M : span{ei,es} — span{ej,es} eine orthogonale Abbildung ist mit
det M = +1 und —[M€4,€4] Z 1.
Die Matrix beziiglich der Basis {e;, e4} von der Komponente M (+#) von L(1)
ist
cosh? —sinhd
M) = ( —sinh?  cosh? )

Wir berechnen
det M (9) = cosh?® —sinh? 9 = 1,

—[M(¥)eq, es) = — cosh - [eq, e4] = coshd > 1.
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Es gilt mit

(1 0
m=1o0 -1

M©®) ' M@) = M©®)" - (m M(9))
_ coshd —sinhd \ [ coshd —sinhd \ (1 0 _
~ \ —sinh?d cosh? sinhd —coshd /]~ \ 0 -1 )~ M
also ist wegen Lemma 1.23 die Abbildung M (9) : span{e;,es} — span{e;,es}

orthogonal.
Wir berechnen weiters fiir 91,192 € R

_ cosh?y —sinhd, coshdy sinhd,
M) M (02) = ( —sinh®;  coshd, ) ' ( —sinhd, coshs )

cosh ¥ cosh ¥y + sinh ¥ sinh¥s — sinh ¥ cosh; — sinh; cosh ¥
— sinh %4 cosh 5 — cosh 1}, sinh ¥4 sinh ¥ sinh 95 + cosh}; cosh ¥,

_ cosh( +92) —sinh(¥; + ¥2)
~ \ —sinh($ +92)  cosh(¥y +99)

Wir haben also gezeigt, dal ¥ — L(9) ein Homomorphismus von (R, +) in B
ist. Dieser ist injektiv, denn ist cosh}; = cosh ¥} und sinh ¢; = sinh 92, so folgt
191 = ’192.

Es bleibt zu zeigen dafl obiger Homomorphismus auch surjektiv ist. Sei also
L € B, oder dquivalent, M : span{e;,es} — span{er,es} gegeben sodafl M or-
thogonal ist, det M = +1, —[Mey4, e4] > 1. Habe M beziiglich der Basis {e1,e4}

die Darstellung
M= ( a11 a2 ) )
a21 Aa22

Dann gﬂt Mey = aj1e1 + az1e4, Mey = ajse1 + azzey, also fOlgt

) = M(¥; + 1)

1=[e1,e1] = [Mey, Me;] = a3, — a3y ,
—1=[es, eq] = [Mes, Mes) = a3, — a3,
0= [e1,e4] = [Mey, Mey] = arraiz — aziaz ,
1 =det M = aj1as3 — aq2as1 ,
1< —[Mey,eq] = ass -
Die dritte Beziehung besagt daf§

det( i 22 ) =0
a21 Qa2 ’
also sind die Vektoren (@11, a22) und (as1,a12) linear abhiingig. Wegen ass # 0
ist der erste nicht der Nullvektor und daher folgt
(a21;a12) = )\(011,022)

fiir ein gewisses A € R. Die ersten beiden Beziehungen sagen nun

1=a7;(1-2%),1=a3,(1-X%).
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Es folgt da8 A € (—1,1) und a1 = %ase. Die vierte Beziehung ist
1 =ama(l—A\?),

also ist aj1ase > 0. Damit fOlgt ai; = ase und ajs = asy-
Wegen ass > 1 gilt es eine Zahl 9 € R mit ass = coshd). Wegen a2, = a2, — 1
folgt a2, = sinh? ¥, also
ai2 = *sinhd .

Steht hier das —, so haben wir M = M (¢). Anderenfalls gilt M = M (-9). -

4.9 Interpretation. Sei L = L(¥) € B Setzt man v := cosh? und § := tanh 4,
so gilt

vy 0 0 By
0 10 0
L= 0o 01 o |
=By 0 0 v

und es ist
Ley = —fyer + ves .

Fasst man L auf als die Koordinatentransformation von O zu O so heifit das
(vgl.Beispiel 4.3), da3 O den Beobachter O sich in Richtung der negativen e;-
Achse mit der (vorzeichenbehafteten) Geschwindigkeit 8 entfernen sieht, und
das die ey, e3-Achse dabei gleichbleiben (daher auch die e;-Achse).

4.10 Beispiel. Seien O, O, ' drei Beobachter. Die Koordinatentransformationen
von O zu @ bzw. von @Azu ' seinen von der Gestalt L(9;) bzw. L(9s), sodall
also O den Beobachter O sich mit Geschwindigkeit 81 = tanh; entfernen sieht
und O den Beobachter ' sich mit Geschwindigkeit 32 = tanhs entfernen
sieht.

Die Koordinatentransformation von O zu O’ ist gegeben durch L = L(¥2) o
L(¥1 + ¥2), sodaBl also @ den Beobachter (0’ sich mit Geschwindigkeit 8 =
tanh(; + 92) entfernen sieht. Es folgt

tanh9; + tanh 9, B1 + B2
= tanh(J ¥y) = = -
B = tanh(d1 +92) 1+tanhd; tanhds 14 16

Diese Beziehung nennt man relativistische Addition der Geschwindigkeiten.

4.11 Satz. Sei {e1,...,e4} eine fest gewdihlte zuldssige Basis und seien die
Gruppen R, B wie oben beziiglich dieser Basis definiert. Dann gilt

L=R-B-R.

Ist L € L und sind
L=RBR; = R{B'R,

2wei entsprechende Zerlegungen, so gilt entweder B' = B oder B' = B~1L.

Beweis. Sei L € L gegeben und sei a € V sodafl Ley = a + yes. Wihle eine
orthogonale Transformation R; des Raumes V auf sich mit Determinante +1,
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die den Vektor a auf ein positives Vielfaches von e; abbildet, Ria = aer,a > 0.

Sei Ry : M — M die Rotation die gegeben ist als

~ \% V
span{es } span{es}
Es gilt
(RyoL)es = Ria+ yRieqs = ae; + vey .
Dabei gilt

—1=Q(es) = Q(R1Les) = a® —*,

also ist (a,y > 0) stets v > «a. Sei ¥ € R. Wir betrachten L(4). Es gilt

L(Y)(aer +ves) = aL(¥)er +yL(¥)es =

= a(cosh¥e; —sinhdeq) + y(—sinhde; + coshdeq) =
= (acosh¥ — ysinh¥)e; + (—asinh 9 + vy coshd)ey -

Wihle ¥ € R so daf o
tanhd = — |
v

wegen 0 < a < 7y ist so eine Wahl moglich. Dann gilt also L()(aer + yeq) €

span{es} und damit

(L(9) o Ry o L)ey € span{ey} .

Es folgt dal Ry := L(¥) o Ry o L € R ist und wir haben eine Zerlegung

L:Rl_loL(—'ﬁ)ORQ

erhalten.

Um die Eindeutigkeitsaussage zu zeigen bemerken wir das folgende: Fiir

L € L setze y(L) := —[Ley, e4]. Dann gilt fiir je zwei L € Lund R€ R

Y(RL) = y(LR) = (L) .

Denn mit R ist auch R~! eine Rotation und wir erhalten

[(RL)es,es] = [R"*(RL)es, R eq] = [Ley,e4] ,

[(LR)€4,€4] = [L(R€4),€4] = [L€4,64] .

Nun gilt stets
Y(L(9)) = coshd

und wir schlielen das wegen (B = L(¥), B' = L(¢¥"))
Y(L) = v(R1BR;) = v(B) = cosh ¥

AL) = R, B'Ry) = 7(B') = cosh ¢’
entweder ¢ = ¢’ oder ¥ = —19' gelten muf .
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Kapitel 5

Die Pfadtopologie

5.1 Zukunftsorientierte Kurven

5.1 Definition. Wir verstehen unter einer E-stetigen Kurve in M eine stetige
Abbildung

a: I — (M, Tg)

wobei I C R ein Interval (offen, abgeschlossen oder halb-offen) ist welches die
Spurtopologie von R tragt und wobei Tg die Euklidische Topologie des Vektor-
raumes M bezeichnet.

5.2 Bemerkung. (i) Ist {b1,...,bs} irgend eine Basis von M so ist

(i)

(ii4)

¢;{ MTe) = (&S] ]l2)

T = E.’L‘sz — ($1,...,[E4)
ein Homsomorphismus. Hierbei ist z.B. ||(z1,...,24)[|3 = 27 + --- + 22

Das innere Produkt

[':'] : (MaTE)2 - R

ist stetig. Denn: sei {ey,...,es} ONB, dann gilt (z = z1e1+. ..+ z4e4,y =
y1e1 + -+ + yaey)

[z,y] = 191 + T2y2 + T3ys — Tays

und daher ist [-,-] eine stetige Funktion der Koordinaten
(:L'la tee a$4)7 (yla tee Jy4)'

Ist ||.|| eine Norm auf M, so stimmt Tg mit der von dieser Norm indu-
zierten Topologie iiberein. Insbesondere wird eine Umgebungsbasis eines
Punktes x € M bzgl. T gegeben durch die offenen Kugeln.

NP(z)={yeM: |ly —zl| <€} .

Diese Mengen sind natiirlich von der gewdhlten Norm abhéngig. Wir hal-
ten im folgenden eine Norm ||.|| auf M fest und verwenden die bzgl. dieser

39
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definierten NZ(z). Und zwar verwenden wir eine Norm die auf die fol-
gende Art definiert wird: Sei {e1,...,es} eine zuldssige Basis, und sei fiir
T =2x1€1 + '+ X4e4

l|]|? ::xf+---+xi.

D.h. ||.|| ist die vom inneren Produkt (-,-) = [J.,.] kommende Norm wobei
J die Fundamentalsymmetrie e; — e;,7 = 1,2,3, eq4 — —ey, ist.

5.3 Definition. Sei a : I — M eine E-stetige Kurve. Wirnennen a zukunfts-
orientiert an der Stelle tyg € I, wenn es eine Umgebung U von tg in I gibt, sodaf}
gilt

Vie U, t >ty : Oé(t) > Oé(to)

Vte Ut <tg: Ol(t) < Oé(to) .

Die Kurve heifit vergangenheitsorientiert an der Stelle to € I, wenn es eine
Umgebung U gibt mit

teU,t >ty = a(t) < a(ty)

t € U, t<to = a(t) > a(to) .

Die Kurve a heifit zukunftsorientiert, wenn sie an jeder Stelle ¢y € I zukunfts-
orientiert ist. Analog definiert man « vergangenheitsorientiert.

5.4 Lemma. Sei a : I — M zukunftsorientiert. Dann ist « injektiv und ein
Ordnungshomomorphismus von (I, <) in (M, <).

Beweis. Sei t_,t; € I,t_ < ty. Wir zeigen a(t_) < a(t4), dann folgen alle
Behauptungen des Lemmas.
Betrachte die Menge

M:={te (t_ts]:alt)> alt_)} .

-) Die Menge M ist nicht leer: Sei U; die Umgebung von ¢_ aus der Definition
von zukunftsorientiert. Da ¢_ nicht rechter Endpunkt von I ist, enthilt U;_ ein
Intervall der Gestalt [t_,t_ + €]. Es folgt (t—,t_ + €] C M. Wobei hier € so klein
gewdhlt wurde, daB ¢t + € <i,4.

-) Sei T := sup M und sei t, € M mit lim, o0 t, = T. Wegen [t_,t4+] C I und
M C [t_,ty] folgt t,,T € I. Da I die Spurtopologie trigt, folgt das t, — T
in der Topologie von I. Sei Uy die Umgebung von T aus der Definition von
zukunftsorientiert. Dann existiert ein ¢5 mit ¢ty € Up. Da jedenfalls ty < T
folgt

a(te) € afty) € a(T) ,

dh.T e M.

-) Es gilt T' =t : Angenommen es wire T' < t;. Dann ist insbesondere T' nicht
rechter Endpunkt von I. Also existiert ein Intervall der Gestalt [T,T +€] C Ur.
Hier wiahlen wir € so klein, dal T+ € < t,. Es folgt T+ € € M, ein WS! denn
T =supM.

Wir schlieflen also a(t_) < a(ty).
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5.5 Korollar. Seien z,y € M. Dann gilt x € y genau dann, wenn es eine
zukunftsorientierte Kurve a : [0,1] = M g¢ibt mit a(0) = z,a(1) = y.

Beweis. Ist a:[0,1] = M zukunftsorientiert, so folgt aus Lemma 5.4
z=0(0)<a(l)=y.

Sei umgekehrt z < y, d.-h. y — z € C;(0). Dann gilt fiir r > 0 stets r(y — z) €
CF(0) (vgl.Lemma 2.6). Also die Kurve

alt) ==z +tly —a),t €]0,1],

zukunftsorientiert.
O
Ist a : I - M eine E-stetige Kurve, und ist ¢ € M festgehalten, so ist die
Funktion
o : I - R
Lt o al(t) = —[at),
stetig.

5.6 Lemma. Seia : I — M zukunftsorientiert in to und seic € C}(0). Weiters
sei U die Umgebung von tg aus der Definition von zukunftsorientiert. Dann gilt

Vie Ut <tp: ac(t) < O[C(t())

Vte Ut > to : ac(t) > ac(to) -
Eine analoge Aussage gilt falls o bei tog vergangenheitsorientiert ist.

Beweis. Sei t € U,t > to. Dann gilt a(t) > a(ty), d.h. a(t) — a(ty) € C£(0).
Also ist a(t) — a(tg) ~ ¢ und wir erhalten

ac(t) — alte) = —[a(t), ] + [afto), o] =

= —[a(t) - alte),c] > 0.

Alle anderen Fille folgen genauso. -

5.7 Lemma. Sei o : I — M eine E-stetige Kurve. Ist a an jeder Stelle
to € Int I zukunfts- oder vergangenheitsorientiert, so ist o insgesamt zukunfts-
orientiert oder vergangenheitsorientiert. D.h. so ein a kann nicht an einer Stelle
zukunftsorientiert und an einer anderen vergangenheitsorientiert sein.

Beweis.

-) Angenommen es wére tg,t; € Int I und a bei ¢y zukunftsorientiert und bei #;
vergangenheitsorientiert. Sei z.B. to < t;. Wihle ¢ € CF(0) und betrachte die
Funktion a.. Als stetige Funktion auf [tg, t1] besitzt «. ein Maximum auf [to, t1].
Dieses kann wegen Lemma 5.6 nicht bei ¢y und nicht bei ¢; angenommen werden,
wird also an einer Stelle ¢y, € (to,t1) angenommen. Da a bei t,,x entweder
zukunfts- oder vergangenheitsorientiert ist, kénnen aber nicht die Werte von
a.(t) sowohl fiir ¢ < tyax als auch fir ¢ > tyax kleiner sein als a¢(tmax)-
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) Sei nun T' € I\ Int I, z.B. sei T rechter Endpunkt von I. Sei tg € Int I und
tn, € Int I mit ¢, /' T,t, > to. Dann gilt a(ty) < a(t,) d.h. a(t,) —alty) €
CF(0). Da a stetig ist folgt mit Lemma 2.12 daf

oT) — afte) = lim (a(to) — a(to)) € CF(0) UCK(0) U {0} -

Wihle ¢; € Int I mit tg < t; < T. Wegen Lemma 5.4 gilt a(ty) < a(t1), d.h.
a(t1) — a(ty) € CF(0). Die obige Argumentation mit ¢, statt to zeigt daf

a(T) — a(t1) € CF(0) U CH(0)u {0} .
Lemma 2.11 zeigt daf
a(T) = a(te) = (a(T) — a(t1)) + (a(tr) — alto) € C£(0) .

Wir konnen also fiir die verlangte Umgebung Ur aus der Definition von zu-
kunftsorientiert die Menge

Ur:=IntIU {T}

nehmen.
Der Fall das T € I \ Int I linker Endpunkt von I ist wird analog behandelt.

O

5.8 Bemerkung. Ist o : I — M zukunftsorientiert, so ist

a:{ _—; : ag\:lt)

vergangenheitsorientiert.

5.2 Die Pfadtopologie

Die Euklidische Topologie Tg auf M hat keine wirkliche physikalische Bedeu-
tung. Die sogenannte Pfadtopologie T, die im folgenden untersucht wird ist
dagegen “interpretierbar®.

5.9 Definition. Eine Menge V C M heifit P-offen, V € T,, wenn gilt: Fiir jede
zukunfts- oder vergangenheitsorientierte Kurve o : I — M existiert eine Menge
U € Tg sodafl

)NV =a(l)NnU . (5.1)

Aufgrund von Bemerkung 5.8 ist V € 7, genau dann, wenn fiir jede zu-
kunftsorientierte Kurve « ein U € T existiert soda$ (5.1) gilt.

5.10 Lemma. 7, ist eine Topologie auf M.

Beweis.
JIst V=0 bzw. V = M, so leistet U = 0 € Tg bzw. U = M € Tg das
Gewdiinschte.
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)Sei V; € Tp,j € J, und sei @ : I — M zukunftsorientiert. Weiters seien
U; € Tg wie in (5.1) fiir V;. Dann gilt |, , U; € Tg und

nUJ Vi=U ®nvy) = (nnty)=annJU;.
JEJ JEJ JEJ JjE€J

) Ist, mit den obigen Bezeichnungen, J endlich sodaf§ also ;. ; U; € Tg. Dann
ist

N Vi=() ednVy) =) (a)nU) =) N (U

JjeJ jeJ JEJ jEJ

O

5.11 Bemerkung. 7T, ist feiner als Tg. Dann ist V' € Tg, so gilt fiir jede Kurve
a klarerweise a(I) NV = a(I) NV, d.h. U = V in Definition 5.9. Es gilt also
Te C 7.

5.12 Lemma. Fiir x € M und € > 0 setze
C(x) = Cr(x) U{a}
NP(z) :==C(z) N NE(z) .

C(%) NP
Dann gilt C(x), NF(z) € T, \ T&.

Beweis. Sei a : I - M zukunftsorientiert. Ist = ¢ a(I), so gilt
a(I)NC(z) = a(I) NCr(x)

und Cr(z) € Tg (vgl. Lemma 2.12). Ist « € a(I), so gilt wegen Lemma 5.4 das
a(I) C C(z), und damit ist

a(I)NC(z) = a(I) = a(I) N M

und M € Tg. Wir haben gezeigt, dal C(z) € T, liegt. Nun ist stets NZ(z) ¢
C(z), denn ist g € M mit Q(zg) > 0, so gilt fiir § hinreichend klein

z+6z9 € NP(2)\C(2) .
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Also kann C(x) beziiglich der Euklidischen Topologie Tg nicht offen sein.
Es gilt C(z), NP(z) € T,, also auch NF(z) = C(z) N NF(z) € T,. Wegen
NFP(z) CC(x) ist ebenfalls fiir jedes € >0

NP(x) 2 Nl () ,

lso NP .
also NP (z) ¢ g _

Wenn wir klar herausstellen wollen bzgl. welcher Topologie Tg bzw. 7, die
Bildung des Inneren-, Abschlusses-, Randes - einer Menge A C M zu verstehen
ist, so schreiben wir Intg A, Clg A,Bdg A oder eben Int, A, Cl, A, Bd, A.

5.13 Satz. Sei x € M. Die Familie
{NP(z):e>0}
bildet eine Umgebungsbasis von x bzgl. Tp.

Beweis. Sei x € M,V C M offen bzgl. T,, x € V. Wir zeigen, daf es eine
Menge NP (z) gibt mit NP (z) C V.

Angenommen es gilt NP (z) € V fiir alle ¢ > 0. Dann muf entweder eine
Folge () nen mit x, € CF(2)\V, z,, KEN x, oder eine solche mit z,, € C1 (z)\V,
existieren: Denn : Wir konstruieren induktiv eine Folge (yn)neN Seir; =1 und
wihle y; € N} (z) \ V. Wihle ro € (0,min{||y1(|}) und y» € N (z) \ V. Wihle
T3 € (O,mln{llyzlla 3}) usw. Wegen y,, € N{'(z) \ {z} C Cr(z) = C7(2) UCF (2)
gibt es eine Teilfolge (z,)nen mit entweder x, € Cf(x), n € N, oder eine
Teilfolge mit z,, € C; (z),n € N, (oder beides). Wegen y, € N¥(z) gilt y, — =
in Tg und daher erst recht z,, — = in Tg. "

OBdA betrachten wir den Fall z,, € C; (2)\V,z, = = in Tg. Wir konstru-
ieren induktiv eine Teilfolge (x,, )ren mit

Ty > Tny > > 1.

Setze 01 = 1,n1 = 1. Nun gilt z,, € Cf(z), also z € C; (zs,). Wegen Lemma
2.12 gibt es 6, > 0 sodaB Nf(z) C Cy (xn,)- Wihle ny > ny sodaB z,, €
N (2). us.w. Da stets z,, > z gilt haben wir eine Teilfolge mit der gewiinschten
Eigenschaft erhalten.

Definiere eine Abbildung « : [0,1] — M wie folgt: Fiir t = +,k € N, setze
a(t) := z,,. Weiters sei «(0) := = und sei «a(t) fiir t € (%,m) jeweils die
lineare Verbindungsstrecke von x,, zu ,,,,. Dann ist o eine bzgl. T stetige
Kurve und es gilt fiir ¢1,t2 € [0,1],¢1 < t2 stets a(t;) € a(tz), d.h. a ist
zukunftsorientiert.

Da V € T, liegt, existiert U € Tg soda8 a([0,1]) NV = «([0,1]) NU. Wegen
z € a([0,1]) NV folgt € U. Wegen z,, € a([0,1]) und z,, ¢V folgt z,, ¢ U.

Jedoch gilt x,,, — = bzgl. Tg und U offen bzgl. Tg, ein WS!. -

5.14 Satz. Sei x € M,e > 0. Dann gilt

Clp (NF(2)) = Cli (NF(2)) \ (Bdu(NE (2)) N Bdp(C()))
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ClIENS®) ClECW) ClIpNS ()

Beweis. Da Tp D Tg ist, gilt
Clp (NF(z)) C Clg (NP (2)) -
Wegen NP(z) = NE(z) N C(z) und
Clp(N/ (z)) = Clp(NF(2) N C(2)) € Clg(NF(2)) N Clp(C(z)) =
= [NF(z) UBdR(NF (2))] N [C(z) UBdRC(z)] =
= [NF(z) N C(2)] U [Bdp(N7 (z)) N C(x)] U [NF (z) NBdg C(z)U
UBdg(NF(z)) NBdg C(z))]

miissen wir drei Falle iiberpriifen.
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-) Sei y € Bdg(NZ(z)) NC(x) und sei § > 0 gegeben. Wihle 1 > r > 0 so klein,
daByo :=y+r(z—y) € NF(y). Wegenyo =z + (1 —7)(y —z) und |jly —z|| = €
gilt yo € NF(z). Wegen y € C(z), d.h. y — z € Cr(0), gilt yo € C(y) und auch
yo € C(x). Wir haben also

Yo € Ni (y) NN (2) 0,
und da § beliebig war und die NF(y) eine Umgebungsbasis sind folgt y €
Clp(N{ (2)).

) Sei y € NE(2) NBdg C(x) und sei § > 0. Da Bdg C(z) = Cn(z) gilt entweder
y = z,y < z oder y > z. Im ersten Fall gilt y € NF (z) trivialerweise. Der zweite
Fall wird genauso behandelt wie der Dritte: Sei also y > z. Wihle v € C; (0)
mit ||v]| < min{4, e— ||y — ||}, und setze yo := y+v. Dann gilt yo € NF(y),yo €
NE(z),yo € CF(y) und wegen z < y < yo auch yo € Cf(z). Insgesamt also

yo € N (&) NNy (y) # 0

und wir schliefen wieder y € Cl,(NF(z)).

) Sei y € Bdg(NE(z)) N Bdg C(z). Dann ist also ||y — z|| = € und entweder
y € Cl(z) oder y € Cy(x). Wir behandeln oBdA den Fall y > z. Dann gilt
y & Clg(Cr (z)) = C7 (z) UCx(z) U {z}, also existiert ein § > 0 sodal NE(y) N
Clg(Cr(z)) = 0.
Angenommen NP (z) N NP (y) # 0. Existiere also
Yo € N (z) NC(z) NN (y) NC(y) -

Wegen obiger Wahl von § gilt yo € CF: (). Ist yo < y, so folgt damit 7 < yo < y
also z < y, ein WSL. Sei y < yo, also yo —y € CF(0). Sei {e1,...,eq} die
zuldssige Basis mit deren Hilfe die Norm ||.|| definiert ist (vgl. Bemerkung 5.2)
und schreibe

y—z=a+aes, Yo—y=>b+Pes,

mit a, b € span{e;, s, e3} und o, B € R. Wegen y—z € C(0) und yo—y € C; (0)
folgt (vgl. Lemma 2.7)
a = —[y—ZL’,€4] > Oaﬂ = _[yO —y,€4] >0.
Bezeichnet (.,.) das innere Produkt von dem ||.|| kommt, so gilt
lyo = 2l1* = 1l(yo —y) + (y = 2)|I* = (@ + b) + (a + B)ea||* =
= (a+b,a+b)+ (a+pB)* = |la|® +||b]|* + 2(a, b)+
+a? + % + 2a
Nun ist
ly — 2l1> = (a + aes,a + aeq) = [la|* + o,
und sémtliche
1b1I*,2(a, b), 82,208 > 0,
also
llyo —zll > lly — =zl =€,
ein WS! zu yo € NZ(z).
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O
5.15 Korollar. Wir erhalten aus den obigen Sditzen einige topologische FEigen-
schaften von (M, T,).

(@) (M, Tp) erfillt das 1. Abzihlbarkeitsaziom, d.h. jeder Punkt besitzt eine
abzdhlbare Umgebungsbasis.

(i1) (M, T,) ist separabel, d.h. es gibt eine abzihlbare dichte Teilmenge.

(79i) Jede Gerade R := {xo+tv : t € R} mit Q(v) > 0 ist ein abgeschlossener
diskreter Teilraum von (M, Tp).

(tv) (M, T,) ist Hausdorff aber nicht regqulir und daher auch nicht lokalkom-
pakt.

(v) (M, Tp) ist weder abzihlbar kompakt, Lindeldf, noch erfillt er das 2.
Abzihlbarkeitsaxiom.

5.3 Homd&omorphismen von (M, 7,)

Unter einer P-stetigen Kurve verstehen wir eine Funktion a : I - M auf einem
Intervall I, die stetig bzgl. T, ist. Da 7, feiner als T ist, ist jede P-stetige Kurve
auch FE-stetig.

5.16 Lemma. Sei a : I — M zukunftsorientiert (oder vergangenheitsorien-
tiert). Dann ist « auch P-stetig.

Beweis. Sei V € T,. Dann existiert U € Tg sodafl
a)NV =all)nU .
Dabher ist
a ') =ata)nV)=aHa(I)NU) =a V) .

Da a insbesondere E-stetig ist, ist a=!(U) offen in I. .

5.17 Lemma. Sei a : [ - M. Dann ist a P-stetig genau dann, wenn o E-
stetig ist und wenn zu jedem tg € I eine Umgebung U von tgy in I existiert sodafs

a(U) € C(afto))-

Beweis. Sei a P-stetig. Da C(a(to)) € T, liegt ist U := a=*(C(a(ty))) offen in
I. Nun gilt
to € 2™ (C(alto))) ,
also ist U eine Umgebung von t;. Wie oben bemerkt ist a auch E-stetig.
Erfiille nun umgekehrt « die Bedingungen des Lemmas, und sei V' € 7. Sei
to € I sodal a(tg) € V, d.h. tg € a=' (V). Da V € T, existiert eine Menge
NFP(a(to)) C V. Nun gilt NP (a(ty)) = NE(a(ty)) NC(alto)), also ist

a” (N (a(to)) = a™ (NP (a(to)) Na™ (C(a(t))) -



48 KAPITEL 5. DIE PFADTOPOLOGIE

Da a E-stetig ist, ist @~ (N (a(ty))) eine Umgebung von ty. Nach Vorausset-
zung des Lemmas ist auch a=(C(a(ty))) eine Umgebung von t,. Insgesamt ist

U :=a 1 (NF(a(ty))) eine Umgebung von ¢, und es ist a(U) C V. .

5.18 Korollar. (M, 7,) ist wegzusammenhingend (und daher insbesondere zu-
sammenhdngend).

Beweis. Seien z,y € M. Wihle v € M mit Q(v) < 0 und betrachte den Punkt
z(t) := z + to fiir ein ¢ € R dann ist also z(t) € C(z). Es gilt

Q(z(t) —y) = Q(z — y) + tv) = Q(z —y) + 2z — y,v]t + Q)" .

Wegen Q(v) < 0 ist dieser Wert fiir hinreichend grofies ¢ € R sicher negativ,
d.h. es gilt z(to) € C(y) fiir ein geeignetes to € R. Setze z := z(t). Die Kurven

N { 0,1 - M
L r ~ z+r(z—1)

JL,2] - M
ag.{ r = z+(r—1y-—=2)

sind zukunfts- oder vergangenheitsorientiert, also auch P-stetig. Wegen a4 (1) =
as(1) ist auch

[0,2] - M
a: N {al(r) , r€[0,1]

P-stetig. Es gilt a(0) = z,a(2) = y.

5.19 Korollar. Seie >0 und x € M. Die Menge
NP*(2) := NP(z) N Cf (z)

ist in (M, T,) wegzusammenhingend. Gleiches gilt fir die Menge NP~ (z) :=
NE(z) NCz ().

Beweis. Seien y1,y> € NP*(z). Betrachte den Punkt
2(t) ==z +t(y1 —x),t €[0,1] .
Dann ist fiir ¢ > 0 stets z(t) € NP+ (z), denn y; > = und daher auch
<Lz +tlyr —x),
und |ly1 — z|| < € und daher auch
llz(t) — 2|l = llt(yr — z)l| <€

Weiters hingt z(t) stetig von ¢t ab (bzgl. Tg, wegen y; < = sogar auch bzgl.
Tp)- Jedenfalls ist Q(z(t) — y2) eine stetige Funktion von ¢ € [0,1]. Nun gilt
Q(2(0) —y2) = Q(z — y2) < 0, also gibt es ein ¢y > 0 sodall Q(z(tg) — y2) < 0.
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Die Kurve « : [0,2] - M die definiert ist als

a(r) -:{ y1 +7(2(to) — 1) , ref01]
' 2(to) + (r — 1) (y2 — 2(t0)) , r€[1,2]

ist daher P-stetig. Sie erfiillt a(0) = y1,a(2) = y2. Da sowohl NF(z) als auch
C (z) konvex (Lemma 2.6) und «([0, 2]) gerade die beiden Verbindungsstrecken
von y; zu (t9) und von z(tg) zu ys ist, liegt a([0,2]) zur Génze in NP+ (z).

5.20 Satz. Sei a: I — M gegeben. Dann ist a zukunftsorientiert oder vergan-
genheitsorientiert genau dann, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

(1) « ist P-stetig und injektiv.

(43) Fiir jedes to € I gibt es eine Umgebung U von to in I und eine Umgebung
V von a(to) in (M,T,) sodaf
(a) a(U)CV
(b) Fiir alle a,b € U mit a < tg < b und jede P-stetige Kurve v : [a,b] —
V mit y(a) = a(a),7(b) = a(b), gilt alts) € 1([a, b).
Beuweis.
) Sei a : I — M zukunftsorientiert. Nach Lemma 5.16 ist a P-stetig und
nach Lemma 5.4 injektiv. Sei to € I gegeben. Setze V' := C(a(to)), dann ist
V eine Umgebung von a(tg). Setze U := I, dann ist U eine Umgebung von
to in I. Wegen Lemma 5.4 gilt fiir jedes t € U entweder a(t) < a(to),a(t) =
a(to),a(t) > a(te). In jedem Fall ist a(t) € C(a(to)), d.h. es ist a(U) C V.
Sei nun a,b € U,a < tg < b und 7 : [a,b] —» V eine P-stetige Funktion mit
~v(a) = a(a) und y(b) = a(b). Ist a = tg, so ist

a(to) = ~(to) € ([a,b]) -

Genauso folgt im Fall b = t¢ das a(to) € v([a,b]). Sei a < ty < b, dann ist
v(a) € C5 (a(ty)) und (b) € Cf(a(to)), also

7 (CF (elt0))), 7 (C7 (elto))) # 0

Da v insbesondere E-stetig ist sind diese beiden Mengen offen in I. Wére a(ty) ¢
v([a, b]), so wire wegen

Cle(to)) = CF (alto)) UCT ((a(to))) U {a(te)}
und 7([a,b]) C C(a(to)) sogar

v([a,b]) C Cf (alte)) U C (alto)) ,

also
[a,8] = 771 (CF (alto))) Uy~ (C7 (alto))) -
Wir hitten also eine nichttriviale Zerlegung von [a,b] in zwei disjunkte offene

Mengen gefunden. Ein WS!, denn ein Intervall (versehen mit der Spurtopologie
von R) ist zusammenhéngend.
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-) Erfiille nun « : I - M die Bedingungen (i) und (i7). Dann ist insbesondere
a eine E-stetige Funktion.

Sei to € I und U,V wie in (ii). Wir zeigen, dal wir oBdA V = NF(a(ty))
und U Intervall voraussetzen konnen. Sei V eine Umgebung von a(ty) (bzgl.
T) mit V' C V. Dann ist a (V) eine Umgebung (in I) von to und daher auch
a” ' (V)N U. Sei U eine Umgebung von to mit U C U Na~" (V). Dann gilt

a0)CaUna (V) CVNV=V.

Ist a,b € U mit a < to < bund v : [a,b] = V P-stetig mit v(a) = a(a),y(b) =
a(b) = a(b), so ist insbesondere auch a,b € U und 7 : [a,b] — V, sodaB folgt
a(to) € v([a,b]). Die Bedingungen (a), (b) gelten also genauso fiir U, V.

Da V eine Umgebung von a(ty) bzgl. 7, ist, existiert eine Menge Vo=
NFP(a(to)) CV.DaUn a‘l(V) eine Umgebung von to in [ ist, existiert ein
Intervall U in I mit to € U C U Na (V).

Sei also oBdA angenommen das V = N (a(tg)) und U Intervall. Setze

Up={teU:t>t}, U_:=={teU:t<to},

dann sind Uy und U_ wieder Intervalle (moglicherweise = ), jedenfalls zusam-
menhingend. Wegen der Injektivitdt von a gilt

a(to) € a(Uy), a(U-) .
Wegen

a(Us) C NP (alto)) = NP (a(to)) U NP (a(to)) U {a(to)}

folgt
Uy Ca ' (NS (alt) Ua™ (N (alto))) -

Da U, zusammenhingend ist muf eine dieser beiden Mengen leer sein, d.h.
a(Uy) € NP (a(t)) oder a(Uy) € NP~ (alto)) -

Genauso zeigt man
a(U_) € NP*(a(ty)) oder a(U_) C NP~ (a(to)) -

Ist eines von Ut und U_ leer, so folgt bereits das o an der Stelle ¢y entweder
zukunftsorientiert oder vergangenheitsorientiert ist. Sind beide, Uy und U_,
nicht leer, so miissen wir noch zeigen das es nicht passieren kann, das beide
a(Uy) und a(U_) in dem gleichen von NP+ (a(tg)) oder NP~ (a(ty)) enthalten
sind.

Sei angenommen a(Uy),a(U-) C NP+ (a(ty)). Wihle a € U— und b € Uy,
soda8 also a < to < b. Dann sind a(a),a(b) € NP+ (a(ty)). Nach Korollar
5.19 ist NP+ (a(ty)) wegzusammenhéngend (bzgl. 7,). Also existiert eine P-
stetige Funktion v : [a,b] = NPt (a(tg)) mit v(a) = a(a),y(b) = a(b). Da
7([a,b]) € NP+ (alty)), folgt alto) & 7([a,b]) ein WS! zu (b).
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5.21 Korollar. Sei h : (M,T,) = (M,T,) ein Homéomorphismus und o :
I — M. Dann ist o zukunfts- oder vergangenheitsorientiert genau dann, wenn
hoa : I = M zukunfts- oder vergangenheitsorientiert ist (die Orientierung
kann sich dabei dndern).

Beweis. Die Bedingungen von Satz 5.20 sind unter Anwendung von Homéomor-
phismen invariant: Sei o zukunfts- und vergangenheitsorientiert. Dann ist o P-
stetig und injektiv. Also ist auch h o a P-stetig und injektiv. Sei U,V wie im
Satz fiir a. Dann erfiillt U, h(V) die Bedingungen (a), (b) fiir h o a. Also folgt
das h o a zukunfts- oder vergangenheitsorientiert ist.

Sei umgekehrt h o o zukunfts- oder vergangenheitsorientiert. Dann hat nach

dem bereits bewiesenen auch a = h=! o (h o a) diese Eigenschaft. -

5.22 Satz. Sei h eine Abbildung von M nach M. Dann ist h ein P-Homdomor-
phismus genau dann, wenn entweder h oder —h ein kausaler Automorphismus
18t.

Beweis.

-) Sei h € A. Dann ist h bijektiv. Nach dem Satz von Zeeman ist h Zusam-
mensetzung einer Translation und einer linearen Abbildung, und daher ist h
E-stetig. Sei z € M festgehalten. Da z < y genau dann, wenn h(z) < h(y) gilt

h(CF (z)) = C7 (h(z)) -
Genauso folgt h(Cr (z)) = Cr (h(z)), insgesamt also
h(C(z)) = C(h(z)) -
Sei nun € > 0 gegeben. Dann existiert, da h E-stetig ist, ein § > 0 sodaf}
h(Ny (2)) € NE(h(z)) -
Es folgt (da h injektiv ist)
(N3 (z)) = h(Ng’ (z) NC(x)) = h(N (2)) N h(C(z)) C
C NEZ(h(z)) N C(h(z)) = NI (h(z)) -

Also ist h P-stetig. Da mit A auch h~! ein kausaler Automorphismus ist, ist
auch h~! P-stetig. Insgesamt folgt das h ein P-Homdomorphismus ist.

Ist —h € A, so folgt das —h ein P-Homéomorphismus ist, und daher auch
h.

-) Sei h ein P-Homdomorphismus und sei z € M festgehalten. Wir zeigen das
entweder

h(C7 (@) = Cf (h(x)) und h(C7 (z)) = C7 (M(z)) , (5.2)

oder
h(CF (x)) = C7 (h(x)) und h(CF (2)) = Cr (h(z)) - (5.3)

Im ersten Fall sagen wir das h bei z die Ordnung erhélt, im zweiten Fall das h
bei z die Ordnung umbkehrt.

Sei y > x, dann existiert eine zukunftsorientierte Kurve « : [0,1] - M
mit a(0) = z,a(1) = y. Wegen Korollar 5.21 ist h o a entweder zukunfts- oder
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vergangenheitsorientiert, also gilt entweder h(z) = (hoa)(0) <€ (hoa)(1) = h(y)
oder h(z) = (hoa)(0) > (hoa)(1) = h(y). Wir schliefen das

h(CF(2)) C C (h(2)) U CF (h(x)) -

Da h insbesondere E-stetig ist, Cj(z) bzgl. Tg zusammenhingend, und
Ct(h(z)),Cr (h(z)) bzgl. T offen und disjunkt, folgt das entweder

h(CF(z)) C CF(h(z)) oder h(CF(2)) C Cr (h(z)) - (5.4)
Das gleiche Argument angewandt auf h=! zeigt

~(CF (h(2))) C CF(2) oder h™H(C (h(x))) C Cr (x) - (5.5)

Sei in (5.4) zB. der erste Fall eingetreten. Dann gilt insbesondere

“1CF (Mz)) N Cf(z) # 0, also kann in (5.5) nicht der zweite Fall eintre-
ten. Genauso sieht man, daf falls in (5.4) der zweite Fall eintritt auch in (5.5)
der zweite Fall eintreten muf} . Es folgt also

h(CF (2)) = Cg (h(x)) oder h(Cz(x)) = Cr (h(x)) -

Das gleiche Argument, beginnend mit y <« x anstelle von y > x, zeigt das

h(Cz (@) = Cr (h(=)) oder h(Cr(2)) = Cg (h(2)) -

Da h injektiv ist, kann nicht gleichzeitig h(C} (z)) = CF (h(z)
Ct(h(z)) gelten (bzw. gleichzeitig h(Ct(z)) = Cr ( (x))
Cr (h(z))). Es gilt also entweder (5.2) oder (5.3).

-) Betrachte die Menge

) und h(C7 (2)) =
und h(Cr(z)) =

S := {& € M : h erhiilt die Ordnung bei z} .

Sei € S und y € C;(x). Dann folgt Cf(y) C Cf(x) und daher h(Cf(y))
h(CH(z)) = Cf (h(x)). Nun gilt entweder h(C; (y)) = CF (h(y)) oder h(CF (y))
Cr (h(y)). Im ersten Fall folgt y € S. Im zweiten Fall miifite gelten

Cr(h(y)) € C?(h(m)) ;

das ist ein Widerspruch, denn es gilt stets C7 (a) € CJr : Das sieht man wie
folgt: Wahle v € C1(0), dann ist fiir t > 0 stets a+tv € CT (a). Es gilt

Q((a+tv) —b) = Q(a—b) + 2t[a — b,v] + * Q(v) ,
——

<0

N

also a + tv € Cr(b) fiir hinreichend grofies ¢. Nun gilt auch

[(a+tv) =bv]=[a—bv]+tQ(v) ,
——

<0

also ist (a + tv) — b ~ v fiir hinreichend grofles ¢t und daher a + tv € C; (b) fiir
solche t.

Wir schlielen, daf3

)

F(z) C S. Analog sieht man das auch Cr(z) C S,
insgesamt ist also Cz)CS

C
c
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-) Wir haben gezeigt das S offen ist (bzgl. 7,). Analog zeigt man das M\ S =
{z € M : hkehrt die Ordnung bei  um } offen in 7, ist. Nun haben wir in
Korollar 5.18 gesehen, daf (M, 7,) zusammenhéngend ist. Es folgt das entweder
S =0 oder M\ S = 0. Im zweiten Fall ist h ein kausaler Antomorphismus,
im ersten Fall —h. Denn: Sei z.B. S = M. Ist z < y, d.-h. y € Cf(z), so folgt
h(y) € h(CF (z)) = CF (h(z)), d.h. h(y) > h(z). Ist umgekehrt h(z) < h(y), also
h(y) € C&(h(z)) = h(CF(x)), so ist wegen Injektivitét von h auch y € Cf(z),
dh.y>z.

O

5.23 Korollar. Die Homdomorphismengruppe H(M,T,) von (M,T,) wird
erzeugt von den Untergruppen der Translationen, Dilatationen, orthochronous
Transformationen und {id, —id}.

Beweis. Nach Satz 5.22 ist
H(M,T,) ={id,—id}- A .

Die Behauptung des Korollars folgt aus dem Satz von Zeeman.



