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Kapitel 1

Differenzierbare
Mannigfaltigkeiten

1.1 Definition und Grundlagen

Sei M ein topologischer Raum. Ein Paar (U, ) heiit Karte auf M, wenn U eine
offene Teilmenge von M ist, und ¢ fiir ein n € N ein Homéomorphismus von U
auf eine in R™ offene Menge ist.

Ein Atlas auf M ist eine Menge {(U;, ¢;) : @ € I} von Karten auf M, sodafl
gilt

(A1) M=U, U

(A2)  Firi,j € I gilt: Ist U; N U; # 0, so st ;05! 2 9;(U; NU;) —
i(U; NU;) eine C*°-Abbildung.

Ein, beziiglich der mengentheoretischen Inklusion, maximaler Atlas heif3t
differenzierbare Struktur auf M.

1.1.1 Definition. Das Paar (M, A) heiit differenzierbare Mannigfaltigkeit der
Dimension n € N, wenn M ein topologischer Raum ist der Hausdorff ist, das
2te- Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt, und wenn A eine differenzierbare Struktur auf
M ist die aus Karten in den R™ besteht.

1.1.2 Bemerkung. Ist (M, A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so ist M
vollstéandig regulédr und lokalkompakt. Dabei heiit M lokalkompakt, wenn jeder
Punkt eine kompakte Umgebung besitzt. Ist M lokalkompakt und Hausdorff,
so hat sogar jeder Punkt eine Umgebungsbasis aus kompakten Mengen. Der
topolgische Raum M heif3t vollstindig requlir, wenn er Hausdorff ist und gilt:
Ist z € M und A C M abgeschlossen mit = ¢ A, so existiert eine stetige
Funktion f: M — R mit f(z) =1 und f(A) = {0}.

Wir zeigen zuerst dass M lokalkompakt ist: Sei z € M und wihle eine Karte
(U, ) mit € U. Wihle eine kompakte Kugel B mit Mittelpunkt ¢(x) die ganz
in o(U) liegt. Da ¢=! : p(U) — U stetig ist, ist ¢~!(B) kompakt in U, und
daher auch kompakt in M. Da ¢ stetig ist, ist ¢~ !(B) eine Umgebung von x in
U und, da U offen in M ist, daher auch eine Umgebung von x in M.
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2 KAPITEL 1. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

Um einzusehen, dass M vollstandig regulér ist, sei m € M und A C M mit
A abgeschlossen und = € A gegeben. Wiihle eine Karte (U, ¢) mit m € U. Dann
ist (U N A°) eine in R™ offene Umgebung von ¢(m). Wihle eine abgeschlossene
Kugel B mit positiven Radius, Mittelpunkt m und B C (U N A¢), und eine
stetige Funktion f : R™ — [0,00) mit f(p(m)) = 1 und f(z) = 0, ¢ B.
Definiere nun eine Funktion auf M durch

Fla) = foplx) ,xeU
' 0 ,x €U

Dann ist F stetig, denn ist « € U, so stimmt F auf einer ganzen Umgebung mit
f o iiberein. Ist dagegen = ¢ U, so hat x eine ganze Umgebung sodafl dort F’
gleich 0 ist. Klarerweise ist Fi(m) =1 und F(A) = {0}.

Wir beschéiftigen uns immer mit C°°-Mannigfaltigkeiten. Verlangt man
nur dass Kartenwechsel stetig (C*, reell analytisch) sind, so spricht man
auch von einer topologischen (C*-, w-) Mannigfaltigkeit. Im Kontext von
Lie-Gruppen ist unsere Beschrankung auf C°°-Mannigfaltigkeiten keine Ein-
schrankung. Tatséchlich kann man Lie-Gruppen in rein topologischer Weise
charakterisieren.

1.1.3 Proposition. Sei A ein Atlas auf M. Dann ezistiert genau eine diffe-
renzierbare Struktur B auf M sodaff A C B.

Beweis. Setze
B :={(U,¢) Karte auf M : ¥(V,¢)) € A, VNU #0:
oyl e C®(P(V NU),p(VNU)), popt e C®(e(VNU),»(VNU))}.

Klarerweise haben wir A C B, und damit insbesodere auch M = .y ,)epU-
Seien (U, 1), (Usa, p2) € B, U1 NUs # 0, und sei x € U; NU,. Wihle (V,9) € A
sodafl x € V ist, dann sind

Y1 01/171:w(UlﬂUgﬂV)—mpl(UlmUzmv)
1/}0@2_1:ng(UlﬂUzﬂV)—)w(UlﬂUzﬁV)

C>°-Abbildungen. Damit auch deren Hintereinanderausfithrung
propy ' =(proy o (owy!): @aUsNUaNV) = (U NU2NYV).

Da x € Uy N U; beliebig war, folgt ¢q o cp2_1 € C®(p2(U1 NU2), 01 (U1 NUS)).
Also ist B ein Atlas.

Ist B ein weiterer Atlas der A enthilt, so gilt wegen (A2) insbesondere B’ C
B. Es folgt dass B eine differenzierbare Struktur ist die .4 enthélt, und das es
nur eine solche geben kann.

0

1.1.4 Beispiel. Sei M eine offene Teilmenge des R™. Dann ist A = {(M,id)} ein
Atlas auf M. Sei B die differenzierbare Struktur auf M die A enthélt. Dann ist
(M, B) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n. Denn: Zunéchst
erfiillt M als offene Teilmenge des R™ das 2te-Abzéhlbarkeitsaxiom. Sei (U, ) €
B,o:U — R™, dann ist ¢ = poid™' € C®°(U,p(U)) und ¢! = idop~! €
C>*(p(U),U). Also ist dp : R — R™ invertierbar und wir schliessen n = m.
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1.1.5 Bemerkung. Das gleiche Argument wie oben zeigt: Ist A ein Atlas auf M
und ist € M, so existiert d(z) € N sodass jede Karte (U,p) € A mit x € U
in den R¥®) abbildet. Tatséchlich bendtigt man die Differenzierbarkeit nicht.
Man kann zeigen, dass jede Karte in den R¥®) abbildet. Dies folgt aus dem
Brouwer’schen Satz iiber die Gebietstreue: Sei U C R"™ offen, f : U — R”™ stetig
und injektiv. Dann ist f(U) offen.

1.1.6 Beispiel. Sei (M, A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und sei N C M
offen. Setze

B:={(NNU¢lnnw): (Up) € ANNU #0}.

dann ist (N, B) wobei N mit der Spurtopologie von M versehen ist, eine diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit der gleichen Dimension wie (M, A).

1.1.7 Beispiel. Seien (M, A) und (N, B) differenzierbare Mannigfaltigkeiten der
Dimensionen m bzw. n. Dann ist

{UxV,px9:UxV =R xR =R™"): (U, ) € A,(V,9) € B}

ein Atlas auf M x N, wobei M x N mit der Produkttopologie versehen ist. Sei
C die differenzierbare Struktur welche Atlas enthilt. Dann ist (M x N,C) eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension m 4+ n, die sogenannte Produkt-
mannigfaltigkeit.

1.1.8 Definition. Seien (M, A) und (N, B) differenzierbare Mannigfaltigkeiten.
Eine Abbildung f : M — N heifit differenzierbar, wenn fiir je zwei Karten
(U,p) € A, (V,9) € B, mit f(U) CV gilt dass

Yo fop™h € 0¥ (p(U), (V).

Die Menge aller differenzierbaren Abbildungen von M nach N bezeichnen wir
mit C*°(M, N).

Beachte, dass jede Abbildung f € C°°(M, N) stetig ist.

1.1.9 Definition. Seien M, N Mannigfaltigkeiten und sei f € C*°(M,N).
Dann heifit f ein Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und f=1 € C°°(N, M).

1.1.10 Bemerkung. Die Relation
M ~ N : < 3 Diffeomorphismus von M auf N

ist eine Aquivalenzrelation. Ein topologischer Raum kann verschiedene differen-
zierbare Strukturen haben, die nicht diffeomorph sind.

1.1.11 Proposition. Seien (M, A), (N, B) und (P,C) differenzierbare Mannig-
faltigkeiten.

(1) Ist f: M — N und gibt es zu jedem x € M Karten (U, ) € A, (V,¢) €
B, mitz € U, [(U) CV, 4o fop € Cop(U),b(V)), 50 ist f
C* (M, N).

(i7) id € C°° (M, M).
(i7i) Ist f € C°(M,N),g € C*®(N,P), soist go f € C*(M, P).
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Beweis. Seien (U',¢') € A, (V',¢') € B, Karten mit f(U’) C V' und seixz € U'.
Wihle (U, ¢), (V,4) wie in der Voraussetzung von (i). Dann gilt

Yofop™t = (oy o (YofoypTo(¢ opTl) € CF(p(UNT), (VNVT)).

Da z € U’ beliebig war, folgt ¢ o fo o™t € C®(p(U),y(V)). Wir haben (i)
bewiesen.

Fiir (i) seien (U, ), (V,9) € A gegeben mit U C V. Dann gilt klarerweise
boidop—l = ol € C¥(p(U), b(V).

Um die Aussage (ii7) einzusehen seien (U, ¢) € A, (W, A) € C gegeben mit
(go IU) C W. Sei x € U und wihle (V,9) € B mit f(z) € V, und wihle
U’ C U offen sodafl f(U’) C V. Dann gilt

Xo(goflop t=(Nogoy oo fop™) e CP(p(U'),AW)).
Da « € U beliebig war, folgt go f € C>°(M, P).

1.2 Zerlegungen der Eins

Sei M ein topologischer Raum. Eine Familie F heiBt offene Uberdeckung von
M, wenn jede Menge O € F offen ist und wenn (Jycr O = M. Eine offene
Uberdeckung G heiit Verfeinerung von F, wenn gilt

YVOeGa0' e F:0CO'.

Ist F eine beliebige Familie von Teilmengen von M, so heifit F lokal endlich,
wenn jeder Punkt aus M eine Umgebung besitzt die mit nur endlich vielen
Mengen aus F nichtleeren Schnitt hat.

1.2.1 Definition. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine Familie
{fi:i eI} CC>®(M,R) heifit differenzierbare Zerleqgung der Fins, wenn gilt

(i) Die Familie {supp f; : i € I'} ist lokal endlich.
(iii) > ;e film) =1, m e M.

Dabei bezeichnet supp f die Menge {m € M : f(m) # 0}. Man bemerke, dass
die Summe ), ; fi(m) wohldefiniert und C*°(M,R) ist, da lokal um jeden
Punkt nur endlich viele der Funktionen f; verschieden von Null sind.

1.2.2 Definition. Sei F eine offene Uberdeckung von M und sei {fi i€ I}eine
Zerlegung der Eins. Wir sagen das diese Zerlegung der Eins der Uberdeckung
F untergeordnet ist, wenn gilt

Vie I30 € F:supp f; CO.

Schreibe F = {O; : j € J}. Wir sagen das die Zerlegung der Eins {f; : i € I}
der Uberdeckung F mit gleichen Indizes untergeordnet ist, wenn I = .J ist und
gilt

Viel:supp f; C O;.
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1.2.3 Lemma. Sei M ein topologischer Raum der lokalkompakt und Hausdorff
ist, und der das 2te-Abzihlbarkeitsaziom erfillt. Sei F eine offene Uberdeckung
von M. Dann existiert eine lokal endliche Verfeinerung von F die aus nur
abzihlbar vielen Mengen besteht die simtliche kompakten Abschluss haben.

Beweis. Wir konstruieren zunéchst eine Folge (G;);en offener Mengen mit

(i) G; ist kompakt, ¢ € N.
(ii) G; C Git1,4 € N.
(iid) Ujen Gi = M.

Dazu wihle eine Basis {U; : i € N} der Topologie sodass Uj; fiir jedes i € N
kompakt ist. Eine solche existiert, denn ist £ eine Basis und £’ := {O € L :
O kompakt}, so ist £ wieder eine Basis: Sei W C M offen, z € W. Es existiert
eine kompakte Umgebung Uy von x. Diese enthélt eine offene Umgebung U,
von x. Dann ist W N Uy offen und x € W N Uy. Also existiert O € £ mit
x €0 CWNU;. Wegen O C U ist O kompakt, d.h. es ist sogar O € L.

Definiere nun rekursiv: G; := U;. Angenommen es gilt G, =U; U...UUj,,
dann sei jj4+1 die kleinste Zahl grofier als j, sodass Gy, C |J/X)' U;. Eine solche
existiert, denn G = U U ... U Uj, ist kompakt und Ufil U, = M D Gg.
Setze Gi41 := |J251" U;. Die so definierte Familie (G;);en hat offensichtlich die
Eigenschaften (i), (i1), (i44).

Sei nun F eine offene Uberdeckung von M. Die Menge G, \ Gi_1,1> 2, ist
kompakt. Die Menge G;11 \ Gi—2,i > 3, ist offen, und es gilt

Gi\Gi-1 CGit1\Gia, i>3.

Sei i > 3. Dann ist {O N (Giy1 \ Gi2) : O € F} eine offeneUberdeckung
von @\ G—1, und enthélt daher eine endliche Teiliiberdeckung W; 1, ..., W p,.
Weiters ist {O NG3 : O € F} eine offene Uberdeckung von G, und enthélt
daher eine endliche Teiliiberdeckung Wo 1, ..., Wa ,,.

Sei G := U;so{Wi,..., Wi, }. Klarerweise ist G eine abzéhlbare Familie
offener Mengen. Wegen U;L:1 W, 2 G, folgt Uweg W 2 Ui22 G; = M, also ist
G eine offene Uberdeckung. Wegen W; ; C Gitq, ist W—” kompakt. Sei x € M,
dann gilt x € Gy, fiir ein gewisses k. Wegen G, N W; ; = 0 fiir ¢ > k + 2, ist Gy,
eine Umgebung von z die nur endlich viele der W € G schneidet.

U

1.2.4 Bemerkung. Lemma 1.2.3 impliziert auf rein topologischem Weg, dass
eine Mannigfaltigkeit normal ist. Wir fithren das hier nicht aus, denn es folgt
auch aus dem spéter bewiesenen C'*°-Urysohn-Lemma, siehe Korollar 1.2.8. Im
allgemeinen gilt “parakompakt + Hausdorff = normal“.

Ebenso wollen wir bemerken (ohne Beweis), dass eine Mannigfaltigkeit stets
metrisierbar ist. Im allgemeinen gilt “2tes-Abzéhlbarkeitsaxiom + regulér (in-
klusive T )= metrisierbar*.

1.2.5 Lemma. Fs existiert eine C*°-Funktion « : R™ — R mit a(x) > 0,z €
R™, und

7

alz) =1, z € [-1,1]",
alz) =0, x & (-2,2)"
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Beweis. Sei f:R — R die Funktion

o et , t>0

)

Dann ist f beliebig oft differenzierbar. Wegen f(t) > 0,t € R, und f(¢) > 0,¢ >
0, ist auch
f(t)

90 = T A=

eine nichtnegative C*°-Funktion auf R. Weiters gilt g(¢) = 1,¢ > 1, und ¢(¢) = 0,
t < 0. Setze
h(t) = g(t+2)-9(2 1),

dann ist h(t) =0, ¢ € (—2,2), und h(t) = 1, t € [-1, 1]. Die Funktion
a(x1, ..., xn) = h(xy) .. - h(zy)

leistet nun das Gewiinschte.

U

1.2.6 Satz. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und sei F eine offene
Uberdeckung von M. Dann existiert eine abzihlbare Zerlegung der Eins die F
untergeordnet ist und so dass jede ihrer Funktionen kompakten Trdger hat.

Beweis. Zunéchst zeigen wir das Folgende: Sei O C M offen, x € O. Dann
existiert W C M offen und ¢ € C*°(M,R) sodass

x €W CO,suppy C O, ¢|w =1, >0. (1.1)

Dazu wihle eine Karte (V, ),z € V C O, sodass ¢(V) den Wiirfel [—2, 2]dimM
enthélt. Sei o wie in Lemma 1.2.5 und setze

_f (a@aop)(m) , meV
¢<m)-—{ o mav

Dann ist ¢ € C*°(M,R): Um dies einzusehen sei m € M gegeben. Ist m € V,
so betrachte 1 in den Karten (V, ¢), (R,id). Dann ist

idopop™ =ae C®p(V),R).

Ist m ¢ V, so wihle eine Karte (V/, ') mit m € V' C ¢~ 1([-2,2]4mM)C,
Das ist moglich denn ¢ ~!([-2,2]9™M) ist kompakt in M. Dann gilt wegen
suppt) C ¢~ ([=2, 2] M)

idooyp ™t =0eC>®(V'),R).

Mit Proposition 1.1.11 folgt ¢ € C°°(M,R). Setzt man W := @~ 1((—1,1)dim M),
so gilt (1.1).

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit erfiillt die Voraussetzungen von Lem-
ma 1.2.3. Sei G = {O; : i € N} eine Verfeinerung von F mit den Eigenschaften
aus Lemma 1.2.3. Wir konstruieren fiir £ € N induktiv Zahlen nj, Mengen W}, ;,
l=1,...,ng, und Funktionen ¢y, { =1,...,ny, sodaf} gilt
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(@ > Wz',lQU?:lO_j
i<k,
=1,

(1) Yralw, =1,
(43) supp¥r,NO; =0, i <k, und i > k : supp i C O;

Sei zuerst k = 1. Zu & € O; existiert ¢ € N mit « egi. Wahle W, ¥, mit
den Eigenschaften (1.1) fiir 2, 0;. Es gilt |J,c5- We 2 O1, daher existiert eine
endliche Teiliiberdeckung Wy, , ..., W, . Setze

Wll = Wmluwl,l = djw,lu l= 17"'7”1'

)

Sei nun angenommen das k£ > 2 ist und das n;, Wj;,1;,; fir alle j < k bereits
konstruiert ist. Zu x € O \ Uf;ll O; existiert i € N mit € O;. Klarerweise ist

i > k. Wihle W, 1, mit den Eigenschaften (1.1) fiir z, O; \ U;:ll O;. Es gilt

U W, U U Wi 2 Ok,

o\l o i<k
meok\u”,:l OJ 1=1,...,n;
und daher existiert eine endliche Teiliiberdeckung. Seien Wy,,..., Wy, = jene

von den W, die in dieser Teiliiberdeckung vorkommen. Setze
Wk,l = Wzlﬂ/)k,l = 1/)1“ = 1, ey N

Dann gelten (i), (i1), (ii4).

Die Familie {¢5; : k € N,l =1,...,nt} ist abzihlbar. Sei x € M und sei W
eine Umgebung von x die mit nur endlich viele Mengen O; nichtleeren Schnitt
hat. Sei N € NsodaB WNO; =0, i> N. Dann folgt wegen supp ¢;; C O; fiir
ein j > k dass supp ¢, NW =0, k > N. Also hat W mit nur endlich vielen der
Mengen supp i, nichtleeren Schnitt. Weiters existiert zu jedem )y ; ein O € F
mit supp¢i,; € O und supp vy, ist kompakt, da O_] kompakt ist. Ist x € M,
so existiert Wy, mit x € Wy, also existiert ¢y ; mit ¢y ;(z) > 0. Daher ist die

Summe
P = Z oy

k€N,
1=1,..., Nk

eine auf ganz M positive C*°(M,R) Funktion. Dann folgt das % € C*(M,R)
und daher auch % € C*(M,R). Die Familie {% ckeNI=1,...,n4} ist
eine Zerlegung der Eins mit den gewiinschten Eigenschaften.

U

1.2.7 Korollar. Sei F eine offene Uberdeckung von M. Dann existiert eine Zer-
legung der Eins die F mit gleichen Indizes untergeordnet ist und die hochstens
abzdhlbar viele von Null verschiedene Funktionen enthdlt.

Beweis. Schreibe F = {O; : i € I'}. und sei {¢)y, : k € N} eine Zerlegung der Eins
mit den Eigenschaften aus Satz 1.2.6. Wir konstruieren induktiv eine (endliche
oder unendliche) Folge von paarweise verschiedenen Indizes i(1),4(2),... € I
und paarweise disjunkte Mengen A;, Ao, ... C N mit
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(Z) k € Ujgk Aja
(ii) suppv; C Oy, J € Ag.

Sei k = 1. Wihle i(1) € I sodass suppt1 C O;q) und setze A; := {j € N :
supp¥; € O;1)}-

Sei angenommen das i(j) und A; bereits konstruiert ist fiir alle j < k. Ist
U <1 A4; =N, so bricht die Konstruktion ab. Anderenfalls wéhle i(k) € I sodaf3

SUPP Ymin(,_, A;)c < Oiky »

<k ‘i

und setze Ay :={j € N:suppy; C Oi(k)}

Sei nun i € I ist i & {i(1),i(2),...} setze ¢; := 0 . Ist i = i(k), so setze

Vi =D jca, ¥j- Dann ist {t; :€ I} eine Zerlegung der Eins mit nur hochstens
abzéhlbar vielen von Null verschiedenen Funktionen. Da die Familie {supp ¢, :
j € N} lokal endlich ist, gilt (i = i(k))

supp i © U suppty; = | suppyy C Oy,

JEAL JEAL

also ist {15Z :i €I} der Uberdeckung F mit gleichen Indizes untergeordnet.
U

1.2.8 Korollar (C*°-Urysohn Lemma). Seien A, B C M, A abgeschlossen, B
offen, und A C B. Dann ezistiert eine Funktion ¢ € C*°(M,R) mit

(1)) 0<y(z) <1, z€ M,

(i) ¥(z) = 1,7 € A,;suppy C B

Beweis. Sei {1,9'} eine Zerlegung der Eins die der Uberdeckung { B, M\ A} mit
gleichen Indizes untergeordnet ist. Dann hat ¢ die gewiinschten Eigenschaften.

0
1.2.9 Korollar. Sei U C M offen, x € U, und sei f € C°(U,R). Dann
existiert eine offene Umgebung V von x und g € C*°(M,R) sodass glv = f|v.

Beweis. Wihle eine offerie Menge V mit z € V CV C U und ¢ € C®(M,R)
wie in Korollar 1.2.8 fiir V' C U. Definiere g : M — R durch

Genauso wie im Beweis von Satz 1.2.6 sieht man ein dass g € C*°(M,R).
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1.3 Das Tangentialbiindel

Sei K ein Korper. Ein Paar (A4, -) heifit K-Algebra, wenn A ein Vektorraum iiber
K ist,und - : A x A — A bilinear.

1.3.1 Definition. Sei K ein Korper, A eine K-Algebra und seie: A — K
ein K-Algebra Homoéomorphismus. Eine Abbildung D : A — K heiflt eine
Ableitung, wenn

(i) D ist linear.
(73) Es gilt D(a-b) = D(a) - e(b) + e(a) - D(b),a,b € A.
Die Menge aller Ableitungen bezeichnen wir mit Abl.(A)
Offenbar ist Abl.(A) ein linearer Teilraum von A*.

1.3.2 Lemma. Sei A eine K-Algebra mit Finselement und e : A — K ein
Homdorphismus dieser Algebra (inklusive e(14) = e(1k)). Dann gilt

Abl.(A) = (kere/(kere)?)* .
Beweis. Sei D € Abl.(A). Dann gilt fiir a,b € kere
D(a-b) = D(a)-e(b) +e(a)- D) =0.

Also ist D((kere)?) = {0}. Daher existiert eine eindeutige lineare Abbildung
®(D) mit

Dler e
kere — K

7
i L)
ker e/ (ker e)?

Die Abbildung ® : Abl.(A) — (kere/(kere)?)* ist offenbar linear. Fiir D €
Abl.(A) gilt stets D(14) =0, denn es ist

D(14)=D(1a-14)=D(14a)-e(la)+e(la) - D(1a) =D(1a)+ D(14).

Seien nun D, D’ € Abl.(A) mit ®(D) = ®(D’) gegeben. Fiir a € A gilt stets
a—e(a)- 14 €kere, also ist

D(a) = D(a—e(a) - 14) = ®(D)(la — e(a) - 1a]/ eere)?) -

Das gleiche Argument funktioniert mit D’ anstelle von D und wir schliessen
dass D(a) = D’(a) gilt. Da a € A beliebig war folgt D = D’.
Sei nun f € (kere/(kere)?)* gegeben. Wir definieren Dy : A — K durch

Df(a) = f([a - 8(&) : 1A]/(kere)2)
Dann ist offenbar Dy linear. Weiters haben wir
Df(a . b) = f([a . b — e(a . b)lA]/(kcre)2) .
Nun ist

a-b—e(a-b)la=(a—e(a)lg)e(d) +e(a)(b—e(b)la)+
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+(a—-e(a)la)(b—e(b)la),
also
[a-b—e(a- b)lA]/(kcre)2 =la— e(a)lA]/(kcre)z ~e(b)+

—|—6(CL) ’ [b - e(b)lA]/(kere)2 .
Es folgt

Dy(a-b) = f(la— e(a)La]/ ker ey2)e(b) + e(a) f([b — e(b)Lal/ (kerey2) =

= Dg(a)e(b) + e(a)Ds(b),
d.h. Dy € Abl.(A). Weiters ist fiir a € kere

(Dy)([al/ er e)2) = Dy(a) = f(la — e(a)1a]/ (kere)r =

= f([a]/(kcre)z) )
dh. ®(Dy) = f.
U

Wir wenden diese Konstruktion in einer speziellen Situation an. Sei M eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit und sei m € M. Betrachte die Menge P,, aller
Paare (U, f) wobei U C M offen ist und m € U liegt, und wobei f € C*°(U,R).
Auf dieser Menge definiere eine Relation ~ durch

U, /)~ (V,g): <= IWCMoffennmeW CUUV: flw =glw.

Offenbar ist das eine Aquivalenzrelation auf P,,.

1.3.83 Bemerkung. Ist f € C*°(M,R), so gilt (M, f) € P, d.h. man hat eine
Abbildung C*°(M,R) — P, /~. Diese ist nicht injektiv, aber surjektiv. Siehe
dazu Korollar 1.2.9.

Definiert man auf P,, punktweise auf geeigneten Umgebungen Operationen
der Addition, skalaren Multiplikation und Multiplikation, so wird P,, zu einer
(assoziativen) R-Algebra. Offenbar ist die Relation ~ mit diesen Operationen
vertriiglich. Daher wird auch P, /. zu einer R-Algebra, der R-Algebra der Funk-
tionskeime.

Offenbar ist Py,,/~ eine assoziative und kommutative R-Algebra. Weiters hat
sie ein Einselement, ndmlich die Klasse [1]/~ der konstanten Funktion 1.

Auf P,, hat man den R-Algebren Homorphismus des punktauswertens an der
Stelle m: (U, f) — f(m). Offenbar gilt fir (U, f) ~ (V,g) auch f(m) = g(m),
also existiert ein eindeutiger R-Algebren Homorphismus e, : Pp,/~ — R mit

U.f)—f(m)
U, )~ 1( R

Prm
—~
—
—
i - “em
—~
P/

Dieser erfiillt klarerweise e, ([1]/ ~) = 1.
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1.3.4 Definition. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und sei m € M.
Dann heif}t
TiM := Abl., (P /~)

Der Tangentialraum an M im Punkt m. Die Elemente von T}, M bezeichnet man
als Tangentialvektoren. Das Tangentialbiindel ist die disjunkte Vereinigung

meM

Die Abbildung 7 : T(M) — M die definiert ist durch 7(D) = m wenn D €
T (M), heifit die Biindelprojektion.

1.3.5 Lemma. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei f €
C*®(M,N), und sei m € M. Dann ist durch

dfm(D)([h]/~) := D([ho f]/~), D € Tn(M),h € Pgim)(N),
eine lineare Abbildung dfp, : Tr(M) — Ty (N) wohldefiniert.

Beweis. Da fiir hi,hy € Pyim)(N),h1 ~ ha, auch hy o f,hy o f € Py (M) und
hyio f ~ hyo f gilt, ist dfp(D) : Pgm)(N)/~ — R wohldefiniert. Offenbar ist
dfm (D) auch linear.

Seien h, k € Py () (V). Dann berechnen wir

dfm(D)([h]/~ - [F]/~) = dfm(D)([h - k]/~) = D([(h - k) o f]/~) =

= D([ho fl/~-[ko fl/~) = D([ho fl/~) - em([ko fl/~)+
+em([ho fl/~) - D((ko fl/~) = dfm(D)([h]/~) - ef(m) (k) +
+esm)(h) - dfm(D)([K]/~)

also ist dfim (D) € Able, ., (Prm)(N)/~) = Tyim)(N). Klarerweise ist df,, in D
linear.

U

1.3.6 Definition. Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und sei f €
C* (M, N). Dann ist das Differential df (D) : T(M) — T(N) von f die Abbil-
dung die definiert ist durch

df (D) := dfm(D), D € Tp(M).

1.3.7 Bemerkung. Sei f € C°°(M, N) und bezeichne mit s bzw. mx die jewei-
ligen Biindelprojektionen. Dann gilt

(M)~ 7(N)

l lm

M——N

f

1.3.8 Proposition. Es gilt stets d(f o g) = df o dg und d(id) = id.
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Beweis. Um die erste Beziehung einzusehen seien M, N, P Mannigfaltigkei-
ten und g € C°(M,N),f € C°°(N,P). Weiters sei D € T,,,(M) und h €
P(fog)(m)(P). Dann gilt

d(f o g)(D)([h]/~) = D([ho(fog)l/~) =D([(ho f)og]l/~ =
= dg(D)([ho fl/~) = df (dg(D))([h]/~) = (df o dg)(D)([h]/~)
Die zweite Beziehung folgt, da stets gilt

d(id)(D)([h]/~) = D([h oid]/~) = D([h]/~) -

O

1.3.9 Satz. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und seim € M. Dann
gilt dim T, (M) = dim M.

Zum Beweis des Satzes verwenden wir (ohne Beweis) das folgende elementare
Lemma.

1.3.10 Lemma. Sei O C R" offen und konvez, g : O — R eine C*°-Funktion,
und seien p = (p1,...,Pn),q¢ = (q1,...,qn) € O. Dann gilt

g9(q) = g(p) + Z Bz, (p) - (qi — pi)+

# 30 [ =052k tla= )it = s~ )

ii=1

Beweis (von Satz 1.3.9). Sei dim M = n. Wir konstruieren eine Basis von
ker e,/ (ker e,,)? die n Elemente hat. Mit Lemma 1.3.2 folgt dann dim T}, (M) =
n.

Sei (U, ) eine Karte von M mit m € U, und seien 7m;, i = 1,...,n, die
Projektionen 7; € C*°(R™,R) auf die i-te Komponente. Setze

a:=miop—(mop)m) € Pp, i=1,...,n,

dann gilt «; € kere,,. Sei a; = [a]/~.
Sei (W, f) € P, f(m) =0, W C U, p(W) konvex. Betrachte die Funktion

gi=fop l:p(W)—R

Mit Lemma 1.3.10 folgt fiir p,g € W, o) = (¢(P)1,---,9[@)n), p(m) =
((P(m)l,,@(m)n),
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(p(®)i = (M) () — p(m))]

Nun gilt ¢(p); = (m;09)(p), also p(p); —p(m); = a;(p). Weiters ist das Integral

1
i) = 1= 0552 (etm) +t(6) = o)) € C=(W.).
0

Die obige Formel schreibt sich wegen f(m) = 0 also als

)= Xai(p)+ Y hij(p)ei(p)ey(p), pe W,
=1

i,j=1

mit \; := afgigp(go(m)) € R. Es folgt

[f]/~ € Z)\i[ai]/N + (ker e )?,

also gilt
span{a;/ (kere,,)? : 1 = 1,...,n} = ker em/ (keren,)?.

Betrachte die Abbildung

D4 Pml~ = R (1.2)
Y e e 2 (p(m)) '

Dann ist D; € Abl., (Pm/~), denn

_O(fg)oe™h)

D1/~ g1 ) = LLLEE ) o)) = ) ((m)) =
= A2 ) ) (g0 o olm) + (£ o7 ) - HLZE o)) =
= Du(lf1/~) - emnllal/) + en(1f1/~) - Dilol/ )

Weiters gilt
Dilay) = AT (o) = A =0 M) )
0 L itj (1.3)
1, i=j

Da (ker e,,)? C ker D; folgt das {ax, . . ., a,} modulo (ker e,,)? linear unabhéingig
ist.

U

1.3.11 Korollar. Sei (U, ) eine Karte mit m € U und seien D;,i =1...,n,
wie in (1.2). Dann ist {D; : i =1,...,n} eine Basis von Tp,(M).
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Beweis. {D; : i

i =1,...,n} ist in der Identifikation von Lemma 1.3.2 die zu
a; + (ker,, )2 :i=1

,...,n} duale Basis, vgl.(1.3).
U

1.8.12 Beispiel. Betrachte M = R™, wie immer versehen mit dem Atlas
{(R™,id)}. Dann ist

D "
(mla . ;m2n) — D(m17~~~;m2n) € T(m17~~~;mn)(R )

D : Plmsmn)/~ - — R n af (1.4)
(ma,...,m2n) [f]/N — Ej:lmn-l-j'%j(mla'-'amn)

eine Bijektion. Wir definieren nun auf T(R™) eine Topologie sodass ® ein
Homoéomorphismus ist, und eine differenzierbare Struktur sodass ® und ®~!
C*°-Abbildungen sind. Explizit hat man den Atlas {(T(R"),®~1)}.

Damit wird T'(R™) zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit der Dimension
2n.

Die Biindelprojektion 7 : T(R™) — R™ ist in C°°(T(R™),R") und daher
insbesondere stetig. Denn die Abbildung id om o ® ist die Projektion des R?" auf
die ersten n Koordinaten.

Mit Beispiel 1.1.6 ist insbesondere auch fiir jede offene Teilmenge U C R™
das Tangentialbiindel T'(U) eine Mannigfaltigkeit.

Sei nun h : U — V eine C*°-Abbildung der offenen Menge U C R"™ in die
offene Menge V' C R™. Betrachte dh : T(U) — T(V). Wir wollen zeigen dass
dh € C=(T(U),T(V)). Dazu betrachte

dlodho®: o HT(U)) — & 1 (T(V)),
und dabei ist @1 (T(U)) = U xR™, &1 (T(V)) =V x R™. Sei (my,...,ma,) €
U x R™, dann ist

- 0
(I)(ml,...,an)([f]/N) = Zmn-‘rja_j(mlu"'amn)u f S P(ml ..... my) *
j=1 /

Wir erhalten

(dh o ®)(ma,...,ma,)([g]/~) = ®(m1,...,m2,)([g0h]/~), 9 € Phima,....mn) -

Die rechte Seite ist weiter gleich (h = (hq,...,hy))

- d(goh
Zanrj%(ml,...,mn) =
j=1 J
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und daher erhalten wir

((1)71 Odh’oq))(mlv" '7mn) = (hl(mla' . amn)v" 'hn(mla' "7mn)a

- Ohy - Ohn,
,Zmn+ja—%(m1,.. .,mn),.. .,Zmn+j87j(m1,. ,mn)) .
Jj=1 Jj=1

Diese Abbildung ist offenbar C'*°, und wir sehen dass dh € C(T'(U),T(V)).

1.8.13 Bemerkung. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei N C M offen, sodal N
vermoge Beispiel 1.1.6 selbst eine Mannigfaltigkeit ist. Sei weiters mp; - T'(M) —
M die Biindelprojektion. Dann gilt T(N) = 7, (N), denn, da N offen ist, ist
Pm(N)/~ = Pm(M)/~ fiir m € N. Insbesondere ist T'(N) offen in T'(M).

Mit Hilfe von Beispiel 1.3.12 und Bemerkung 1.3.13 kénnen wir nun 7'(M)
zu einer Mannigfaltigkeit der Dimension 2 dim M machen.

Fiir eine Karte (U, ¢) von M bezeichne ¢ := &1 odp. Da ¢ € C>(U, p(U))
und ¢! € C=(p(U),U) ist, folgt

do o d(e™") =idp ey, dle ") odp =idr -

Also ist @ eine Bijektion von T'(U) auf ®~H(T(p(U))). Wegen T(p(U)) =
Tan (p(U)), ist T(o(U)) € T(R™) offen. Daher ist auch ®~1(T(p(U)) C R>"
offen.

Sei 7 die Topologie auf T'(M) die von der Subbasis

{gﬁ_l(O) : O C R*" offen, (U, ) Karte von M}
erzeugt wird. Weiters setze A := {(T'(U), ®) : (U, ) Karte von M}.

1.3.14 Lemma. Die Topologie T erfillt das 2te-Abzihlbarkeitsaziom. Die Fa-
milie A ist ein Atlas auf T (M).

Beweis. Als erstes betrachten wir eine Abbildung @ o 9=, wobei (U, ), (V, 1))
Karten sind. Es ist T(U) N T(V) # 0 genau dann wenn U NV # ), und dann

ist T(U)NT(V)=TUNV). Weiters ist
gop P =d"Lodpo(dp) tod=dtod(potp )od.

Die Abbildung pot~! ist C°°, und nach Beispiel 1.3.12 auch ®~tod(po1p~1)o®.

Als néchstes zeigen wir, dass es auf M eine abzdhlbare Basis der Topologie
gibt sodafl auf jeder Basismenge eine Kartenabbildung definiert ist. Dazu sei Lo
eine abzéhlbare Basis von M und sei

L:={Be€ Ly: Jpmit (B,y) Karte} .

Sei O C M offen und = € O. Wihle By € Ly mit € By C O und wihle (U, p)
eine Karte mit x € U. Wihle B € £y mit x € B C By N U, dann ist (B, ¢|p)
eine Karte und x € B C O. Also ist £ eine Basis.

Zu jedem B € L wihle pp sodaB (B, ¢p) eine Karte ist. Weiters sei £’ eine
abziithlbare Basis der Topologie des R?". Sei nun eine Karte (U, ¢), O C R?"
offen, und z € $71(0) gegeben. Wihle B € £ mit 7y (x) € B. Es gilt

P(T(U)NT(B)) = ¢(T(UNB)) = (T(p(UNB))) = ¢UNB) xR".
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Also ist ONG(T(U N B)) offen im R?™, Da $p o @~ ein Diffeomorphismus von
S(T(U)NT(B)) auf ¢p(T(U)NT(B)) ist, und @¢p(T(U) N T(B)) nach dem
obigen Argument fiir ¢ genauso offen im R?" ist, folgt dass (g5 o ¢~ 1)(O N
P(T(UNB))) =pp(@1(O)NT(U N B)) offen im R?" ist. Weiters gilt pp(x) €
?p(@~H(O)NT(U N B)) da auch 7(z) € U. Wihle B’ € £’ mit

¢p(r) € B'Cgp(p ' (O)NT(UNB)),

dann gilt
z €@y (B)C @ (0).

Also ist die Menge {¢'(B’) : B € £, B’ € L'} eine abzihlbare Subbasis von 7.
Daher existiert auch eine abzédhlbare Basis.

Wir zeigen, dass jedes ¢ ein Homdomorphismus von T'(U) auf o(U) x R™
ist: Die Stetigkeit ist klar. Sei O C T'(U) offen, € O. Dann existieren (p;, U;),
i=1,...,n, Karten von M, und O; C R?" offen, mit € ()_, $; ' (O;) C O. Die
Menge O; N (p;(UNU;)) ist offen und nichtleer, denn ¢;(x) € O; und mps(x) € U
dax € T(U). Wegen x € $~1(0;) ist mp(z) € Uy, also folgt mas(x) € UNU;.
Daher ist ¢;(x) € ;(UNU;)xR™. Weiters ist @; *(;(UNU;)xR™) € T(UNU;) €
T(U). Wir erhalten

n

$(z) € ()@@ " (0i N (s (UNU;) x R™)) € $(0).

i=1
U

1.3.15 Definition. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Das Tangentialbiindel T'(M)
wird immer mit der von der Subbasis (¢ = @1 o dy)

{1(0) : O CR*" offen , (U, p) Karte von M }
erzeugten Topologie, und mit der von
{(T(U),d): (U,¢) Karte von M}

erzeugten differenzierbaren Struktur versehen. Damit wird 7' (M) zu einer Man-
nigfaltigkeit der Dimension 2 - dim M.

1.3.16 Proposition. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Dann ist die Bindelprojek-
tion m: T(M) — M in C®(T(M),M). Ist N eine weitere Mannigfaltigkeit und
feC>®(M,N), soistdf € C(T(M), T(N)).

Beweis. Sei x € T(M). Wihle eine Karte (U,¢) von M um 7(z), dann ist
(T'(U), ) eine Karte von T'(M) um x. Es gilt

pomo@g l=pormo(dp)tod=gpomod(p !)o®:R*" - R".

Fiir p = (p1,...,p2n) € R?" ist ®(p) ein gewisses Element von T(p, ;) (R™).
Also ist d(¢™)(®(p)) € Tp—1(py,....p,) (M). Wir sehen dass

(pomod " )(p) = (p1.---,Pn)
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! ist die Projektion auf die ersten n Komponenten und diese

gilt, d.h. pomrop™
ist C*°.

Sei nun f € C°(M,N) gegeben, und betrachte df : T(M) — T(N). Sei
x € T(M), und wihle Karten (U, ), (V,%) von M bzw. N mit my(z) €
U,nn(df(x)) € V und f(U) C V. Dann sind (T'(U),9) und (T(V),) Kar-
ten von T'(M) bzw. T(N) um x bzw. df (z). Es gilt

Yodfog i =0t odpodfo(dp) to® =0 odWofop ) od.

Nun ist f € C®(M,N), also h := o fop t € C®(p(U),¥(V)). Beachte
hier dass f(ma(x)) = mn(df(x)) nach Bemerkung 1.3.7. Wie wir in Beispiel
1.3.12 gesehen haben, ist die Abbildung ®~! o dh o ® € C*. Wir sehen, dass
df € C(T(M),T(N)).

U

1.8.17 Beispiel. Sei f € C*(M,R), und sei die Abbildung a¢ : T(M) — R
definiert durch ay(x) := x([f]/~) wobei [f]/~ € Pr(y)/.. Dann ist ay €
C>*(T(M),R). Denn: Sei z € T (M) und sei (U, ) eine Karte von M um m(x).
Dann ist ¢ = @1 o dyp eine Karte von T(M) nun z. Es gilt (n = dim M)
o(fop™)

Lj

(apo @ N (my,...,ma,) = Zmnﬂ-T(ml, .ymy) € C®(R?™ R).
j=1

Also folgt das ay € C(T(M),R).

1.4 Das Inverse Function Theorem

Ist f: M — N ein Diffeomorphismus, so ist df : T(M) — T(N) ebenfalls ein
Diffeomorphismus, denn d(f~!) = (df)~!. Insbesondere ist fiir jedes m € M die
Abbildung dfy, : Tpn(M) — Tty (IN) ein Isomorphismus.

1.4.1 Satz (Inverse Function Theorem). Sei f € C*(M,N),m € M, und
sei dfpm + Trn(M) — Tym)(N) ein Isomorphismus. Dann existiert eine offene
Umgebung U € M von m sodaff f(U) C N offen ist und fly : U — f(U) ein
Diffeomorphismus.

Beweis. Da df,, ein Isomorphismus ist, ist dim M = dim N =: d. Wihle Karten
(V,¢) in M und (W) in N mit m € V, f(m) € W. Setze p(m) =: p € R?,
¥(f(m)) =: ¢ € R% und betrachte die Abbildung g := ¢ o fop™!: p(V) —
»(W). Dann ist dg, = dip o df o d(¢~'),, und daher ist dg, ein Isomorphismus
von Tp,(¢(V)) auf T,(y(W)). Also ist auch ®~! o dg, o ® eine Bijektion von
{p} x R¢ auf {¢} x R%. Da diese Abbildung nach Beispiel 1.3.12 in den hinteren
Komponenten genau multiplizieren mit der Jacobi-Matrix von g an der Stelle p
ist, ist diese invertierbar. Nach dem Satz iiber die Inverse Funktion existiert eine
offene Menge U C R, pe U C ©(V), sodafl ¢ ein Diffeomorphismus von U auf
g(U) ist und das g(U) offen ist. Betrachte die Abbildung & := ¢~ o (g/5) " o
¥]y-1(g)- Diese bildet die in N offene Menge ¢~ 1(U) auf die in M offene Menge

@ 1(U) ab, und erfiillt ho flo-1@y = idg-1@ys flo-r@y o b =1dy 1 7). Weiters
ist sie C®°(1(U), " (U)), denn pohoyp = (g]7) "
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O

Sei m € M und (U, f) € Pp,. Dann ist dfy, : Trn(U) — Tp(my(R). Nun ist
einerseits T, (U) = Ty, (M), wegen Bemerkung 1.3.3 kénnten wir auch gleich mit
[ € C>(M,R) beginnen, andererseits ist T () (R) = R vermoge der Abbildung

D € Ty (R) — D(fid]/.),

vgl. Beispiel 1.3.12, (1.4). Damit kénnen wir df,,, auffassen als Element df,,, von
T (M)*. Explizit ist

o :{ T(M) — R . .
— D+ dfn(D)([id]/~) = D([idof]/~) = D([f]/~)

Seinun ¢ : M — N,m € M, und f € Py () (N). Dann ist also dipy, : Trn(M) —

Ty(m)(IN), daher die duale Abbildung (di,)* : Tym)(N)* — Tpn(M)*, und
dfm € Ty(m)(N)*. Wir zeigen

(dibn)* (fpom) = AU © V) (1.5)
Sei dazu D € T,,(M) gegeben. Dann gilt
(A" (df o)) (D) = dfpam) (@ (D)) = dibn (D)([f1/) =
= D(If 04]/~) = d(f o ) (D).

Sei nun (U,¢) eine Karte von M um m, ¢ : U — R? und bezeichne mit
7; : R — R die Projektion auf die i-te Koordinate, ¢; := m; o ¢. Wir zeigen
dass in dieser Situation {(dg;)m 14 =1,...,d} diezu {D; :i =1,...,d} duale
Basis ist, wobei D; wie in (1.2) definiert ist. Dazu berechnen wir

TT; O o1
(A )(D5) = Dm0 9) = ZEZEZE D (gmy) =5, (1)

1.4.2 Proposition. Seidim M =d, m € M, und f1,..., fa € Pp. Ist {(df;)m :

j=1,...,d} eine Basis von T,,(M)*, so existiert eine offene Umgebung U von
m sodaf (f1,...,fa): U — R eine Karte von M ist.

Beweis. Klarerweise gilt, auf einer Umgebung V' von m wo alle f; definiert
sind, f = (f1,..., fa) € C®(V,R%). Wieder sei 7; : R? — R die i-te Projektion.
Dann ist, nach dem oben bemerkten, {(dm;)f(m) : 7 = 1,...,d} eine Basis von

T(my(RY)*. Es gilt nach (1.5)
(dfim)" (A7) m)) = (i © lm = (dfi)m ,

und das ist nach Voraussetzung ebenfalls eine Basis. Also ist (dfi,)*, und daher
auch df,, ein Isomorphismus. Nach Satz 1.4.1 existiert eine offene Umgebung U
von m sodaB f(U) offen ist und f : U — f(U) ein Diffeomorphismus. Ist (W, )
eine Karte von M mit W NU # 0, so gilt also ¢ o f~1, f o4 sind C*°. Daher
ist (U, f) eine Karte.

4
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1.4.3 Korollar. Seim € M und fi,..., fx € Pm. Setze d := dim M.
(@) Ist {(dfj)m :j=1,...,k} CTp(M)* linear unabhdngig, so existiert eine

Karte (U, f) von M um m mit
FiOfoi, izl,...,k.

(17) Ist span{(dfj)m : j =
{j1,.- ., ja} €{1,...,k} und U offen sodaf8 (U, (fj,, ...

von M um m ist.

1,....k} = T, (M)*, so existiert eine Teilmenge
. fi4)) eine Karte

Beweis.  Wir zeigen (i). Sei (V,g) eine Karte von M um m. Dann ist
span({(dfj)m : 7 = 1,...,k} U {d(miog)m}) = Tm(M)*, also existieren
.y td, sodafl

{(dfj)m:5=1,....k}U{d(miiog)m : l=1,..

i1, ..
Ld— k)

eine Basis von T, (M)* ist. Die Behauptung folgt aus Proposition 1.4.2.
Wir zeigen (i). Wéhle eine Teilmenge {(df;,)m : =1, ...,d} die eine Basis

ist, und wende Proposition 1.4.2 an.
U

1.4.4 Korollar. Sei f € C°(M,N),m € M, und sei (U, p) eine Karte von N

um f(m).
(2) Ist dfm, surjektiv, dann existiert eine Karte (V,4) von M um m, sodafl

moy=mopof, i=1,...,dimN.
<oy Jdim M}

(i1) Ist dfy, injektiv, so existiert (mindestens) eine Teilmenge {ji,
von {1,...,dim N} und eine offene Umgebung V' von m, sodafl

(‘/7(/”-]'1oSOof’"'77TjdimMospof))

eine Karte von M um m ist.

Beweis. Wir zeigen (7). Da df,, surjektiv ist, ist (df,,)* injektiv. Also ist das
Bild von {d(m; © ©)f(m) : i = 1,...,dim N} eine linear unabhéngige Teilmenge

von Ty, (M)*. Nun gilt

(dfm)* (d(7; 0 @) pm)) = d(mi0o @ o fm, i=1,...,dimN.
Die Behauptung folgt aus Korollar 1.4.3,(7).
i * surjektiv, und daher

Wir zeigen (i¢). Da dfy, injektiv ist, ist (dfy,)
span{d(m; oo f)ym :i=1,...,dim N} = T,,(M)*. Die Behauptung folgt aus

Korollar 1.4.3,(i1).
U

1.4.5 Bemerkung. In der Situation von Korollar 1.4.4,(i4), ist insbesondere f

auf einer Umgebung von m injektiv.
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1.5 Teilmannigfaltigkeiten

1.5.1 Definition. Seien M, N Mannigfaltigkeiten und sei f € C°(M,N).
Dann heif3t f eine

2 mmersion, wenn ur jJedes m € 1€ unaung m - m —
) I / fiir jed M die Abbildung df, : T (M
Ty (N) injektiv ist.

(i) Einbettung, wenn f eine injektive Immersion ist, und zusétzlich ein
Homdoomorphismus von M auf f(M) wobei f(M) mit der Spurtopologie
von N versehen ist.

(#i1) echte Einbettung, wenn f eine Einbettung ist und f(M) abgeschlossen in
N ist.

1.5.2 Definition. Seien M, N Mannigfaltigkeiten und f € C*°(M, N). Dann
heifit (M, f) eine

(1) immersed Teilmannigfaltigkeit von N, wenn f eine injektive Immersion
ist.
(i1) eingebettete Teilmannigfaltigkeit von N, wenn f eine Einbettung ist.

(7i1) echt eingebettete Teilmannigfaltigkeit von N, wenn f eine echte Einbettung
ist.

1.5.3 Bemerkung. Die verschiedenen Typen von Teilmannigfaltigkeiten miissen
tatsichlich unterschieden werden. Dann betrachte das Beispiel M = R, N = R?
und die Abbildungen fi,..., f4 wie in den folgenden Figuren:

AN
S NEIAN

Dann ist f; eine Immersion aber nicht injektiv, fs eine injektive Immersion aber
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keine Einbettung, f3 eine Einbettung aber keine echte Einbettung, und f, eine
echte Einbettung.

1.5.4 Beispiel. Sei (U, ) eine Karte und seien ag41, . . ., @dim i € R, k& < dim M
gegeben. Betrachte die Menge

Si={meU:(mop)(m)=aii=k+1,... dmM}.

Sie kann leer sein. Ist jedoch D # (), so versehe S mit der Spurtopologie von M
und dem Atlas

{(S,(mo%...,ﬂ'kogp))}.

Dann wird S zu einer Mannigfaltigkeit, und es ist (S,¢), wobei ¢ : S — M die
Inklusion ist, eine eingebettete Teilmannigfaltigkeit von M. Man spricht von
einer Scheibe der Karte (U, ).

1.5.5 Proposition. Sei f € C>°(M,N) eine Immersion, m € M. Dann exi-
stiert eine offene Umgebung U von m und eine Karte (V,4) von N um f(m),
sodaf flu injektiv ist und f(U) eine Scheibe von (V,v) ist.

Beweis. Wihle eine Karte (W, ¢) von N um f(m). Nach Korollar 1.4.4,(i), ist,
nach eventuellen permutieren der Koordinaten von ¢,

7—;:(mogpof,...,ﬁdimMO%’of)

auf einer geeigneten Umgebung V' von m, f(V') C W, eine Karte von M und
flv: ist injektiv, vgl. Bemerkung 1.4.5. Schreibe 7 = 7o ¢ o f wobei 7 die
Projektion des RY™ N auf die ersten dim M Komponenten bezeichnet. Definiere
= (1,...,%qmn) auf (7o )" L(r(V")) durch

i = wi ,i=1,...,dimM
o Spi_SDiofOT7107TOQD , t=dimM+1,...,dim N

wobei wieder ¢; := m; 0. Dann ist 1 eine C*°-Funktion nach RY™ ¥ Fiir einen
Punkt von der Gestalt f(z) gilt

GilF(@)) = (piof) (@)~ (psofortom o po f)(x) = 0,i = dim M+1,...,dim N .
T
Schreibe nun

dim N
d(piofortomo)m = Y X(dp;)sm)-

j=1

Wir zeigen A\; = 0, j = dimM + 1,...,dim N. Dazu berechne fiir die zu
{(d¢j) famy,:J =1,...,dim N} duale Basis Dy, vgl. (1.6), (1.2),

Nj=d(piofor ! omop)m(Dj) =Dj(lpiofor  omoy]/) =

oforlomo op~t
_ Opiof Taxj oy )(@(f(m))):(),j>dimM,
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denn 7 ist die Projektion auf die ersten dim M Koordinaten. Es folgt

(di) f(m) Li=1,....dimM

(di) fm) = m
| e sy — SI M N (doy) pomy 5 i=dimM +1,...,dim N

und daher ist {(dv;)f(m) :i=1,...,dim N} eine Basis. Nach Proposition 1.4.2
ist, auf einer geeigneten Umgebung V' von f(m) sicher (V,1)) eine Karte. Setze
U=f1vV)nVv.

Sei S die Scheibe von (V, 9) die entsteht durch die Einschriankung ¢;(z) = 0,
i=dimM+1,..., N. Wie wir gesehen haben gilt f(U) C S. Sei nun umgekehrt
z€S. Dannist z € V C (7o) H(r(V’)), also (7 o p)z € 7(V'). Wir kénnen
daher definieren y € V' als y := 77 (7 0 ). Dann gilt

0i(f (W) = (pio f)ly) = (piofor omop)(w).

Fir i =dimM +1,...,dim N ist wegen = € S daher ¢;(f(y)) = ¢;(x). Wegen
der Wahl von y gilt

(mop)(f(y) =71y = (Top)(z),

d.h. ¢;(f(y)) = @i(x), i = 1,...,dim M. Da ¢ eine Karte ist, folgt f(y) = z.
Also auch y € f~1(V) und damit y € U.

U

Wir wollen bemerken, dass man (V) so wihlen kann dass ¢(V') ein Wiirfel
ist.

1.5.6 Proposition. Sei f € C°(M, N) eine bijektive Immersion. Dann ist f
ein Diffeomorphismus.

Beweis. Nach Satz 1.4.1 geniigt es zu zeigen dass df,, stets surjektiv ist. An-
genommen es ist df,, fiir ein m € M nicht surjektiv. Dann ist dim M < dim N.
Wiihle eine Karte (W, ¢) von N um f(m) mit o(W) = RY™ N Sei £ eine abzihl-
bare Basis der Topologie von M aus Mengen mit kompakten Abschluf}, vgl.
Beweis von Lemma 1.2.3. Sei n € f~1(W), dann wiihle eine offene Umgebung
U von n und eine Karte (V,4) von N um f(n) wie in Proposition 1.5.5, soda8
also f(U) eine Scheibe in (V) ist. Wéhle U,, € £ mit n € U,, CU N f~1(W),
dann ist wegen dim M < dim N sicher ¥(f(U,)) enthalten in einer Hyperebene
des RY™ YN ynd daher nirgends dicht. Da (W, ¢) und (V, ) Karten von N um
f(n) sind, ist
poy € C®(H(W N V), (W NV))
)

(
Yot € C®(p(WNV),p(WNV))

Es folgt das auch o(f(U,,)) = (popy =1 (1(f(U,))) keine in R1™ Y offene Menge
enthilt. Da U,, kompakt ist, folgt das ¢(f(U,)) nirgends dicht ist. Nun gilt aber

REMN = (W) = o(f(f~1(W))) €

Co(f/C U Ta)= U (@)

nef-1(W) nef-1(W)
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Da L abzidhlbar ist, steht auf der rechten Seite eine héchstens abzdhlbare Ver-
einigung. Wir haben einen Widerspruch zum Satz von Baire.

O

1.5.7 Satz. Seien M, N Mannigfaltigkeiten und f € C°°(M, N). Dann hat man
die Abbildung
of'{ C*(N,R) — C*(M,R)
’ h — hof

Diese ist genau dann surjektiv, wenn f eine echte Einbettung ist. In diesem Fall
ist die Abbildung of, sogar wenn man sie als Abbildung von C>®(N,R¥) nach
C>=(M,R¥*) auffasst, surjektiv.

Beweis. Als erstes zeigen wir den Zusatz, ndmlich dass die Surjektivitdt von of :
C>®(N,R) — C>(M,R) jene von of : C°(N,R¥) — C°°(M,RF) impliziert.
Das folgt aber, da eine Funktion g : M — R¥ genau dann O ist, wenn jede der
Funktionen 7; 0 g : M — R in C* ist. Hat man also g € C*(M,R¥) gegeben,
so betrachte g; := mo g € C*°(M,R). Dann existieren h; € C*°(N,R) mit
g;i = h; o f. Setze

' N — Rk
h-{ n o+~ (h(n),..., hi(n))

Dann ist h € C>°(N,R*) und es gilt g = h o f.

Sei nun f eine echte Einbettung, wir zeigen dass o f surjektiv ist. Seim € M.
Wiéhle U und (V, ) wie in Proposition 1.5.5 und so dafl (V') ein Wiirfel ist.
Weiters bezeichne wieder 7 die Projektion von RY¥™N auf die ersten dim M
Komponenten.

Betrachte die Abbildung m oo f: U — mw(y(V)). Diese ist injektiv, denn
ist (m oo f)(@) = (mowo f)y), so folgt (1o f)(x) = (o )(y) da F(U)
die Scheibe von (V1)) ist deren hintere Koordinaten Null sind. Sie ist surjektiv,
denn ist * € V so ist auch jenes Element in (V) welches an den vorderen
Koordinaten gleich () und an den hinteren gleich Null da V' ein Wiirfel ist.
Da f(U) Scheibe ist, liegt es in f(U).

Sei x € U, dann existiert nach Korollar 1.4.4,(ii), eine Auswahl i1,...,iq
sodafl (m;, oo f,...,m, 0o f) lokal um x eine Karte ist. Da m 0o f = 0 fiir
[ > dim M, muf diese Karte lokal gleich 7 o1 o f sein. Also ist (mo o f)~1:
m(¥(V)) — U eine C*°-Abbildung.

Sei g € C>°(M,R) und setze h,, == go(mrotof) Lomror:V — R. Dann
ist h,, eine C'*°-Abbildung und es gilt fiir x € U

(hm o f)(@) = (go(movo f) T omoro f)(z) = g(z).

Wir bezeichnen in folgenden U =: U,,,V =: V,,,. Die Menge M \ U,, ist ab-
geschlossen. Da f ein Homdomorphismus auf f(M) mit der Spurtopologie ist,
ist also f(M \ Up,) abgeschlossen in f(M) mit der Spurtopologie. Da f(M)
abgeschlossen in N ist, ist f(M \ U,,) abgeschlossen in N.

Setze V,), := Vp, N f(M \ Uy,)¢, dann ist V,, offen in N und enthélt f(U,,)
da f injektiv ist.
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Sei p € f(M), setze m(p) := f~!(p). Dann ist Vi) 0 € FIM)}ULN\
f(M)} eine offene Uberdeckung von N. Also existiert eine C°°-Partition der
Eins die dieser untergeordnet ist. Sei diese {¢; € C*°(N,R) : j € J}. Sei

J'={jeJ:suppy; N f(M)#0}.

Zu j € J' wihle p; € f(M) mit supp¢; C Vél(pj). Dann gilt » -, pj(z) =1
fiir x € f(M). Betrachte die Funktion

h:= Z @jhm(pj) .

jeJ’

Sei x € M und f(x) € suppy;, dann ist auch f(x) € Vél(pj) und daher z €
Un(py)- Also gilt hp, ) (f(2)) = g(x), und es folgt

WF@) =3 ei(f@hme)(f@) = > ¢i(f(@)g(@) = g(x).
jeJ’ jeJ’
©; (f(2))#0

Wir kommen zum Beweis der Umkehrung. Wegen des ersten Beweisschrittes
konnen wir also annehmen dass sich jede Funktion g € C*(M,R*) darstellen
ld8t als g = ho f mit h € C(N,R¥).

Seien z,y € M, x # y, dann existiert g € C*°(M,R) mit g(z) = 1,9(y) = 0.
Es folgt f(x) # f(y), d.h. f ist injektiv.

Sei O C M offen und z € O. Dann existiert g € C*°(M,R) mit g(z) = 1,
suppg C O. Sei h € C*°(N,R) sodal g = ho f und setze U := h=1(R\ {0}).
Dann ist U offen in N und daher U N f(M) offen in f(M). Ist y € U N f(M),

m = f~1(y), so ist
g(m) = h(f(m)) = h(y) >0,

also m € suppg C O. D.h. es ist y € f(O), und wir haben f(x) e UN f(M) C
f(0). Also ist f(O) offen in der Spurtopologie auf f(M).

Wir zeigen als néchstes dass f eine Immersion ist. Sei x € M und wiéhle eine
Karte (U, ) mit « € U. Sei U; C U eine abgeschlossene Umgebung von x und
sei {¢1, ¢2} eine Partition der Eins, die der Uberdeckung {U, U{} untergeordnet
ist. Setze g := ¢ - ¢1, wegen supp¢; C U ist diese Abbildung wohldefiniert
und in C°°(M,RI™M) Sei h € C°(N,RI™M) s0daB g = ho f. Dann gilt
dgs = dhy(y) o df. Nun ist Uy eine Umgebung von z, und g|vy, = ¢|y,. Daher
ist dg, = dys, und daher bijektiv. Es folgt, dass df, injektiv ist.

Es bleibt zu zeigen dass f(M) abgeschlossen in N ist. Angenommen es exi-
stiert eine Folge (my) in M mit f(mg) — n € N\ f(M). Wihle eine Kar-
te (U,p) von N um n, und setze xzp := o(f(mg)). Dann gilt 2 — ¢(n)
und wir kénnen, nétigenfalls durch Ubergang zu einer Teilfolge, voraussetzen
dass ||z — ¢(n)|| streng monoton gegen 0 strebt. Wihle offene Kugeln Uy, mit
Mittelpunkt z; und Radien r; sodal 7, streng monoton gegen 0 strebt, und
infiev, [|2 — @(n)|| > sup,cp, ., |z — ¢(n)||. Dann sind die Uy sicher paarweise
disjunkt. Bezeichne mit By, die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt z; und

Radius 4. Dann ist die Menge

B:= | By {p(n)}

keN
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abgeschlossen und beschriinkt, und daher kompakt in R%™~ und daher auch
in p(U). Also ist ¢~ (B) kompakt in U und daher in N. Also ist ¢~*(B) auch
abgeschlossen in N, und daher f~!(¢~1(B)) abgeschlossen in M. Es ist Uy, offen
in p(U), also ist ¢~ (Uy) offen in U und, da U offen in N ist, also auch offen
in N. Daher ist f~1(¢7(Uy)) offen in M. Betrachte die Familie

{7 (B IU{f e ' (Uk)): keN}.

Das ist eine offene Uberdeckung von M. Denn: Sei z € f~(¢p~*(B)), dann ist
o(f(x)) € B. Wegen n ¢ f(M), muss sogar @(f(x)) € Jyen Br liegen, und
daher auch z € ey /197 (Ur)). Sei {¢} U {¢r : k € N} eine Partition der
Eins die dieser Uberdeckung mit gleichen Indizes untergeordnet ist. Betrachte
die Funktion g := >, .y kér € C°(M,R). Da jeder Punkt my in genau einer
der Mengen der obigen Uberdeckung vorkommt, namlich in f~1 (o~ 1(Uy)), gilt
g(my) = k. Sei h € C*°(N,R) mit ¢ = ho f. Dann muss also h(f(mg)) = k
gelten. Das ist ein Widerspruch, denn da my — n muss h(f(my)) — h(n).

U

1.5.8 Proposition. Sei f € C°(N, M), (P,¢) eine immersed Teilmannigfal-
tigkeit von M, und f(N) C o(P). Dann existiert genau eine Abbildung g mit
f

N—m>

M
~
~

~

~ ¥
g ~
N

P

Es gilt
(i) Ist g stetig, so ist g € C*°(N, P).
(i1) Ist ¢ eine Einbettung so ist g € C°(N, P).

Beweis. Wir zeigen (i), sei also g stetig. Es geniigt zu jedem x € N eine offene
Umgebung V' von z und eine Karte (U, 7) von P zu finden sodaf g(V') C U und
Tog € C®(V,RI™P) ist. Sei also x € N, und sei (W, 1)) eine Karte von M um
f(z). Nach Korollar 1.4.4,(ii), gibt es eine offene Umgebung U, ¢(U) C W, von
g(z) in P und eine geeignete Projektion 7 : R4mM — RIm P godafl (U, 7) mit
7= mo oy eine Karte von P ist. Setze V := g~ 1(U), dann ist V offen und es
gilt
Togly =motpoypogly =movo fly € C®(V,RIMEFY,

Wir zeigen (i7). Es geniigt nach (7) zu zeigen dass g stetig ist. Sei O C P offen,
dann ist ©(O) offen in p(P). Sei U C M offen mit U N p(P) = ¢(0), dann ist
f7YU) offen in N. Es gilt, da ¢ injektiv ist,

nefHU) < f(n)eU < f(n)eUNFf(N) <

— f(n)€UNP(P)=¢(0) < g(n) €0 < necg '(0).
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1.5.9 Korollar. Sei M eine Mannigfaltigkeit, N eine Menge und f: N — M
injektiv. Weiters seien Tp,7o Topologien auf N und Ai, As differenzierbare
Strukturen auf (N, Tq) bzw. (N, T2) sodafy (N, Ty, A1) und (N, T3, As) Mannig-
faltigkeiten sind und so dafs

(N, Ti, A1), f), (N, T2, As), f)

immersed Teilmannigfaltigkeiten von M sind. Ist Ty C T3, so folgt Ty = T3 und
A = As.

Beweis. Wir haben das Diagramm

(N, T2, Az) : M

(N, Ty, Ar)

Wegen 77 C 75 ist id stetig und nach Proposition 1.5.8 auch C*°. Nun gilt fiir
jedes n € N, beziiglich der richtigen Mannigfaltigkeiten interpretiert,

dfn = df, o did,,

Da df, in beiden Féllen injektiv ist, ist auch did, injektiv. Nach Proposition
1.5.6 ist id ein Diffeomorphismus.

U

1.5.10 Bemerkung. Sei M eine Mannigfaltigkeit und N eine Teilmenge von M.
Bezeichne 7 die Spurtopologie von M auf N. Sei angenommen es existiert eine
differenzierbare Struktur A auf N sodaf ((N,7T,.A), C) eine immersed Teilman-
nigfaltigkeit von M ist. Ist 7/ und A’ eine Topologie bzw. eine differenzierbare
Struktur auf N soda3 ((N,7’, A’),C) eine immersed Teilmannigfaltigkeit von
M ist, so folgt 7/ = T und A" = A. Dies folgt unmittelbar aus dem Korollar
1.5.9, denn jede Topologie auf N mit der (IV, C) eine immersed Teilmannigfal-
tigkeit sein kann, ist feiner als die Spurtopologie von M auf N.

Man beachte, dass die Voraussetzung in dieser Aussage dquivalent dazu ist,
dass N zu einer eingebetteten Teilmannigfaltigkeit gemacht werden kann.

Anders formuliert: Ist M eine Mannigfaltigkeit und N C M. Im allgemeinen
muss es keine Wahl einer Topologie und differenzierbaren Struktur auf N geben,
so dass N mit diesen zur immersed Teilmannigfaltigkeit wird. Gibt es eine Wahl,
so ist diese im allgemeinen nicht eindeutig. Existiert dagegen eine differenzier-
bare Struktur auf N, sodass N zur eingebetteten Teilmannigfaltigkeit wird, so
existiert genau eine Wahl von Topologie und differenzierbarer Struktur sodass
N immersed Teilmannigfaltigkeit ist (ndmlich jene wo N sogar eingebettete
Teilmannigfaltigkeit ist).

Wir definieren eine Relation > auf der Menge aller Teilmannigfaltigkeiten
von M durch: Es gilt (N,tn) = (N’,tn+) wenn es ein g € C*°(N, N') gibt mit

N

N———— N

(1.7)
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Klarerweise ist diese Relation reflexiv und transitiv. Ist (N, tn) = (N',tn/), so
folgt ¢n(N) C in/(N'). Es gilt (N,en) = (N'yens) und (N’ enys) = (Nyew)
genau dann, wenn es einen Diffeomorphismus g gibt mit (1.7). Wir erhalten nun

1.5.11 Korollar. Sei (N',un/) eine eingebettete Teilmannigfaltigkeit. Dann gilt
(N,in) = (N, N ) genau dann, wenn iy (N) C oy (N).

Beweis. Wende Proposition 1.5.8 an mit f =ty
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Kapitel 2

Lie Algebren

2.1 Definition und Grundlagen

2.1.1 Definition. Sei K ein Korper. Eine K-Algebra (A, [.,.]) heifit LieAlgebra,

wenn gilt
(L1)  Fiir jedes a € A ist [a,a] = 0.
(L2)  Es gilt die Jacobi-Identitit
[[a,b],c} + [[b,c],a} + [[c,a],b} =0, a,b,ce A.

In diesem Fall bezeichnet man das Produkt [.,.] der Algebra auch als Lie-
Klammer.

2.1.2 Bemerkung. Das Axiom (L1) inmpliziert dass die Lie-Klammer antisym-
metrisch ist, d.h. das stets [b, a] = —[a, b] gilt. Denn sind a,b € A, so gilt wegen
(L1) und der Bilinearitét von [.,.]

0=[a+b,a+b] =]a,a]+[a,b]+ [ba]l+ [b,b] =][a,b]+ [b,al.

Ist char K # 2, so gilt auch die Umkehrung, denn [a, a] = —|a, a], oder 2[a,a] =
0, impliziert dann [a,a] = 0.

2.1.3 Definition. Seien (Ay,[.,.]1) und (As, [.,.]2) Lie-Algebren. Dann heifit f
ein Homomorphismus von (A, [.,.]1) nach (As,[.,.]2), wenn f : A; — As eine
lineare Abbildung ist, und stets [f(a), f(b)] = f([a, b]) gilt.

2.1.4 Bemerkung. Seien (A1].,.]1), (42,[., ]2), (As,].,.]3) Lie-Algebren und f :
Ay — Ag, g 1 Ay — Az, Homomorphismen. Dann ist auch go f : A; — Aj
ein Homomorphismus. Diese Verkniipfung von Homomorphismen ist assoziativ.
Die identische Abbildung id : A — A ist stets ein Homomorphismus. Ist f :
Ay — As ein Homomorphismus und ist die Abbildung f bijektiv, so ist auch
f~1: Ay — A; ein Homomorphismus.

Wir bezeichnen einen bijektiven Homomorphismus f : A; — A als Isomor-
phismus. Ist in diesem Fall A; = As, so sprechen wir auch von einem Automor-
phismus. Offenbar bildet die Menge aller Automorphismen einer Lie-Algebra
mit der Verkniipfung als bindre Operation und der identischen Abbildung als
Einselement eine Gruppe.
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2.2 Beispiele von Lie Algebren

2.2.1 Beispiel. Sei (A4, ") eine assoziative K-Algebra, d.h. es gelte stets a-(b-c) =
(a-b) - c. Definiere fiir a,b € A den Kommutator [a, b] als

[a,b] := ab — ba .

Dann ist (A, [.,.]) eine Lie-Algebra.
Die Giiltigkeit von (L1) ist klar. Um (L2) einzusehen berechnen wir

[[a,b],c] = [a,b]c — c[a,b] = abc — bac — cab + cba,

[[b,c],a] = [b,cla — a[b,c] = bea — cba — abe + ach,
[[¢,a],b] = [c,alb—blc,a] = cab — acb — bea + bac.

Durch Aufsummieren dieser drei Ausdriicke folgt die Jacobische Identitét.

2.2.2 Beispiel. Sei V ein Vektorraum iiber K. Dann ist (EndV,o) eine asso-
ziative Algebra wobei die linearen Operationen punktweise definiert sind und o
die Hintereinanderausfithrung von Endomorphismen von V' bezeichnet. Also ist
(End V, [.,.]) wobei

[figl:==fog—gof, f,g€EndV,

eine Lie-Algebra. Diese bezeichnet man mit gl(V).

2.2.3 Beispiel. Sei (A4, ") eine assoziative K-Algebra. Eine Abbildung D : A — A
heifit eine Derivation von A, wenn gilt:

(7) D ist linear.
(1) Fiir alle a,b € Aist D(a-b) = D(a) - b+ a- D(b).

Die Menge aller Derivationen einer K-Algebra (A, -) bezeichnen wir mit Der(A).

Offenbar ist Der(A) ein linearer Teilraum von End(A). Tatséchlich gilt sogar:
Der(A) ist eine Lie-Unteralgebra von gl(A). Um dies einzusehen seien D, D’ €
Der(A). Wir berechnen fiir a,b € A

[D,D')(a-b) = (DoD')a-b)— (D oD)a-b) =
= D(D'(a-b))— D'(D(a-b)) = D(D'(a) -b+a-D'(b)) — D'(D(a) -b+a-D(b)) =
— D(D'(a)) - b+ D'(a) - D(b) + D(a) - D'(b) + a - D(D'(b))—
—D'(D(a)) - b—D(a) - D'(b) — D'(a) - D(b) —a- D'(D(b)) =
= (DoD')a)-b+a-(DoD)b)— (D' oD)a) b—a- (D oD)b) =
= [D,D'|(a) - b+a-[D, D).

Man bemerke, dass Der(A4) keine K-Unteralgebra von (End(V),o) zu sein
braucht.
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2.2.4 Beispiel. Sei A eine kommutative und assoziative K-Algebra. Dann ist
Der(A) ein A-Modul und zwar mit der skalaren Multiplikation

(aD)(b) :=a-D(b), a,b€ A, D € Der(4).

Wir miissen zeigen, dass aD tatsichlich wieder in Der(A) liegt, die Rechenge-
setze sind dann klar. Dabei ist ebenfalls klar, dass aD : A — A linear ist. Seien
b,c € A, dann gilt

(aD)(bc) = a-D(bc) =a- (D(b)c+bD(c)) =a-D(b)-c+a-b-D(c) =

= (aD)(b)c+ b(aD)(c) .

Die Lie-Algebra-Operation ist mit der A-Modul-Operation verbunden durch die
Beziehung

[aD,bD'| =ab-[D,D'|+a-(Db)-D' —b-(D'a)-D. (2.1)
Um diese Beziehung einzusehen, sei © € A gegeben. Dann gilt
(aD)((bD")z) = (aD)(b- D'z) = (aD)b- D'z +b- (aD)(D'z) =

=a-Db-D'z+b-a-D(D'x),

und genauso
(bD")((aD)x) =b-D'a- Dz +a-b-D'(Dx).

Insgesamt folgt (2.1).
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Kapitel 3

Vektorfelder und
Vektorbiindel

3.1 Vektorfelder

3.1.1 Definition. Sei M eine Mannigfaltigkeit, U C M offen. Eine Abbil-
dung X € C°°(U, T(M)) heifit Vektorfeld, wenn m o X = idy. Die Menge aller
Vektorfelder auf U bezeichnen wir mit X(U, M). Ist U = M, schreiben wir
(M, M) = X(M).

Die Menge X(U, M) wird mit den Operationen die definiert sind durch

(X +Y)(m)([f1/~) = X(m)([f]/~) + Y (m)([f]/~), m €U, f € P,
AX)(m)([f]/~) == A- X(m)([f]/~), me UAER, f € P,
(gX)(m)([f1/~) = g(m) - X(m)([f]/~), m € U,g € C*(U,R), f € Prm,
ein R-Vektorraum und ein C*°(U, R)-Modul.

3.1.2 Satz. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Die Abbildung X — Dx, wobei X €
X(M), und wobei Dx : C*°(M) — C°°(M) definiert ist durch

(Dx f)(m) := X(m)([f]/~), f€C*(M),me M, 3.1)

ist ein R-Vektorraum- und C°°(M)-Modul Isomorphismus von X(M) auf
Der C>*(M).
Beweis. Als erstes zeigen wir, dass die rechte Seite von (3.1) eine Derivation

definiert. Sei ay : T(M) — R wie in Beispiel 1.3.17. Dann gilt Dx f = ajoX €
C>(M,R). Klarerweise ist Dx linear. Seien f,g € C°°(M,R), dann gilt

Dx(f-g)(m)=X(m)([f-gl/~) = X(m)([f]/~[9]/~) =
= (Dx f)(m) - g(m) + f(m)(Dxg)(m)

Also ist tatsdchlich Dx € Der C*(M,R). Da sowohl in X(M) als auch in
Der C*° (M, R) die linearen Operationen sowie die C*° (M, R)-Moduloperationen
punkteweise definiert ist, vgl. Beispiel 2.2.4, ist X — Dx ein R-Vektorraum-
und C*°(M,R)-Modulhomomorphismus.

(3.2)
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Sind X,Y € X(M), X #Y, so wihle m € M mit X(m) # Y (m) und wihle
f € Pp mit X(m)([f]/~) # Y (m)([f]/~). Wegen Bemerkung 1.3.3 existiert
g € C*(M,R) mit [g]/~ = [f]/~ € Pm/~. Es folgt (Dxg)(m) # (Dyg)(m),
also Dx # Dy. Die Abbildung X — Dx ist also injektiv.

Sei D € Der C*°(M,R). Um zu zeigen das D von der Gestalt Dx ist, zei-
gen wir als erstes dass (Df)(m) nur von der Aquivalenzklasse [f]/~ € P/~
abhéingt. Dazu sei f € C°(M,R) mit f ~ 0 in P,, gegeben. Sei U eine offene
Umgebung von m mit f|y = 0. Nach Korollar 1.2.8 existiert ¢ € C°° (M, R) mit
w(m) =1, suppe C U. Setze ¢ := 1 — ¢, dann gilt ¢(m) = 0 und ¥(z) = 1,
x ¢ U. Es folgt das ¢+ f = f, denn auf U ist f ohnehin gleich Null. Wir schlieflen
dass

(Df)(m) = D@ - f)(m) = (Dy)(m) - f(m) + ¢ (m)(Df)(m) = 0.

Also ist durch die Beziehung (3.1) eine Abbildung X(m) : Pn/~ — R
wohldefiniert. Liefit man die Rechnung (3.2) umgekehrt, so sieht man dass
X(m) € T, (M). Also ist durch (3.1) eine Abbildung X : M — T(M) mit
7o X = id,; definiert.

Es bleibt zu zeigen, dass X € C®(M,T(M)) ist. Sei (U, ¢) eine Karte von
M, dannist (T(U), @ tody) eine Karte von T'(M ). Weiters sei m € U, bezeichne
i = m; 0w, und sei D; die zu ¢; duale Basis von T,, (M), vgl. Korollar 1.3.11.
Sei X; die Abbildung X; : U — T(U), die definiert ist als X;(m)([f]/~) =
(Dif)(m), f € C°(M,R). Dann gilt fiir p € p(U)

Xi(e ™ (D) : [f]/~ — (Dif) (™ (D)), [ €C®(M,R),

do(Xi(e™'(p))) : [9]/~ = Di(go @) (¢~ (p)), g € C®°(R",R)

Wegen
o o1
Di(go @) (p)) = W(s@(s@‘%p))) = gfi (»),
folgt (p = (p1,---,pn))
(@ todpoX;00 )(p) = (P1s- s Pns 015, 0n) (3.3)

Da fiir jedes m € U die D; eine Basis von T, (M) bilden, konnen wir schreiben

X(m) = i)\i(m)Di, meU.
i=1

Dabei gilt A;(m) = X (m)(p;) = (Dg;)(m) € C=(U,R). Es folgt das
(@~ odpoXop™ )(p) = (p1,-- -, Pn, M (9™ (D)), - Aal(e ™ (p))) € CF(R™, R™).
Da (U, ¢) eine beliebige Karte war, folgt X € C°(M,T(M)).

U

3.1.3 Bemerkung. Aus dem letzten Beweisschritt sehen wir das dquivalent sind

(i) X € C%(N,T(M)).
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(73) Fiir jedes n € N existiert eine Karte (U, ¢) von M um (X (n)) und
A,y Mg € C((mrag 0 X)71(U, R) sodaB

k
= Z Xi(p) XY (mar(X (), p € (mar 0 X)™H(U) (3-4)

wobei X (q) € T,(M) definiert ist als

Xfa() = A2

Beachte dass X € C°°(U T(M)) wegen (3.3). Man sieht auch dass X/ =
dp~to % o WObel a— € X(R™) definiert ist als
0

of
o0x;

(¢(q)) -

P)(f) = 7= (p) -

8:@»
(#31) Fir jedes n € N und jede Karte (U, ¢) gilt (3.4) mit gewissen A1, ..., A; €
C*>(U,R).

Vermoge des Isomorphismus aus Satz 3.1.2 iibertragen wir die Lie-Algebra
Operation von Der C*°(M) auf X(M). Damit wird X(M) zu einer Lie-Algebra.
Explizit gilt

(X YIm)([£1/~) = X(m)([Y () f1/~) =Y (m)([X()f]/~)
meM, fe C*°(M,R), X,)Y € X(M).
Beachte dass, nach Beispiel 1.3.17, X(.)f € C*°(M,R) ist. Lie-Algebra- und
C> (M, R)-Moduloperation sind verbunden iiber die Rechenregel
[f X, 9Y] = fglX, Y]+ f(X()9)Y —g(Y () )X,
f,9€ C*(M,R), X,Y € X(M).

3.1.4 Definition. Sei f € C*°(M,N) und seien X € X(M),Y € X(N). Dann
heiflen X und Y f-assoziiert wenn

df o X =Yof.
In diesem Fall schreiben wir X ~ Y.

3.1.5 Proposition. Sei f € C°(M,N), und seien X,X' € X(M), Y,Y' €
X(N). Gilt X ~; Y und X' ~; Y, so folgt [X,X'] ~; [Y,Y].

Beweis. Sei m € M, g € Pg(y,)(N). Dann gilt
df ([X, X'[(m))([g]/~) = [ X'Nm)([go fl/~) =
= X(m)(X'(Ngo HI/~) = X' (m)([X()(go fl/~) =
= X(m)([(df o X)()(9)/~) = /m)([(dfoX)(-)(g)]# =
= X(m )([( "o N)@]/~) = X (m)([(Y o /))(9)]/~) =
= df (X (m))(Y'()(9)) — df (X' (m))(Y (.)(g)) =
=Y o f)(m)(Y'()(g)) = (Y o f)(m)(Y(.)(g) = [Y,Y'](f(m))(lg]/~)
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3.1.6 Korollar. Sei f € C*°(M, M). Dann ist die Menge
(X € X(M): X ~ X}
eine Lie-Unteralgebra von X(M).

Beweis. Die Tatsache dass diese Menge ein linearer Teilraum ist, ist klar. Das
sie unter Bildung von Lie-Klammern abgeschlossen ist folgt aus der obigen Pro-
position.

O

3.1.7 Proposition. Sei f € C°(M,N) eine Immersion und sei Y € X(N).
Dann ezistiert X € X(M) mit X ~5 Y genau dann, wenn gilt

Y(f(2)) € df (T,(M)), € M. (3.5)
In diesem Fall ist X eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei m € M. Wihle eine Karte (V,¢) von N um f(m) und U C M
offen, m € U, sodal f(U) die Scheibe von (V) ist wo die hinteren dy — dps
Koordinaten verschwinden, vgl. Proposition 1.5.5, wobei dy = dim N, dj; =
dim M. Sei m; : R¥ — R die Projektion auf die ersten dj; Koordinaten.
Nach Korollar 1.4.4,(i7), gibt es eine offene Umgebung U’ C U von m in M,
sodafl (U’, 71 01 o f) eine Karte von M ist. Wir haben also

U’ ! 1%
<Pi_ﬂ'1°w°fl lw
d d
R D oU') <77—¢(V) TR

Es folgt
TU) ——=T(V)

de J/ dip

T(p(U") <—T@(V))

d7T1
Sei F': T(V) — T(U’) definiert als F := (dp)~! o dmy o dip, beachte hier dass ¢
und daher auch dp ein Diffeomorphismus ist. Es gilt
df o F|df(T(U’)) == iddf(T(U’))7 F o df = idT(U’)
denn fiir « € df (T(U")), = = df (y), gilt

(df o F)(x) = (df o (de)~" o dmy o dyp)(df (y)) = df (y) = .
=do(y)

Die zweite Beziehung gilt, da F o df = (dp) ! odm odpodf = (dp) ! odp =

Sei nun Y € X(N) gegeben sodaf (3.5) gilt. Fiir € M existiert dann ein
eindeutiges Element X () € T,,(M) mit (Y o f)(z) = df (X (x)). Also ist durch
diese Zuordnung eine Abbildung X : M — T(M) mit 75 o X = idps definiert.
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Sei nun m € M, wihle U’,V wie oben und sei F' ebenfalls wie oben. Da,
nach Definition, df o X =Y o f, folgt

X|pr = (Fodf)o Xy = FoY o flur € C¥(U', T(U")).

Da m beliebig war, folgt X € C°(M,T(M)), insgesamt also X € X (M). Kla-
rerweise ist X ~¢ Y.

Sei nun umgekehrt X € X(M) mit X ~; Y gegeben, dann folgt wegen
df o X =Y o f dass fiir jedes x € M gilt (Y o f)(z) € df (Tx(M)). Da fiir
jedes x € M die Abbildung df |7, (ar) injektiv ist, ist X durch die Forderung
df o X =Y o f eindeutig festgelegt.

0

Sei M eine Mannigfaltigkeit und (a,b) € R. Eine Abbildung s €
C*((a,b), M) heiBt eine Kurve auf M. Fiir x € R bezeichne mit D, € T, (R) die
Derivation D, ([f]/~) := %(m). Ist s: (a,b) — M eine Kurve und z € (a,b), so
heiit ds(D;) € Ty, (M) der Tangentialvektor von s bei x. Man schreibt auch
$(z) fiir den Tangentialvektor.

3.1.8 Definition. Sei X € X(M) und s : (a,b) — M eine Kurve. Dann heifit s
Integralkurve von X, wenn

5(x) = X(s(x)), = € (a,b).

3.1.9 Bemerkung. Seien s1 : (a1,31) — M, s2: (g, B2) — M zwei Kurven und
gelte fiir ein Intervall (o/, #') dass s1|(a’,3/) = 52|(a’ ). Dannist §1(t) = 52(¢) fiir
jedes t € (o/, ). Denn die Inklusion ¢ : (o/, ') — (a1, 1) hat die Eigenschaft
dass di das Element Dy aus T;((o/, 7)) auf das gleiche Element Dy € T;((a1, 81))
abbildet. Also folgt fiir ¢ € (o, 8') das

d(51|(o/,ﬁ/))(Dt) = (d51 o dL)(Dt) = dSl(Dt) .

Genauso fiir ss.

3.1.10 Lemma. Sei X € X(M), (U,¢) eine Karte, und s : (a,b) — M eine
Kurve mit s((a,b)) C U. Dann ist s eine Integralkurve von X genau dann, wenn
die Funktion G := ¢ os: (a,b) — R" eine Lisung des Differentialgleichungssy-
stems (G; :=m; 0 G, @; :==m; 0 p)
dG; _ .
W(u) =(Xogp 1)(G(u))(901)7 i=1,...,n, (3.6)
18t.
Beweis. Die Elemente (dg;)m, sind eine Basis von T,,(M)*. Also gilt $(z) =
X (s(z)) genau dann, wenn (dp;)m($(z)) = (dei)m (X (s(x))). Nun ist fiir u €
(a,b)

(X 0 ™) (G(w)) (1) = (X 0 5)(u)(s) = X (s(u)) (i) = (dpi) s (X (5(w)) ,

CT(“) = Dy(G;) = Dy(pi 0 5) = ds(Dy) (i) = (d%)s(u)(é(u))-
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Bemerke dass die Funktionen y — (X o o 1) (y)(®i), v € p(U), auf der
rechten Seite von (3.6) in C*°(o(U),R) sind. Wir beniitzen den folgenden Satz
aus der Theorie der Differentialgleichungen:

3.1.11 Satz. Seien V C R, U C R" offen und sei ¢ > 0. Seien
fi € Coo((—c,c) x V x U,R), i1=1,...,n,

und betrachte das System gewdohnlicher Differentialgleichungen mit Parametern
b= (b1,...,b,) € V und Anfangswert a = (a1, ...,a,) € U:

dX;

dt

= fi(taval(tvbaa)v" '7X’n.(tab7a’))a i = 15' LT (37)

Xi(0,b,a)=a;, i=1,...,n.

Dann existiert eine offene Umgebung W wvon a in U, eine offene Umgebung B

von b in'V und € > 0, sowie Funktionen x;(t,b,a),i=1,...,n, in C((—¢,¢€) X
B x W,R) die den Gleichungen (3.7) geniigen.
Sind fiir ein a und ein b die Funktionen Z;(t), i = 1,...,n, t € (—€,¢€),

Lasungen von (3.7), so gilt Z;(t) = z;(t,b,a), t € (—€,€) N (—¢,¢€).
Ist e, B,W so dass fiir jedes feste b € B und a € W Funktionen x;(t,b,a) €
C*((—¢,€),R) existieren die (3.7) erfillen, so gilt z; € C*((—¢,€) x Bx W,R).

3.1.12 Korollar. Sei X € X(M) und seien s : (a,b) — M, s' : (a’,b') = M
zwei Integralkurven von X . Existiert to € (a,b) N (a’,b") mit s(to) = s'(to), so
folgt s(t) = §'(t), t € (a,b) N (a', V).

Beweis. Sei E := {t € (a,b)N (a’,V') : s(t) = s'(t)}, dann ist E abgeschlossen
und nicht leer. Sei t; € E, und wihle eine Karte (U, ¢) um s(t1). Wihle § > 0
sodafl s(t),s'(t) € U fiir t € (t1 —6,t1 +9), und (t1 — 6,1 +9) C (a,b) N (', V).
Dann sind nach Lemma 3.1.10 die Funktionen G := ¢ 0 5|4, _5.¢,45) und G’ :=
@ 0 8|4, —5,t,+5) beide Losungen von (3.6). Weiters gilt G(t1) = ¢(s(t1)) =
o(s'(t1)) = G'(t1). Es folgt das G(t) = G'(t), t € (t1 —0,t1+6). Also ist E auch
offen und daher gleich (a,b) N (a/,d’).

U

3.2 Lokale Fliisse

3.2.1 Definition. Ein lokaler Fluss ® auf M ist eine Familie
D = {P: (€n,€a) X Vo = Uqg,a € A}
mit den Eigenschaften
(i) Vo €Uy € M sind offen, J,c 4 Vo = M, und €, > 0.
(i1) D> € C°((—€n€a) X Vo, Uy).
(13) ®*(0,z) ==z, x € V,. Es gilt
DY(ty + to, ) = D (t1, D (tg, x))

fiir alle t1,to, x fiir die beide Seiten definiert sind.
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3.2.2 Bemerkung. Die Bedingung (i) ist dquivalent zu
(151") ®*(0,2) =z, x € V,. Es gilt
D¥(t1 + to, x) = P¥(t1, P*(t2, x))

fiir alle t1,t2,t1 +t2 € (—€as€a), T € V,, ®*(t2,2) € V,. Weiters gilt
Qo(t,x) = ®F(t, x) fiir alle t € (—€q,€q) N (—€g,€5), T € Vo N V.

Man schreibt auch ®* (¢, z) =: ®¢(x). Dann gilt also

—_ B
fI)f‘1+t2 = oy o ¢

to)

o =id .
Insbesondere ist also fiir jedes = die Abbildung

s { (=€as€a) (3.8)

—
z t —

()

in C®((—€a,€a),M) und ¢t +—  O¥.) ist ein “lokaler C°°-
Gruppenhomomorphismus® von (—¢q, €4) in C° (M, M).

3.2.3 Definition. Sei ® ein lokaler Fluss. Fiir p € M wéhle a € A sodal p € V,,

und setze Xo(p) := $5(0). Dann heifit Xo der infinitesimale Erzeuger von ®.

Nach Bemerkung 3.2.2 und Bemerkung 3.1.9 ist X¢ : M — T (M) wohldefi-
niert. Klarerweise gilt m o X¢ = id. Tatséchlich ist X¢ € X(M). Dieses werden
wir aus dem folgenden Lemma erhalten.

3.2.4 Lemma. Sei f € C*°(MxN,P) und D € C>®°(N,T(M)). Setze f,(m) :=
f(m,n) sodaf$ f, € C°(M, P). Dann ist die Abbildung F : n — d(f,)(D(n)) in
C>®(N,T(P)).

Beweis. Sein € N, p := wp(d(f,)(D(n)), m := 7y (D(n)), und wihle Kar-
ten A, 9, von N, M, P um n,m,p. Nach Bemerkung 3.1.3 geniigt es die Be-
hauptung zu zeigen fiir D(n) = D; : [h]/~ +— ’%%in(w(m)), h € Pn(M),
i=1,...,dim M. Sei g € Py(f(mn))(RI™F), z:=1p(m) € RUM .= \(n) €
RY™N yund setze

H(t,u) = o( (1 (1), A" (1)) € C®RIMM  RlimN Relim Py

Dann gilt
(dp o d(f)) (D)) = Diln)(g o0 f1) =
= 9200 fno ) () = 29 B0 )
dim P
= 3" 2L rtm).0) - LD )
=1 ’
Es folgt das
(7o ox0) = (tm).0 2D ..., LD ) )

Diese Funktion ist in C°°(Rdim N R2dim Py,
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Wendet man dieses Lemma an auf die Funktion ®* € C*((—€q,€q) X
Vo, M) und D = Dy, so folgt das die Abbildung p +— ds5(Do) = Xa(p)
in C°(Vo,T(M)) liegt. Da die V,, ganz M iiberdecken erhalten wir Xg €
C>®(M,T(M)).

3.2.5 Lemma. Sei ® = {®% : (—¢4,¢0) X Vo — Uy, € A} ein lokaler Fluss
und sei s& die Kurve (3.8). Dann ist s¢ eine Integralkurve von Xg.

Beweis. Sei u € (—¢€q,€q) und wihle 5 € A mit s (u) € Vz. Wir berechnen

d(f o s3)

dsg (Du)([f1/~) = Dul(f 0 531/~) = == (u) =
i Fos )~ (Fost)(w) _ . f(®°(ut b)) - f(3(u2)
h—0 h h—0 h
i L@ 20 (0, 2) — F(@°(0,9%(u,2)) _
h—0 h
d f © Sﬁo‘ u,T
= %(@ = dsl, ) (Do) ([f]/~) = X (s2(w))([f]/~)

Wir wollen bemerken dass der gleiche Beweis die folgende Aussage liefert:

3.2.6 Bemerkung. Sei V. C M offen, e > 0, und & € C°((—e¢,€) x V, M) mit
®0,z) =z, z €V, und ®(t + s,z) = ®(¢, P(s,2)) wann immer beide Seiten
definiert sind. Fiir x € V sei

w2

und

V — T(M
X:{ T ds(z(go) (3.9)

Dann gilt ds;(D,,) = X (sz(w)) fiir alle u € (—¢, €) mit sy(u) € V.

3.2.7 Korollar. Sind ®;, Py lokale Flisse und gilt Xo, = Xo,, so ist auch
O, U Dy ein lokaler Fluss.

Beweis. Seien @1, Py lokale Fliisse mit Xo, = X¢, =: X. Um zu zeigen dass
®; U @5 ein lokaler Fluss ist, miissen wir nur zeigen dass je zwei ®f, @g auf
gemeinsamen Punkten ihrer Definitionsbereiche iibereinstimmen. Sei 2 € V; o N
Va5, dann sind s¢ ,(t) := ¢ (t,2),t € (—€1,a,€1,0), sgm(t) = ®Y(t,x),t €
(—€2.8, €2,3), Integralkurven von X die an der Stelle t = 0 iiberein stimmen,
und daher auf ganz (—€1,q, €1,o) N (—€2,3, €2,3) nach Korollar 3.1.12.

0

Die Menge aller lokalen Fliisse auf M ist mit der mengentheoretischen In-
klusion halbgeordnet. Ein lokaler Fluss heifit mazimal, wenn er beziiglich der
Inklusion maximal ist.
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3.2.8 Bemerkung. Da offenbar die Vereinigung einer aufsteigenden Kette von
lokalen Fliissen wieder ein lokaler Fluss ist, ist jeder lokale Fluss in (mindestens)
einem maximalen lokalen Fluss enthalten.

3.2.9 Bemerkung. Sind @1, @9 lokale Fliisse mit ®; C &4, so folgt Xo, = Xo,.
Dies ist klar nach der Definition und Wohldefiniertheit des infinitesimalen Er-
zeugers.

3.2.10 Korollar. Jeder lokale Fluss ist in genau einem maximalen lokalen
Fluss enthalten.

Beweis. Sei ® ein lokaler Fluss und &, ®s maximale lokale Fliisse mit & C
@1, Py. Dann folgt nach Bemerkung 3.2.9 das X¢, = Xs,. Damit ist nach
Korollar 3.2.7 auch ®; U @5 ein lokaler Fluss. Wegen der Maximalitéit folgt
P =P UDy = Dy,

4

3.2.11 Satz. Die Abbildung ® — Xg ist eine Bijektion von der Menge aller
mazimalen lokalen Flisse auf X(M).

Beweis. Die betrachtete Abbildung ist injektiv, denn sind ®;,®s maximale
lokale Fliisse mit X¢, = X4,, so folgt wie in Korollar 3.2.10 das ®; = ®5. Wir
miissen also zeigen, dass sie surjektiv ist. Wegen Bemerkung 3.2.8 geniigt es
dazu zu X € X(M) einen lokalen Fluss ® mit X = X zu konstruieren.

Sei X € X(M) gegeben. Sei m € M und wihle eine Karte (U, ¢) von M um
m. Setze (p; := m; 0 p)

ety - R
fl'{ v — (Xou )(u)(e:)

Dann ist f; € C®(¢(U),R). Nach Satz 3.1.11 existieren ¢ > 0, eine offene
Umgebung W von ¢(m), und Funktionen H; € C*((—¢,¢e) x W,R) mit (H =
(Hy,...,Hy))

dHZ(, a)

o (u) = fi(H(u,a)), i=1,...,n,u € (—¢,€),a € W,

(3.10)
H(0,a)=a, acW.

Beachte dass, da die rechte Seite von (3.10) definiert sein muss, H(u,a) € ©(U)
fiir alle u € (—¢,¢), a € W, gilt. Definiere ®™ := o~ o H o (id x¢), dann ist
O™ € O°((—¢,€) x p~L(W), M). Offenbar ist ®™(0,2) = z, z € ¢~ L(W).

Wir zeigen, dass fiir jedes z € o~ 1(W) die Kurve s™(t) := ®™(t,z), t €
(—e,€), eine Integralkurve von X ist: Dazu betrachten wir die Karte (U, ),
dann gilt s7"((—e€,€)) C U, und es gilt

(posy’)(t) = p(@™(t, ) = H(t, o(x)).

Nach Definition von H ist das Differentialgleichungssystem (3.6) erfiillt, und
nach Lemma 3.1.10 daher s : (—e¢,€) — M eine Integralkurve von X.

Wir zeigen, dass fiir ¢, s € (—¢,¢€), 2 € = L(W), mit t+s € (—e¢,¢), ™ (s,2) €
e (W), die Beziehung ®™(t + s,z) = ®™(t,®™(s,z)) gilt: Dazu betrachte
die Kurven s(u) := ®™(u + s, z), s'(u) := ®™(u, ®™(s,x)), definiert auf I :=
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(—s —€,—s+¢€) N (—¢,e€). Beachte, dass I ein Intervall ist und das 0 € I. Nach
dem letzten Absatz ist s’ eine Integralkurve von X. Nun gilt

(pos)(t) =@(@™(t+s,2)) = H(t+s,0(z)),
und damit

dlpios) y_ Hilt+s¢@) .\ dHilt o))
dt dt dt

= fi(H(u+s,0(2))) = fi((pos)(u)).

Nach Lemma 3.1.10 ist s eine Integralkurve von X. Wegen

(uts)=

5(0) = ®™(s,x) = ®"(0,9™(s,2)) = s'(0)

folgt s = s" auf I und daher auch s(t) = s'(t) nach Korollar 3.1.12.

Fiir m € M sei ¢, das oben konstruierte € > 0, V;,, := ¢ *(W), Uy, := M,
und " € C®((—€m,€em) X Vi, Up) wie oben konstruiert. Wegen m € V,,
gilt Uppens Vin = M. Um zu zeigen das ® := {®™ : m € M} ein lokaler
Fluss ist, miissen wir zeigen dass fiir m,m’ € M die Abbildungen o™ om’
auf gemeinsamen Punkten ihrer Definitionsbereiche iibereinstimmen. Fiir €
Vin N Vi ist 8™ ¢ (—€m,€m) — M und auch s : (—€ms,em) — M eine
Integralkurve von X und es gilt s7'(0) = m = s?/ (0). Nach Korollar 3.1.12 folgt
ST(t) = s (1), t € (—€ms €m) N (—€mrs €mr).

Seim € M, dann gilt, da s7! eine Integralkurve von X ist, §7(¢t) = X (s7(t)),
t € (—€m, €m). Speziell fiir ¢ = 0 folgt

U

Seien X,Y € X(M) und bezeichne mit ® einen lokalen Fluss mit X = Xg.
Existiert an einer Stelle m € M der Grenzwert (a sodal m € Vg, @ := $(¢,.))

Lx(Y)(m) = lim 222 (@2 (tm))) = ¥ (m)

L y eTn(M),

so heifit er die Lie-Ableitung von Y nach X. Der obige Limes versteht sich
beziiglich irgendeiner Norm auf dem endlichdimensionalen Vektorraum Ty, (M).
Beachte dass Konvergenz in T,,(M) gleich schwacher Konvergenz ist, d.h.
dass fir Z, € T, (M),n € N, gilt lim, .o Z, = Z genau dann wenn
lim, o0 Zn(f) = Z(f) fiir alle f € Pp,.

3.2.12 Satz. Die Lie-Ableitung Lx(Y) existiert fir jedes m € M und es gilt
Lx(Y)(m) = [X,Y](m).

Zum Beweis verwenden wir das folgende Lemma:

3.2.13 Lemma. Sei m € M und f € Pp,. Sei ® ein lokaler Fluss und sei
a so dass m € V,,. Dann existiert ¢ > 0, W C M offen mit m € W, und
g € C™((—¢€,€) x W,R) sodafs
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(1) f(@*(=t,2)) = f(x) —tg(t,z), t € (=€, €),x €W,
(i) X@(‘T)(f) = Q(O,l'), reW.

Beweis. Betrachte die Funktion h(t,z) := f(®%(—t,z)) — f(z), t € (—€q,€a),
x € VoNdom f. Dann ist h € C°((—¢,e) x W) wo € := €4, W 1=V, Ndom f
und erfiillt £(0,z) = 0. Definiere g € C*((—¢,€) x W) als

1
g(s,x) = —/ 8h((9tt, ?) (su) du, s € (—e,€),z € W.
0

Dann gilt

S

—sg(s,z) = / ot 2) (su)s du = / (i, z) (v)dv =
0

ot
0

= h(s,z) — h(0,2) = h(s,z) = f(PY(—s,2)) — f(z).

Weiters ist damit auch

9(0,z) = lim f(@%(=s,2)) = f(2) _

s—0 —8

_ o (@ @) — f(@(0,2)  d(f o s7)
t—0 t dt

Beweis (von Satz 3.2.12). Sei m € M, f € Py, und wihle g wie in Lemma
3.2.13. Sei @ ein lokaler Fluss mit X = Xg. Nach Lemma 3.2.4 und Beispiel
1.3.17 ist die Abbildung (g:(x) := g(¢,))

t— dg; (Y (2°(t, 2)))(idr) = Y/(2(¢, 2))(9:)

in C*((—¢,¢€),R). Also gilt (Dx(f)(x) = X(z)(f), vegl. Satz 3.1.2)
lim ¥/ (@% (¢, ))(g:) = Y (2)(Dx (f)) = Dy (Dx (f))(2)

Weiters gilt

g DA (0.5 = DyDle) _ D) 235)




44 KAPITEL 3. VEKTORFELDER UND VEKTORBUNDEL

Nun ist f —tg: = f o ®%,, und daher

Y(@(t,2))(f — tge) = d@2,(Y(2*(¢,2)))(f),
also

Y(®@(t,2)(f — tge) = YV(2)(f) _ d92,(Y(®*(4, 7)) — V()
t t

(f)-

3.3 Globale und vertauschbare Fliisse

3.3.1 Definition. Ein globaler Fluss ist eine Abbildung ® € C*(R x M, M)
sodafl (®4(z) := P(t, x))

(Z) (I)O = id]w.
(Z’L) (I)tl [¢] (I)t2 = (I)t1+t2,t1,t2 S R.

Ein Vektorfeld X € X(M) heifit vollstindig, wenn der maximale lokale Fluss
der X als infinitesimalen Erzeuger hat einen globalen Fluss enthélt.

3.3.2 Bemerkung. Ist ® € C°(R x M, M) ein globaler Fluss, so ist {®} ein
lokaler Fluss. Der maximale lokale Fluss der {®} enthilt ist

{<I>|(_€)€)XV e>0,VCM oﬁen} )

Den infinitesimalen Erzeuger des lokalen Flusses {®} bezeichnet man auch als
den infinitesimalen Erzeuger des globalen Flusses ®.

3.3.3 Proposition. Sei X € X(M). Enthdilt der mazimale lokale Fluss von X
ein Element der Gestalt

D:(—e,e) X M — M,
dann ist X wvollstindig.

Beweis. Sei t € R, dann wihle k € Z und r € (=5, 5) sodaB t = r + k§.
Definiere

Qco...0Pc0d, (1) , k>0
——— —
5 k-mal
Py(z)i=qPgo...0P_¢ o®,.(z) , k<0
~—— —
|k|-mal
(I)T('r) ’ k = O

Wir miissen zeigen dass ®; wohldefiniert ist. Dazu sei t € R gegeben und sei ¢ =
r+k§=s+qS5mit k,q € Zund r,s € (—§, §). Betrachte den Fall ¢t > 0, dann
sind k,¢ > 0 und wir haben also zu zeigen dass (®¢)¥ o ®,(z) = (B¢ )70 By(z).

Wegen (k —q)§ = s —r € (—¢,¢) folgt k —q € {-1,0,1}. Ist k = ¢, so folgt
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r = s und damit die Behauptung. Sei £k — ¢ = 1, dann ist s —r = £ und wir

2
haben

(®5)70®y(x) = (5)" 0 Ppys(x) = (P )Fo @, (x).

ML)

Im Fall £ — ¢ = —1 geht man genauso vor.

Im Fall t = 0 folgt aus ¢ = k§ + 7 das auch k = 0 ist, und daher ist nichts
zu zeigen. Der Fall t < 0 wird genauso behandelt wie der Fall ¢ > 0.

Definiere nun ® : R x M — M durch ®(¢,z) := ®y(z). Um zu zeigen
dass @ € C®°(R x M, M) ist, sei (to,z0) € R x M gegeben. Wihle k,r sodaB
to=k5+r,kcZ re(=5,5). Dann ist fiir t € (to — J,%0 + ), 6 hinreichend
klein, sicher t —to +r € (=5, 5) und daher t = k§ + (t — to + r) eine fiir die
Definition von ®; zulissige Zerlegung. Also ist

D(t,z) = (P)(P(t—to +7,2)), x € M,t € (to — §,t0 + 0)

und, da ®: € C*(M, M), also in C*°((to — d,t0 + 0) x M, M). Da ty beliebig
war folgt ® € C°(R x M, M). Klarerweise ist ® ein globaler Fluss.

Es gilt fiir alle t € (-3, §) das ®(¢,z) = ®(t,x), v € M. Also ist fiir solche ¢
auch s&(t) = sg’(t) und daher $%(0) = ég’ (0). Wir sehen dass der infinitesimale
Erzeuger von ® gleich X ist.

4

3.3.4 Korollar. Hat das Vektorfeld X € X(M) kompakten Triger, so ist X
vollstdndig.

Beweis. Sei ® = {®* : (—€n,€q) X Vo — Uy : @ € A} ein lokaler Fluss mit
Xo = X. Sei x € M \ supp X, dann ist die Kurve s(t) := z, t € R, eine
Integralkurve von X. Denn es gilt

: d(f o s)

$(t)(f) = ds(De)(f) = —7— (1) = 0= X(z) = X(s(1)).
Da nach Lemma 3.2.5 fiir &« € A mit z € V,, auch die Kurve s%(t) := ®(¢),
t € (—€as€a), eine Integralkurve von X ist, und s¥(0) = x = s(0), folgt nach
Korollar 3.1.12 das ®*(t,z) = s(t) =z, t € (—¢€q, €a)-

Wihle ay,...,a, € AsodaB V,, U...UV, D suppX. Setze ®° € C*°(R x

(supp X )¢, M), ®°(¢,z) := x, und definiere § := min{eqa,, - -, €a, },

= [ (=0,0)xM — M
‘I"{ (tz) o~ Bita)

wobei i = a; falls z € Vi, bzaw. i = 0 falls € (supp X)°. Da die ®* auf gemein-
samen Punkten ihres Definitionsbereiches {ibereinstimmen und ausserhalb von
supp X mit ®° {ibereinstimmen, ist ® wohldefiniert und in G ((—4,8) x M, M).
Weiters ist {<i>} ein lokaler Fluss und hat den gleichen infinitesimalen Erzeuger
wie @, d.h. X{é} = X. Nach Proposition 3.3.3 ist X vollstandig.

U

3.8.5 Bemerkung. Der gleiche Beweis zeigt die folgende Aussage: Enthélt der
lokale Fluss von X Elemente ®*, a € A" C A, mit (J,c 4 Vo = M und inf{e, :
ae€ A’} >0, dann ist X vollstindig.
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3.3.6 Lemma. Seiy >0, W C M offen, @ : (—v,7) x W — M, ®(0,2) = z,
und sei fiir jedes feste x € W die Kurve s5(t) := ®(t,x), t € (—v,7), eine
Integralkurve von X . Dann ist ® € C*((—v,7) x W).

Beweis. Sei xg € W, tg € (—7,7), oBdA ty > 0, gegeben. Sei {®* : o € A}
ein lokaler Fluss von X. Die Vereinigung aller Komponenten aller Mengen {te
(—7,7) @ 8z, (t) € Vo } ist gleich (—v, ) und daher eine Uberdeckung von [0, to].

Es gibt also endlich viele solche Komponenten V,, j., ¢ = 1,...,n, die [0, ]
iiberdecken. Diese seien so angeordnet dass es Punkte to < t3 < ... < t,, gibt
sodaf

O0=t1€Var i 1 €Vay_1jir 1 =2,...,n,
tny1 =10 € Va

ndn ¢
Durch weiteres zerteilen der Intervalle [¢;,¢;41] und entsprechender Einfiigung
von Wiederholungen von V,, ;,, kénnen wir erreichen dass stets t;41 — ¢ <
min{y, €ayy - - -5 €q, } =: 0.

Mittels Induktion sieht man dass die Abbildung ®¢", o®{"} o...o®
auf einer (moglicherweise leeren) offenen Menge definiert ist. Ebenfalls sieht man
induktiv dass jeder Punkt dieses Definitionsbereiches eine offene Umgebung W’

besitzt sodaf}
(I)?I(JJ) €V, te [O,tl], @?2 o (I)?ll(l') € Vo, t € [O,tg — tl], R

LR o] ol o @R (2) € Vi, t€[0,t0-4,], zEW.

Nach unserer Wahl von #; und oy ist xg im Definitionsbereich dieser Ab-
bildung. Sei z in der entsprechenden Umgebung W'. Betrachte die Kurve
t — @' (x). Das ist eine Integralkurve von X durch z, also ist s, (t) = &7 (z),
t € (—€ay,€a;) N (=7,7). Insbesondere ist s.(t1) = ®7' (). Die Kurve ¢t —
072, (P31 (2)), t —t1 € (—€ay, €ay) ist eine Integralkurve von X durch 3 (z),
also ist s,(t) = @2, (B! (), t —t1 € (—€ay,€ay) N (—7,7). Verfihrt man
induktiv weiter, so erhélt man schliesslich

salt) = @z, (B2 00 0 @0 (@), =t € (—ays€a,) N(=7,7).
Wir haben also insbesondere

O(t,x) = (@f‘jtn o®") o...0 @?‘11), re W' |t—t,] <4,

tn—tn—1

und |tg — t,| < 9§, also ist ®(¢, ) lokal bei (¢, x0) eine C*°-Abbildung.
U

3.3.7 Korollar. FEs existiere € > 0 sodaf$ gilt: fiir jedes x € M existiert eine
Kurve s, : (—e,e) — M, s,(0) = x, die eine Integralkurve von X ist. Dann ist
X wollstindig.

Beweis. Setze ®(t,z) := s,(t), dann ist ® € C*((—¢,e) x M). Da fiir ein
r € M und u € (—¢,¢€) sowohl s;(t 4 u) als auch s, (,(t) Integralkurven von
X sind die an der Stelle ¢ = 0 iibereinstimmen sind sie auf ihrem gesamten
Definitionsbereich gleich. D.h. es gilt ®(t+u,x) = (¢, P(u,x)), also ist {P} ein
lokaler Fluss.

U



3.3. GLOBALE UND VERTAUSCHBARE FLUSSE 47

3.3.8 Definition. Seien ¢, U zwei lokale Fliisse. Dann heilen ® und ¥ ver-
tauschbar, wenn (a, 3 sodal x € V,, N Vg)

O (U (2)) = ¥1(27 (2))

gilt, fiir alle ¢, s hinreichend klein.
Seien X,Y € X(M). Dann heien z und Y vertauschbar, wenn [X,Y] = 0
ist.

3.3.9 Proposition. Seien ® und ¥ zwei lokale Fliisse. Dann sind ® und ¥
vertauschbar genau dann, wenn Xg und Xy vertauschbar sind.

Beweis. Seien ® und ¥ vertauschbar. Fir z € V,, N V3 und ¢, hinreichend
klein gilt
O (b, W (u, ) = WP (u, @ (t,2))

d.h. (¢ o sY)(u) = sga(t m)(u) und daher
AP} (X (x)) = dPf o ds; (Do) = d(®f 0 53)(Do) =
= dsga ;) (Do) = Xu (D (t,2)).

Also erhalten wir
do2,(Xy(®%(t,2))) = Xw(z)

fiir alle hinreichend kleinen ¢, und daher [X¢, X¢] = Lx, (X¢) = 0.
Umgekehrt sei angenommen dass [X¢, Xy¢] = 0. Sei € M und «, 8 so dass
x € Vo NVg. Sei € >0 so dass

UA(s,2) € Vi, ®%(t,x) € Vi, ®(t, UP(s,2)) € Vi, t,5 € (—¢,¢€).

Fiir |s| < e fest setze y := ¥5(s,x) und betrachte die Abbildung g : (—e, ) —
T, (M) die definiert ist als

g(t) := d®%, (X (2*(t,y))).-
Wir berechnen (fiir 4 hinreichend klein sodal ®*(t—h,y) € Vo, t+h € (—€q, €a))
gt +h) —g(t) = do%, ), (Xu(%(t + h,y)))—

—d®%, (X (2(t,y)))

Wihle eine Umgebung W C V,, von ®*(¢,y) und hg > 0 sodaB fiir |h| < hg, z €
W, stets ®*(—h,z) € V,. Das geht denn ®*(0,®%(t,y)) = P*(t,y) € V,.
Weiters sei hg so klein dass fiir |h| < ho stets ®*(¢ + h,y) € W. Dann gilt fir
zeW

(D%, 09, )(2) = ¥(—t, P(—h,2)) = PY(—t — h,2) = D%, _,(2).
und es folgt

dd%, 1, (Xw(%(t + h,y))) = dPL, 0 dDL, (X (7 (h, D%(t,y)))) -
Also ist

glt-+h) = g(t) = A7, [, (Xu (97 (h, 8°(1,9)))) — Xu(9°(1,))]
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Da (= := °(t,y))

3 1 (e [e3%

lim —[d92, (X (@ (h, 2))) = Xu(2)] = Lxo (Xo)(z) = 0

und d®?, : T,(M) — T, (M) als lineare Abbildung zwischen endlichdimensio-
nalen Vektorrdumen stetig ist, folgt

gt +h) —g(®)

lim
h—0

=0.

Es folgt dass g(t) konstant ist, also
9(t) = g(0) = Xu(y), t € (—¢€,¢),
d.h. es gilt
A9 (Xe (VP (s,2))) = Xe(®*(t, VP(s,2))), t,5 € (—€,€).
Nun ist
A} (Xu (V7 (s,2))) = dO (ds; (Ds)) = d(®f 0 57)(Ds),

also ist ®fosy |(_,) eine Integralkurve von Xy. Sie erfiillt @ osy (0) = (¢, z).
Die Kurve Sga(t w)|(_676) hat die gleichen Eigenschaften, also ist fiir s,t € (—¢, €)

\I}ﬁ(sv P*(t,2)) = Sga(t,m)(s) = (P} o S;p)(s) = (¢, \I]B(Sv ).

0

3.3.10 Bemerkung. Wie man aus dem zweiten Teil des Beweises von Proposition
3.3.9 sieht, gilt die folgende Aussage: Seien X,Y zwei vollstindige Vektorfelder,
®X, ®Y ihre globalen Fliisse. Dann sind X und Y vertauschbar genau dann,
wenn

DX o dY =Y 00X 5t eR.
3.8.11 Beispiel. Sei (U, ) eine Karte und bezeichne mit X € X(U) die Vek-

torfelder
Ifop™) d )
»(p)

—d *1(
oz, ) =dp {5
vgl. Bemerkung 3.1.3. Dann ist also X7 ~, % und daher auch [X/, X %] ~,,
[ 1ol 1o} 1é) 1é)

8Ii’ 8£Ej 6_11'7 61]'

Diffeomorphismus ist, sind auch die X vertauschbare Vektorfelder.

X (p)(f) =

]. Nach dem Satz von Schwarz gilt stets | ] =0, und da ¢ ein

3.3.12 Proposition. Sei + € M, U C M offen mit x € U, und seien
X1, Xk € X(U) sodaff {X1(x),...,Xi(x)} C Tp(M) linear unabhingig ist.
Sind die X; paarweise vertauschbar, so existiert eine Karte (W, ) um fx sodafs

Xilw=X¢, i=1,....k.

9
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Beweis. Sei (V,1) eine Karte von M um z. Dann ist {sz(y) ci=1,...,n}
sodafl
{(Xi(@),..., Xp(@)} U{X] (2),.... X} (@)}

Tk+1
eine Basis von T, (M) ist. ObdA sei iy =1, l=k+1,...,n.
Seien ®!, ..., ®* Elemente der lokalen Fliisse von Xi, ..., X} die bei z de-

finiert sind. Diese sind vertauschbar, also existiert € > 0 und V' C V offen,
x € V', sodaf} die Ausdriicke

o(1) o(k)
fbtg(l) o...0 (I)t(,(k) (y)

fiir alle |¢;] <€, y € V', 0 Permutation von {1,...,k}, definiert und gleich sind.
Wiihle €’ > 0 sodaB ¢ < e und dass der Wiirfel ¢(z) + (—¢',¢')™ ganz in (V')
liegt. Definiere 0 : (x) + (—€¢,¢")* — M als (p = (p1,-.-,Pn))

9(]9) = (1)11)1—1&1(1) ©...0 (I)]ij—wk(w) © d]_l(wl(‘r)u s 7wk(‘r)7pk+1u s 7pn)

Dann ist 6 eine C°°-Abbildung. Es gilt 8(¢(z)) = z. Seii € {k+1,...,n}, dann
gilt 0(¢(z) +he;) = =1 (1h(x) + hé;) wobei & der i-te kanonische Einheitsvektor
ist. Also folgt

0 d(f 0 6) (fod)(W() + hes) — (f 0 0)(1h(x))
de(a—ti W))m: G (@) = lim . -
C (fou )W) +hE) — (Fou VW) D
- 71113% h =y (6_tl 1{1(m))(f)7

d.h. do(a% » )) = XYW(x)), i=k+1,...,n.
Seii e {l,...,k} und p € Y(x)+ (=€, €)™ Dann gilt fiir ~ hinreichend klein

n

O(p+hei) = @ iy 0 L1 @)y 0 (1), k(@) phsrs - pn) =
j=1
J#i

= ¢;L © (b;)Z—’l/Jl(LIJ) o H (I);J—’L/J](w) o 1/}71(1/}1 (I)a e a¢k(x)7pk+1a e 7pn) =

j=1

i
= @;,(0(p))
Also folgt (s};(p) (u) == ®*(u,0(p)))
o . (fob)(p+hé)—(fob)(p)
(] )= 12015
iy (F=2)60) = 160) _ 4 (8% ) = X))

A d(Z],) = Xi(0(p)), p € P(x) + (—€, €)™
Insbesondere ist dfy(,) eine Bijektion und daher existiert nach Satz 1.4.1
eine Umgebung Wvon (z) sodaB W := (W) offen ist und 6| : W — W ein

Diffeomorphismus. Setze ¢ := 9'1}/1’ dann ist (W, ) eine Karte um z und erfiillt.

/0
X/ (y) =dyp 1(5 So(y)) =Xi(y), yeW.
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3.4 Vektorbiindel

3.4.1 Definition. Sei M eine Mannigfaltigkeit der Dimension m, E eine der
Dimension m +n, und 7 € C*(E, M). Dann heit E = M ein Vektorbindel
iber M mit Faserdimension n (oder kurz ein n-Biindel), wenn gilt:

(i) Fiir jedes * € M hat die Faser E, := m!(z) die Struktur eines n-
dimensionalen R-Vektorraumes.

(i4) Es gibt eine offene Uberdeckung {W;};c; von M und Diffeomorphismen
;o m (W) — W; x R™ sodaB

T (W) —2 s Wy x R (3.11)

W; '—d>Wj

wobei m; : W; x R®™ — W; die Projektion auf die erste Komponente ist.

(#9i) Fir jedes j € J und & € W; ist ¢j|g, ein Isomorphismus der R-
Vektorrdume E, und {z} x R™.

3.4.2 Beispiel. Sei M eine Mannigfaltigkeit, n € N, und bezeichne = : M x
R™ — M die Projektion auf die erste Komponente. Dann ist M x R™ - M in
offensichtlicher Weise ein n-Biindel.

3.4.3 Beispiel. Sei dim M =: d. Dann ist T(M) = M ein d-Biindel. Denn:
Die Abbildung 7 ist in C*°(T'(M), M) nach Proposition 1.3.16. Fiir z € M ist
71 (z) = T,(M) ein d-dimensionaler Vektorraum. Sei {(W;,¢;) : j € J} ein
Atlas von M. Dann definiere 1); als

Wy o (W) =5 (W) x RY P, < RY.
Aus der Definition ¢ sieht man 7 o @ = ¢, also gilt das Diagramm (3.11).
Weiters ist, fiir festgehaltenes z € W; die Abbildung dg, : 71 (z) — T, (R?)
linear, und fiir festgehaltene erste Komponenten my, ..., mg ist die Abbildung
® aus Beispiel 1.3.12 in (mg41, ..., m2q) linear. Beide sind Isomorphismen.

3.4.4 Definition. Seien F; —~ M und F», = M Biindel. Eine Abbildung
¢ € C*(E1, E3) heifit ein Biindelhomomorphismus, wenn

E1—¢>E2
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und wenn ¢|ﬁ;1({m}) s ({x)) — 7wy F({x)) linear ist.

Ein Biindelhomomorphismus ¢ von E; —= M nach Ey — M heifit ein
Biindelisomorphismus, wenn es einen Biindelhomomorphismus ) von Fy —2 M

nach By =5 M gibt mit ¢ o4 = idp,, ¥ o ¢ = idp,.

3.4.5 Lemma. Sei ¢ ein Biindelhomomorphismus von Ey —= M nach Ey —
M. Dann ist ¢ ein Biindelisomorphismus, genau dann wenn ¢ bijektiv ist.

Beweis. Ist ¢ ein Biindelisomorphismus, so ist klarerweise ¢ bijektiv. Sei also
umgekehrt ¢ bijektiv. Offenbar gilt 7 o ¢~! = my. Weiters ist ¢|ﬂ;1({z}) eine
Bijektion von 7, *({z}) auf m; '({z}), und daher auch ¢_1|m;1({1}) linear. Es
bleibt zu zeigen, dass ¢~ € C°(Ey, E4).

Sei zg € Fo gegeben, und wihle W C M offen, o € W, sodass es Abbil-
dungen ¢y : 77 P (W) — W x R™ und 3 : 75 H(W) — W x R"™ wie in (3.11)
gibt. Betrachte die Abbildung QAS =g 0¢po @[Jfl : W xR — W x R. Dann ist ¢E
bijektiv, in C°(W x R, W x R), und erfiillt 7TO¢E =mwobeim: W xR — W die
Projektion auf die erste Komponente bezeichnet. Also ldsst sich ngS darstellen als

¢(z,v) = (z,7(x) -v), € W,v € R",

wobei y(z) eine n x n-Matrix ist. Ist e; der i-te Einheitsvektor, so ist © —
b(x,e;) = (z,y(x)e;) in C°(W,R"). Also sind die Eintriige von ~(z) in
C°>°(W,R). Nach der Cramerschen Regel, hat die Matrix v(z)~! ebenfalls C>°-
Eintriige. Definiert man ¢(z,u) = (z,v(x) 'u), so ist also i) € C®(W x
R™ W x R™). Offenbar gilt Vvop = ¢potp = idyyrs. Wir sehen, dass
d~1 € C=(W x R™, W x R™), und, da zo beliebig war, dass ¢ € C°°(Es, E}).

U

3.4.6 Bemerkung. Ein n-Biindel E =2 M heifit trivialisierbar, wenn es einen
Biindelisomorphismus zwischen E =% M und M x R" - M gibt. Speziell
heisst eine Mannigfaltigkeit parallelisierbar, wenn das Tangentialbiindel trivia-
lisierbar ist.

Ist E — M ein Biindel, so bezeichnet man die Menge aller Abbildungen
X € C®°(M, E) mit w o X =idp mit I'(E) und spricht von C*-Schnitten. Ist
X € T(F) und m € M, so ist X(m) € w5 (m). Also kénnen wir punktweise
lineare Operationen und eine C*° (M, R)-Moduloperation definieren:

(X +Y)(m):=X(m)+Y(m), (AX)(m):=AX(m),\ e R,
(fX)(m) := f(m)- X(m), feC=(MR).

3.4.7 Lemma. Mit diesen Operationen wird T'(E) zu einem R-Vektorraum und
C*(M,R)-Modul.

Beweis. Wir miissen zeigen dass X +Y,A\X, fX € C*(M, E). Hat man das, so
ist alles andere klar. Dazu bemerke dass die Abbildungen

L [R"XR" - R*  [R'XR — R°
(a,) +— a+b * (a,A) +— Aa
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C*°-Abbildungen sind. Ist m € M gegeben, so wéhle (W,%) aus (3.11) mit
m € W und betrachte die Diagramme

W —2FW) (W) —2L (W x R™) x (W x R?)

XWL l

7 (W) <——— W x R" <—————— W x R" x R"
h id x (+)

w— X w) x RIS (W x R7) x R

le lidx(?)
(

7 Y (W) W x R"™

O

3.4.8 Lemma. Sei F — M ein n-Biindel und sei m € M. Dann esistiert eine
offene Umgebung W von m in M und X1, ..., X, € T(x=Y (W) = W) sodafs

() T(x= Y (W) =5 W) wird als C>°(W)-Modul von X1, ..., X, erzeugt.
(i1) Fiir jedes v € W sind X1(x),..., X, (z) € 71 (W) linear unabhingig.

Insbesondere ist dann die Darstellung X = Z?:l N X; eines Elementes X €
DY (W) = W) mit \; € C®°(W) eindeutig.

Beweis. Wihle W offen, m € W, und 4 wie in (3.11). Dann ist also

T W) —L W x RP

|

W—pm—>W
Sei e; der i-te Einheitsvektor des R und definiere X; : W — 7~ 1(W) durch
Xi(x) =97 (2, e0) = 7" o (id xe;)(2)
Dann ist X; € T(7~ (W) - W) und es gilt (i7). Ist X € T'(x~Y(W) - W),
so existieren Funktionen \; : W — R mit

’(/JOX =id X(Z)\iei).
=1

Es folgt X = Z?:l A X;. Die Abbildung mp 010 X wobei g : W x R™ — R™ die
Projektion auf die zweite Komponente, ist in C°° (W, R™). Die Losungen \; des
linearen Gleichungssystems (12 0 ¢ o X)(z) = > I, A;(z)e; héingen also auch
C* von x ab.

4
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3.4.9 Bemerkung. Das letzte Argument des obigen Beweises, dass die Losungen
eines linearen Systems C'°° von den Daten abhingen, zeigt auch die folgende
Aussage: Seien Xi,..., Xy € I'(E), sodal Xq1(m),...,Xi(m) stets linear un-
anhéngig sind, und sei X € I'(E) sodal X (m) € span{Xi(m),...,Xr(m)},
m e M. Dann ist X = Y2F A X; mit \; € C°°(M).

3.4.10 Bemerkung. Wir sehen, dass ein Biindel E =% M trivialisierbar ist genau
dann, wenn es Elemente X7, ..., X,, € I'(E) gibt, sodass {X1(z),..., X, (x)} fur
jedes x € M linear unabhingig ist. Insbesondere hat dann I'(E) als C*°(M)-
Modul eine Basis. Diese Tatsache erkldart auch die Bezeichnung ,, M paralleli-
sierbar, wenn das Tangentialbiindel trivialisierbar ist“, vgl. Bemerkung 3.4.6.

3.4.11 Definition. Sei E =% M ein n-Biindel und sei F =% M ein k-Biindel.
Dann heift ' ™% M gemeinsam mit einer Abbildung ¢« € C*®(F, E) ein k-

Unterbiindel von E —% M, wenn

F——F

und wenn L|W;1(I) ! (z) — w5 (x) linear und injektiv ist.
Ist speziell F ™% M mit der Abbildung ¢ ein k-Unterbiindel von T(M) =
M, so bezeichnet man F = M auch als k-Distribution auf M

Beachte dass die Abbildung ¢ eines Unterbiindels stets injektiv ist.
Ist (F, ) ein Unterbiindel von FE, so ist die Abbildung X — 10X ein injektiver
R-Vektorraum- und C'*° (M )-Modulhomomorphismus von I'(F') in T'(E):

F——FE
M—M
Beachte hier dass ¢|;-1(,) linear ist.
3.4.12 Lemma. Es gilt
{toX: X eD(F)} ={Y €T(E):Y(m) € trp'(m)}.

Beweis. Die Inklusion “C* ist trivial. Sei umgekehrt Y € I'(E) mit Y (m) €
m;l (m),m € M, gegeben. Da ¢ injektiv ist, existiert eine eindeutige Abbildung
X: M — FmitroX =Y. Klarerweise gilt mr o X = idy,.

Sei m € M und wihle W, X1,..., X}, € T(7z' (W) =% W) wie in Lemma
3.4.8. Setze Y; := 10 X;, dann gilt also

span{Yi(x),...,Ys(z)} = tnp'(x), z € W.

Daher ist Y|w = Zle AiY; mit A; € C°(W), vgl. Bemerkung 3.4.9. Es gilt

Lo (i/\iXi) = i)\iyi =Y|w,
i=1 i=1
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also folgt X|w = Zle N X; € C°(W, 7" (W)). Da m € M beliebig war, folgt
X e T(F).
U

3.4.13 Bemerkung. Betrachtet man speziell das Tangentialbiindel T'(M) — M,
soist T'(T'(M)) = X(M). Hat man eine Distribution F' auf M, so kann man also
I'(F) auffassen als linearen Teilraum und C'*° (M )-Untermodul von X(M). Dabei
gilt (T(F)) = {Y € X(M) : Y(m) € «(rp"(m))} wegen Lemma 3.4.12.

3.4.14 Definition. Eine Distribution F auf M heif3t involutorisch, wenn
t(T'(F)) eine Lie-Unteralgebra von X(M) ist.

3.4.15 Definition. Sei (F =% M, .r) eine k-Distribution auf M, sei (N, ty)
eine immersed Teilmannigfaltigkeit von M, und sei ¢ € M. Dann heifit N eine
Integralmannigfaltigkeit von F durch ¢, wenn ¢ € tx(N) und wenn fiir jedes
x € N gilt, dass diy (T(N)) = tr(mp (ty)).

Zur Veranschaulichung bemerke dass, wenn ¢ und ¢p Inklusionen sind die
Beziehung diy(T,(N)) = tp(7p' (tyz)) nichts anderes besagt als T,(N) =
w}l(ac). Im allgemeinen hat man die folgenden Abbildungen:

LN

3.4.16 Definition. Die k-Distribution F' heifit integrierbar wenn es zu jedem
q € M eine Integralmannigfaltigkeit von F' durch ¢ gibt.

Wir werden die folgende Bezeichnungsweise festhalten. Sei (W, ¢) eine Karte
von M. Dann sei X7 wie in Bemerkung 3.1.3. Dann ist X;” € X(U) und eine
Basis des C*°-Moduls X(U).

3.4.17 Satz (Frobenius). Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei (F = M, 1)
eine k-Distribution auf M. Dann sind dquivalent:

(i) F ist integrierbar.
(i5) F ist involutorisch.

(i3i) Fiir jedes m € M existiert eine Karte (U, ) von M um m sodafl
Xf e T(rp'(U) T50)), i=1,...,k.

Beweis. Wir zeigen (i) = (ii). Sei also F' eine integrierbare Distribution auf
M, wir miissen zeigen dass {to X : X € I'(F)} beziiglich Lie-Klammern ab-
geschlossen ist. Dazu seien X, Y € T'(F) gegeben. Sei m € M. Wiihle eine
Integralmannigfaltigkeit (N, «) von F' durch m. Nun gilt, vgl. Lemma 3.4.12,

(1o X)(a(n)) € trpt (a(n)) = da(T,(N)), n € N,
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also existiert nach Proposition 3.1.7 ein X € ¥(N) mit X ~, 0 X. Genauso
existiert Y € X(N) mit Y ~, ¢t o Y. Es folgt das auch

[X,Y] ~g [toX,10Y],
und daher das
Lo X, o Y](a(n)) € da(T,(N)) = ump (o).
Nun existiert n € N mit a(n) = m, also haben wir
(Lo X,to0Y](m) € trpt(m).

Da m € M beliebig war, folgt mit Lemma 3.4.12 dass fiir ein gewisses Z € T'(F)
gilt Lo X, 1oY]=10Z.

Als néchstes zeigen wir (iii) = (i). Sei m € M gegeben. Wéhle eine Karte
(U, ) um m mit X? € col(rp"(U) =5 U),i=1,..., k. Betrachte die Scheibe
(vgl. Beispiel 1.5.4)

S:={zeU:(rjop)(x)=(mjop)(m), j=k+1,...,dimM}.

Dann ist m € S und S ist mit der Inklusionsabbildung eine sogar eingebettete
Teilmannigfaltigkeit von M der Dimension k. Der Tangentialraum (d C)7T,(S)
wird aufgespannt von {X7(z) : i = 1,...,k} denn (S, (m1 0 ¢,..., Tk 0 p)) ist
ein Atlas von S. Es folgt wegen X{ € 1o T(nn'(U) =5 U) dass Xf(z) €
it (), also auch (d C)T,(S) C urp'(z). Da beide k-dimensional sind folgt
(d O)T.(S) = tnp'(x), dh. (S,C) ist eine Integralmannigfaltigkeit zu F und
meS.

Wir zeigen (i1) = (i9i). Sei F involutorisch und sei m € M. Wihle nach
Lemma 3.4.8 eine Umgebung W von m und Xi,..., Xy € I'(7z' (W) =5 W)
sodaf also fiir jedes = € W die Elemente X (x), ..., Xj(x) eine Basis von 7" ()
bilden. Es gilt ¢ o X;(m) € T,,,(W) und diese sind linear unabhiingig. Wegen

T (W) 2= (Kerem/coreny?)

vermoge des Isomorphismus D +— ([f]/~ +— Df), existieren &i,...,& € Pn
sodafl
[0 Xi(m)|(&5) = 0ijy 1,5 =1,..., k.
Sei W' C W offen sodaBl jedes & auf W’ definiert ist. Wegen Beispiel 1.3.17
ist die Abbildung z — [t 0 X;(2)](§;) in C°(W’,R). Daher existiert eine offene
Umgebung W” C W' von m sodafl
k
det ([0 Xi(@)](&))).

Betrachte die Abbildung

A0 we W, (3.12)

4,J=

T — (gl(x)uafkr(x))
Wir zeigen, dass fiir jedes x € W die Abbildung d§|m;1(z) — T,(R¥) ein

Isomorphismus ist. Sei X € (mn'(z) und sei angenommen das dé(X) = 0.

5.{W” _ Rk
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Schreibe X = 37, \i(¢ 0 X;(x)), dann ist also insbesondere fiir jede Projektion
7 RE SR

0=d§(X)(m)j) = X(mj08) = X(§) = Z)\i(boXi(I))(@)a j=1,... k.

Wegen (3.12) folgt Ay = ... = Ay = 0. Also ist d§|m;1(w) injektiv und, da
dim 7! () = dim T, (R¥), auch ein Isomorphismus.

Seien X ;d € X(R*) jene Vektorfelder die wie vor dem Satz angefiihrt aus der
Karte idgr konstruiert sind. Explizit gilt also

_9r

X 0)(f1/~) = 52-(0), p ERY, f € P(RY).

j
Da fiir jedes © € W die Menge {d§(t o X;(x)) : i = 1,...,k} eine Basis von
T, (R*) bildet, existieren \;; : W — R mit

k

(XM o&)(x) = > Mg (#)d€(r 0 Xi(w), w € W".

i=1
Nach Bemerkung 3.4.9 folgt dass A;; € C*°(W" R). Daher ist

k

Zj = Z )\le S F(ﬂ';l(W”) Iz, W”) R
und es gilt
k
(40 (0 2))|(2) = Y- Aj(@)dé (0 Xi(w)) = (X[F 0 €)(x),
i=1

dh. 1o Zj ~¢ X}d, j=1,...,k. Es folgt nach Proposition 3.1.5 dass
[LoZj,10Z)) ~e [X;d,Xlid] )

Nach dem Satz von Schwarz tiber die gemischten partiellen Ableitungen ist stets
(X4, X}] =0, also folgt d¢([to Zj, 10 Z)]) = 0. Da d€ in jeder Faser injektiv ist,
folgt 10 Zj,10 Z))(z) = 0, 2 € W”. Da fiir jedes p € R* die Menge {X%(p) :
j =1,...,k} linear unabhiingig ist, muB wegen d¢((v o Z;)(z)) = Xi4(¢(x)) die
Menge {(to0 Z;)(x) : j =1,...,k} fiir jedes x € W” linear unabhéngig sein.
Nach Proposition 3.3.12 existiert eine Karte (U, ) von M um m sodaf
voZj=X7. Alsoist X{ € voT(m, (V) 5U).
U

3.4.18 Bemerkung. Wir haben im Beweis des Satzes zu einer involutorischen k-
Distribution und m € M sogar eine Integralmannigfaltigkeit (N, ¢n) konstruiert
die eingebettet ist und eine Scheibe, d.h. (N, ¢x) ist fiir eine gewisse Karte (U, ¢)
um m gegeben als

N={zeU:ppi(z)=...=¢u(x) =0}, 1n =C, (3.13)

und N tragt die Spurtopologie von M.
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3.4.19 Proposition. Sei F' eine involutorische k-Distribution auf M. Dann
qilt:

(i) Sind (N,un) und (N, ) Integralmannigfaltigkeiten von F, D := tn(N)N
in(N'), dann sind o' (D) und (51 (D) offen in N bzw. N’ und iy, o
LN|L;]1(D) ein Diffeomorphismus.

(i) Sei (N,un) eine Integralmannigfaltigkeit von F und f € C*(P, M) mit
f(P) Cin(N). Dann existiert g € C*°(P,N) mit

f
P- M
- TLN
g9 \\
AL
N

Beweis. Sei (N,ty) eine Integralmannigfaltigkeit von F, n € N,m := ty(n).
Wihle eine Integralmannigfaltigkeit (S, ts) die eine Scheibe ist bzgl. einer Karte
(U, ¢), d.h. wie in Bemerkung 3.4.18. Die Karte (U, ¢) erfiillt dann X7 € 1 o

D(rn'(U) 5 U), i =1,...,k. Dann ist also fiir jedes z € M

(! (@) = span{ X{ (2), ..., X (2)}
Es folgt das fur j =k +1,...,n gilt (Y € Ty(N))

d(pjoun)(Y) = dp; o din (YY) 0
SN——
€dun (Ty(N))=span{X{ (¢n (y)),.... X7 (en(y))}

Allgemein folgt aus df = 0 dass f lokal konstant ist, wie man durch Wahl von
Koordinaten sieht. Also ist die Funktion

5 { N(U) — R

xr ((Pk—i-l(LNx)v SRR (pn(LNx))

lokal konstant ist. Nun erfiillt N das 2-te Abzihlbarkeitsaxiom, also hat
L]_Vl(U ) hochstens abzéhlbar viele Zusammenhangskomponenten. Also besteht
B(ty' (U)) aus hochstens abzéhlbar vielen Punkten des R~

Sei nun P eine Mannigfaltigkeit, f € C>°(P, M), f(P) C tn(N), und p € P
mit f(p) = m. Sei V die Komponente von f~1(U) die p enthilt, dann ist
f(V) und daher auch A := {(pg41(2),...,on(2)) € R*F 2 € f(V)} zusam-
menhéngend. Nun gilt A C B(i3' (U)), denn f(V) C U und f(V) C tx(N). Es
folgt dass A nur aus einem Punkt bestehen kann. Wegen f(p) € 15(.9) folgt dass
F(V) Cus(9).

Wendet man die Tatsache an auf f = ¢y, so erhélt man eine offene Umge-
bung von V von n in N mit (x(V) C 1ts(S). Da ts eine Einbettung ist, folgt
mit Proposition 1.5.8 dass t5' o un|v € C®(V,S). Wegen

dus o d(tg' oinlv) = AN |2 vy
ist d(tg' o tn|v)n injektiv. Da dim S = dim N = k, daher auch surjektiv und

nach dem Inverse Function Theorem erhélt man offene Umgebungen U von
tg'(m) in S und W von n in N sodaB 15" o un|w ein Diffeomorphismus ist.
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Wir kommen zum Beweis von (i). Sei (N', tn) eine weitere Integralmannig-
faltigkeit von F und sei n’ € N’ mit tn/(n') = m. Das obige Argument liefert
Umgebungen U’ von ¢g*(m) in S und W’ von n’ in N’ sodaB tg"' o tn+|w ein
Diffeomorphismus ist. Wir haben dann also

M

s

W ——UCSOU<~—W
Lg Younr EIOLN‘W
Schriinkt man die untere Zeile weiter ein auf (tg' o tyv|w) " (U N U’) bzw.
(1" oun|w)~HU NU’), so erhilt man einen Diffeomorphismus zwischen diesen
Umgebungen von n’ und n. Die Aussage (i) folgt.
Wir kommen zum Beweis von (ii). Sei p € P, f(p) = m, dann erhalten wir

wieder eine offene Umgebung V von p mit f(V) C 1g(S). Wir haben also

/W~

POV—-—-—>8D(U =V C

’lof|V - OLN|"/

/

Da 15 eine Einbettung ist, ist tg' o fly € C=(V,S). Sind U,V so gewihlt
dass Lgl oty ein Diffeomorphismus ist, und schrankt man sich weiter ein auf
VN (igh o flv)~H(U) =, so folgt (id).

U

3.4.20 Korollar. Sei < die Relation (1.7) auf der Menge aller Teilmannigfal-
tigkeiten. Ist (N’ i) eine Integralmannigfaltigkeit einer involutorischen Dis-
tribution, so gilt (N,in) < (N',tn) genau dann, wenn tn(N) C oy (N7).

Beweis. Wende Proposition 3.4.19 an mit f =ty und N, N’ vertauscht.
U

3.4.21 Korollar. Seien (N,ity) und (N',un/) Integralmannigfaltigkeiten ei-
ner involutorischen Distribution. Dann ezistiert eine Integralmannigfaltigkeit
(P, Lp) mit LP(P) = LN(N) N LN/(N/).

Beweis. Setze D = ux(N) N iy (N'), dann ist ¢y (D) offen in N und P :=
i (D), tp =ty |p, hat die gewiinschte Eigenschaft.

0

Wir betrachten nun die Menge aller zusammenhéngenden Integralmannig-
faltigkeiten und fragen uns nach (beziiglich <) maximalen. Eine wichtige Rolle
spielt die folgende Relation.

3.4.22 Definition. Sei F' eine involutorische Distribution auf M. Wir definieren
eine Relation ~p auf M wir folgt: Es gilt x ~p y wenn es zusammenhéngende
Integralmannigfaltigkeiten (Ny,¢1),..., (IV;,¢) von F gibt mit

z€u1(N1),y € u(Ny), ti(N;) Ntjr1(Nig1) #0i=1,...,01—1. (3.14)
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Offenbar ist ~p eine Aquivalenzrelation. Die Zerlegung von M in Aquiva-
lenzklassen um ~p heif3t Blitterung von M zu F.

3.4.23 Satz. Sei F' eine involutorische Distribution auf M. Ist A C M ein Ele-
ment der Blditterung von M zu F, so existiert eine, bis auf Isomorphie eindeu-
tige, zusammenhingende Integralmannigfaltigkeit (L,t1) mit v, (L) = A. Diese
ist mazimal in der Menge aller zusammenhdngenden Integralmannigfaltigkeiten
bzgl. = modulo Isomorphismen. Ist (N,uy) eine zusammenhdngende Integral-
mannigfaltigkeit, so existiert genau ein A mit (N,un) < (L,tr).

Beweis. Angenommen wir haben schon gezeigt, dass es zu jedem Element
A der Blétterung eine zusammenhéngende Integralmannigfaltigkeit (L, ¢r) mit
tr.(L) = A gibt. Dann kénnen wir die restlichen Aussagen leicht folgern. Als
erstes bemerken wir dass, wenn (N, ¢y ) eine zusammenhéngende Integralman-
nigfaltigkeit ist und ¢ (N) N A # 0, dann nach der Definition von ~p schon
(v (N) C A folgt, und damit (N, tn) = (L, tr) nach Korollar 3.4.20.

Ist (N,un) = (L,er), so folgt en(N) D A und damit speziell ey (N)NA # 0,
also auch (N,tn) =< (L,cr). Wir sehen dass (L,¢) maximal (modulo Isomor-
phismen) ist und das jedes (N,tx) in einem (L,cr) liegt. Ist auch (N,ty) =<
(L'yepr),sofolgt @ # ey (N) € ANA" und damit A = A’. Daher (L', ¢p/) < (L, 1)
und genauso (L,tr) < (L', ).

Sei uns jetzt ein Element A der Blitterung gegeben, und wir miissen (L, ¢1,)
konstruieren. Setze L := A und ¢y, :=C. Sei 7}, die Topologie auf L die von dem
Mengensystem

B:={in(N): (N,.y) e N} CP(L)

erzeugt wird, wobei N die Menge aller zusammenhiingenden Integralmannig-
faltigkeiten (N, tn) von F bezeichnet die ¢y (N) C A erfiillen. Wegen Korollar
3.4.21 ist B unter endlichen Durchschnitten abgeschlossen, also sogar eine Basis
von 77,.

Die Abbildung ¢y : N — (L, 7z) ist fiir jedes (N,tn) € N stetig und offen:
Sei O C N offen und zusammenhingend, dann ist (O,:n|o) € N und daher
tn|o(0O) = tn(0) offen in (L, 71). Da N lokal euklidisch ist, folgt das ¢y offen
ist. Sei nun (N, tn+) € N, dann ist nach Proposition 3.4.19, (i),

iy (v (N') = oy (e (N) N e (N))

offen in N. Da B eine Basis von 77, ist, folgt dass ¢ stetig ist. Insbesondere ist
tn N — un(N) C (L, 71) ein Hombomorphismus.

Wir zeigen dass (L, 7;,) zusammenhéngend ist. Seien dazu z,y € L. Nach
Definition von ~p existieren (Ny,t1),..., (N, ) € N mit (3.14). Da ¢;(V;) als
stetiges Bild einer zusammenhéngenden Men§e zusammenhéngend ist, ist auch
Uézl t;(N;) zusammenhéngend, und z,y € (J;_; ti(N;).

Wir miissen zeigen, dafl 77, das 2-te Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt. Sei m € M,
dann existiert eine Karte (U, ¢m) von M um m mit X € vpol (1" (Up) —2
Un), i = 1,...,k. O.b.d.A. sei U,, so gewihlt dass ¢, (U,,) eine Kugel ist.
Dann ist {U,, : m € M} eine offene Uberdeckung von M. Da M das 2-
te Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt ist M Lindelof, also existiert eine (hochstens)
abzihlbare Teilitberdeckung {Ups; : j € J}. Jede Scheibe S, = {z € Uy, :
(Om, k41(2)s .o, @m; () = a} ist eine zusammenhdngende Integralmannig-
faltigkeit von F.
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Wir zeigen dass die Menge I := {(j,a) : Sjo # 0,54 € A} hochstens
abzéhlbar ist. Da eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit auch bogenweise
zusammenhéngt, denn wegen lokal euklidisch sind die Bogenkomponenten offen,
folgt aus der Definition von ~p dass A in der Topologie von M bogenweise
zusammenhéngt. Sei nun (jo,ag) € I festgehalten und sei (j,a) € I. Wihle
Z € Sjy.a0: Y € Sj.a und eine stetige Kurve s : [0,1] — A mit s(0) =z, s(1) = v.

Da {U,,, : j € J} eine offene Uberdeckung von M ist, ist {s~(Up,,) : j € J}
eine offene Uberdeckung von [0, 1]. Daher existiert eine endliche Teiliiberdeckung
durch Komponenten der Mengen 3_1(Umj). Man hat also 0 =ty <t;1 < ... <
t, =1und ji,...,Jn € J sodafl

s([ti—1, 1)) C Umjl, l=1,...,n.

Die Kurve s liegt nach Konstruktion in einer Vereinigung von Integralmannig-
faltigkeiten, also ist (¢m; rx+1(),...,@m;n(x)) lings |y, , . lokal konstant,
also gibt es aq, ..., ay, sodaB s([t;—1,%]) C Sj,.q,- Wir haben also eine endliche
Kette von Scheiben gefunden, mit

szf17azf1 N Sjuaz 7é (Z)vl =1,...,n, sz,llz n SJXG 7& 0.

Wie wir im ersten Teil des Beweises von Proposition 3.4.19 gesehen haben
schneidet eine Integralmannigfaltigkeit eine Kartenumgebung U, in hochstens
abzdhlbar vielen Scheiben. Weiters ist J abzdhlbar. Also gibt es nur abzihlbare
viele Moglichkeiten fiir (41, a1). Verfihrt man induktiv weiter, so sieht man dass
es fiir jedes r € N nur abzéhlbar viele Ketten von Scheiben S; , gibt, also gibt
es auch nur abzéhlbar viele mit endlicher Lange. Wie wir oben gezeigt haben
kann man jede Scheibe S;, mit einer endlichen Kette erreichen, also gibt es
hochstens abzéhlbar viele.

Fir jedes (j,a) € I wihle eine abzdhlbare Basis von S;, aus zusam-
menhédngenden Mengen, das geht wegen 2-ten Abzéhlbarkeitsaxiom und lokal
euklidisch denn dann sind Komponenten offener Mengen offen. Schreibe diese
als S ,. Dann ist {(S},,C) € N} eine abziihlbare Teilmenge von .

Sei nun (N,tn) € Nym € on(N). Wihle S, mit m € S, dann ist wegen
Proposition 3.4.19, (i), Sj .. Nen(N) offen in Sj 4. Also existiert eine Menge S ,
der Basis mit m € S} , € tn(N). Also ist {(S,,C)} eine Basis von 7z.

Wir definieren einen Atlas auf L. Sei (N, tn) € N und sei (U, ¢) eine Karte
von N. Betrachte (17 (U), poug'), dann ist 1y (U) offen in (L, 77,) und poy;" ein
Homaomorphismus auf ¢(U), also auf eine offene Teilmenge des R¥. Klarerweise
ist jeder Punkt von L in einer geeignet gewiihlten Menge (y(U) dieses Typs
enthalten. Sei vy (U’) eine weitere solche Menge. Wegen Proposition 3.4.19, (i),
ist dann (o' )o (10’1 eine C°-Abbildung. Also ist die Gesamtheit aller
(Lw(U),pouy') ein Atlas auf (L, 77,).

Wegen der Definition des Atlas auf L ist ¢y fiir (N,ty) € N ein Diffeo-
morphismus von N auf ¢y(N) C L. Weiters ist tr], vy = tn 0 Lty lin(y) €
C*>(L, M), also auch (der)y(Ty(L)) = (dLN)L;(y)(TL;Vl(y)N). Da (N,utn) eine
Integralmannigfaltigkeit von F ist, ist also auch (L, tz,) eine.

U

3.4.24 Bemerkung. Die maximalen zusammenhéngenden Integralmannigfaltig-
keiten heiflen auch Blditter der Blitterung von M zu F. Wie wir gesehen haben
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ist jede zusammenhéngende Integralmannigfaltigkeit eingebettete Teilmannig-
faltigkeit eines Blattes.
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Kapitel 4

Lie Gruppen

4.1 Die Lie Algebra einer Lie Gruppe

4.1.1 Definition. Sei G eine Gruppe und eine Mannigfaltigkeit. Dann heif}t
G eine Lie-Gruppe, wenn die Gruppenoperationen C*° -Abbildungen sind, d.h.
€ C®(G xG,G)und .7t € C~(G, G).

Sind G; und G5 Lie-Gruppen und f : G; — G2, dann heiflt f ein Lie-
Gruppen-Homomorphismus, wenn f € C*(G1,G2) und wenn f ein Gruppen-
homomorphismus ist.

Sei G eine Lie-Gruppe und a € G. Die Abbildung

La:{G - G

r = a-x
heifit links-Translation mit a. Es gilt stets L, € C*(G,G), und (L)~ = Ly-1,
Loy, = Ly o Ly.

4.1.2 Definition. Sei G eine Lie-Gruppe. Ein Vektorfeld X € X(G) heifit links-
invariant, wenn fiir alle @ € G gilt X ~r, X. Die Menge aller links-invarianter
Vektorfelder bezeichnen wir mit IL(G) und sprechen von der Lie-Algebra von G.

Wegen Korollar 3.1.6 ist tatséichlich L(G) eine Lie-Unteralgebra von X(G),
denn es gilt

L(G) = (J{X € X(G): X ~p, X}.
acG

4.1.3 Satz. Sei G eine Lie-Gruppe und bezeichne e das Einselement von G.
Die Abbildung
S LG) — T.(G)
' X — X(e)
ist ein Isomorphismus der Vektorriume L(G) und Te(G).
Beweis. Klarerweise ist x linear. Fiir X € L(G) und a € G gilt
X(a) = X(La(e)) = dLa(X(e)),

also ist x injektiv.

63
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Um zu zeigen dass y surjektiv ist, sei y € T.(G) gegeben. Definiere X : G —
T(G) als
X(a) :==dL4(y) .
Lemma 3.2.4 angewandt mit M = N = P =G, f(z,a) :=a-z, D(x) =y, zeigt
dass X € C*(G,T(G)). Klarerweise gilt ¢ o X = idg, also ist X € X(G).
Weiters ist L, = idg, also folgt X (e) = y. Wir zeigen dass X links-invariant ist:
Seien a,b € G, dann ist also zu zeigen dass dL,(X (b)) = X (L4 (b)). Nun gilt

dLq(X (b)) = dLq 0 dLy(y) = d(La o Ly)(y) = dLas(y) = X (ab) =
= X (La(D)).

U

4.1.4 Bemerkung. Wir erhalten ein erstes (triviales) Beispiel einer Lie-
Korrespondenz, d.h. eines Entsprechens von Eigenschaften von G und L(G).
Denn: Es gilt stets dimL(G) = dim G.

4.1.5 Korollar. Betrachte L(G) als Mannigfaltigkeit als endlichdimensionaler

Vektorraum. Dann ist G x L(G) =% G, wo m die Projektion auf die erste
Komponente ist, ein n-Biindel. Die Abbildung

{ GxL(G) — T(G)
' (9, X) + X(9)

ist ein Biindel-Isomorphismus zwischen G x L(G) =% G und T(G) =% G.

Beweis. Klarerweise gilt mg o ¢ = my. Betrachte die lineare Abbildung
eliarxre) : {a} x L(G) — To(G). It y € T,4(G), so wihle X € L(G) mit
X(e) = dL;*(y). Dann gilt

X(a) = dLo(X(e)) = dLq 0 dL; (y) = y.

also ist ¢[{a}x1(c) surjektiv. Da dimL(G) = dim T,(G) daher bijektiv. Wegen
Lemma 3.4.5 geniigt es zu zeigen dass ¢ € C°(G x L(G),T(G)) ist. Wihle eine
Basis {X1,..., X} von L(G), dann ist die Abbildung

n

Q/J(Al,,)\n)HZ/\lXZ

=1

ein Biindel-Tsomorphismus zwischen G' x R” =% G und G x L(G) =% G. Fiir
X € L(G) schreibe X = > | \;(X)X;, dann ist A\;(X) = (m 0o~ 1)(X), also
Ai € C°(L(G),R). Nun ist fiir jedes X; sicher a — X;(a) in C*°(G,T(G)) und
daher ist ¢ € C*(G x L(G), T(Q)).

0

4.1.6 Definition. Seien G und H Lie-Gruppen und sei f : G — H ein Lie-
Gruppen-Homomorphismus. Dann setze

Lf = xz'odf o xc -
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4.1.7 Proposition. Ist X € L(G), so existiert genau ein Vektorfeld Y € L(H)
mit X ~; Y, nidmlich Lf(X).

Beweis. Ist X ~; Y, sofolgt Y(e) =Y (f(e)) = df (X (e)). Also gibt es hochstens
ein Y € L(H) mit X ~; Y. Weiters gilt fiir jedes a € G, da f ein Homomor-
phismus der Gruppen ist,

Lo f=foLS.
Es folgt
(Lf(X) o f)a) = (X' odf oxa)(X)(f(a)) = (x5 ©df)(X(e))(f(a) =
= X7 (df (X (e))(f(a)) = dLF (o) (df (X (e))) = (Lo © [)(X(e)) =
= d(f o Lg)(X(e)) = df (dLg (X (e))) = (df o X)(a).

U

4.1.8 Korollar. Es ist Lf ein Lie-Algebra-Homomorphismus von L(G) in
L(H).

Beweis. Seien X,Y € L(G). Dann ist X ~y Lf(X) und ¥ ~; L(Y"). Nach Pro-
position 3.1.5 folgt [X, Y] ~; [Lf(X),Lf(Y)]. Wegen der Eindeutigkeitsaussage
von Proposition 4.1.7 folgt

[Lf(X), Lf(Y)] = LF([X, Y]).

Die Tatsache dass L f linear ist, ist klar nach Definition.

g

Wir wollen bemerken, dass offenbar stets L(fog) = L folLg sowie Lidg = idg
gilt.

4.1.9 Satz. Sei G eine Lie-Gruppe und X € L(G). Dann ist X wollstindig.
Der globale Fluss ®X von X erfillt

Loo®f =®fo0L,,acG,teR. (4.1)

Beweis. Wir beginnen mit der folgenden Bemerkung: Sei ® ein Element des
lokalen Flusses von X, ® : (—¢,¢) x U — G. Sind b,y € G mit y, b~y € U, so
folgt

bO(t, b~ ry) = B(t,y), t € (—¢,e). (4.2)

Um dies zu sehen setze s(t) := b®(t,b~'y), t € (—¢,€). Dann ist s(t) =
Lb(sg’,ly(t)), also folgt

$()(f) = Jim Fls(t+ h)f)L — f(s(t) _

. (f o Lu)(syr,(t+h) = (fo Lb)(Sffly(t)) 7
I h n
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= 31, ()(f 0 Lv) = dLo(X (5571, (1) (f) = (dLp 0 X o Ly-1)(s(t))(f) =
= X(s(®))(f)

d.h. s(t), t € (—e, €), ist eine Integralkurve von X. Wegen s(0) = y folgt s(t) =
sy (t), t € (—€,€), und das ist die behauptete Beziehung (4.2).

Sei @ : (—e€,¢) x U — G ein Element des lokalen Flusses von X mit e € U.
Fiir a € G definiere

- G
(t,x) — (Lgo®;0L,—1)(x)

Dann ist &% € C*°((—e¢,€) x L,(U),G) und es gilt
D0,2) = (LooPoo Lg—1)(x) = (Lgo Lg—1)(x) =z, x € L(U).

Sei weiters s,t € (—e¢,€), x € Lo(U) sodass sowohl ®*(¢t + s,x) als auch
o2 (t, ®*(s,x)) definiert sind. Dann gilt

(s, x) = a®(s,a 'x),

also ®(s,a™1z) € U da ®%(s,x) € L,(U). Also ist ®(¢, ®(s,a™'z)) definiert und
gleich ®(t + s,a"12). Es folgt

QUL+ s,7) = a®(t + s,a '2) = a®(t, d(s,a 7)) =

=a®(t,a ta®(s,a 'z)) = ®(t, (s, 7)

)
Betrachte fiir z € L,(U) die Kurve s%(t) :— o (t,x), t € (—e €). Wegen
f(@a(t,2)) = f(a®(t,a™ x)) = (f 0 La)(2(t,a” 7)) = (f 0 La)(55-1,(t)), folgt

N Ofos8) o OfoLa)ost,,)
5t (Ggl,) ) = == 0) = o )=

—ds® ., (%‘0) (foLy) =dLgo dsjllx(%‘o) (f) =
= dLa(X(a™"2))(f).

Also gilt
((%‘ ) (dLo 0 X 0 Ly )(z) = X(2), x € La(U). (4.3)

Wihle nun § > 0 und W C G offen mit e € W sodal ®(¢t,z) € U fiir
[t| < d,2 € W. Dann folgt fiir a € G dass auch ®%(t,y) € L,(U) fiir |t| < d,y €
Lo(W). Ist nun © € L, (W) und |u| < 4, so folgt mit Bemerkung 3.2.6 dass

0
dsg (
Also ist s“| —e,¢) eine Integralkurve von X.

Sei nun © € Lo(W) N Ly(W), dann sind die Kurven s%|_c o und sb|(_e o

beide Integralkurven von X und s2(0) = s2(0). Also sind sie iiberall gleich nach
Korollar 3.1.12, d.h. es gilt

) = X(sh ).

% (u, ) = ®(u,2), |u| <J.
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Eine Abbildung ¥ : (-4,6) x G — G ist also wohldefiniert durch die Vorschrift
U(u,x) := D% (u,z) fiir ein a € G mit € L,(W). Offenbar ist ¥ € C™((—¢, €) x
G,G), und ¥(0,z) = « fiir alle © € G. Seien t,s € (—6,0),x2 € G, mit t + s €
(—0,9). Wihle a € G sodal € Lo(W) und b € G sodal U(s,x) € Ly(W).
Dann folgt ®(s,a™'z) € U und daher

U(t+s,2) =0t +s,2) = ad(t +s,a 'z) =
= ad(t, ®(s,a 1))
Nun ist b~ ta®(s,a 1x) = b7 10%(s,2) = b1 W(s,z) € b1 Ly(W) = W, also gilt
nach (4.2)
a®(t,®(s,a ') = aa b®(t, b ad(s, 0" x)) =
= ®°(t, ®(s,x)) = U(t, U(s, x)).
Wir sehen dass {¥} ein lokaler Fluss ist. Wegen (4.3) ist sein infinitesimaler

Erzeuger gleich X . Nach Proposition 3.3.3 ist X vollstindig. Ist ®X der globale
Fluss von X, so erhalten wir wegen (4.2) dass stets Ly(®~ (t,2)) = ®X(t, Lyx).

O

4.1.10 Bemerkung. Sei ® ein globaler Fluss und gelte (4.1). Dann ist der infi-
mitesimale Erzeuger von @ links-invariant. Um dies einzusehen berechne

(dLo o X)()(1) = dLo(X (#)(7) = X(@)(T o La) = ds (o] V(7o L) =

o F(@(h0w) — flaz)
h—0 h h—0 h

= a5, (9] () = X(@n)(1) = (X 0 L)(@)(f).

4.2 Die Exponentialabbildung

4.2.1 Definition. Ein Homomorphismus der Lie-Gruppe (R,+) in die Lie-
Gruppe G heiflt eine 1-Parameter-Untergruppe von G.

4.2.2 Proposition. Die Beziehung X — sx die definiert ist durch

J R — G
XLt = X(te)

ist eine Bijektion zwischen L(G) wund der Menge aller 1-Parameter-
Untergruppen von G.

Beweis. Sei X € L(G). Dann gilt sx € C*(R,G), sx(0) = e und
Sx(t+5) = DX (t 1 5,¢) = BX (DX (e)) = DX (sx (1)) =
=sx(t)- ®X(e) = sx(t)-sx(s).

Sei s : R — G eine 1-Parameter-Untergruppe und sei X := yg'(5(0)). Wir
zeigen s = sx. Sei u € R, dann ist

s(u+h) = s(u)s(h) = Ly (s(h)),
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und damit folgt

5}

ds( =

i (at

Weiters ist s(0) = e, also folgt s(t) = ®X(¢,e) = sx ().

Ist X € L(G), so ist $x(0) = X(e). Ist Y € L(G) mit sx = sy, so folgt
X(e) =Y (e) und daher X =Y.

) =Ly ods(| ) = Ly (X () = X(sw).

O

4.2.3 Definition. Sei G eine Lie-Gruppe. Die Abbildung

[ LG) — G
exp.{ X = osx(l)

heifit die Exponentialabbildung von G.
4.2.4 Lemma. Sei X € L(G) und t € R. Dann gilt sx(t) = exp(tX).
Beweis. Betrachte die Abbildung

{R—»G
5

u —  sx(tu)
Dann ist s € C*°(R,G) und s(0) = e, s(u+v) = sx(t(u+v)) = sx(tu)sx (tv) =

s(u)s(v), also ist s eine 1-Parameter-Untergruppe von G. Daher gilt s = sy fiir
ein Y € L(G), und zwar jenes Y mit Y (e) = $(0). Es gilt

50)(f) = ds(a%}o)m _ %E“M _
o LX)~ f(e) 9 esx)
h=0 h Ox

=tX(e)(f),

also ist $(0) = (tX)(e). Damit folgt s = s;x.
Insbesondere fiir u = 1 erhélt man sx (t) = s(1) = exp(tX).

0) = t-ds (] () =

4.2.5 Bemerkung. Sei X € L(G), ®X der globale Fluss von X. Dann gilt
®¥(t,a) = aexp(tX),t € R,a € G.
Denn wir haben
X (t,a) =a- DX (t,e) = a-sx(t) = aexp(tX).

Wir wollen die beiden folgenden Eigenschaften der Exponentialabbildung
explizit festhalten:

(1) Ist X € L(G), so ist s : ¢t — exp(tX) eine 1-Parameter-Untergruppe von
G. Umgekehrt liasst sich jede 1-Parameter-Untergruppe s in dieser Weise
darstellen, und zwar mit X sodass X (e) = $(0).
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(7i) Fir X € L(G) und a € G ist die Integralkurve von X durch a gegeben als
t— aexp(tX).

4.2.6 Proposition. Seien G, H Lie-Gruppen, ¢ : H — G ein Lie-Gruppen-
Homomorphismus. Dann ist

H——F—G
Beweis. Sei X € L(H). Betrachte die Abbildung

'{R — G
Ut = plexp(tX))

Dann gilt s(0) = e, und

(3], =ae(aewi(3])) = sscxon

Weiters ist s eine 1-Parameter-Untergruppe von G, denn ¢ ist ein Homomor-
phismus. Also ist
s(t) = exp(tY)
fir ein Y € L(G), und zwar fiir jenes mit Y(e) = dy(X(e)). Das ist, wegen
Proposition 4.1.7, aber gerade Ly (X).
U

4.2.7 Satz. Sei G eine Lie-Gruppe und betrachte L(G) als Mannigfaltigkeit
(als endlichdimensionaler Vektorraum). Dann ist exp € C*(L(G),G) und es
existieren offene Umgebungen U,V wvon 0 in L(G) bzw. von e in G sodafl exp |y
ein Diffeomorphismus von U auf V ist.

Beweis. Betrachte die Mannigfaltigkeit G x L(G), 71, 7o seien die Projektionen
m : G xL(G) = G, m3 : G x L(G) — L(G). Definiere ein Vektorfeld Y €
X(G x L(G)) durch

Y (g, X) := (dm x dm2) ™ (X (9),0), (9, X) € G x L(G).
Beachte hier, dass dm; x dmy ein Diffeomorphismus von T(G x L(G)) auf TG x
TL(G) ist.
Firr g € G und X € L(G) betrachte die Kurve
s(t) == (g -exp(tx), X), t € R.
Wir zeigen, dass s eine Integralkurve von Y ist: Sei v € R, dann gilt

0

dm o ds(%‘o) = dlgexp(t) (5,

J =5

u) = X (gexp(uzx)) = dm o Y (s(u))

dmy o ds(%

) =0=dm oY (s(u)).

u
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Weiters gilt s(0) = (g, X).

Nach Korollar 3.3.7 ist Y vollstindig. Sei ® der globale Fluss von Y. Dann
ist t — ®(t, (g9, X)), t € R, eine Integralkurve von Y und ®(0, (¢, X)) = (9, X).
Also folgt

(g-exp(tX),X) =(t, (9, X)) € C°(R x G x L(G),G x L(Q)).
Setzt man hier speziell g = e,t = 1, und wendet m; an, so folgt dass exp(X) €
C=(L(G), G).
Wir betrachten nun dexp auf Tp(L(G)). Wihle eine Basis {X1,..., X, } von
L(G) und sei 9! die Karte

v { R™ — L(G)
' ()\17 RN A’ﬂ) = Z?:l )\ZXl

Sei y € TH(L(G)) gegeben. Da ¢ eine Karte ist, ist dipg ein Isomorphismus
zwischen Tp(R™) und Tp(L(G)), also existieren Ay, ..., A, € R sodafl

y_dw(é/\iaiti 0)'

Betrachte die Kurve s; : R — R”, s1(¢) = (A1t,..., Apt). Dann gilt

(] oy = el S| (o] )

i=1 =1

Setze s := 1 o s1, dann folgt ds(%

0) =y. Wir erhalten (X =Y 1", \;X;)
; i=1

dexp(y) = dexp ods(%’o) = d(exp os)(%’o) =

= d(exp(tX)) (% \0) - X(e). (4.4)

Ist dexp(y) = 0, so folgt also X(e) = 0 und daher X = 0, und daher \; =
... = A, =0, und daher y = 0. D.h. dexp : To(L(G)) — Te(G) ist injektiv. Da
beide die gleiche Dimension haben ist dexp also ein Isomorphismus. Nach dem
Inverse Function Theorem folgt die Behauptung.

U

Mit Hilfe von Satz 4.2.7 erhalten wir zwei weitere Lie-Korrespondenz. Davor
ein Lemma das 6fters niitzlich ist.

4.2.8 Lemma. Sei G eine topologische Gruppe, und sei U C G offen, e € U.
Dann gilt:

(i) Es existiert V. C G offen mite € V C U sodaff V =V L.
(it) Ist Z C G offen, W C G, so ist auch ZW und WZ offen.
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(1i1) Sei zusdtzlich G zusammenhingend. Dann erzeugt U die Gruppe G.

Beweis. Da x +— z~!' ein Homéomorphismus ist, ist mit U auch U~! offen.

Setze V := U NU™L. Um (ii) zu sehen, beachte dass

W= J 2w, Wz =] wz.
weW weW

Da links- und rechts-Translationen Homomorphismen sind, ist Zw und wZ offen.
Fiir (ii7) sei oBdA angenommen das U = U~!. Dann ist

H::UU”

neN

offen und eine Untergruppe von G. Da das Komplement von H als Vereinigung
von Nebenklassen auch offen ist, folgt das H = G.

U

4.2.9 Korollar. Sei G eine Lie-Gruppe. Ist G kommutativ, so ist auch L(G)
kommutativ. Ist G zusammenhdngend, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Seien X,Y € L(G) mit entsprechenden globalen Fliissen ®X und &Y.
Dann gilt
X 0 ®Y (n) = d¥(t(s,a)) = ¥ (5,0)2% (t,e) =

= aexp(sY)exp(tX),

und genauso @} o X (a) = aexp(tX)exp(sY). Ist G kommutativ, so sind also
®X und ®Y vertauschbar und daher [X,Y] = 0.

Umgekehrt sei G zusammenhéngend und L(G) kommutativ. Sind a,b €
exp(L(G)), a = exp(X),b = exp(Y), so zeigt die obige Rechnung das a-b = b-a.
Nach Satz 4.2.7 enthilt exp(L(G)) eine Umgebung von e, und erzeugt daher G.
Also ist G kommutativ.

U

4.2.10 Korollar. Sei G eine zusammenhdingende Lie-Gruppe, H eine Lie-
Gruppe, und seien f,g: G — H Lie-Gruppen-Homomorphismen. Gilt Lf = Lg,

so folgt f =g.
Beweis. Seien U,V offene Umgebungen von 0 in L(G) bzw. von e in G wie in
Satz 4.2.7. Dann gilt nach Proposition 4.2.6

flv =expoLfo(explu)™, glv =expolgo (explv)~".

Ist Lf = Lg, so folgt also f|y = g|v. Da, nach Lemma 4.2.8, (iii), V die Gruppe
G erzeugt, und f, g Gruppenhomomorphismen sind, folgt f = g¢.

O

4.2.11 Korollar. Seien G, H Lie-Gruppen und f : G — H ein Lie-Gruppen-
Homorphismus. Dann gilt:
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(1) Ist f injektiv, so ist f eine Immersion.
(i1) Ist f bijektiv, so ist [ ein Lie-Gruppen-Isomorphismus.

Beweis. Seien wieder U,V wie in Satz 4.2.7. Ist f injektiv, so folgt dass Lf|y
injektiv ist. Da L f linear ist und U eine Umgebung der 0, folgt das L f injektiv
ist. Nun ist dfe = xg oLf o xal mit den Isomorphismen xn, xg, also ist dfe
injektiv.
Da f ein Homomorphismus ist, gilt fiir jedes a € G dass fo Ly = Ly, o f.
Also ist auch
dfo = dLj(q) 0 dfe odL, ",

und daher df, injektiv.
Die zweite Aussage folgt nun mit Proposition 1.5.6.

U

4.2.12 Proposition. Seien G, H Lie-Gruppen und sei f : H — G ein (alge-
braischer) Gruppenhomomorphismus. Ist f stetig, so ist f € C*°(H, Q).

Beweis. Wegen folL, = Ly, o f geniigt es zu zeigen, dass f auf einer Umgebung
von e eine C'°°-Abbildung ist.

Betrachte zunéchst den Spezialfall das H = R. Seien U,V offene Umge-
bungen von 0 in L(G) bzw. e in G, sodaf exp|y ein Diffeomorphismus auf
V ist. ObdA sei U eine Kugel. Setze W := %U und wihle {5 > 0 so daf
f(t) € exp(W), |t| < to. Sei n € N, dann existieren eindeutige Elemente
X,Y € W mit exp(X) = f(&), exp(Y) = f(to). Wir zeigen dass nX =Y.
Da

exp(nX) = exp(X)" = f(2)" = f(to) = exp(Y)

und da exp |w injektiv ist, geniigt es dazu zu zeigen, dal nX € W. Wir zeigen
mittels Induktion dass kX € W, k=1,...,n. Fiir k =1 ist dies klar. Sei k < n
und kX € W, dann ist (k+1)X € U und

exp((k + 1)X) = F((k + 1)%0) € exp(IW).

Da exp |y injektiv ist, folgt (k +1)X € W.
Wir haben also f(X2) = exp(1Y). Sei 1 < m < n, dann gilt

m

1 m 1 m m
—to) = f(=) = -Y) = —Y).
F0) = £(1)" = exp (2y)" = exp(Zy)
Sei —n < m < —1, dann gilt
m _

F(Et0) = () exp () T = exp (2).

Wir haben also f(qto) = exp(¢Y) fiir alle ¢ € QN [—1,1]. Da beide Seiten stetig
in ¢ sind, folgt dass f(qto) = exp(q¢Y), ¢ € [-1,1]. D.h.

71 = exp (1), 11l < to.
0

und daher ist f € C((—to, o), G) und daher in C*°(R, G).



4.2. DIE EXPONENTIALABBILDUNG 73

Sei nun H beliebig, und wihle eine Basis { X1, ..., X, } von L(H). Betrachte
die Abbildung o € C*°(R", G) die definiert ist als

[ Rn — H
D tretn) = exp(tiXa) .. expl(ta X,)
Dann gilt
0 _O(goa),
da(a—tj OE 5 0=
_ .o glexp(hX;)) —g(e) VA: — Y.
= lim ; = d(exp(tX,) (5 ) (@) = X;(€)(0).
Da {8% ,...,8%‘ } eine Basis von Tp(R™) ist und {Xi(e),...,Xn(e)} eine
1 0 n 10

Basis von T, (H) ist, ist da ein Isomorphismus. Also gibt es offene Umgebungen
U,V von 0 in R™ bzw. von e in H sodal a|y ein Diffeomorphismus von U auf
V ist. Nun ist f ein stetiger Gruppenhomomorphismus von H nach G, also ist
auch

t— f(exp(tX;)):R— G

ein stetiger Gruppenhomomorphismus und daher in C*°(R,G). Es folgt das
foa € C®R" G). Nun ist (a|y)~t € C>(V,R™) und wir erhalten

flv=(foa)o(ay)™ € C*(V,G).

O

4.2.13 Korollar. Sei G eine topologische Gruppe. Dann existiert hichstens
eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf G die G zu einer Lie-Gruppe macht.

Beweis. Die identische Abbildung ist stetig und daher C'*°.

4.2.14 Proposition. Sei G eine Lie-Gruppe und X,Y € L(G). Dann gilt
(i) Es gibt € > 0 sodafs
exp(tY) - exp(tX) = exp (t(Y + X) + t*R(t)), |t| <e,
wobei R € C™((—¢,¢),L(Q)).
(i1) Ist [X,Y] =0, so gilt

exp(tY) - exp(tX) = exp (t(Y + X)), t € R.

Beweis. Seien U,V offen in L(G) bzw. G mit 0 € U bzw. e € V sodaf exp |y ein
Diffeomorphismus von U auf V ist. Wihle € > 0 so dass exp(tY) -exp(tX) € V,
[t] < e, und setze

Z(t) == (exp ) Hexp(tY) - exp(tX)), |t| <e.
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Dann ist Z € C*°((—¢, €),L(G)). Wihle eine Basis { X3, ..., X, } von L(G) und
bezeichne mit ¢ die entsprechende Karte:

LA O R W D D/ P Y5 ¢

Seien ¢; = m; o ¢ die Komponenten von ¢. Dann ist ¢; 0 Z € C™((—¢,€),R)
und ihre Taylorentwicklung hat die Gestalt
(00 Z)(t) = (pj 0 2)'(0) - t + Ry (t) - £*
wobei R;(t) € C™((—¢,€),R).
Schreibe dexp odZ(%‘O) = Z?:l AiX;(e) mit gewissen A; € R. Dann ist
nach (4.4)
0 " 0
2(g,) = ™ (X hal,)
Otlo ¥ Z Ot; lo

i=1

und wir erhalten

(0102/0) = a2( 2 Ve = ae (0

=

Jmoe) =2,
Es folgt

Z(t) = (Zn:Aij) ot (zn:Rj(t)Xj) 2

Um dexpodZ (%‘ ) zu berechnen seien ®X, ®Y die globalen Fliisse von X bzw.
Y und betrachte die Abbildung

) RZ — G
7'{ (t,s) — ®X(t,®Y(s,¢e))

Es gilt y(t, s) = exp(sY) exp(tX), also y(t,t) = expoZ(t), und

(] Yo =t LEED IO gox (D)

8—11 (0,0) h—0 h
= X(e)(f)
5 o F@ () = @) (DN,
d”(a_xg (o,o)) )= %li% h = dsg (E’o)(f) B
=Y(e)(f)
Ist § : R — R2,§(t) = (¢, 1), so folgt also wegen dé(% 0) = aixl 0.0) aixz ©0,0)]
dass 9 7 7
d(706)(5‘0) =X(e)+Y(e). (4.5)

Die Behauptung (7) ist damit bewiesen.

Um (ii) zu zeigen geniigt es den Fall ¢ = 1 zu betrachten, denn [tX,tY] =
t2[X,Y]. Sei ® € C*°(R x G,G) definiert als ®(t,z) = ®X(¢,®Y (¢,7)),d.h.
O, = X 0 ®Y. Wegen [X,Y] = 0 gilt stets &)X 0 dY = &Y o &X . Also ist ® ein
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globaler Fluss. Sei Z der infinitesimale Erzeuger von ®. Da XY € L(G) gilt
@f{OLa = Laoq)f( und QJZOLQ = Laoq)g/, also folgt das auch ®;0L, = L, 0 ®;.
Wegen Bemerkung 4.1.10 erhalten wir Z € L(G). Die Gleichung (4.5) besagt
jetzt Z(e) = X(e) + Y (e). Daher folgt Z = X +Y. Wir erhalten mit (4.1)

exp(X +Y) =®(1,e) = V(1,85 (1,¢)) = ®¥(1,¢e) - ¥ (1,¢) =

=exp(X) -exp(Y).

4.3 Untergruppen

4.3.1 Definition. Sei G eine Lie-Gruppe. Ein Paar (H,:) heifit Lie-
Untergruppe, wenn

(1) H ist eine Lie-Gruppe.
(i4) (H,t) ist eine immersed Teilmannigfaltigkeit von G.
(#i1) ¢: H — G ist ein Gruppenhomomorphismus.

Wir sagen (H, ) sei eine abgeschlossene Untergruppe, wenn zusétzlich ¢«(H) in
G abgeschlossen ist.

Sind (Hy,t1) und (Ha,ts) Lie-Untergruppen von G, so sagen wir sie sind
dquivalent, wenn es einen Lie-Gruppen-Isomorphismus ¢ : H; — Hs gibt sodafl

Ist (H,t) eine Lie-Untergruppe von G, so ist Le : L(H) — L(G) injektiv. Also
kénnen wir mit (H, ¢) die Lie-Unteralgebra Li(IL(H)) von L(G) assoziieren. Sind
(H1,t1) und (Haz,t2) dquivalent, so gilt

LLl (L(Hl)) = LL2 (@) L@(L(Hl)) = LLQ (L(Hg)) ,

d.h. die Beziehung (H,:) + ILu(IL.(H)) ordnet Aquivalenzklassen von Lie-
Untergruppen von G Lie-Unteralgebren von L(G) zu. Nun eine wesentliche wei-
tere Lie-Korrespondenz:

4.3.2 Satz. Die Bezichung (H,.) — Li(L(H)) gibt eine Bijektion der Menge
von Aquivalenzklassen von zusammenhéingenden Lie-Untergruppen von G auf
die Menge aller Lie-Unteralgebren von L(G).

Beweis. Sei b eine Lie-Unteralgebra von L(G), d := dim . Dann ist (G x h —-
G,id x C) ein d-Unterbiindel von G x L(G) =% G. Mit Hilfe des Biindeli-
somorphismus ¢ : G x L(G) — T(G), vgl. Korollar 4.1.5, erhalten wir eine
d-Distribution (G x h % G, p o (id x C)) auf G.
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Sei X € L(G), dann ist die Abbildung

(G — GxL(@G)
6X'{g —  (9,X)

in I'(G x L(G)). Es gilt

(Bx(9) = ¢(9, X) = X(9), g€ G,

d.h. 9o Bx = X. Es folgt, dass fir X,Y € L(G)

[poBx,pofy]=[X,Y] :Spoﬁ[X,Y]-

Sei nun {X1,...,X4} eine Basis von § und sei X € I'(G x h). Die Elemente
Bxyy---,0x, € T'(G x h) haben die Eigenschaft dass fiir jedes g € G die Menge
{Bx,(9),---,Bx,(9)} eine Basis von 77 *(g) ist. Also gilt nach Bemerkung 3.4.9

X =Y Nfx,
=1

mit gewissen Funktionen )\; € C*°(G,R). Es ist weiter
(2 X)(9) = ma(X (9))(9) = 3 Mi(9)Xilg) = (D AXi) (9)

und daher (Y € T'(G x §),Y = Zfi:l NjﬁXj)

d

[poX,poY] = [Zx\ Xuz,u; } = Z [NiXi, 1 X5] =

ij=1

d
Z ( it [ X, X] + N(Xa () pg) X5 + Nj(Xj('))\i)Xi) :

Man sieht das
[poX,poY]=gpoZ

wobei Z € T'(G x §) gegeben ist durch

d

Z:= 3" (N Bixox) + NGO - B, + (G0N B, ) -

ij=1

Also ist T(G x b) eine Lie-Unteralgebra von X(G), d.h. G x h =% G eine invo-
lutorische d-Distribution.

Sei (H,:) das Blatt der Blittung um G zu G x h =% G mit e € «(H). Sei
a € G, wir zeigen dass (H, L, o) das Blatt mit a € (L, o ¢)(H) ist. Zunéchst
ist (H, L, o) eine Integralmannigfaltigkeit, denn

d(La 0 O)(To(H)) = dLy o du(T,(H)) = dLa(up (x5 (1a))) =
= dL,({p(t(x), X) : X € b)) = {dLa(X (o)) : X € b} =
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= {X(Loou()): X € b} = p(m5' (La o t(x))).
Klarerweise ist sie zusammenhéngend. Sei nun (N,:y) irgendeine zusam-
menhéngende Integralmannigfaltigkeit mit ¢ € (x(N). Dann ist, wegen der
gleichen Rechnung wie oben, (N, L,—1 o ty) eine zusammenhiingende Integral-
mannigfaltigkeit mit e € (L,-1 0 ¢y )(N). Also existiert o mit

N————p§
10L\1\\ /

Es folgt dass auch

also (N,tn) = (H, Ly o t). Die Blédtterung von M zu F ist also gegeben als
{a-«(H):aeG}.

Wir erhalten dass «(H) eine Untergruppe von G ist: Sei a € «(H), dann ist
a"Y(H)Nu(H) # 0 denn der Durchschnitt enthélt e. Daher folgt a=«(H) =
t(H), und damit a=* € ((H). Genauso ist a - t(H) N¢(H) # 0 denn er erhilt a.
Alsoa-o(H)=u(H),dh. a-be(H),be (H).

Wir kénnen auf H also eine Gruppenstruktur definieren indem wir verlangen
dass ¢ ein Isomorphismus auf ¢(H ) sein soll. Wendet man Proposition 3.4.19, (i),

an auf
—1

HxH-Z>GxG——G H—>G—=G

so erhélt man dass H eine Lie-Gruppe ist. Weiters gilt
du(T.(H)) = tp(np'(e)) = {X(e) : X € b},
und daher Lo(IL(H)) = b.
Sei nun (H’,!) eine zusammenhingende Lie-Untergruppe von G mit
L/ (L(H')) = h. Dann folgt wegen Li/ = x5 o di/ o xp dass
4 (T.(H')) = {X(e) : X € b} = 1wz (c).
Fiir a € H' folgt nun
v (V@) ={X(/(a)) : X € b} =dLT {X(e): X € b} =

= dL{{, 0 d/(T.(H')) = d(' o L' )(T.(H')) = di'(T(H)) .
Also ist (H',:") eine Integralmannigfaltigkeit von F. Wegen e € /(H') muss also
J(H"Y Cu(H). Da t=(/(H'")) eine offene Umgebung von e in H ist, erzeugt sie
die ganze Gruppe. Nun ist +~1(./(H')) selbst eine Gruppe, also gleich H. Wir
erhalten /(H') = «(H) und damit sind H und H’ dquivalent.

U
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4.3.3 Korollar. Sei G eine Lie-Gruppe und (H,t) eine Lie-Untergruppe von
G. Dann ist (H, 1) eine Integralmannigfaltigkeit der involutorischen Distribution
(G xL(H) ™ G,po (idx C)). Sei Hy die Komponente von H die e enthilt,
dann ist (Hy, C) eine echt eingebettete Lie-Untergruppe von H und damit auch
eine Lie-Untergruppe von G, ndmlich (Ho,t|m,). Es gilt L(¢|g,)(L(Hp)) =
Lo(L(H)) und (Ho, t|m, ) ist das Blatt welches e enthilt. Die Blitterung ist gleich
der Linksnebenklassenzerlequng von G nach Hy.

Beweis. Hy ist Untergruppe, denn Hy' N Hy # 0 und Hy - Hy N Hy # 0.
Weiters ist jede Komponente offen und daher auch abgeschlossen. Alle weiteren
Aussagen folgenden unmittelbar aus dem Beweis von Satz 4.3.2. Beachte dabei
nur das L(¢| g, )) = Le(L(H)) wegen Te(Ho) = T (H).

O

4.3.4 Korollar. Seien (H,.),(H’,t') Lie-Untergruppen von G mit J/(H') C
((H). Dann ist (H',15"') eine Lie-Untergruppe von H.

Beweis. (H,t) ist Integralmannigfaltigkeit einer involutorischen Distribution.
Daher kann man Proposition 3.4.19, (i), anwenden und erhilt dass ¢~ o/ eine
C>-Abbildung ist.

0

4.3.5 Bemerkung. Insbesondere sind zwei Lie-Untergruppen (H,:) und (H', /)
mit ¢(H) = ¢/ (H') #quivalent. Hat man also eine (algebraische) Untergruppe H
von G, so gibt es hochstens eine Moglichkeit diese zu einer Lie-Untergruppe zu
machen.

4.8.6 Bemerkung. Man kann zeigen dass gilt: Sei G eine Lie-Gruppe und sei
H eine (algebraische) Untergruppe. Ist auf H eine Mannigfaltigkeitsstruktur
(Topologie+Atlas) gegeben, sodafl (H,C) eine immersed Teilmannigfaltigkeit
ist, so ist H eine Lie-Gruppe.

In Verbindung mit dem oben gesagten, erhalten wir dass eine (algebraische)
Untergruppe einer Lie-Gruppe auf hochstens eine Weise zu einer immersed Teil-
mannigfaltigkeit gemacht werden kann.

Von besonderem Interesse sind die eingebetteten bzw. echt eingebetteten Lie-
Untergruppen einer Lie-Gruppe G. Klarerweise gilt fiir jede echt eingebettete
Lie-Untergruppe (H, ) von G dass «(H) in G abgeschlossen ist.

4.3.7 Satz (Closed subgroup theorem). Sei G eine Lie-Gruppe und sei H eine
(algebraische) Untergruppe von G die in G abgeschlossen ist. Dann existiert eine
Mannigfaltigkeitsstruktur (Topologie+Atlas) auf H sodaff (H,C) zu einer echt
eingebetteten Lie-Untergruppe von G wird.

Vor dem Beweis noch ein Zusammenhang zwischen “eingebettet” und “echt
eingebettet .

4.3.8 Proposition. Sei G eine Lie-Gruppe und (H, 1) eine eingebettete Lie-
Untergruppe. Dann ist o(H) abgeschlossen in G, d.h. (H,t) echt eingebettet.

Beweis. Betrachte die involutorische Distribution G x L(H). Wihle eine zu-
sammenhéngende Scheibe (5, :g) integral zu G x L(H) mit e € 1tg(S). Dann ist
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1" t15(9) offen in H. Da +(H) Vereinigung von Blittern ist, ist t5(S) C «(H),
also t(t71(1s(S))) = 1s(S). Da ¢ eine Einbettung ist, ist t5(S) offen in der
Spurtopologie von G auf «(H). Sei U offen in G mit U N v(H) = tg(S). Sei
oBdA U so gewihlt dass die S definierende Karte auf U definiert ist, dann ist
ts(S) abgeschlossen in U. Wihle V, W offene Umgebungen von e in G sodafl
VIiZVCWCU.

Sei nun x,, € «(H),x, — x in G. Wihle N € N soda 2=z, € V, n > N.
Dann folgt

ey, EVIIVCWCU n>N,

und damit 3:]_\,13: € V-1V C W C U. Nun gilt :c]_vla:n € (H), also :c]_vla:n €
t5(S). Damit ist auch xy'z € t5(S) und daher in «(H). Es folgt dass auch
x € u(H).

O

4.3.9 Bemerkung. Um den folgenden Beweis zu motivieren wollen wir das fol-
gende bemerken: Sei G eine Lie-Gruppe und (H, ) eine Lie-Untergruppe. Dann
gilt

Lu(L(H)) C{X € L(G) : exp(tX) € «(H),t € R}.
Ist ¢ eine Einbettung, so gilt sogar Gleichheit. Um dies einzusehen, betrachte
das Diagramm

L(H) —~L(G)

Ist X € L(H), so auch tX fiir t € R, also folgt das
exp(tLe(X)) = exp(Le(tX)) = u(exp(tX)) € «(H).

Sei nun ¢ eine Einbettung. Wé&hle U offene Umgebung von e in H sodaf
exp : exp 1 (U) — U ein Diffeomorphismus ist. Dann ist «(U) offen in «(H)
in der Spurtopologie von G. Sei X € L(G) sodaf stets exp(tX) € «(H). Es gilt
lim; ¢ exp(tX) = e, also existiert ¢, > 0 sodaB fiir |¢| < ¢ stets exp(tX) € ¢(U).
Wihle eine offene Umgebung U’ in G sodafl exp : exp~}(U’) — U’ ein Diffeo-
morphismus ist, und ¢; > 0 sodafl exp(tX) € U’, [t| < t1. Wihle n € N sodafl
L < min{to, t1} und setze

Y = expfl(fl(exp(%X))) eL(H).

Dann gilt Le(Y) = £ X und damit Le(nY) = X.

T n

Beweis (von Satz 4.3.7). Setze
H:={X eL(G):exp(tX) € H it € R},

und sei V' der von H in L(G) aufgespannte Vektorraum.

Wir zeigen, dass V eine Lie-Unteralgebra von L(G) ist. Da [.,.] bilinear ist,
geniigt es dazu zu zeigen, daf fiir X,Y € H stets auch [X,Y] € V. Seien also
X,Y € H. Sei fiir ein a € G die Abbildung R, die Rechtsmultiplikation mit a,
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d.h. R,(z) = za. Das ist ein Diffeomorphismus von G auf sich. Weiters gilt stets
R, oLy = LyoR,. Es folgt

dLg o dRexp(—tX) oYo Rexp(t;ﬂ) = dRexp(—t;E) oYo dRexp(tm) oL,

also ist dRexp(—tz) © Y © Rexp(ta) € L(G) fiir jedes t € R. Bezeichne ® den
globalen Fluss von Y und sei a € G fest. Dann ist s(t) := aexp(tY)a™! eine
1-Parameter-Untergruppe und daher von der Gestalt s(t) = exp(tY”’) mit einem
Y’ € L(G). Um Y’ zu berechnen miissen wir $(0) berechnen:

01\ () = 1 LlaexR(BY)a™) = J(e) _
(gl (1) = fim ; -
iy S0 Ra i (DY (R a)) = (f 0 Ry 1)(2V(0,a)) _

h—0 h
= d@y(t,a)(%‘o)(f o Ry 1) =

= dRys 049 (1,0) (o] )(5) = dBus oY (@)(f) =
— (@R, oY 0 Ry)(e)(f).

Also gilt
s(t) = exp(t(dRy-10Y o Ry)) .

Speziell fiir a = exp(tx), t fest, folgt
exp (uW(dRexp(—tz) © Y © Rexp(ia))) = exp(tx) - exp(uY’) - exp(—tz) € H

da X,Y € H. D.h. wir haben dReyp(—tz) © Y © Rexp(tz) € H-
Wir bemerken dass fiir jedes ¢

(I)tX (y) = (I)X (t7 y) =Y exp(tX) = chp(tX) (y) .
Es folgt

X X _
(X, Y](y) = Lx(Y)(y) = }IL{I}) d®=, (Y (@ (:’y))) Y(y) _

(dchp(th) oYo chp(hX))(y) - Y(y)
o h—0 h

d.h. in L(G) ist

ol 1
[Xa Y] = }lllir%) Edchp(th) oYo chp(hX) - EY .
Wegen dRexp(—tx) 0 Y © Rexpexy € V und Y € V folgt dass auch [X,Y] € V.
Sei (Hy, ¢) die zusammenhéngende Lie-Untergruppe von G mit Li(IL(Hyp)) =
V. Sei {Xi,...,X,} C H eine Basis von V, Y; = (Lt)"!(X;). Betrachte die
Abbildung ¢ : L(Hy) — Hy die definiert ist als

q

cp(z t;Y:) == exp(t1Y1) - ... - exp(t,Yy) -
i=1
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Dann ist, vgl. den Beweis von Proposition 4.2.12, dyg ein Isomorphismus. Also
ist ¢ ein Diffeomorphismus von einer Umgebung der 0 in L(Hj) auf eine Um-
gebung U von e in Hy. Wegen Li(Y;) € H folgt das ranco ¢ C H. Da Hp von
U erzeugt wird, folgt das «(Hy) C H. Es folgt auch dass H = V ist, denn nach
Bemerkung 4.3.9 gilt

V =Lu(IL(Hp)) C{X € L(G) : exp(tX) € t(Hp),t e R} C

C{X eL(G):exp(tX)e HteR}y=H.

Als n#chstes zeigen wir, dass jede hinreichend kleine Umgebung von e in Hy
durch ¢ auf eine Umgebung von e in H mit der Spurtopologie von G abgebildet
wird. Dazu schreibe L(G) = H @ W und betrachte die Abbildung

{ HoW — G
(v,w) +—  exp(v) - exp(w)

Die gleiche Argumentation wie im Beweis von Proposition 4.2.14, wéhle dazu
Basen X1,..., X, von H und Y3,...,Y,,_r von W und betrachte

k n—k k k
O XX, Y pYy) = exp(d_ AiXi)exp(d> | pyY5),
1=1 7j=1 =1 j=1

zeigt das dyo ein Isomorphismus ist. Daher existiert eine offene Umgebung N
von 0 in L(G) sodaB ¢|y ein Diffeomorphismus von N auf die in G offene
Menge ¢(N) ist. Weiters wiihle eine offene Umgebung N’ von e in Hy sodafl
exp : exp }(N') — N’ ein Diffeomorphismus ist. Sei nun U eine Umgebung von
e in Hy soda3 U C N’ und Li(exp~}(U)) x {0} C N.

Angenommen (x)gen ist eine Folge in H \ «(U) mit 2 — e in der Topologie
von G. Dann ist, fiir hinreichend grofie Indizes k, stets 2 € Q|L,(exp—1 (1)) xW)
und wir kénnen schreiben

x) = exp(v) - exp(wy)

mit gewissen vy € Lu(exp 1 (U)), wy € W. Da zx & «(U) gilt stets wg # 0.
Sei Wy die Einheitskugel in W, und wéhle ni € N sodafl npwy, € Wy aber
(nk + 1wy, & Wy. Dies ist, fiir hinreichend grole Werte von k sicher moglich,
denn wy = mg 0 cp_l(ack) — 0 und wg # 0. Da Wo kompakt ist existiert eine
Teilfolge von niwy, die einen Grenzwert w in W hat, wir bezeichnen diese wieder
mit npwg. Da wy, — 0 folgt w = limg_, oo nrwi = limg—, o0 (ng + 1)wy, und daher
w & Wy. Also ist sicher w # 0.

Sei nun ¢t € R und schreibe tng = si + t; mit s € Z, 0 < t, < 1. Dann gilt
trwr — 0 und daher

exp(tw) = kllrgo exp(tngwg) = ;}EEO exp((sk + tp)wy) =

= lim (exp(skwk) -exp(tkwk)) = klirrgo exp(spwy) = klim exp(wy)®* =

k—o00 —00
= klim (exp(—wg)zk )

Da vy, € H ist folgt exp(—vg) € H. Daauch z; € H und H eine Untergruppe von

G ist folgt (exp(—wvg)xk)®* € H. Da H abgeschlossen in G ist, folgt exp(tw) €
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H. Nun war ¢t € R beliebig, wir haben also gezeigt dass w € H, und daher
w e W NH. Daw # 0 ist, ist das ein Widerspruch.

Also kann es keine Folge z, — e in G geben mit z, € H \ «(U). Da G das
1-te Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, folgt dass ¢(U) eine Umgebung von e in H in
der Spurtopologie von G ist.

Es folgt dass ¢ : Hy — H in Hy offene Mengen auf in H mit der Spur-
topologie offene Mengen abbildet, also ist ¢« : Hy — H ein Homéommorphis-
mus und ¢(Hy) offen in der Spurtopologie. Es folgt dass ¢ : Hy — t(Hp) ein
Homgdomorphismus von Hy auf ¢(Hp) mit der Spurtopologie von G ist, d.h.
(Ho, ) ist eine eingebettete Lie-Untergruppe von G. Nach Proposition 4.3.8 ist
t(Hyp) abgeschlossen in G also auch in H. Also ist «(Hp) eine zusammenhéngen-
de offen-abgeschlossene Teilmenge von H die e enthiilt, und daher ist ((Hp) die
Komponente von H die e enthélt. Die Menge aller Komponenten von H ist
gegeben als {L,(c(Hp)) :a € H}.

Wir definieren nun auf H eine Mannigfaltigkeitsstruktur. Als Topologie
wéhlen wir die Spurtopologie von G. Betrachte eine Komponente L, (¢(Hp))
von H, und sei b € L,(t(Hp)). Fiir eine Karte (U, ) von Hy um ¢~ (a™1b)
setze U’ := Lo(1(U)) und ¢’ = po L;1 01!, Dann ist U’ offen in H und ¢’ ein
Homaomorphismus auf eine offene Teilmenge des R¥. Sind (U’, ¢’) und (U”, ")
zwei auf diese Art entstehende Karten von H, so ist ¢ o ¢'~1 auf Punkten ge-
meinsamen Definitionsbereiches C*°, denn U’ N U” # () kann iiberhaupt nur
auftreten, wenn U’ und U” in der selben Komponente von H liegen.

Da ¢ : Hy — G eine Einbettung ist und L, Diffeomorphismen, folgt das die
Inklusion C: H — G eine Einbettung ist. Wegen Proposition 1.5.8 folgt das H
eine Lie-Gruppe ist. Also ist (H, C) eine echt eingebettete Lie-Untergruppe von
G.

U

4.3.10 Korollar. Sei G eine Lie-Gruppe und (H, ) eine Lie-Untergruppe sodafi
L(H) abgeschlossen in G ist. Dann ist v eine echte Einbettung.

Beweis. Nach Satz 4.3.7 existiert eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf (H) die
t(H) zu einer echt eingebetteten Lie-Untergruppe von G macht. Nach Bemer-
kung 4.3.5 ist diese dquivalent zu der urspriinglich gegebenen, also ist ¢ eine
Einbettung.

0
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