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Kapitel 1

Harmonische Funktionen

1.0.1 Definition. Sei (2 eine offene Menge in der komplexen Zahlenebene. Eine
Funktion uw : @ — C heifit harmonisch in Q, falls u(z) in  als Funktion der
zwei reellen Variablen x = Re z,y = Im 2z zwei mal stetig differenzierbar ist und
falls gilt

Au=0.

Dabei bezeichnet A den Laplace Operator
(AU)(2) = 1ty (2) + 1y (2)

Da der Laplace Operator linear ist, bildet die Menge aller in {2 harmoni-
schen Funktionen einen Vektorraum (iiber C). Weiters ist mit einer Funktion u
auch die konjugiert komplexe Funktion @, die definiert ist als w(z) := u(z), har-
monisch. Beachte jedoch auch, dafl das Produkt von harmonischen Funktionen
nicht notwendig harmonisch ist.

Wir bemerken, daff harmonisch zu sein eine lokale Eigenschaft ist: Hat jeder
Punkt zyp von Q eine Umgebung U(zo) soda8 u|y(.,) harmonisch in U(z) ist,

so ist v harmonisch in €.

1.0.2 Beispiel. Sei f analytisch in in €2, d.h. sei f an jeder Stelle z von {2 im
komplexen Sinne differenzierbar. Dann gelten die Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen: Schreibt man f(z) = u(z) + év(z) mit « = Re f,v = Im f,
und z = z + iy mit x = Re z,y = Im z, so gilt

Uy = Vy, Uy = —Vy .

Da f beliebig oft (komplex) differenzierbar ist, und damit v und v beliebig oft
nach z und y differenzierbar sind, folgt mit dem Satz von Schwartz iiber die
gemischten partiellen Ableitungen das

Upy = Vyz = Ugy = —Uyy, Ugg = —Uyzp = Ugy = Vyy -

Es sind also w = Re f, v = Im f und damit auch f, harmonisch in .
Direkt aus der Definition einer harmonischen Funktion wollen wir das fol-
gende Eindeutigkeitsprinzip herleiten:

1.0.3 Proposition. Sei Q C C offen und beschrinkt. Weiters sei u eine auf Q
stetige und in Q@ harmonische Funktion. Bezeichne 92 den Rand von Q, sodafs
also 00 = Q\ Q. Dann gilt: Ist ulgq = 0, so folgt u = 0.
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2 KAPITEL 1. HARMONISCHE FUNKTIONEN

Beweis. Da mit u auch Rew und Imu stetig auf Q und harmonisch in Q sind,
geniigt es den Fall das u reellwertig ist zu betrachten. Wir nehmen indirekt
an es existierte zp € Q mit u(zp) > 0 und fiithren diese Annahme auf einen
Widerspruch. -
Da Q beschrinkt ist, ist 2 kompakt, und daher existiert eine Konstante
M > 0 sodaf -
|z — 20> < M, z€ Q.
Wiéhle 6 > 0 soda8 dM < u(zp) und betrachte die Funktion
g(2) == u(2) +6(]z — 20> = M), z€ Q.

Diese Funktion ist stetig auf 2, nimmt also an einer Stelle z; € Q ein Maximum
an. Wegen ¢(z) < 0 auf 99 und g(z9) > 0, muBl z; in Q liegen. Daher folgt
(Ag)(21) = gaz(21) + gyy(z1) < 0. Andererseits gilt nach der Definition von g

(Ag)(2) = (Au)(2) + 46 =46 > 0, z € Q,

ein Widerspruch. Wir schliessen das u < 0.
Wendet man das eben bewiesene auf die Funktion —u an, so erhilt man das
auch v > 0.
U

Man kann in dieser Aussage weder die Voraussetzung der Beschrénktheit
von €2 noch die der Stetigkeit von u auf €2 weglassen. Das zeigen die Beispiele

Q:=CT:={2€C:Imz>0}, u(z):=Imz,

142z 1—|z
1—2z [1—22°

Q:=D:={z€C: |z|] <1}, u(z) :==Re

1.1 Das Poisson Integral

1.1.1 Definition. Der Poisson Kern P.(t) ist definiert als

Pit):= Y riMle™ 0<r<1,teR.

n=—oo

Diese Reihe ist fiir jedes 1o € [0, 1) auf der Menge [0, 7] X R gleichméBig kon-
vergent. Daher ist P,.(t) wohldefiniert und eine stetige Funktion auf [0,1) x R.

Ist 0 <r < 1,t60 R, und setzen wir z = re?’, ( = €%, so berechnet man

Pr(e_t): Z r‘nlein(e_t) :1+2RGZ(§)”:
n=1

z 1 z le_1, C+z
=1+2Re—"- =2Re(: =2Re 22" =R =
+ el—% 6(2+C—z) ¢ (—=z e(j—z
N (0 [ () I S S Sl R 172
B (=22 (=22 1-Cz—(z+|22 1-—2rcos(@—t)+r2’
(1.1)
Insbesondere erhélt man die Darstellung
1—7r?
P.(t) 0<r<L,teR (1.2)

T 1 2rcost+r2’



1.1. DAS POISSON INTEGRAL 3

1.1.2 Lemma. Der Poisson Kern hat die Figenschaften
(1) Fir0<r<1undteR git P.(t) > 0.

(it) Fir0<r<1gits= [T P.(t)dt=1.

(1i) Fiir jedes offene Intervall I um 0 gilt

lim sup P.(t)=0.
r—1 te[—m,m]\I

Es gilt stets P.(t) = P.(—t), P.(t + 2m) = P.(t), sowie P.(t) < P.(t') fir
O<t'<t<m 0<r<l1.

Beweis. Die Eigenschaften (i) und (ii¢) sowie die letzten Beziehungen folgen
unmittelbar aus (1.2). Die Eigenschaft (i¢) folgt aus der Definition von P,.(t),
da fiir jedes r < 1 die Reihe gleichméfig in ¢ konvergiert und daher gliedweise
integriert werden darf.

U

1.1.3 Bemerkung. Eine Familie von Funktionen mit den Eigenschaften (¢)-(4i7)
nennt man auch approximative identity, denn die Mafle %Pr(t) dt approximie-
ren die §-Distribution bei 0. Genauer gesagt gilt lim,_,; %PT (t) dt = o wobei &y
das Punktmaf bei 0 mit Masse 1 bezeichnet und der Grenzwert in der schwach-*
Topologie des Dualraumes von (C([—7, 7)), ||.||cc) Zu verstehen ist.

Zur Wiederholung: Der Darstellungssatz von Riesz besagt das fiir einen kom-
pakten Hausdorff-Raum X der Dualraum von (C(X), ||.||cc) isometrisch isomrph
ist zum Raum der komplexen reguldren Borelmafie p auf X versehen mit der
Norm ||u := |p|(X). Diese Isomorphie wird vermittelt durch die Beziehung

i du(f) = /X fdu, feC(X).

Dabei entsprechen die endlichen positiven Mafle genau jenen Funktionalen wel-
che allen nichtnegativen Funktionen nichtnegative Zahlen zuweisen. In den bei
uns auftretenden Féllen, X = T oder dhnliches, ist die Voraussetzung der Re-
gularitidt an ein Borelmafl automatisch erfiillt.

Um nun die anfangs gemachte Behauptung einzusehen sei f € C([—m, 7))
und € > 0 gegeben. Wihle § > 0 sodafl |f(t) — f(0)| < e fiir |t| < 0. Wihle
0 <79 <1 sodafl

sup P.(t)<e ro<r<l.
te[—m,m]\(=6,5)

Dann gilt fiir solche r

22/_1 FOP(t) di — £(0)] = \;T/_T;(f(t) — F(0)P(t) dt] <
1 ™

§
<o [ O -sOIP@d= o [ 110 - 0P dr+
™ J_x T ) _§ ———
<e
6
o [ o-so P d<es [ P2
™ ———— —— ™ J_s
[\ (=6,0)  <2||f]lee <e _Jl_’

Es ist also lim,,1 5= [ f(¢)P.(t)dt = f(0) = f[_ﬂ 1/ ddo.
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Wir bezeichnen mit T die Einheitskreislinie T := {z € C: |z| = 1}.
1.1.4 Definition. Sei P(z,¢) auf D x T definiert als

P(z,{) :==Re

Ist 1 ein komplexes (insbesondere also endliches) Borel-Maf} auf T, so ist das
Poisson Integral P[du] von p definiert als

Pldnl(2)i= [ Plz.0)du(0), 2 €D,
T

1.1.5 Bemerkung.

(i) Bezeichne hier und im folgenden immer A das normierte Lebesgue-Majs
auf T. Das ist das derart normierte Lebesgue-Maf3 auf T welches die Ei-
genschaft

i(B—a)7 0<B—-—a<2nr

)\({ze']I‘:ozgaurgzgﬁ}):Q7r

hat. Begriffe wie L?(T) oder dhnliches beziehen sich, wenn nicht anders
gesagt stets auf dieses Maf.

Ist f € L(T), so schreiben wir fiir P[f d\] auch kiirzer P[f].
(74) Wie wir in der Rechnung (1.1) gesehen haben, gilt
P(z,() = P |(argz —arg(), z€D,( € T.

Ist f € C(T), so gilt also

T

PIf](re’®) = / P(re® € f(C) dA(C) = - / Po(6— 1) f () dt,

2 J_,
T

d.h. das Poisson Integral von f ist die bekannte Faltung der Funktionen
f(e') und P,(t). Man interpretiert auch im allgemeinen P[dpu] als Faltung
des Poisson Kerns mit dem Borel-Maf3 u. Dieses Thema gehort in die
sogenannte Harmonische Analysis und wiirde hier weit fiihren. fiihren.

(7it) Ist p reell, so ist P[du] der Realteil der in D analytischen Funktion

g+ du,z € D.

Insbesondere ist also P[du] harmonisch in D. Da sich jedes komplexe Maf}
in Real- und Imaginirteil zerlegen liafit, folgt das stets P[dy] harmonisch
in D ist. Die Umkehrung gilt nicht; es 18t sich nicht jede in D harmonische
Funktion als Poisson Integral darstellen.

(iv) Wie wir in der Rechnung (1.1) gesehen haben, gilt

P(z,C)zl—&—QReZ(g)n:Z Z? .
n=1 =

n=0
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Sei p ein komplexes Borel-Maf sodafl also u := P[dy] eine in D harmoni-
sche Funktion ist. Dann gilt fiir jedes z € D

9=Y [crauq »+ Y [ =
n=0 T n=1 T
Wir bemerken das u genau dann sogar analytisch in D ist, wenn

/C”du(C)ZO, n=123....
T

Die Zahlen
— [¢auc nez,
T

heiflen auch die Momente oder Fourierkoeffizienten des Mafles u.

Die Frage nach der Darstellbarkeit einer in D harmonischen Funktion als Poisson
Integral eines Mafles oder einer Funktion mit gewissen Eigenschaften spielt eine
wesentliche Rolle in der Theorie der harmonischen Funktionen. Wir werden
diese Frage spéter ausfiihrlich behandeln, siche Satz 1.4.1. Bevor wir ein erstes
Ergebnis in dieser Richtung zeigen (Satz 1.1.9), wollen wir uns iiberlegen das,
falls eine Funktion u eine Darstellung als Poisson Integral hat, das darstellende
MaB jedenfalls eindeutig ist.

1.1.6 Satz (Stieltjessche Umkehrformel). Sei u ein komplexes Borel-Mafl und
setze u = Pldp]. Weiters seien a,b e R,0 <b—a <2m, undy:={(€T: a<
arg ¢ < b} der offene Bogen mit Endpunkten o := e'® und (3 := e®*. Dann gilt

b
lim — / u(re®)d0 = () + Su(fa}) + Zu({8).

r 121
Zum Beweis benétigen wir

1.1.7 Lemma. Betrachte fiir 0 < r <1 die Funktion
J(r,t) / P.(0)dh, t e R.

Fiir jedes r ist J(r,t) eine stetige ungerade und monoton wachsende Funktion.
Es gilt J(r,2r) = 1 sowie J(r,m) = 1. Insbesondere ist J(r,t) firt € [-2m,2n]
gleichmdfig beziiglich r beschrinkt. Weiters gilt

1
li t) = = t<2m.
TI/I%J(T’) 2,0< <2
Beweis. Da P,(0) stetig nichtnegativ und gerade ist, folgt die erste Behauptung.

Die Behauptung J(r,27) = 1 folgt wegen Lemma 1.1.2, (i7), und der Tatsache
das P,.(0) 2m-periodisch ist. Nun ist, wieder mit Lemma 1.1.2, (i3),

1 ™
J(r,w)zﬂ/o Pr(0)df = 3 27T/ P
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Die Funktionen J(r,t) und

1 arccot(l_rcot t)
s 1+7r 2

sind auf (0, 27) stetig differenzierbar und haben die gleiche Ableitung. Weiters
stimmen sie an der Stelle t = 7 iiberein. Es folgt das

t
" cot =), t€(0,2m).

1
J(r,t) = — t
(r,t) 7Tarcco (1+r 5

Wir erhalten nun unmittelbar lim, ~ J(r,t) = 1, t € (0,27).

U
Beweis. (von Satz 1.1.6) Betrachte die Funktion x : T — C die definiert ist als
L, Cey
xX(@Q)=1{35 ,¢=ap
0 ., sonst

Nun gilt nach dem Satz von Fubini fiir jedes r € (0, 1)

[ utr©)ax©) - u) - suttah) - Suis)) =

[a,b

]
= [ [Pecoducrane - [ autc) -
T

la,b] T

= [ ([ Poe0axe - x(©) dutc) -

T [a,b]
b—arg ¢
_ T/ (= / N a6 — x(¢)) du(¢) =

= / (J(r,b —arg() — J(r,a —arg() — X(C)) du(¢)
T

Nach Lemma 1.1.7 ist der Integrand gleichméf8lig beziiglich r beschrankt.
Weiters strebt er punktweise gegen Null fiir »  1: Denn ist ( € 7, so ist
a—arg¢ < 0, b—arg¢ > 0, also J(r,a — arg() — —%, J(r,b —arg() — %,
Xx(¢) = 1. Die restlichen Fille behandelt man genauso. Nach dem Satz von der
beschrankten Konvergenz folgt die Behauptung.

O

1.1.8 Korollar. Seien p, v zwei komplexe Borel-Mafle und gelte Pldu] = P[dv].
Dann ist p = v.

Beweis. Es geniigt zu zeigen dass P[dp] = 0 impliziert p = 0. Sei «y ein beliebiger
offener Bogen auf T. Wihle Bogen ~y,, mit v C v C ... und v = UneN Yn, sodafl
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die fiir die Endpunkte a,, = €% 3, = e stets gilt u({a,}) = p({Bn}) = 0.
Dann gilt

n— 00 n—oo r—1

1 (b _
umszﬁmmm;/ﬂmwmhu
s an

Da die offenen Bogen die o-Algebra der Borel-Mengen auf T erzeugen, folgt
n=0.
0

1.1.9 Satz (Poissonsche Integraldarstellung). Ist f € C(T), so ist die Funktion

2) = f(Z) 7|Z|:1
Flz): %mm,vxl (13)

stetig auf D und harmonisch in D.
Umgekehrt, sei u stetig auf D und harmonisch in D. Dann ist u in D das
Poisson Integral seiner Randwerte:

C+z
(—=z

u(z) = Plu(e)](2) = / (e

T

)u(() dA(C), z€D.

Beweis. Sei f € C(T), dann gilt

™

() P(0 — 1) dt| < %/ P PO — ) dt <

—T

1 T
2 J_,

[PLAre)] = |

1 ™
<l 5 [ Pl6= 00t =]

—T

=1

D.h. es gilt fiir f € C(T), wenn F' wie in (1.3) definiert wird, stets

sup |[F'(z)| = sup [ f({)]- (1.4)
z€D ¢eb
Ist f ein trigonometrisches Polynom, f(e') = ZnN:_ N €™, so ist wie ei-

ne Rechnung zeigt (Anmerkung: Faltung entspricht Multiplikation der Fourier-
Koeffizienten und der Poisson Kern P, ist gerade jene Funktion deren Fourier-
Koeffizienten gleich 7! sind)

N
P[f](re'?) = Z crl™letm?
n=—N

Offensichtlich ist in diesem Fall F stetig auf D.

Sei nun f € C(T) beliebig. Nach dem Satz von Stone-Weierstraf} gibt es eine
Folge trigonometrischer Polynome f,, mit f, — f beziiglich ||.||s. Es folgt mit
(1.4)

lim sup|F,(z) — F(z)| =0,

n—oo Zeﬁ
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also ist auch F stetig auf D. Das F harmonisch in D ist haben wir schon in
Bemerkung 1.1.5, (iii), gesehen.

Sei umgekehrt u stetig auf D und harmonisch in D. Nach dem bereits
bewiesenen hat auch die Funktion F(z) die durch (1.3) definiert ist ausgehend
von der Funktion f(e®) := u(e®) diese Eigenschaften. Nach dem Eindeutig-
keitsprinzip Proposition 1.0.3 folgt u = F.

U

1.1.10 Korollar (Poisson-Jensen Formel). Ist u stetig auf D und analytisch in
D, dann gibt es eine reelle Konstante ¢ sodafl

1 [ et +z it .
u(z) = ﬂ/ i _ZReu(e )dt+ic, z €D.
Beweis. Die Funktion Reu(z) ist stetig auf D und harmonisch in D. Also gilt
Reu(z) = P[Reu(e™)](z), 2 € D. Nach Bemerkung 1.1.5, (ii4), ist P[Reu(e®)]
der Realteil der in D analytischen Funktion

T
1 et 4z

2 ) et —z
—1T

Reu(e™)dt.

Nun ist aber eine analytische Funktion durch ihren Realteil bis auf eine
imagindre Konstante eindeutig bestimmt.

0
1.1.11 Korollar. Sei u stetig auf D und harmonisch in D. Dann gilt
1 (" -
u(0) = o /_Tr u(e™)dt.
Beweis. Es ist u(z) = Plu(e™)](z), z € D. Setze speziell z = 0.
U

1.1.12 Bemerkung. Die Aussage von Satz 1.1.9 kann interpretiert werden als ein
Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir das sogenannte Dirichletsche Randwertpro-
blem fir den Einheitskreis. Dabei fragt man nach der Losbarkeit der partiellen
Differentialgleichung

(Au)(z) =0, z €D,

zu vorgegebenen Randwerten ug:
u(e™) = ug(e™), t €[0,2r).

Satz 1.1.9 besagt nun: Zu jeder stetigen Randbedingung existiert genau eine in
D stetige Losung des Dirichletschen Randwertproblems. Diese ist gegeben durch
das Poisson Integral der Randbedingung.

1.1.18 Bemerkung. Bezeichne mit D(a, R) die Kreisscheibe mit Mittelpunkt a
und Radius R. Aus den obigen Resultaten erhélt man mittels Variablentransfor-
mation entsprechende Resultate fiir Funktionen die harmonisch in einer Kreis-
scheibe D(a, R) sind. Der Poisson Kern fiir D(a, R) ist gegeben als

R2 _ T2 Reit 4 Teie

R2 — 2Rrcos(f —t) + 12 ° Reit — it

0<r<R,t0cR.
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Ist also u stetig auf D(a, R) und harmonisch in D, so gilt
R2 _ T2

0y _ 1+
u(atre®) = 27 / R2 — 2Rrcos(f —t) + 12

—T

u(a+Re™)dt, 0 <r < R,0 € [0,27).

Man spricht von der Poissonschen Integraldarstellung fiir D(a, R).

1.2 Eigenschaften harmonischer Funktionen

1.2.1 Definition. Sei 2 C C eine offene Menge und u : 2 — C eine steti-
ge Funktion. Wir sagen u hat die Mittelwerteigenschaft, wenn gilt: Fiir jede
Kreisscheibe D(a, R) mit D(a, R) C Q gilt

s
u(a) = i/ u(a + Re')dt.
™ —T

1.2.2 Satz (Maximumprinzip). Sei u eine stetige und reellwertige Funktion auf
einem Gebiet Q2 C C (d.h. auf einer offenen und zusammenhdingenden Teilmenge
Q von C) und habe u die Mittelwerteigenschaft. Nimmt u in Q ein Mazimum
an, dann ist u konstant.

Beweis. Sei m := sup,cqu(z) und sei E := {z € Q: u(z) = m}. Ist E = 0,
so nimmt u in  kein Maximum an. Sei also E # (. Wegen E = u~*([m, 00)),
ist E abgeschlossen. Sei @« € E und R > 0 soda§ D(a, R) C ). Angenommen
D(a, R)NE*° # (. Dann gibt es eine ganze offene Kreisscheibe die in D(a, R)NE®
enthalten ist. Insbesondere existiert eine Kreislinie {z € C : |z — a| = r} mit
0 < 7 < R von der ein ganzer offener Bogen in E°¢ liegt. Nun ist wegen der
Mittelwerteigenschaft insbesondere

1 [ -
m=u(a) < —/ u(a +re't)dt.
2 J_,
Es folgt
1 s

— m —u(a+re))dt <0.
27

Da der Integrand nichtnegativ ist, folgt das u(a + re*) = m fiir fast alle
t € (—m,m). Ein Widerspruch, denn es gilt ja auf einem offenen Bogen
u(a + re') < m. Wir schlieen das D(a, R) C E. Daher ist E auch offen. Da Q
zusammenhéngend ist folgt F = Q, d.h. u(z) =m, z € Q.

g

1.2.3 Bemerkung. Im Beweis des Maximumprinzips haben wir nur verwendet
das stets u~!([m, o)) abgeschlossen ist, das fiir alle hinreichend kleinen r > 0
die Beziehung u(a) < 5 [™_u(a+re™)dt gilt, sowie das u mefibar ist. Die letz-
tere Eigenschaft folgt bereits aus der ersten, denn die Intervalle [m, oo) erzeugen
die o-Algebra der Borelmengen und diese enthélt alle abgeschlossenen Mengen.
Damit ist eine Funktion mit der Eigenschaft das fiir jedes m € R die Menge
u~1([m, 00)) abgeschlossen ist Borel-mefibar. Funktionen mit der genannten Ei-
genschaft nennt man halbstetig von oben, denn sie werden charakterisiert durch
die Eigenschaft das fiir jedes z gilt limsup,,_,, u(y) < u(z), vgl. Lemma 1.5.3.
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Wir geben noch eine etwas andere Formulierung des Maximumprinzips.

1.2.4 Korollar. Sei A C C offen, A # 0, u : A = RU {—oo} und erfiille u
die in Bemerkung 1.2.83 angegebenen Eigenschaften. Dann gilt: Ist zg € A sodafl
u(z0) = sup, .z u(z), dann evistiert z; € A mit u(z1) = sup, 5z u(z).

Beweis. Angenommen zp ist ein Punkt in A an dem u ein Maximum m
annimmt. Sei Ay jene Zusammenhangskomponente von A die zp enthilt.
Nach Satz 1.2.2 ist u auf Ay konstant gleich m. Sei z; € 0Ap, dann gilt
m = limsup,_,, u(z) <wu(z1) < m. Der Rand einer Menge ist leer genau dann
wenn die Menge abgeschlossen ist und fiir jede offene Menge gilt 0A = |J 0A;
wenn A; die Zusammenhangskomponenten von A bezeichnet. Es folgt das
dAg # 0 ist.

0

1.2.5 Korollar. Seien p,v reelle Borelmafe auf T sodafl g — v ein positives
Map ist. Ist jn # v, so folgt das fiir jedes z € D gilt Pldu] > Pldv].

Beweis. Die Funktion P[d(v — u)] ist harmonisch und nichtpositiv. Wire sie an
einer Stelle zg € D gleich Null, so wire sie nach dem Maximumprinzip identisch

Null, und daher p = v.
U

1.2.6 Satz. Sei u eine stetige komplezwertige Funktion auf . Dann ist u har-
monisch in £ genau dann wenn u die Mittelwerteigenschaft hat.

Beweis. Sei u harmonisch in  und D(a, R) C Q. Dann ist u|m stetig auf

D(a, R) und harmonisch in D(a, R). Setzt man r = 0 in Bemerkung 1.1.13, so
folgt
L[ it
u(a) = 5 /_ﬂu(a—i—Re )dt.
Also hat u die Mittelwerteigenschaft.

Habe umgekehrt u die Mittelwerteigenschaft. Da mit w auch Rew und Imw
die Mittelwerteigenschaft haben, kénnen wir oBdA u als reellwertig vorausset-
zen.
Sei a € 2. Wahle R > 0 sodal D(a, R) C 2 und sei U(z) jene auf D(a, R)
stetige und in D(a, R) harmonische Funktion mit U(a + Re®) = u(a + re®),
t € [0,27). Die Funktion h(z) := U(z) — u(z) ist stetig auf D(a, R) und
nimmt daher ein Maximum m an. Wegen h(z) = 0 auf dD(a, R) ist m > 0.
Angenommen m > 0, dann nimmt also die Funktion h|p(,, z) ein Maximum
in D(a,R) an. Da, nach dem ersten Teil dieses Beweises h die Mittelwert-
eigenschaft in D(a, R) hat, folgt aus dem Maximumprinzip, da§ h(z) = m,
z € D(a,R). Ein Widerspruch denn h ist stetig auf D(a, R) und verschwin-
det am Rand. Also mul m < 0 sein. Fiihrt man dieselbe Argumentation
mit mit —h anstelle von h durch, so folgt auch m > 0. Insgesamt ist also
u\m = U und daher » harmonisch in D(a, R). Da harmonisch zu sein eine

lokale Eigenschaft ist und a € 2 beliebig war, folgt das u in 2 harmonisch ist.
0

1.2.7 Korollar. Sei (up)nen eine Folge harmonischer Funktionen auf einem
Gebiet Q@ und konvergiere (un)nen lokal gleichmiflig gegen eine Funktion u :
Q — C. Dann ist u harmonisch.
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Beweis. Die Mittelwerteigenschaft bleibt bei lokal gleichméBigen
Grenziibergédngen erhalten.

0

1.2.8 Bemerkung. Ist speziell f analytisch in €2, so ist die Mittelwerteigenschaft
ein Spezialfall der Cauchysche Integralformel, denn substituiert man in dieser
z=a+re?, so folgt % = ire’ und damit

o SO T
fo) =5 § Fhdc=o [ peena.

¢—al=r

1.2.9 Satz (Harnack). Sei (un)nen eine Folge reellwertiger harmonischer Funk-
tionen in einem Gebiet ), und gelte uy < ug < .... Dann existiert der Limes

lim u, =:u
n—oo

lokal gleichmdfig in Q und es ist entweder u = co oder u eine harmonische
reellwertige Funktion in €.

Beweis. Der Poisson Kern fiir eine Kreisscheibe D(a, R) erfiillt die Abschétzung

R—r R? — 2 R+r
< < .
R+r ~ R?2—2Rrcosf@ —t+7r2 " R—r

(1.5)

Ist also f eine auf D(a, R) stetige nichtnegative Funktion die in D(a, R) harmo-
nisch ist, so gilt wegen der Poissonschen Integraldarstellung und der Mittelwer-

teigenschaft
R_r 9 R"_T
< Wy < . .
(@) < flatre®) < 2 f(a) (16)

Sei nun (up)neny wie im Satz gegeben. OBdA sei u; = 0. Sei u(z) :=
SUP,en Un(2), 2 € Q, und betrachte die Mengen

A={zeN: uz) =00}, B:={2z€Q: u(z) < o0}.

Wegen (1.6) sind beide Mengen offen. Da € zusammenhéngend ist, folgt entwe-
der A=0,B=Qoder A=Q,B=0.

Im ersten Fall finden wir wieder wegen (1.6) zu jedem Punkt eine Umgebung
auf der u,, gleichméflig gegen oo strebt. Betrachte den zweiten Fall. Dann zeigt
(1.6) angewandt auf die Differenzen u, — u;,, n > m, dal jeder Punkt eine
Umgebung besitzt auf der (u, )nen eine gleichméfige Cauchy-Folge ist. Da nach
Definition w,, — wu punktweise gilt, folgt das u sogar der lokal gleichméflige
Grenzwert der u,, ist. Nach Korollar 1.2.7 ist u harmonisch.

0

Als néchstes wollen wir bemerken das, in der Situation einer Kreisscheibe
Q = D(a, R), durch Beispiel 1.0.2 bereits alle in £ harmonischen Funktionen
beschrieben werden.

1.2.10 Proposition. Seiu harmonisch in der Kreisscheibe Q@ = D(a, R). Dann
ezistieren in ) analytische Funktionen f,g sodaf

u=Ref+iImg.
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Beweis. Sei zunichst u reellwertig. Weiters sei 0 < R’ < R. Dann gilt, vgl.
Bemerkung 1.1.5, (i4i), sowie Bemerkung 1.1.13,

u(a +re’) = Re fr(a+re'),0 <r < Rt €[0,27),

mit der in D(a, R') analytischen Funktion

(a4 R'e)dt.

) 1 R/ it 0
fR,(a—&—?“e’g) : / ¢ _tre

= — _—U
! it 0
21 J_p o Re™ —re’

Es gilt, da u die Mittelwerteigenschaft hat,

fr(a) = L /Tr u(a+ R'e™)dt = u(a).

2r J_,

Ist nun 0 < R' < R"” < R, so sind fr und frr|p(a, ) zwei analytische Funktio-
nen auf D(a, R') deren Realteile iibereinstimmen und welche an der Stelle a den
gleichen Wert annehmen. Daher gilt fr/|p,r) = fr/. Also definiert die Fa-
milie (fr/)o<r’<r eine auf D(a, R) analytische Funktion f. Fiir diese gilt nach
Konstruktion u = Re f.

Ist nun u nicht notwendigerweise reellwertig, so schreibe v = Reu + ¢ Im u.
Nach dem bereits bewiesenen gibt es auf D(a, R) analytische Funktionen
f,h sodaBl Reu = Ref und Imu = Reh. Setzt man g := ih, so folgt die

Behauptung.
U

1.2.11 Korollar. Seiu harmonisch in Q. Dann ist u(z) als Funktion der beiden
reellen Verdnderlichen x = Re z,y = Im z beliebig oft differenzierbar.

Beweis. Sei a € Q. Wihle R > 0 so dal D(a,R) C Q, dann gibt es f,g
analytisch in D(a, R) mit u|pq,r) = Re f + ilmg. Insbesondere ist u an der
Stelle a beliebig oft differenzierbar.

O

1.3 Randwerte von Poisson Integralen

Ist f € C(T) und F = P[f] so haben wir in Bemerkung 1.1.3 gesehen, daf fiir
jedes 6 € [0, 27)

lim F(re) = f(e').

r—1
Wir wollen nun die Frage nach Existenz und Wert solcher Limiten fiir allgemeine
Poisson Integrale P[du] untersuchen.

Wir betrachten nichttangentiale Grenzwerte an Randpunkten. Bezeichne fiir
0 < o < 1 mit Q, das Innere der konvexen Hiille von D(0, «) und 1:
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7
\/ i

Die geometrische Tatsache das der Rand des Gebietes 2, und die Einheits-
kreislinie einen echt positiven Winkel bilden driickt sich analytisch in folgendem
Sachverhalt aus:

1.3.1 Lemma. Sei 0 < a < 1. Dann gibt es eine Konstante v, > 0 sodafs

|z—|z|‘
1— |2

Beweis. Wihle € > 0 soda8 D(0, ) N D(1,€) = (). Aufgrund der Stetigkeit von
P(z) = Ii:t” in C\ {1}, geniigt es zu zeigen das v auf D(1,¢) N, beschrinkt
ist.

Sei ¢g := sup{argz : z € D(1,¢) Ny}, dann ist ¢ € (0, 5). Da weiters
1) beziiglich der reellen Achse symmetrisch ist und auf dieser stets den Wert 1
annimmt, geniigt es also das Supremum von 1 in dem Dreieck W := {z € Q, :
0 < argz < ¢p} zu bestimmen. Es gilt

< Yo, 2 € Qqy.

sup ¥(z) = sup sup Y(re'?).
ZEW 0<¢<¢o r€(0,1),rei®cW
Schreibt man fiir z € D ’ ’
Z 1
¥(z) = !7_1 ;

K]

so sieht man das v(re*?) eine mit r wachsende Funktion ist. Das innere Supre-
mum ¥(@) = sup,.¢jo,1),reivcw ¥ (re'?) in obiger Formel ist also der Wert von )
an jenem Punkt mit Argument ¢ welcher auf der rechten Seite des Dreiecks W
liegt. Wir sehen das ¥(¢) eine fiir ¢ € (0, ¢o] stetige Funktion ist. Um die Be-
schrénktheit von ¢ auf W zu erhalten, geniigt es also zu zeigen dass limg_,o U(¢)
existiert.

Sei # der Winkel im Dreieck W am Eckpunkt 1. Dann ist 8 € (0, §). Sei
nun z ein Punkt der rechten Seite des Dreiecks W und sei ¢ = arg z. Dann gilt

Im z

“TRes =tanf.

Im z = |z|sin ¢, Rez = |z]| cos ¢, 7

Aus diesen Relationen folgt

|z| sin ¢

Y
1 —|z]cos¢ an

und, durch weitere Umformung,
1 sin ¢

m: P— + cos ¢ .
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Wegen |e'® — 1|? = 2(1 — cos ¢) erhalten wir

_ () = Y20 cosg)
V(9) = (2) = e fcosg—1

und damit limg_,o U(¢) = tan j.
U

1.3.2 Definition. Sei f : D — C. Wir sagen das der nichttangentiale Grenzwert
von f bei e existiert, wenn der Limes

f(2) (1.7)

z—e't zeeQ,

fiir jedes a € (0, 1) existiert und nicht von « abhingt. Man schreibt in diesem
Fall fiir den Wert des Limes (1.7) auch lim, ~.i¢ f(2).

Die Funktion
(Naf)(e") :=sup {|f(2)] : z € e"Qa}
heifit nichttangentiale Mazimalfunktion, die Funktion
(Myaaf)(e") = sup {|f(re")] : 0< 7 <1}
die radiale Mazximalfunktion. Offensichtlich gilt
(Mraaf)(e") < (Naf)(€") < (Nar f)(e"), 0<a<a’ < 1.

Sei 1 ein komplexes Borel-Mafl auf T und bezeichne mit |u| seine Totalva-
riation. Wir setzen
|ul(1)

AT

wo das Supremum iiber alle offenen Bégen (inklusive T) mit e’* als Mittelpunkt
genommen wird. Weiters sei, soferne dieser Grenzwert existiert,

(Mu)(e") := sup

wo der Limes tiber die gerichtete Menge obiger Bégen genommen wird.
Ist f € L'()\), so heiit e ein Lebesgue-Punkt von f falls

: 1 it _
h}nW/If—f(e )l dx =0
I

gilt, wobei der Limes gleich wie oben zu verstehen ist.

1.3.3 Bemerkung. Wir beniitzen die folgenden nichttrivialen(!) Aussagen:

(i) Ist f € L*()\), so sind A-fast alle Punkte von T Lebesgue-Punkte von f.
Siehe [?, Theorem 7.7].

(ii) Ist p singulir zu A, so ist fiir A-fast alle Punkte (Dp)(e®) = 0. Siehe [?,
Theorem 7.14].
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1.3.4 Lemma. Sei 0 < a < 1 gegeben. Dann gibt es eine Konstante c, > 0, so

daf$ fiir jedes positive endliche Borel Mafl und u = P[du] die Beziehungen
Ca(Nou)(e") < (Myaqu)(e™) < (Mp)(e"), e" €T,

gelten.

Beweis. Wir betrachten oBdA den Randpunkt 1. Wegen

9= [ Plee)due)
T
gentigt es fiir die erste Ungleichung zu zeigen, daf} es eine Konstante ¢, gibt mit
caP(z,e") < P(|2],e"), 2 € Qu,e" € T.
Nach Lemma 1.3.1 ist fiir z € Q,
e —|2]| <l — 2|+ |z — |2]| < [€" — 2|+
Fall = [2l) < (L4l ~ 2]

Fiir cq = (1 4+ 7o)~ 2 gilt also cq et — |z||? < |e* — 2|2 und daher, vgl. (1.1),
caP(z,e") < P(|z],€™).

Um die zweite Ungleichung zu zeigen approximieren wir P,.(¢) durch Trep-
penfunktionen:

P(t)
1h
Lho
L hs
Sei I C I, C I3 C ... C I, 1, eine Folge von offenen Bbégen mit Zentrum

1,1, = T. Sei x; die Indikatorfunktion von I; und h; die gréfite Zahl so daf§
hix;(¢) < P(r,(). Weiters setze hpt1 = 0. Wegen der Monotonie von P, ist
hj — h]‘+1 > 0.

Setze K := Z?zl(hj — hj+1)x;. Nach Definition von My gilt

(L) < (Mp)(1) - A1),

also folgt

/Kdﬂ Z hjp) (L) < (Mp)( Z hj+1)A(I;)

j=1
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= (Mp)(1 /Kd/\< Mu)(1 /P Mp)(1).

Da die Bogen I; beliebig fein gewéhlt werden kénnen und P(r,.) gleichméBig
stetig ist, folgt

[ P an© < 01 ),

T
also auch

(Mroqu)(1) = sup | / (r.Q)du(0)| < (Mp)().

0<r<1

O

1.3.5 Lemma. Sei p ein positives endliches Borel-Maff auf T wund sei
(Dp)(e®) = 0 fiir ein @ € R. Dann hat Pldy] bei € den nichttangentialen
Grenzwert 0.

Beweis. Die Bedingung (Dp)(e*?) = 0 besagt
- p(I)
lim —= =0
TN
Es gibt also zu gegebenem € > 0 einen Bogen [, so daf} fiir alle kleineren Bogen

I gilt
u(l) < exl).

Sei g die Einschrdnkung von g auf Iy, p1 := p — po, und sei ug = Plduo],
uy = P[du1]. Sei z; eine Folge in €?Q), die gegen e konvergiert, dann ist der
Abstand von {z;} zu T \ I echt positiv. Die Integranden in

w(z) = / P(z;,O)dp(<)
T\Io

konvergieren wegen Lemma 1.1.2; (i4), gleichmiiig gegen 0 und es folgt

lim u;(z;) =0.
j—o0

Nach Lemma 1.3.4 und der Wahl von I gilt

Ca(NaUO)(ew) < (MN0>(619) <e.

Fiir jedes z € €"Q, ist also ug(z) < -~ und daher

lim sup ug(z;) < <
j—ro0 Ca
Da € > 0 beliebig war folgt lim;_,o u(z;) =0
0

1.3.6 Satz (Fatou). Sei u ein komplexes Borelmaf auf T und setze u := Pdu).
Schreibe du = fd\ + dus wobei f € LY(A\) und us singuldr beziiglich \ ist.
Dann existiert fiir A\-fast alle Punkte ( € T der nichttangentialen Grenzwert
lim, ¢ u(z) und ist gleich f(Q).
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Beweis. Wendet man Lemma 1.3.5 auf dug an, d.h. auf die positive und negative
Variation des Real- und Imaginérteiles von pg an, vgl. Bemerkung 1.3.3, (i7), so
findet man P[dus]-=0, A-fast tiberall.

Es bleibt zu zeigen, dafl P[fd\](¢)=f({), A-fast iiberall. Nach Bemerkung
1.3.3, (i), geniigt es dieses fiir die Lebesgue-Punkte von f zu zeigen. Sei also ¢
ein Lebesgue-Punkt von f und sei o0BdA angenommen das f(¢) = 0, ansonsten
subtrahiere eine Konstante. Dann gilt also

. 1
I

Betrachte das Borel-Maf}
()= [ I71ax.
E
Dann ist (D+)(¢) = 0 und es folgt nach Lemma 1.3.5 P[dv](z)>0. Nun ist
[PLA] < PlIfI] = Pld],
also folgt das auch P[f]=>0.

1.4 Darstellbarkeit durch Poisson Integrale

Ist f: T — C meBbar, so definieren wir fiir 0 < p < oo
1= ([ 170Pax©)".
T

sowie, fiir p = oo,
[1flloo := esssupcer [f(C)] -

Weiters sei LP(T) die Menge (von Aquivalenzklassen A-fast iiberall gleicher)
meBbarer Funktionen auf T mit || ||, < oco.

Fir p € [1,00] ist (LP(T),|.]|[,) ein Banachraum. Ist p € (0,1), so ist
dre»(f,9) :== | f — gllb eine Metrik mit der LP(T) zu einem vollsténdigen topo-
logischen Vektorraum wird der jedoch nicht lokalkonvex ist. Zur Wiederholung:
Fiir 1 < p < oo ist LP(T)* isometrisch isomorph zu L4(T) wobei Z%—Fé =1, und
dieser Isomorphismus wird vermittelt durch die Bezichung (g € L)

f»—>/ngd)\.

Weiters gilt L>°(T)* 2 LY(T).
Ist f: D — C und r € [0,1), so definieren wir eine Funktion f, : T — C
durch

fr(Q) = f(r(), C€T. (1.8)

Eine wesentliche Rolle spielt das Verhalten der Funktionen f,. wenn r gegen 1
strebt. Obwohl wir die Funktion f,. nur als Funktion auf T auffassen, wire durch
z — f(rz) eigentlich eine Funktion auf ganz %D definiert. Ist f harmonisch bzw.
analytisch auf D, so hat auch diese Funktion die entsprechende Eigenschaft auf
iD.
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1.4.1 Satz. Sei u eine harmonische Funktion in ID. Dann ist u das Poisson
Integral

(i) eines komplexen Borel-MafSes genau dann, wenn supg<, <1 [|ur|l1 < 0o.

(ii) einer Funktion f € L*(T) genau dann, wenn lim, ~y u, = f in der Norm
111

(13i) einer Funktion f € LP(T) wobei p € (1,00) genau dann, wenn
SUPg<, <1 [[Urlly < 00. In diesem Fall gilt lim, »y u, = f in der Norm
I-1lp-

(iv) einer Funktion f € L™(T) genau dann, wenn sup,cplu(z)| =
SUPo<r<1 l|r]loo < 00

(v) einer stetigen Funktion f genau dann, wenn lim, ~ u, = f in der Norm

I-{foo-

(vi) eines endlichen positiven Borel-Mafles genau dann, wenn u nichtnegativ
15t.

Die darstellenden Mafle bzw. Funktionen sind in jedem Fall eindeutig bestimmit.

Der Beweis dieses Satzes erfolgt in mehreren Schritten.
Beweis. (Satz 1.4.1, (7)) Sei zuerst angenommen das u = P[dy]. Dann gilt, da
der Poisson Kern stets nichtnegativ ist,

lu(2)] = |Pld(2)| = | / P(2,¢) du(¢)| < Pldlul)(2), 2 € D.

Die Funktion h := P[d|p|] ist harmonisch in D, also hat sie die Mittelwerteigen-
schaft und wir schliessen

lual = / g (€)] dA < / h(rC) dA = h(0), 7 € [0,1).

Also gilt supg<, 1 [lurl[1 < oo, tatsichlich sogar

sup |lurlly < h(0) = |p|(T).
0<r<1

Sei nun M := supy<,.; ||ur]l1 < co. Betrachte die Mafle p, die definiert sind
als du, = u, d\ als Elemente von (C(T),||.|ls0)*. Es gilt ||| = [Jurli < M,
r € [0,1), also existiert nach dem Satz von Banach-Alaoglu ein Maf y, ||u|| < M
und eine Folge r, € [0,1), r, — 1, sodaB lim,, o 4, = p in der schwach-*
Topologie von (C(T), ||.||cc)*. Beachte hier das (C(T), ||.]|le) separabel ist, nach
dem Satz von Stone-Weierstrafl liegen ja zum Beispiel die trigonometrischen
Polynome mit rationalen Koeffizienten dicht. Die Funktion wu, ist stetig auf D
und harmonisch in D, also ist

u(rz) = ur(z) = Pluy](2), z € D.

Fiir jedes feste z € D ist P(z,{) € C(T), 1la8t man in der obigen Beziehung
r =71, — 1 streben folgt also u(z) = Pldu](z), z € D.
0
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Die Vorgangsweise u, d\ als Funktionale aufzufassen leistet noch weiteres.
Beweis. (Satz 1.4.1, (iii), (iv) “=’) Wir sind in der Situation 1 < p < oo.
Betrachte u, als Elemente von LP(T) = L%(T)* wobei % + é = 1. Dann ist
|wr|lLa(rys = lJurllp- Ist nun supg<, oq [lurl, < oo, so existiert f € LP(T) und
rn — 1 sodaB lim, oo u, = f im schwach-* Sinne von L4(T)*. Das gleiche
Argument wie oben zeigt u = P[f].

U

Beweis. (Satz 1.4.1, (vi)) Ist uw = P[du] mit einem positiven Maf so ist, da der
Poisson-Kern stets nichtnegativ ist, auch u nichtnegativ. Ist umgekehrt v > 0
auf D, so folgt mit der Mittelwerteigenschaft das

lurlls = /T u(rC) d¢ = u(0).

Nach dem bereits bewiesenen Teil (i) des Satzes, folgt v = P[du] fir ein
komplexes Borelmafl . Da w > 0 sind die Mafle u,. dA alle positive Mafle. Daher
ist auch ihr schwach-* Grenzwert p ein positives Maf, denn die Eigenschaft
nichtnegativen Funktionen nichtnegative Werte zuzuweisen iibertriagt sich bei
schwach-* Grenziibergingen.

0

Die Implikation ‘=’ in (iv) sowie in (v) ist einfach einzusehen.
Beweis. (Satz 1.4.1, (iv), (v) ‘=’) Sei zundchst uw = P[f] mit f € L>(T). Es
gilt, da P(z, () dA(C) stets ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist,

ju(2)| = | / P(2, ) F(C) dAQ)] < 1o -

Sei u = P[f] mit einer stetigen Funktion f. Nach Satz 1.1.9 ist u sogar stetig
auf D. Daher ist u auch gleichméf8ig stetig auf D, d.h. ist € > 0 gegeben, so gibt
es § > 0 mit |u(z) — u(w)| < e falls |z — w| < §. Insbesondere gilt fiir r > 1—¢

stets |u,(¢) —u(Q)| < e.
U

Etwas komplizierter sind jene Implikationen wo wir zusétzlich noch Kon-
vergenz zu zeigen haben. Wir beniitzen die Jensensche Ungleichung. Zur Wie-
derholung: Sei ) eine Menge, i ein positives Mafl auf  mit u(2) = 1. Seien
a,b € R, f € LY(u) mit a < f(t) < b, t € Q, und sei ¢ : (a,b) — R konvex.

Dann gilt
@(/Qfdu) S/Q(sOOf)du~

Beweis. (Satz 1.4.1, (i), (#ii) =) Sei 1 < p < oo und sei u = P[f] mit einem
f € LP(T). Die Jensensche Ungleichung angewandt mit der konvexen Funktion
|.|P und dem Wahrscheinlichkeitsmafl P(z,() dA zeigt

[ur (O = [PLACO[" < PISPIrC) .-

Nach der Mittelwerteigenschaft folgt

[urllf < PIAPIO) = II£15

und wir sehen supg<, <y lurlly < /]l
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Sei € > 0 vorgegeben, wihle g € C(T) mit || f — g, < €, und setze v := Plg].

)

Dann gilt, nach dem bereits bewiesenen Teil (v) ‘=,
limsup ||g — v,||, < lim ||g — vl = 0.
r—1 r—1

Also ist sicher ||g — v, < € fiir 7 > rg, r¢ hinreichend nahe bei 1. Weiters ist
nach dem oben gezeigten

[ur = vellp = [[(f = 9)rllp < I —gllp <.

Insgesamt erhalten wir

lwr — fllp < llwr — vell + [Jvr = gllp + llg — fllp < 3€, 7> 1.

O

Beweis. (Satz 1.4.1, (v) “=’) Sei angenommen lim,_,; u, = f beziiglich ||.| -
Dann ist zum Beispiel fiir p = 2 sicher supg<,.q |urll2 < o0, also existiert
nach (iii), eine Funktion g € L?(T) mit u = P[g] und dabei ist lim, 1 u, = g
beziiglich ||.||2. Nun ist Konvergenz in ||.||« stéirker als in |.||2 und daher folgt
nach unserer Voraussetzung das auch lim,_,; u, = f. Also ist f = g.

0

Es bleibt die Implikation (i7) ‘<=’ zu zeigen. Dazu verwenden wir den Be-
griff der Fourierreihe. Zur Wiederholung, siehe [?, Theorem 5.15]: Betrachte die
Abbildung

. 1 " ity ,—int
Q)'fH(Qﬁ /_ﬂf(e Je dt)nez'
Dann ist ® eine beschréinkte und injektive lineare Abbildung von (L(T),||.|l1)
auf einen (echten) Teilraum von (co(Z), ||.||eo). Dabei ist c¢o(Z) der Banach-
raum aller Folgen (an)nez mit lim, 1o a, = 0 versehen mit der Norm
|(@n)nenlloo = SUp,ez lan|. Betrachtet man ® nur am L?(T), so gilt das ® eine
Isometrie von (L2(T),(.,.)2) auf den (¢%(Z),(.,.)2) ist. Dabei ist ¢?(Z) der Hil-
bertraum aller Folgen (an)nez mit Y-, o5 [an|* < 0o, versehen mit dem inneren
Produkt ((an)nez, (bn)nez)2 := Y ,cz Anbn.
Beweis. (Satz 1.4.1, (ii) “=’) Sei vorausgesetzt das lim,_1 u, = f beziiglich
[|l-l1. Sei 7o <7 < 1 und ¢ = e € T, dann gilt

Ury(¢) = u(ro() = UT(QC) = P[ur](@O = i /Tr PTT‘.J(G —t)u,(t)dt.

T T 2 J_

Wir gehen zu den Fourierkoeffizienten iiber und erhalten, da Faltung von Funk-
tionen der Multiplikation ihrer Fourierkoeffizienten entspricht,

(@ury)(n) = ()" (@u,)(n) .

r

Léasst man in dieser Beziehung r» — 1 streben, so folgt

(Bury)(n) = 15" (Bf) (1) = (BP(f]r,)(n), n€ Z.
Also ist ur, = P[f]r, und daher, da rq beliebig war, u = P[f].
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Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes ist eine Folgerung aus der Stieltjes-
schen Umkehrformel und wurde schon in Korollar 1.1.8 bemerkt. Damit sind
alle Aussagen von Satz 1.4.1 bewiesen.

Wir erhalten nun eine allgemeinere Version der Poisson-Jensen Formel, sowie
eine Integraldarstellung fiir in D analytische Funktionen mit nichtnegativem
Realteil.

1.4.2 Korollar (Poisson-Jensen Formel). Sei f analytisch in D und gelte
supg<,<1 Jp |Re fr|dX < oo. Dann existiert in eindeutiger Weise ein reelles
Borel-Mafl p und eine reelle Konstante c, sodafs

flz)= gjidu(()+ic,z€D.

T

Beweis. Die Funktion Re f ist harmonisch und erfiillt die Voraussetzung von
Satz 1.4.1, (7). Also existiert ein komplexes Borel-Ma$§ p mit

Re f = Pldy] = Re % du().
T

Da Re f reellwertig ist, ist p ein reelles Maf. Nun ist eine analytische Funktion
durch ihren Realteil bis auf eine imagindre Konstante bestimmt.

g

1.4.3 Korollar (Riesz-Herglotz). Sei f analytisch in D und erfiille Re f > 0.
Dann existiert in eindeutiger Weise ein endliches positives Borel-Maj$ 1 und
eine reelle Konstante ¢, sodafs

f(z):/gfzdu(g)ﬂc, 2eD.
T

Beweis. Die Funktion Re f ist harmonisch und nichtnegativ, also existiert ein
endliches positives Borel-Mafl p mit

(+z
szd“(‘f)'

Re f = Pldu] = Re
/

Nun ist eine analytische Funktion durch ihren Realteil bis auf eine imaginire
Konstante bestimmt.

0

Kombiniert man Satz 1.4.1, (vi) und (), so sieht man das folgende

1.4.4 Korollar. Seiu eine in D harmonische und nichtnegative Funktion. Dann
gilt

0<r<1

sup /|ur\d)\ < o00.
T

Wir wollen die folgende Aussage explizit festhalten und diskutieren.
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1.4.5 Korollar. Sei u harmonisch in D, u, fir 0 < r < 1 definiert wie in
(1.8), und sei supy<,«1 ||urll1 < 00. Dann existiert fir \-fast alle Punkte ¢ € T
der michttangentiale Grenzwert lim, ¢ u(z) =: u*(¢). Ist sogar (u,(¢))o<r<1
konvergent in der Norm ||.||1, so ist u das Poisson Integral seiner Randwerte:
u(z) = Plu*](z), z € D.

Beweis. Sei u harmonisch in T und supy<,; ||tr|]1 < co. Dann gibt es nach
Satz 1.4.1, (i), ein komplexes Borel-MaB y sodaB v = P[du]. Nach dem Satz
von Fatou existiert daher fiir A-fast alle ¢ € T der nichttangentiale Grenzwert
limz_yc U(Z)
Sind die wu,(¢) konvergent in |.|]s, so ist nach Satz 1.4.1, (i),
u = P[fd)\ mit einem gewissen f € L'(d\). Nach dem Satz von Fatou
gilt u*(¢) = lim.~¢ u(z) = f((), A-fast iiberall.
U

1.4.6 Beispiel. Sei p ein von Null verschiedenes komplexes Borel-Maf} welches
singuldr beziiglich A ist und setze u := P[du]. Dann ist nach Satz 1.4.1, (i),
SUPg<,<1 ||Ur|l1 < 0o. Nach dem Satz von Fatou gilt «(¢) = lim, - u(z) = 0 fur
M-fast alle ¢ € T. Also ist P[u(¢)] = 0 und daher u nicht das Poisson Integral
seiner Randwerte.

Wihlt man in diesem Beispiel speziell i = §y das Punktmafl bei 1 mit Masse
1, so erhélt man die Funktion

142z  1—|z?
1—2z |1—22’

u(z) = P(z,1) = Re

vgl. die Bemerkung nach Proposition 1.0.3.
1.4.7 Beispiel. Man kann die Voraussetzung von Korollar 1.4.5 nicht ab-

schwéichen zu

sup |lurllp < oo firalle0 <p<1. (1.9)
0<r<1

Denn man kann z.B. zeigen, vgl. [?, §4.6], dass es eine Folge (€, )nen von Vor-
zeichen ¢, € {+1, —1} gibt soda8 die Funktion

oo 22”
'LL(Z) = Re Z Enw
n=1

die Eigenschaft (1.9) hat, die Menge aller ¢ € T fiir die lim,~¢ u(z) existiert
jedoch Lebesgue-Mafl Null hat.

1.4.8 Bemerkung. Wir wollen die obigen Aussagen nochmal von einer etwas
anderen Perspektive interpretieren. Bezeichne

h? :={u:D — C: u harmonisch , sup |u,|, < oc}.
0<r<1

Weiters definiere ||ul|pr = supy<,q ||ur|lp fiir w € hP. Diese Definition ist fiir
jedes p € (0, 00] sinnvoll. Fiir 0 < p < p' < oo gilt h? D h?" und ||ul|pe < |Jull,m,
u € h?'. Weiters ist, da ||.|, eine Norm ist (1 < p < oo) bzw. |f — gl eine
Metrik (0 < p < 1), h? fiir jedes p € (0, 00] ein linearer Raum. Im Fall p = oo
ist ||ulloc = sup,ep | f(2)], also ist h>° gerade die Menge aller in D harmonischen
und beschrankten Funktionen.
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Ist w € h? mit p € [1, 0], so existiert der nichtangentiale Grenzwert

w*(¢) := lim u(2), f.i.,

z5C

und gehort zu LP(T). Ist sogar p € (1, 00|, dann ist die Abbildung u — u* eine
Isometrie von (h?,||.||n») auf (LP(T), ||.||,). Thre Inverse ist gegeben als

f=Plfl, felLX(T).

Im Fall p = oo bemerke das die Ungleichung ||ul/co > ||u*]|co trivial ist, und das
umgekehrt aus v = Plu*] folgt ||ul|co < ||| co-

1.5 Subharmonische Funktionen

Zur Wiederholung (vgl. Bemerkung 1.2.3): Sei 2 C C. Eine Funktion f : Q —
RU{—00} heifit halbstetig von oben, falls fiir jedes m € R die Menge u~!([m, 00))
in 2 abgeschlossen ist.

1.5.1 Definition. Sei  C C offen und sei v : @ — [—00,00). Dann heifit u
subharmonisch in €, falls gilt

(i) w ist halbstetig von oben

(ii) Sei A C  offen sodaf A C Q und kompakt ist, und sei h reellwertig und
stetig auf A sowie harmonisch in A. Gilt u(z) < h(z) fiir alle z € 9A, so
folgt u(z) < h(z) fiir alle z € A.

1.5.2 Bemerkung. Wegen dem Maximumprinzip ist jede reellwertige harmoni-
sche Funktion auch subharmonisch. Man beachte, daf3 subharmonische Funktio-
nen wesentlich weniger glatt zu sein brauchen als harmonische. Auch diirfen sie
den Wert —oo tatséchlich annehmen, z.B. ist die Funktion u = —oo subharmo-
nisch.

Bevor wir subharmonische Funktionen untersuchen koénnen benétigen wir
noch einige Aussagen iiber halbstetige Funktionen.

1.5.3 Lemma.

(i) Die Funktion u ist genau dann halbstetig von oben wenn fir jedes x € €

gilt
limsup u(y) < u(x).
y—x
(i1) Sind wuq,...,u, halbstetig von oben und Ai,...,\, > 0, dann ist auch

AUy + ... + Ayuy, halbstetig von oben.

(#91) Ist (u;)ier eine Familie von nach oben halbstetigen Funktionen, so ist auch
inf;c; u; halbstetig von oben. Ist I endlich, so ist auch max;cy u; halbstetig
von oben.

(iv) Seiwu halbstetig von oben und sei K C  kompakt. Dann ist u|x nach oben
beschrdnkt und nimmt ein Mazimum an.

Beweis.



24 KAPITEL 1. HARMONISCHE FUNKTIONEN

ad(i): Sei u halbstetig von oben und sei z € . Angenommen es existier-
te eine Folge (Yn)nen in Q mit y, — z und lim, o u(y,) > u(z). Wikehle
m € (u(z),lim, oo u(yn)). Dann liegt fiir hinreichend grosses n stets y, €
u~1([m, 00)). Da diese Menge abgeschlossen ist, enthélt sie auch x, ein Wider-
spruch.

Erfiille umgekehrt v die angegebene Eigenschaft und sei m € R gegeben. Ist
Yn € u~Y([m, 00)) und y,, — =, so folgt also

u() > limsupu(y) > m,
y%x

dh. z € u=([m, 0)).
ad(it): Es gilt

limsup (AMur(y) + ... + Antn(y)) < Aplimsupug (y) + ... 4+ Ay limsup uy, (y) <

y—z y—x y—T

< Aup(z) 4.0+ Apug ().

ad (iii): Setzeu := infie; u;. Dannist u=!([m, 00)) = M;c; u; ' (m, 00)). Ist I =
{1,...,n}, so haben wir fiir v := max;—1,_, u; die Beziehung v=!([m,0)) =
U?:l u;l([m7 OO))

ad(iv): Die Mengen u~'([—o0,T)) sind eine offene Uberdeckung von € und
daher auch von K. Es geniigen also schon endlich viele um K zu iiberdecken,
also ist uw auf K beschriankt. Setze M := sup, u(z). Wiirde fiir jedes a € K
gelten u(a) < M, so wiere |J,,_,; u"'([—00,m)) eine offene Uberdeckung von
K. Daher existierte mg < M mit K C u~!([—o00,mg)), ein Widerspruch zur
Definition von M. Also nimmt u|x ein Maximum an.

.....

O

1.5.4 Lemma. Seiu : Q — RU{—oo} halbstetig von oben, und sei K C Q
sodafl u auf K beschrdnkt ist, M := sup, ¢ u(z) < oco. Dann existiert eine Folge
(fr)nen von auf Q definierten, reellwertigen und stetigen Funktionen, sodafs
M>f1>fo>f3>...aufQ, fo(z) > u(z) firalez € K, undlim,_,o fr =u
punktweise auf K.

Beweis. Ist u = —oo auf K, so ist die Behauptung trivial. Sei also u # —oo.
Wir definieren fiir n € N Funktionen

ful) = sup (uly) — nle —y|), = € Q.
yeK

Zunéchst ist dieses Supremum nicht —oo, da es ein y € K mit u(y) # —oo gibt.
Weiters ist klarerweise M > f1 > fo > ... auf Q sowie f, > u auf K.
Sind nun x1,x2 € Q und y € K, so gilt

u(y) — nlry —y| = uly) — nlrs —y| — nley — sl

also folgt fn(x2) — fn(z1) < m|zy — @2|. Vertauscht man z; und xs, so erhélt
man | f,(x2) — fu(x1)] < n|xy — xa|, also ist f, stetig.
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Wegen der Monotonie existiert der Grenzwert f(z) := lim, o fn(z) € RU
{—0o0}. Angenommen es wiiere a € K und f(a) > u(a). Wihle m € (u(a), f(a)),
dann gibt es nach der Definition von f,, einen Punkt y,, € K mit u(y,) — nla —
Yn| = m, d.h. mit

m+nla —yn| < ulyn) < M.

Insbesondere folgt das n|y, — a| beschrinkt ist, und daher y,, — a. Weiters folgt
m < u(yy) fiir jedes n und daher wegen der Halbstetigkeit von u

m < limsup u(y,) < u(a),
n—oo

ein Widerspruch.

g

1.5.5 Korollar. Sei u halbstetig von oben auf der Kreislinie Q := dD(a, R).
Dann existiert eine Folge von Polynomen p,, sodaf

Repi(z) > Repa(z) > Reps(z) > ... = u(z), z € 0D(a, R).

Beweis. Sei oBdA a =0 und R = 1. Da T kompakt ist, ist u beschrinkt. Nach
Lemma 1.5.4 gibt es f, € C(T) mit f, > fn41 und f, — u punktweise. Mit
f» hat auch die Folge fn = fn + % diese Eigenschaften. Zusétzlich gilt noch
fn _fn+1 > % - %_,'_1

Nach dem Satz von Stone-Weierstrafl gibt es trigonometrische Polynome
gn = ag + Eg:(?) (@n, ks cos kt + by, sin kt) sodaBl

1,1 1

;o <t

).

Es folgt das ¢g,, > gn+1 und g, — u punktweise. Die Behauptung des Korollars
folgt nun wenn man bemerkt dass jedes trigonometrische Polynom in der Form
Re p mit einem Polynom p geschrieben werden kann.

0

1.5.6 Satz. Sei Q C C offen und sei u : Q@ — [—00,00) halbstetig von oben.
Dann sind dquivalent:

(1) u ist subharmonisch.

(13) Fir jedes a € Q, alle hinreichend kleinen R > 0, und jedes Polynom p gilt:
Ist u(z) < Rep(z), z € 9D(a, R), so folgt u(z) < Rep(z), z € D(a, R).

(1i) Fiir jedes a € 2 und alle hinreichend kleinen R > 0 gilt

u(a) < % /Tr u(a + Re')dt. (1.10)

—Tr

In diesem Fall gelten die Eigenschaften (ii) bzw. (iii) sogar fir alle R > 0 mit
D(a,R) C Q.

Beweis. Als erstes bemerken wir das, da u halbstetig von oben ist, u auch
Borelmefibar ist und auf jeder kompakten Menge nach oben beschrinkt ist.
Daher existiert das Integral in (4i7) entweder in R oder als —oo.
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(1) = (i) Sei a € Q und R > 0 so daB D(a, R) C Q. Da Rep(z) harmonisch ist
folgt die gewiinschte Eigenschaft aus der Definition von subharmonisch.

(#i) = (ii) Sei a € Q, R > 0, so daf} die Eigenschaft (iii) gilt. Nach Korollar
1.5.5 existiert eine Folge (py, )nen von Polynomen sodal Rep; > Reps > ... und
lim,,_, o Re pp, = u punktweise auf 0D(a, R). Es folgt wegen (i7)

us

1 .
u(a) < Repp(a) = - Rep,(a+ Re')dt

—T

Da p; auf dD(a, R) stetig und daher insbesondere L' ist, folgt nach dem Satz
von der monotonen Konvergenz

lim i/ Rep,(a+ Re')d —/ a+ Re')d

n—oo 27 x

(iii) = (i) Sei A C Q offen mit A C Q kompakt und sei h stetig auf A und
harmonisch in A mit u(z) < h(z), z € OA. Dann ist u — h halbstetig von
oben und erfiillt, da h die Mittelwerteigenschaft, ebenfalls (1.10). Weiters ist
(u—h)(z) <0, z € 9A. Nach Bemerkung 1.2.3 gilt fiir u—h das Maximumprinzip
Korollar 1.2.4, und es folgt (v — h)(2) <0, z € A.

1.5.7 Korollar.
(1) Sei u subharmonisch in Q, dann gilt fir uw das Mazimumprinzip.

(i) Die Eigenschaft subharmonisch zu sein ist eine lokale Eigenschaft: hat
jeder Punkt von Q eine Umgebung sodaf$ u auf dieser subharmonisch ist,
dann ist u in Q subharmonisch.

(ii7) Sind uq,...,u, subharmonisch in Q und M\,...,\, > 0, dann ist auch
AUt + ...+ Apuy, subharmonisch in Q.

(iv) Sind uq, ..., u, subharmonisch in Q, so auch max{uy, ..., un}.
(v) Ist h harmonisch in Q, so ist |h| subharmonisch in Q.

(vi) Sei h eine reellwertige und stetige Funktion auf Q. Dann ist h harmonisch
genau dann wenn h und —h subharmonisch sind.

Beweis.
ad (i): Nach Bemerkung 1.2.3, denn w ist halbstetig von oben und erfiillt (1.10).

d(ii): Die Eigenschaft (i) aus Satz 1.5.6 ist eine lokale Eigenschaft.
ad (ii): Die Beziehung (1.10) bleibt bestehen.
d(iv): Es gilt
1 [ ;
max uz( ) < max u(a) < 2—/ ui(a+ Re')dt <
et T J

=1 i=1,...,

1 ™
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ad(v): Es gilt

1 [ -
|_|7/ a+ Re') dt|<—/ |h(a + Re™)| dt.
2w -
ad (vi): Ist sowohl h als auch —h subharmonisch, so ist h stetig und hat die
Mittelwerteigenschaft.

O

1.5.8 Bemerkung. Man kann zeigen: Ist v : 2 — R zwei mal stetig differenzierbar
(als Funktion der beiden reellen Veréinderlichen z = Rez,y = Im z), dann ist u
subharmonisch genau dann wenn Awu > 0 ist.

1.5.9 Beispiel. Sei f analytisch im Gebiet €2. Dann sind die Funktionen
f(2)], log|f(2)], log™ | £(2)]

subharmonisch in Q. Dabei bezeichnet log™ die Funktion log™z :=
max{log z,0}.

Zunéchst ist eine analytische Funktion f auch harmonisch und daher ist
nach Korollar 1.5.7, (v), die Funktion |f| subharmonisch. Um zu zeigen das
log | f| subharmonisch ist, sei D(a, R) C Q und p ein Polynom soda8 log|f(z)| <
Rep(z), z € dD(a, R). Dann gilt also

|67p(z)f(z)} <1, z€0D(a, R),
und, da e P(*) f(z) analytisch ist, daher auch |e™?(*)f(2)| < 1, z € D(a, R).
D.h. es ist log|f(z)] < Rep(z), z € D(a,R). Nach Satz 1.5.6 ist log|f| sub-

harmonisch. Korollar 1.5.7, (iv), zeigt nun das auch log™ |f| = max{log|f|,0}
subharmonisch ist.

1.5.10 Bemerkung. Die Tatsache das log |f]| fiir analytische Funktionen f sub-
harmonisch ist, erhielte man auch auf mehr funktionentheoretischen Wege,
ndmlich mit Hilfe der Jensenschen Formel. Diese besagt: Sei f analytisch in
D(0,R), f(0) # 0, sei 0 < r < R und seien aj,...,ay die Nullstellen von f in
D(0,r) gezdhlt gemif ihrer Vielfachheit. Dann gilt

i log |f(re)| dt

‘H Tonl =

Sei nun f analytisch in Q. Dann ist | f| stetig und nichtnegativ und daher log |f|
halbstetig von oben. Ist a € , D(a,R) C Q und f(a) # 0, so gilt fiir alle
0 < r < R nach der Jensenschen Formel

1 g )
log | f(a)] —i—Zlog — log |f(a + re')|dt, (1.11)

T or o

wobei a,, die Nullstellen von f in D(a,r) sind. Nun ist Zf:/:l log m > 0.
Da die Beziechung (1.10) fiir f(a) = 0, d.h. log|f(a)| = —o0, ohnehin trivial ist
folgt das log |f| die Eigenschaft (iii) von Satz 1.5.6 hat.

Wir Wollen an dieser Stelle noch bemerken, daf§ (1.11) auch zeigt das die
Integrale 5— [* log|f(a + re™)| dt als Funktion von r monoton wachsend sind.
Wir werden sehen das diese Aussage fiir beliebige subharmonische Funktionen
richtig ist, vgl. Satz 1.6.4.
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1.6 Eigenschaften subharmonischer Funktionen

FEine subharmonische Funktion darf den Wert —oo annehmen, jedoch nicht zu
oft:

1.6.1 Proposition. Sei Q ein Gebiet und sei u subharmonisch in Q, u £ —oo.

Dann gilt fiir jede Kreisscheibe mit D(a, R) C Q

// |u(z + iy)| dedy < oo (1.12)

D(a,R)

Die Menge {z € Q: u(z) = —oo} hat (zweidimensionales) Lebesgue-Mafl Null.

Beweis. Schreibe u = uy — u_ mit ug := max{u,0},u_ := —min{u,0}. Dann
ist also |u| = ug + u_. Nach Lemma 1.5.3, (iv), ist uy auf jeder kompakten
Teilmenge von ) beschriankt. Insbesondere gilt

// ug (z +iy) dedr < 0o .
D(a,R)
Also sind die folgenden Beziehungen dquivalent:
// u(z+iy) dedr > —oo, // u_(z+iy) dedr < oo, // |u(z+iy)| dedr < 0o
D(a,R) D(a,R) D(a,R)
Wir betrachten die Menge
A={aeQ:3IR>0:D(a,R)CQ, // lu(z + iy)| dodz = oo} .
D(a,R)

Als erstes zeigen wir das A C {a € Q : u(a) = —oo}.
Sei a € 2 sodaB u(a) # —oo und sei R > 0 so dafl D(a, R) C Q. Dann gilt
wegen (1.10)

R2 R R 1 0 .
u(a) L= / u(a) rdr < / — / u(a + Tezt) dt - rdr.
2 0 0 2m —T

ozy) _

Substituiert man z = Rea + rcost,y = Ima + rsint, so ist o) = " und es
folgt
—o0 < u(a u(z + 1y) dedx .
7TR2 // 2
D(a,R)

Wir zeigen das A offen ist: Sei a € A und wiihle D(a, R) C Q mit S par @+
iy)| dzdy = oo. Wihle € > 0 sodal D(a, R+¢€) C Q. Ist |z —a| < §, so gilt

D(a, R) gD(z,R+%) CD@R+eCQ,

// x+zy\dacdy>/ |u(z + iy)| dedy = oo

D(z,R+5 D(a,R)

sowie
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Es folgt das z € A.

Wir zeigen das A abgeschlossen ist: Sei a € 2 und R > 0 sodafl D(a, R) C 2
und D(a, R) N A # (. Dann existiert eine Kreisscheibe D(z,r) C D(a, R) N A.
Nun ist wie wir oben festgestellt haben u|4 = —o0, also folgt

00 = / |u(x + iy)| dedy < / |u(z + iy)| dzdy ,
D(z,r) D(a,R)

also gilt a € A.

Da Q zusammenhingend ist und u # —oo, ist A° # @ und daher
A = (. Es gilt also (1.12) fiir jede Kreisscheibe D(a,R) C Q und damit
ist {a € Q : w(a) = —oo} N D(a,R) eine Menge vom zweidimensionalen
Lebesgue-Mafl Null. Da € eine im R? offene Menge ist, und daher durch
abzéhlbar viele solche Kreisscheiben ausgeschopft werden kann, folgt das auch
{a € Q: u(a) = —oc} eine Nullmenge ist.

0

Die folgende Aussage, mit deren Hilfe man aus bekannten subharmonischen
Funktionen neue erzeugen kann, folgt aus der Jensenschen Ungleichung.

1.6.2 Proposition. Sei u eine subharmonische Funktion in  und sei p : R —
R monoton wachsend und konvex. Setze p(—00) :=lim;, o ©(t) € RU{—00}.
Dann ist p ou : 0 — R wohldefiniert und subharmonisch in Q.

Beweis. Zunichst bemerke, dafl eine monoton wachsende und konvexe Funktion
stets stetig ist. Es folgt dafl ¢ o u halbstetig von oben ist. Sei eine Kreisscheibe
D(a, R) mit D(a,R) C 2 gegeben. Approximiere u auf dD(a, R) mit Polyno-
men sodass Repi(z) > Repa(z) > ... = u(z2), z € 0D(a, R). Dann gilt, da u
subharmonisch ist, u(a) < Rep,(a), n € N.

Es gilt wegen der Monotonie von ¢, da Re p,, harmonisch ist, und wegen der
Jensenschen Ungleichung:

1

v(u(a)) < p(Repp(a)) = w(g /Repn(a + Re'?) d@) <

—T

T

1 A
< — /(90 oRep,)(a+ Re')dh.
2

Da ¢ stetig und monoton ist, gilt ¢ o Rep,, = ¢ o u punktweise und monoton
fallend auf 9D (a, R). Da Re p; stetig und daher beschrinkt ist, ist auch poRep,

beschrankt, und es folgt mit dem Satz von der beschrinkten Konvergenz dass

™
1

plu(@) < o / (pou)(a+ Re®)dd.

—T

Nach Satz 1.5.6 ist ¢ o u subharmonisch.

1.6.3 Korollar.
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(1) Sei u harmonisch in Q und seip € [1,00). Dann ist |u|P subharmonisch.

(1) Sei f analytisch im Gebiet Q und sei p € (0,00). Dann ist die Funktion
|f|P subharmonisch in Q.

Beweis. Fiir die erste Behauptung wende Proposition 1.6.2 an auf |u| und
p(xz) = |z|P. Fiir die zweite auf v = log | f| und p(z) = eP®.
U
Wir betrachten nun Funktionen w die subharmonisch in D oder in einem
Kreisring {z € C : Ry < |z| < Rz} sind. In dieser Situation kénnen wir die
folgenden Integralmittel definieren:

1 i .
m(r) : / u(re)dt, 0 <r < 1bzw. Ry <7 < Ry.

:% -

1.6.4 Satz.
(i) Seiw subharmonisch inD. Dann ist m(r) firr € [0,1) monoton wachsend.

(1) Sei u subharmonisch in {z € C: Ry < |z| < Ra}. Dann ist m(r) eine
konvexe Funktion von logr, d.h. ist Ry < 1 <719 < Ra, @ € (0,1), und
logr = alogr; + (1 — a)logrs, so gilt

m(r) < am(ry) + (1 — a)m(rs) .

Beweis.

ad(i): Sei 0 <r; <719 < 1 gegeben und sei h eine auf D(0,r2) stetige und in
D(0,r2) harmonische Funktion mit u(z) < h(2), |z| = r2. Dann gilt u(z) < h(z)
in ganz D(0,72), und daher

1 i ) 1 .
m(ry) = %/ ure)dt < o [ h(re®)dt = ho) =

—T

1 ™

:% o

h(rqe')dt.

Approximiert man u(z) auf 9D(0,r2) gemif Lemma 1.5.4 mit stetigen Funktio-
nen f,(z) und setzt h,(z) := P[fy], so folgt mit dem Satz von der monotonen
Konvergenz

1 ™ . 1 ™ .
m(ry) < lim —/ o (ro€™) dt u(roe') dt = m(rs) .

n—oo 27 J__ 2 J_,

ad(it): Seien R; < r1 < ry < Ro gegeben. Nach Korollar 1.5.5 existieren
Polynome p, j, n € N, j = 1,2 sodafl
Repl,j(rje“) > Repg,j(rjeit) > = u(rjeit), te[0,2n),j=1,2.

Schreibt man

N(n)

Repn,j = aO(nvj) + Z (ak(n,]) COSkt+ﬁk(n,j) Sinkt)v n e Naj = 1a27
k=1



1.6. EIGENSCHAFTEN SUBHARMONISCHER FUNKTIONEN 31

so sieht man das es Zahlen ag(n),bg(n), cn, d, gibt sodaf} fiir die Funktion

N(n)
by (re') := ¢, logr + d,, + Z (ar(n) cos kt + by (n) sin kt)
k=—N(n)
k0
gilt ‘ ‘
ho(rie™) = Repy j(rje), t €[0,27),7 =1,2.
Nun ist

1 g .
My (1) := ﬂ/ hy(re't) dt = ¢, logr + d,,

eine lineare Funktion von logr. Da u subharmonisch ist, und h,(r;e*) >
u(rje’), t € [0,2m),5 = 1,2, folgt h,(2) > u(z), r1 < |z| < re. Also ist stets
m(r) < my,(r). Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz erhilt man fiir
r1 und 7o sogar lim,,_,o my, (r;) = m(r;), 7 =1,2.

Sei nun « € (0,1) und logr = alogry + (1 — ) log ry. Dann gilt

m(r) < my(r) = am,(r1) + (1 — a)my(r2),

und damit auch m(r) < am(r1) + (1 — a)m(ra).

U

1.6.5 Korollar. Sei u subharmonisch in D. Bezeichne u, : T — C die Funk-
tion u,(¢) := u(r¢), vgl. (1.8). Dann gilt fir jedes r € (0,1) das u, € L*(T).
Insbesondere ist m(r) > —oo, r € (0,1). Es gilt

li = .

lim m(r) = u(0)
Beweis. Da u auf jeder Kreislinie nach oben beschréinkt ist, geniigt es fiir die
erste Behauptung zu zeigen dafi m(r) > —oo gilt. Wére m(r) = —oo, so wire
wegen der Monotonie auch m(r’) = —oo fiir alle ' € [0, 7). Ein Widerspruch zu
Proposition 1.6.1, denn

217r//u(x—i—iy)dmdy:/orrm(r)dr.

D(o,r)

Wieder wegen der Monotonie existiert der Limes lim,\om(r). Ange-
nommen es wire dieser Grenzwert echt grosser als w(0). Dann wihle
m € (u(0),lim,~ om(r)). Da u=*([—o0,m)) offen ist, existiert ein R > 0 sodaf
D(0, R) C u=([—o00,m)). Es folgt m(r) < m fiir alle r < R, ein Widerspruch.

U

1.6.6 Korollar. Seip € [1,00] und sei u € h?. Dann gilt
Ullpe = sup ||urllp = lim |Ju|p .
s = sup_ el = tim s,

Beweis. Im Fall p € [1,00) beniitze Korollar 1.6.3 und Satz 1.6.4. Fiir p = co
ist ||ur|lco wegen dem Maximumprinzip monoton wachsend.

g
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1.6.7 Korollar (Hardy). Sei f analytisch in D und sei 0 < p < co. Dann ist
die Funktion || f||, in r monoton wachsend und die Funktion log || f,||, in logr
konvez.

Beweis. Die Funktion |f|? ist subharmonisch und daher ist nach Satz 1.6.4 die
Funktion 5- [* | f(re)[? dt = || f,||5 monoton wachsend.

Sei A € R und betrachte die Funktion |z|*|f(z)[P. Sie ist auf 0 < [z| < 1
definiert und dort subharmonisch, denn sie ist |.|” von der lokal analytischen
Funktion z%f(z) Nach Satz 1.6.4 ist daher TAHfng eine konvexe Funktion von
log r.

Sei nun 0 < r; < r9 < 1 und a € (0,1) gegeben. Wihle A < 0 sodafl
| fri 15 = 72 || fr, |5 und bezeichne diesen Wert mit K. Eine solche Wahl von
ist moglich da r1 < ro und || fr, |lp < || frs|lp- Seilogr = alogri + (1 — a) logrs,
dann gilt also

L < artllfe I+ (1 =)l fr |l = K = KOK' ™ =

= (P L ) T (P21 a2 = A U 12) (L I2)

Durch logarithmieren erhilt man die gewiinschte Beziehung.

O

1.6.8 Bemerkung. Die Aussage von Korollar 1.6.7 ist auch fiir den Fall p = 0o
richtig. Die Tatsache das || f,||cc monoton wéchst ist gerade das Maximumprin-
zip. Das log || f-|lco eine konvexe Funktion von logr ist, ist die Aussage des
Hadamard’schen Dreikreisesatzes, eine Folgerung aus dem Maximumprinzips.

1.6.9 Bemerkung. Mittels Variablensubstitution erhélt man die Satz 1.6.4
und seinen Folgerungen entsprechenden Ergebnisse fiir beliebige Kreisscheiben
D(a, R) bzw. Kreisringe {z € C: R; < |z — a| < Ra}.



Kapitel 2

Die Raume HP, N, N*

2.1 Funktionen von beschrinktem Typ

Ist g : T — C meBbar, so bezeichnen wir

lgllo := / log™ 9(C)] dA(C)

T

2.1.1 Definition. Sei f analytisch in D, und sei wieder f,.(¢) := f(r¢), ¢ € D,
vgl. (1.8). Wir schreiben f € N, falls

sup || frllo < oo.
0<r<1

N heifit die Menge der analytischen Funktionen von beschrdnktem Typ. Wir
definieren weiters

[ fllo:== sup |[[frllo, fEN.
0<r<1

Bemerke das, da fiir in D analytische Funktionen log™ | f| subharmonisch ist,
Il f+|lo stets monoton wachsend mit r € (0, 1) ist. Es folgt

su = lim .
s 14l = 14

Grundlegend fiir das Folgende ist

2.1.2 Satz (R.Nevanlinna). Sei f analytisch in D. Dann ist f € N genau dann

wenn sich f darstellen lafit als f(t) = 2‘;8 mit in D analytischen und beschrink-

ten Funktionen ¢,1. In diesem Fall konnen ¢ und ¥ so gewdhlt werden, daf ¢
in D keine Nullstellen hat und ||¢||oo, [|¥]lco < 1 gilt.

Beweis. Ist g analytisch in D, ||g|lcc < 1, so ist stets log|g(z)| < 0. Weiters
ist log |g| subharmonisch. Es folgt das [} log |g-(¢)| dA(¢) monoton wachsend ist
und nach oben beschrankt durch 0. Also existiert der Grenzwert

ti [ J1og1g.(6)[|dA©) = - limy [ 1og[a,(©)]dAC) € [0.50).
T T

33
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Sei nun f = % mit in I analytischen und beschrinkten Funktionen. OBdA sei

|ollsos 1% ]lo < 1, andernfalls erweitere den Bruch mit (max{||¢]eo, [|%]/e0 }) -
Es folgt

_ + ©r(C) ©r(€) _
||f,,||o—T/log o143 sT/llogWOMdA(c)—

- / |10 0+ (¢)|~log [ (€[] dAC) < / | 10g 0, (O] dA(C)+ / | og [ (¢)]| dA(C) -

Da die rechte Seite fiir » — 1 einen endlichen Grenzwert hat, ist || f.|lo fiir
r € [0,1) beschrinkt, d.h. f € N.

Sei nun umgekehrt f € N, M := supy<,«1 ||frl]lo < co. Betrachte die Mafie
log™ | f.| d\ als Elemente des Dualraumes von C(T). Wegen

log™ |, dAl| = |log™ |£,| dA/(T) = / log™ £ dA = £l
T

sind alle diese in der Kugel mit Radius M enthalten. Nach dem Satz von Banach-
Alaoglu existiert ein komplexes Borel-Mafl ;1 und eine Folge r,, — 1, sodafl im
schwach-* Sinne lim,, oo log™ |f. |d\ = p gilt. Es ist ||| < M und da alle
log™ | f.| d\ positive MaBe sind, hat auch u diese Eigenschaft. Definiere

C—=z
- <+Zdu(C)

P(z):=e T , z€D.

Dann ist ¢ eine in D analytische Funktion, hat keine Nullstellen und ist be-
schrankt durch 1:

log |¢(2)| = =Pldpl(z) < 0.
Sei r € (0,1) und betrachte die subharmonische Funktion u(z) := log|f(rz)|,
z € 1D. Langs T gilt u(¢) < log™ | £,(¢)], also folgt

log |f(rz)| = u(z) < Pllog™ | f,]], z € D.

Seinun z € D festgehalten. Die linke Seite der obigen Beziehung strebt fiir r = 7,
und n — oo gegen log |f(z)], die rechte Seite gegen P[du|(z) = —log|(2)|. Es

folgt das )
— D.
FE < o 7 €

Setzen wir ¢ := f1), so erhalten wir eine Darstellung von f in der gewiinschten
Form.

O

Wie wir im ersten Teil des Beweises von Satz 2.1.2 gesehen haben gilt:
2.1.3 Korollar. Sei f analytisch in D und gelte

limsup/ log™ | f(re™)|dt < oo.
r/

1 -
Dann folgt das
limsup/ |log | f(re™)||dt < oo
r, 1 —7
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2.1.4 Korollar.

(i) Sind f,g € N, so ist auch f+ g sowie f-g in N. Ist « € C, so ist die
konstante Funktion o in IN. Insbesondere ist N ein linearer Raum. Ist 5

analytisch in D, so ist auch 5 eN.

(i) Sei f € N. Dann existiert fiir \-fast alle Punkte ¢ € T der nichittangentiale
Grenzwert lim, ¢ f(2) =: f*(C). Ist f # 0, so ist log|f*| € L'(T). Es gilt
1£*llo < 1 £llo-

(t5i) Sind f,g € N und gilt f*(¢) = g*(¢) fiir alle ¢ aus einer Menge mit
positivem Maf, so folgt f = g.

Beweis. Die Aussage (i) folgt unmittelbar aus Satz 2.1.2. Um (i) zu zeigen
sei zunéchst g analytisch in D, g # 0, mit ||g||cc < 1 gegeben. Dann hat g
nach Korollar 1.4.5 A-fast iiberall einen nichttangentiale Grenzwert f*(¢). Wir
wenden das Lemma von Fatou an. Zur Wiederholung: Ist p ein positives Mafl
und sind f,, > 0 und meBbar, so gilt [(liminf, e fn)dp < liminf, o [ fn dp.
Mit Hilfe dieser Ungleichung erhalten wir

[ 110515701 ax(©) = [ tim |10glo(r)l| ax(Q) < limint [ [1oglg(rO) [ 4A(C).
T T T

Die rechte Seite ist nach Korollar 2.1.3 endlich. Also ist log|g*| € L*(T), insbe-
sondere ist g* A-fast iiberall verschieden von Null.

Sei nun f € N und schreibe f = % mit ||¢]leos [|¥]lco < 1. Nach dem gerade
Bemerkten existiert A-fast iiberall

) e L f(a - a5 o(2)
Q)= iécf( )= lim, ¢ 9(2)

und es ist log |f*| = log|p*| — log|¢*| € LY(T). Ebenfalls wegen dem Lemma
von Fatou erhalten wir

17710 = [ Yim log™ 1£:(6)] X(Q) < timint [ 10g" 11 (O dAQ) = [l
T

T

Die Behauptung (iii) folgt aus den bereits bewiesenen, denn sind f,g € N so
ist auch f —g € N und, falls f — g # 0, so ist f* —g* = (f —g)* € L(T).
U

Wir gehen nun daran die multiplikative Struktur von N n&her zu untersu-
chen. Zuerst wollen wir etwaige Nullstellen abspalten. Dies geschieht mit Hilfe
sogenannter Blaschke Produkte:

2.1.5 Lemma. Sei (an)nen eine Folge von Punkten a, € D\ {0} und sei
k € NU{0}. Es gelte die Blaschke Bedingung

o

D (1= aw|) < oo, (2.1)

n=1
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o0
oder dquivalent [] |ow| > 0. Dann ist das Produkt

n=1

_ZkH O — 2 |om] ,2€D,
1—a,z a,

lokal gleichmdfig konvergent in C\ {(a)~' : n € N} und stellt daher eine in
dieser Menge analytische Funktion dar. Diese nennt man das Blaschke Produkt
zu der Folge o, und k. Die Funktion B hat genau (inklusive Vielfachheit) die
Nullstellen o, und 0 als Nullstelle der Ordnung k. Es gilt die Symmetrieeigen-
schaft B((z)™1) = (B(2))~ L.

Beweis. Sei K eine kompakte Menge mit K N {(@,)~' : n € N} = (. Dann
existiert §; > 0 sodaB |1 — @y, 2| = |an| |z — (a5,) 7t > 5. Weiters gilt auf Grund
der Blaschke Bedingung |a,| — 1, also ist auch |a,| > d2 > 0. Ausserdem ist
|z| <3, 2z € K. Nun ist

|O‘n‘

‘1_ :‘an—|an|22—|an|an+|an\z _

1—a,2 o, (1 —ap2)ay,

1445
1-— < 1-—
(1= o < 521~ ),

und schliessen aufgrund der Blaschke Bedingung das die Reihe

‘ ap, + |an|z
1 —ap2)an,

z |ay|

>[i-f
1 — Qp2 Qn

auf K gleichméfig konvergiert. Damit ist auch das Produkt B(z) gleichmifig

konvergent auf K.

U

Bemerke das, falls die Blaschke Bedingung nicht erfiillt ist, das obige Produkt
in D gegen 0 konvergiert und aulerhalb gegen co.

2.1.6 Lemma. Die Folge (au,)nen erfille die Blaschke Bedingung (2.1). Sei B
das Blaschke Produkt zu den «, und einem k € NU {0}. Dann gilt | Bljcc = 1
und |B*({)|e = 1, A\-fast iiberall. Weiters ist

tim [ 1og[B,(O)] dA(©) = 0. (2:2)

Beweis. = 1 ist, ist sicher ||Bl|o < 1. Also existiert fast
iiberall der Grenzwert lim, - B(z) =: B*(¢) und ||B*||oc < 1. Da log|B| sub-
harmonisch ist, existiert der obige Grenzwert. Klarerweise ist er nichtpositiv.
Sei fiir N € N

dann hat die rationale Funktion % in einer offenen Umgebung von T keine

Null- oder Polstellen, und \%| =1 léngs T. Es folgt

lim [ 1og| (O] axc) =
T
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und daher

tim [ 1og | B(r0)| dx(Q) = lim [ 1og By ()] dA(C)
T T

Wir erhalten, da log|By| subharmonisch ist und mit Hilfe des Lemmas von
Fatou

log | By (0)] = lim [ log By (0] a(©) < tim [ log | By (r¢)| x(¢) =
T T

= lim / log | B(r()| dA(¢) < / lim log | B(r¢)| dA(¢) = / log | B*(¢)| dA(¢) < 0
T T T

Fiir N — oo strebt log|Bxn(0)| gegen 0. Es folgt das die Bezichung (2.2) gilt
und das fast tiberall log|B*(¢)|] = 0 gilt. Daraus wiederum folgt das auch
| Blloo =1 ist.

U

2.1.7 Bemerkung. Ist eine endliche Anzahl von Nullstellen «,, € D vorgege-
ben, und ist B(z) das entsprechend gebildete Produkt, so ist B eine rationale
Funktion und die Eigenschaften von Lemma 2.1.6 sind trivialerweise erfiillt.

2.1.8 Proposition. Ist f € N, f # 0, dann erfillen die Nullstellen von f die
Blaschke Bedingung. Sei B das Blaschke Produkt zu den Nullstellen von f und
setze g := B71f. Dann ist g € N und ||gllo = ||f]lo-

Beweis. Da f € N gerade bedeutet das f geschrieben werden kann als f = %
mit ||¢]lco, |¥|loc < 1 und 1 nullstellenfrei, geniigt es fiir die ersten beiden
Behauptungen den Fall || f|loo < 1 zu betrachten.

Sei also f analytisch in D und ||f|lcc < 1. Habe f an der Stelle 0 eine
Nullstelle der Ordnung k& und seien «,, die von Null verschiedenen Nullstellen
von f (aufgezihlt gemifl ihrer Vielfachheit). Setze fiir N € N

N
N(z) =2 ] ba, (2), (2.3)
j=1
wobei al
z—a |a
bo(2) i = ———.
(2) l-az o
Wir zeigen das gilt
1(BY) e < 1, (2.4)

Sei € > 0 gegeben, dann existiert R € (0,1) soda8
|BN(2)| > 1—¢, |2| € [R,1).

Es folgt |(BN) Lf(2)]
1(BM) " f(2)llee < (1
es ist

< (1—€)7 %, |z] € [R,1). Nach dem Maximumprinzip folgt
—¢€)7L. Da e beliebig war, folgt ||(BY)71f(2)]|s < 1, d.h.

, z€D.

N
<| U ba, (2)
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Setzt man in dieser Beziehung z = 0 ein, so folgt

) (o N
0< ‘f k!( )‘ §H|aj|.
j=1
Da N € N beliebig war, ist die Blaschke Bedingung erfiillt. Weiters schliessen
wir wegen (2.4) das ||[B71f|lo <1 ist.
Wir miissen noch zeigen das, in der Situation des Satzes, ||[B=f|lo = || fllo
ist. Es gilt

1
10g+|£| <log® [f| +log™ | 5| =log™ |f| — log|B|.

Wegen Lemma 2.1.6 folgt [|[B~'f[lo < [|fllo- Die umgekehrte Ungleichung ist
klar, da stets |f| < |B7Lf].
U

2.1.9 Bemerkung. Wir wollen die folgende Tatsache die im Beweis von Propo-
sition 2.1.8 aufgetreten ist explizit festhalten: Ist f analytisch in D und gilt
I/ lleo < 1, so konvergiert das Blaschke Produkt B zu den Nullstellen von f und
esist |B71f|le < 1.

2.1.10 Satz. Sei f analytisch in D. Dann ist f genau dann von beschrinktem
Typ, wenn sich f schreiben lGfit als

f= B%F (2.5)

wobei B ein Blaschke Produkt ist, S, und Ss nullstellenfreie analytische Funk-
tionen mit

[Sillec =1, [S5(OI =1 fai., j=1,2,

und wobei F' von der Gestalt
(+ =z
(—=z

P(¢) dA(C)
F(z) =eT

mit ¢ € L*(T) ist. Tatséchlich gilt in diesem Fall ¢ = log|f*|.
Ist f € N, so sind in (2.5) die Faktoren B und F' (bis auf eine multiplikative
Konstante vom Betrag eins) eindeutig bestimmdt.

Beweis. Sei f € N gegeben und bezeichne mit f* die Randfunktion von f.
Wegen Proposition 2.1.8 kénnen wir oBdA annehmen das f keine Nullstellen
hat. Dann ist also log f eine in D analytische Funktion. Weiters gilt wegen
Korollar 2.1.3 das Relog f = log|f| € h'. Nach der Poisson-Jensen Formel
Korollar 1.4.2 existiert ein reelles Borel-Maf3 1 und eine reelle Konstante C' mit

log f(2) = / gtj du(€) +1C, zeD.
T

Schreibe du = ¢d\ + ps mit ¢ € LY(T) und p, singulir beziiglich A\. Weiter

schreibe 11, = po — @1 mit positiven zu A singuldren Maflen p;. Setze

- ERd©
e

S](Z) =

9
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[ E£6(0) dN©)
F(z)=¢f ° .

Dann gilt f = e;f L . Die Funktion F' hat nach Definition die verlangte Gestalt.
Da die p; positiv sind, ist ||Sj[|c < 1. Nach dem Satz von Fatou ist |S7 ()| = 1
fast iiberall.

Wir zeigen umgekehrt, dafl jedes Produkt der Gestalt (2.5) von beschrink-
tem Typ ist. Da B, S1, S5 beschriankt sind, ist nur mehr zu zeigen das F' € N.
Dazu schreibe F' = L1 mit

Fy
—J &2 (9 dA©) — [ EZ¢T (O a0
Fi(z)=e *° , Fy(z)=e 7° :
wobei ¢T := max{¢,0} und ¢~ := —min{¢,0}.

Um die Eindeutigkeitsaussage einzusehen, bemerke zunéchst das das Blasch-
ke Produkt eindeutig durch die Nullstellen von f gegeben ist. Weiters gilt
|f*] = |F™*| fast iiberall, und wir erhalten wegen dem Satz von Fatou

o(¢) = li;ré PlodN|(z) = h—wné Relog F(z) =

= lim log | F(2)] = log [F"(¢)] = log |f*(O)], L.

Also ist auch ¢ und damit F bis auf die multiplikative Konstante, durch f
bestimmt.

U

Der obige Satz motiviert die folgende Definition:

2.1.11 Definition. Sei f analytisch in . Dann heifit die Funktion f inner,
falls || flloo = 1 und |f*(¢)| = 1, A-fast iiberall. Sie heifit singular inner, wenn
sie zusétzlich nullstellenfrei ist. Schliefllich heifit f outer fir N, wenn

(+z
(—z

¢(¢) dA(C)

f6)=a-ét
mit ¢ € LY(T) und o € C, |a| = 1, hat.

Wir werden spéter sehen, dafl outer functions durch gewissen Extremalei-
genschaften charakterisiert werden, vgl. Proposition 2.1.18. Angesichts dieser
Namensgebung spricht man von der Faktorisierung (2.5) auch als inner-outer
Faktorisierung.

Aus der in Satz 2.1.10 durchgefithrten Konstruktion erhalten wir:

2.1.12 Korollar. Sei f analytisch in D. Dann ist f genau dann singular inner,
wenn es ein beziiglich A singuldres reelles Borel-Mafl und eine Konstante o vom
Betrag 1 gibt sodafl

C+=z
Cizdu(é“)

f(z) =aeT , z€D.

2.1.13 Beispiel. Wie wir in Korollar 2.1.4, (ii), gesehen haben gilt fir f € N
stets || f*|lo < || f]lo. Betrachte die Funktion

S(z):=e 12, z€D,
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vgl. Beispiel 1.4.6. Sie ist beschrinkt und gehort daher zu N. Esist f := S~! €
N und

1/*llo =0 <1 =log|£(0)] < f]lo-

Dieses Beispiel ist eigentlich von allgemeiner Natur: Ist S singular inner und
nicht konstant, so ist f := S~' € N und es gilt || f*[lo < || f]lo-

2.1.14 Definition. Bezeichne mit NT jene (echte) Teilmenge von N die aus
allen Funktionen f € N mit || f*||o = ||f|lo besteht. Die Menge N+ heift manch-
mal auch Smirnov Klasse.

2.1.15 Proposition. Sei f analytisch in D. Dann sind dquivalent:
(i) feNT.
(i3) f € N und lim, » log* |f.| = log™ |f*| im Sinne des L*(T).

(ii1) Die Funktion f lisst sich faktorisieren als f = BSF wobei B ein Blaschke
Produkt, S singuldr inner und F outer fir N ist.

Zum Beweis bendtigen wir die folgenden mafitheoretischen Aussagen. Zuerst
eine allgemeinere Variante des Satzes von der beschrinkten Konvergenz wo-
bei wir uns aus pragmatischen Griinden auf den Fall reellwertiger Funktionen
beschrénken.

2.1.16 Lemma. Sei pu ein Maf$ auf der Menge X und seien wu,,v,, n € N,
reellwertige mef$bare Funktionen mit

|un| < Up, Up € Ll(/.t), n € N.

Gilt u,, — u und v,, — v punktweise fast iberall, und

n—roo

lim Und,u:/vd,u<oo,
X X
so folgt

n—oo

lim und,u:/ wdp .
X X

Beweis. Nach dem Lemma von Fatou gilt

/vdu—i—/ ud,u:/(v—i—u)d,u:/ lim inf (v, + uy,) <
X X X X noee

§liminf/(vn+un):/ vdu+liminf/ Up dit
X X X

n— o0 n— oo
sowie
/ ’uduf/ udp = / (v—u)du :/ liminf (v, — u,) <
X X D'e x noee
< liminf/ (p, — up) = / vdu — limsup/ Uy, dji .
Es folgt

limsup/ und,ug/ ud,ugliminf/ Uy, dpt .
n—oQ X X n—oo X
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2.1.17 Korollar. Sei u ein Maff auf der Menge X, sei p € (0,00), und sei
[y fn € LP(n), n € N. Gilt

lim f,(x) = f(z), v € X p-fi., und nlgrréo/)( | fnl? dp = /X lfIPdw,

n—roo

dann folgt
lim / |frn—fIPdu=0.
X

n—oo

Beweis. Setze u, = |f, — f|P, u =0, und v, := 2P(|f,|P + |f|P), v = 2P| f|P.
Dann gilt

|7 = |fo = fI < [ful + ] < 2max{|ful, | f]} =

1 1 1
= 2max{|ful”, [F[P}? < 2(1ful?, [f1)? = vii .
Lemma 2.1.16 liefert das gewiinschte Resultat.

0

Beweis. (von Proposition 2.1.15)
(i) = (#i): Wende Korollar 2.1.17 an mit p = 1 und den Funktionen log™ | f,|
und log™ | f*|.

(#1) = (i4): Schreibe f = B- Sy 'S - F wie in (2.5). Sei r € (0,1) soda$ f lings
T keine Nullstellen hat. Die Funktion log|f(rz)| ist subharmonisch auf 1D,
und hat lings T die Werte log |f,.|. Also folgt das

log | f(rz)| < Pllog|f:[](z) = Pllog™ |f:[|(2) — Pllog™ | f[](2), 2 € D.
Nach dem Lemma von Fatou gilt

—hgl/glfp[log_ |f-[1(z) < =Pllog™ |f*[l(2), z €D,

und nach unserer Voraussetzung

Jim Pllog™ | f[](z) = Pllog™ |f*[](2), 2 € D.

Wir erhalten also fiir jedes z € D

log|f(2)] = lim log|f(rz)| < Pllog™ [£*[1(z) — Pllog™ [ £*](2) =

= Pllog |f*[I(2) = log |F(2)| -
Die Funktion F~!f ist also beschrinkt durch 1. Nach Bemerkung 2.1.9 ist auch
B~'F~1f = S;'S; beschrinkt durch 1, d.h. singular inner.

(#i1) = (i): Seli f = BSF in der angegebenen Weise. Dann ist f € N und es
gilt | f| < |F|. Wegen log |F| = Pllog|f*|] < P[log™ |f*|] erhalten wir das auch
log™ |f| < P[log™ | f*]], und es folgt

1£:llo = 1og™ [ £l < IP[log™ | £*[]-l1 -

Die rechte Seite strebt nach Satz 1.4.1, (i), gegen || log™ [ f*|[l1 = ||f* ||, die linke
gegen || flo. Also haben wir auch ||f]lo < ||f*[lo. Die umgekehrte Ungleichung
gilt wegen Korollar 2.1.4, (1), sowieso.
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U

Wir kénnen nun die Eigenschaft einer Funktion outer zu sein, durch eine
Extremaleigenschaft charakterisieren.

2.1.18 Proposition. Sei f € N*. Dann sind dquivalent
(1) f ist outer.

(it) Sei g € NT und sei g # af mit |a| = 1. Ist |g*(Q)| = | f*(Q)] fast iberall,
dann folgt
90| < |£(2)] fiir ein z € D.

(iii) Seig € Nt und sei g # of mit |a| = 1. Ist |g*(¢)] < [f*(C)| fast iberall,
dann folgt
l9(2)| < |f(2)], z €D.

(iv) Es gilt
log |(0)] = / log |1*(¢)| dA(C)

T

Beweis. Die Implikation (i4¢) = (i7) ist trivial. Ebenso (i) = (iv), denn ist f
outer so gilt die gewiinschte Beziehung nach Definition.

Sei nun angenommen das (¢) falsch ist, d.h. f = BSF mit B.S nicht konstant.
Dann gilt wegen dem Maximumprinzip |(BS)(z)| < 1, z € D. Wir sehen das
F eine Funktion ist mit |F*| = |f*| f.ii. aber |F(z)] > |f(z)| fir alle z € D.
Insbesondere folgt nach Definition der outer function F

log |£(0)] < log |F(0)] = / log /()| dA(C)

T

Wir haben gezeigt das (i¢) = (i) und (iv) = (i).

Wir zeigen (i) = (4ii): Sei f outer, und sei g € N* mit |g*| < |f*| gegeben.
Schreibe ¢ = BSG. Es gilt nach unserer Vorausssetzung |G(z)| < |f(z)|. Ist BS
nicht konstant, so folgt bereits |g(z)| < |f(2)], z € D. Ist nicht log |g*| = log | f*|
f.i., so ist nach Korollar 1.2.5 |G(z)| < |f(2)] fiir jedes z € D. Es folgt das
g=oaf mit o =1.

U

Da die Funktion 1 outer ist, erhalten wir insbesondere

2.1.19 Korollar. Sei f € NT. Dann ist f inner genau dann, wenn |f*(¢)] =1
2.2 Hardy Riume

2.2.1 Definition. Sei f analytisch in D, p € (0, 00] und setze wieder f,.(¢) :=
f(r¢), ¢ € D. Wir schreiben f € HP, falls

sup || fr]lp < oo.
0<r<1
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H? heiit Hardy Raum. Wir definieren weiters

1fllp:= sup | fellp, f € H”.
0<r<1

Es besteht also HP aus jenen Funktionen in h? die sogar analytisch sind.
Nach Korollar 1.6.7 bzw. Bemerkung 1.6.8 ist || f,||, stets monoton wachsend
mit r € (0,1) und wir erhalten wieder

su ||, = lim .
s 1l = i 1
Nach der Jensenschen Ungleichung gilt ||.|[, < ||.||l,» fir 0 < p < p’ < oo, und
daher auch H? O HY .

Wir benétigen die folgende elementare Ungleichung.

2.2.2 Lemma. FEs gilt fir 0 <p <1 und x,y > 0 stets
+ + 1 P
|10g x — log y|§;)|asfy| .

Beweis. Betrachte f(t P —1,g(t) := (t — 1)?, auf [1,00). Dann gilt f(1) =
1

)=
g(1)=0und dap—1<0

ft)=ptP P <plt -1t =g'(t), t>1.

Es folgt f(t) < g(t), t € [1,00). Wir erhalten wegen 14+z < e” das log(t?) < f(t),
und damit

1
logt < —(t—1)P, t > 1.
p

Daraus erhalten wir mittels Fallunterscheidung die gewiinschte Ungleichung. Sei
zunéchst x > y > 1, dann gilt
1 1
10g§ < ,(f _1)1) < =
y pYy p
Ist x> 12>y, so gilt
logz < 2 (z — )7 < ~(z — y)?
T Tp '

Ist 1 > x >y, so ist die gewiinschte Ungleichung trivial.
0

Setzt man in dieser Ungleichung speziell y = 0, so folgt das log™ z < %|x|p.
Da der Raum H? mit wachsendem p kleiner wird, folgt

2.2.3 Korollar. Seip € (0,00], dann gilt H? C N. Insbesondere besitzt jede
Funktion f € HP fir \-fast alle Punkte ( € T einen nichttangentialen Grenz-
wert f*(¢) = lim,~¢ f(2), und die Nullstellen von f genigen der Blaschke
Bedingunyg.

Das Abspalten der Nullstellen fiithrt uns nicht aus HP hinaus:

2.2.4 Lemma. Sei p € (0,00], f € HP und bezeichne mit B das Blaschke
Produkt zu den Nullstellen von f. Dann ist B=*f € HP und | B~ f, = || fll-
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Beweis. Der Fall p = oo ist gerade Bemerkung 2.1.9. Sei also p € (0,00).
Bezeichne wie in (2.3) wieder mit BY das Produkt der ersten N elementa-
ren Blaschke Faktoren zu den Nullstellen von f. Da lim,_,; BY(r¢() = BN (¢)
gleichméBig fiir ¢ € T gilt, erhalten wir

()l = 1 1), L, = B 1l = 051

Da (BN)~!f fir N — oo lokal gleichmiBig in D gegen B~!'f konvergiert,
strebt die linke Seite in dieser Ungleichung gegen |[(B~!f),||,. Wir schliessen
das B7'f € H? und ||B7'f|l, < ||f|l,- Wegen |B| < 1 ist die umgekehrte
Ungleichung trivial.

U

2.2.5 Satz. Sei p € (0,00) und f € HP. Dann gilt lim, ~ f, = f* im Sinne
des LP(T).

Beweis. Fiir p > 1 folgt die Behauptung aus Satz 1.4.1, (i4i). Sei nun p € (0, c0)
beliebig und f € HP. Sei B das Blaschke Produkt zu den Nullstellen von f und
setze g := B~ f. Dann ist g € HP und ||g||, = ||f|l,- Da g in D keine Nullstellen

hat gibt es eine in D analytische Funktion h mit he = g. Nun gilt || |2 = ||grlp

und daher h € H2. Wir haben auch (h*)? = g*. Da stets |f(z)| < |g(z)] ist,
und |f*| = |g*|, erhalten wir mit dem Lemma von Fatou

/|fr|pdxs/|gr|pdA:/|hr|2dAﬂ/m*FdA:
T T T T

= [lgpar= [15pax<timint [ 17,7 dn= 1],
T T T

Lésst man in dieser Beziehung r gegen 1 streben, so folgt || f*||, = || f|l,- Wendet
man Korollar 2.1.17 an mit f, und f*, so folgt

tim £, = £l =0

O

2.2.6 Bemerkung. Die Aussage dieses Satzes ist fiir p = oo nicht richtig, denn
sonst miifite jede Funktion aus H* eine stetige Randfunktion haben. Betrachte
aber die Funktion S aus Beispiel 2.1.13. Beachte das trotzdem lim, ~ || fr|lcc =

1 lloo-

2.2.7 Korollar. Betrachte die Abbildung f — f*. Ist p € [1,00], so ist diese ei-
ne Isometrie von (H?, ||.||p) in (LP(T),|.|l,). Ist p € (0,1), so ist sie isometrisch
beziiglich der Metriken dgo(f,g) := ||f —gllb auf HP sowie dr»(f,g) = || f —gll}
auf LP(T). Ist f € H', so kann f aus seinen Randwerten f* rekonstruiert wer-
den als Poisson Integral
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sowie auch als Cauchy Integral

_L/
2 —z

Beweis. Die Aussagen folgen sémtliche der Konvergenz || f,. — f*||, — 0. Fiir
die Cauchysche Integraldarstellung bemerke das fiir jedes r € (0,1) wegen der

Analytizitat von f gilt
T
zl<r.
277@ / 1Al

U

2.2.8 Bemerkung. In den vorangegangenen Sétzen manifestiert sich ein wesent-
licher Unterschied zwischen allgemeinen harmonischen Funktionen und analy-
tischen Funktionen. Denn fiir jedes p € (0,00] hat jedes f € HP Randwerte
und, falls p # oo, gilt f, — f* im LP(T). Dagegen muf} u € h? fiir p < 1 keine
Randwerte haben, vgl. Beispiel 1.4.7, und im Fall p = 1, wo zwar Randwerte
existieren, muf nicht || f, — f*|[1 — 0 gelten, vgl. Beispiel 1.4.6.

2.2.9 Bemerkung. Wir wollen diesen Unterschied im Fall p = 1 noch einmal
etwas anders interpretieren: Sei p ein komplexes Borel-Mafl, sodafl also u =
P|du] eine harmonische Funktion ist und zu h' gehort. Ist die Funktion u sogar
analytisch, d.h. gehort sie zu H', so gilt u, — u* beziiglich |.||; und daher
ist nach Satz 1.4.1, (ii), u = P[u*]. wegen der Eindeutigkeit des Mafles in der
Poissonschen Integraldarstellung folgt du = u* dA. Also ist u absolut stetig.
Nach Bemerkung 1.1.5, (iv), bedeutet die Forderung der Analytizitit von wu
nichts anderes als fT ¢"du(¢)=0firn=1,2,3,....

Wir haben eben die Aussage eines Satzes von F. und M.Riesz hergeleitet: Ist
1 eine komplexes Borel-Mafl auf T und verschwinden die Momente fT ¢"du(¢) =
0 fir n=1,2,3,..., so ist u absolut stetig.

Mit Hilfe der Ungleichung Lemma 2.2.2 erhalten wir als weitere Folgerung
Satz 2.2.5

2.2.10 Korollar. Fiir jedes p € (0,00] gilt H? C NT.

Wir wollen noch die inner-outer Faktorisierung von H? Funktionen bestim-
men. Dazu definieren wir:

2.2.11 Definition. Eine Funktion f heift outer fiir HP, wenn sie die Gestalt

C+z
C—=z

¢(C) dA(C)

) =a et

hat, mit einer Konstanten o € C, || = 1, und einer Funktion ¢ die ¢ € L!(T)
und e? € LP(T) erfiillt.

2.2.12 Proposition. Sei f analytisch in D und sei p € (0,00]. Dann gehdort
f zu HP genau dann, wenn sich f faktorisieren ldisst als f = BSF mit einem

Blaschke Produkt B, einer singular inner function S und einer Funktion F outer
fur HP.
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Beweis. Seip € (0,00) und F outer fiir H?. Dann gilt
log ()] = Plol(=) = [ 6(0) (P(=.C) dA(O)
T

Wir erhalten mit der Jensenschen Ungleichung angewandt auf die konvexe Funk-
tion eP*

|F(2)|P = ePlog [F(2)] < /epaﬁ(C) (p(ao d)\(C)) — P[(e¢)p](z). (2.6)
T

Da (e?)? € L}(T) ist, folgt P[(e?)P] € hl. Insbesondere ist supg<,q [|[F(2)], <
0o, d.h. F € HP.
Sei F outer fiir H*, dann ist e € L> und daher ¢ < M fiir ein gewisses
M < co. Es folgt
log |F(z)| = Pl¢](z) < M, z €D,

also F'€ H*.

Da eine beschriinkte Funktion zu jedem Raum HP, p € (0, 00|, gehort, haben
wir gezeigt das eine Funktion der Gestalt BSF wobei B ein Blaschke Produkt,
S singular inner und F outer fiir H? ist, zu HP gehort.

Umgekehrt sei f € HP. Dann ist f € NT und lisst sich daher faktorisieren
als f = BSF. Dabei ist F' die von ¢ = log |f*| erzeugte outer (fiir N') Funktion.
Also gilt e? = |f*| € LP(T) und wir sehen das F sogar outer fiir HP ist.

0

Kombiniert man Proposition 2.1.15 und Proposition 2.2.12, so erhélt man
die folgende Aussage:

2.2.13 Korollar. Sei f € NT. Dann ist f € HP genau dann, wenn f* € LP(T).

Wie uns Beispiel 2.1.13 zeigt ist die Voraussetzung f € N* in diesem Ko-
rollar wesentlich.

2.3 HP? als linearer Raum

2.3.1 Satz. Seip € (0,00]. Dann ist HP mit der Norm ||.||,, bzw. der Metrik
dgr im Fall p < 1, vollstindig. Es gult

CE"" =H7, pe0,00), TR =acH>,

wobei A die Menge aller auf D stetigen und in D analytischen Funktionen be-
zeichnet.

Beweis. Im ersten Schritt bemerken wir das fiir eine Folge f, € H?, n € N,
Konvergenz in der Norm ||. ||, lokal gleichmé#Bige Konvergenz in D impliziert. Fur
p = oo ist dies trivial. Fiir p € (0, 00) ist dies eine Folgerung aus der Ungleichung

1 1
()| < 25| fllp———, f € HP, 2 € D,
Y-z
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welche wir nun beweisen: Fiir f € HP betrachte die inner-outer Faktorisierung
f = BSF. Nun gilt, da F outer fiir H? ist, die Beziehung (2.6), und wir erhalten
mit der Abschétzung (1.5) des Poissonkernes

P p *|p 1+ |z] *|p
FEP SIFEP < [Peolrra < 775 [1rras
T T
2
§1_7|Z|||f*”p’ z€D.

Sei nun (f,)nen, fn € HP, eine Cauchy-Folge. Dann ist nach der obigen Unglei-
chung (f,)nen auch eine lokal gleichméBige Cauchy-Folge. Also existiert eine in
D analytische Funktion f sodafl lim,_,~ fn, = f lokal gleichmé&Big. W&hle, zu
gegebenen € > 0 ein N € N sodaB || f, — fmllp < €, n,m > N. Dann gilt fur
jedes m > N und r € [0,1)

Ifr = fmrllp = nh—%o | frur — fm,r”p <limsup sup |/(fn— fm)r”p <e.

n—oo rel0,1)

=an_f7an

Also haben wir || f;||, < || fw,rlp+I1fr = fn,rllp, bzw. noch mit einem Exponenten
p falls p < 1, und schlielen das f € HP. Bildet man in der letzten Ungleichung
das Supremum iiber r € [0, 1), so folgt lim,,_, fn = f beziiglich ||.||,. Wir sehen
das HP? vollstandig ist.

Wir kommen zum Beweis des zweiten Teils des Satzes. Bemerke zuerst das
C[z] € A C HP. Die singular inner Funktion S aus Beispiel 2.1.13 gehort zu
H*® aber nicht zu A, also ist A C H™.

Sei nun entweder f € HP mit p € (0,00) oder f € A. Dann gilt lim, ~ ||f, —
f*|lp = 0. Im Fall p € (0,00) wegen Satz 2.2.5, fiir p = co wegen Korollar 2.2.7
gemeinsam mit Satz 1.4.1, (v).

Betrachte die Taylorreihe > >~ ja,z™ von f um 0. Dann ist diese (minde-
stens) in ganz D lokal gleichmiilig konvergent, und zwar gegen f. Sei ¢ > 0
gegeben, dann kénnen wir r € [0,1) so wihlen daB || f, — f*||, < e. Wihle
N € N soda$§ ||(2:fj:0 an2™)r — frllp < €. Setze q(z) = Zﬁ;o(anrn)z", dann ist
q als Polynom auch in HP und es gilt

N
la—fllo = lla" = £l = 1Y anz"), — 7], < 2e.
n=0

bzw. < 27 e falls p < 1. Wir haben also in den behaupteten Gleichheiten auch
die Inklusion ‘O’ gezeigt.

g

Wie wir in Korollar 2.2.7 gesehen haben, ist die Abbildung f +— f* eine

Isometrie von HP auf einen Teilraum von LP. In diesem Sinne kénnen wir fiir
jedes p € (0,00] also HP auffassen als Teilraum von LP. Wegen der obigen
Aussage ist HP sogar ein abgeschlossener Teilraum von LP.
2.3.2 Bemerkung. Sei f analytisch in D und schreibe f(z) =Y 07 anz™. Setzt
man formal z = e, so erhiilt man ‘f(e*) = Y77 a,e™’, die Fourierreihe von
f(e'). Diese heuristische Vorgangsweise legt es also nahe, daf§ die Potenzreihen-
koeffizienten gerade die Fourierkoeffizienten der Randfunktion sind. Wir wollen
im folgenden diesen Themenkreis etwas néher studieren.
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2.3.3 Proposition. Sei p € [1,00]. Dann gilt

HP ={felL?: (®f), =0 firallen <0},
wobei wir in dieser Beziehung wieder HP vermdge f — f* als Teilraum von LP
auffassen. Ist f € HP, so gilt

o0

f(z)= Z(q)f*)nz", zeD.

n=0

Beweis. Sei f € H' und schreibe f(z) = > o7 a,z". Weiters sei r € (0,1).
Dann gilt nach der Cauchyschen Integralformel

" f(ret) dt:{an ;=0

2 J_, rheint 0 ,n<0

Fiir n > 0 erhalten wir |r"a,, — ®(f*)n| < ||fr — f*||1. LaBt man r gegen 1
streben, so folgt a,, = ®(f*). Genauso erhiilt man ®(f*),, = 0 fiir n < 0.

Sei nun g € LP(T) gegeben sodafl ®(g), = 0, n < 0, und setze f := P[g].
Nach Satz 1.4.1 ist f € h?, nach Bemerkung 1.1.5, (iv), ist f analytisch in D.
Also ist f € HP. Nach dem Satz von Fatou gilt f* = g.

U

2.3.4 Bemerkung. Wir wollen zwei Folgerungen explizit erwéhnen.

(i) Es gilt H? = ¢(>(NU{0}) wobei die Isomorphie vermittelt wird durch die
Bezichung > ja,z" — (an)nenugoy- Anders ausgedriickt: Der Raum
H? besteht aus genau jenen analytischen Funktionen deren Potenzreihen-
koeffizienten quadratisch summierbar sind. Beachte hier das jede Potenz-
reihe mit quadratisch summierbaren Koeffizienten Konvergenzradius min-
destens 1 hat. Weiters gilt in diesem Fall

oo
sup ||Za r"ethQ Z|an|2.
n=0

€[0,1)

(43) Ist f(2) = > _ro o an2z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius mindestens
1 und gilt sup,.¢o.1) | fr[l1 < o0, so folgt lim;, 00 ar, = 0.

Tatséchlich erfiillen die Potenzreihenkoeffizienten einer H'-Funktion eine
viel stérkere asymptotische Eigenschaft:

2.3.5 Proposition (Hardy). Sei f € H', f(z) = Y." ,a,2z™. Dann gilt

— |an]

d = <allfls
n

n=0

Beweis. Sei zunichst a, > 0. Dann gilt fiir » € (0,1)

Im f(re® Z apr™ sinnd
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Es ist

1 . 1
%/(ﬂ—ﬂ)smnOdﬁ—ﬁ,

also folgt

27 27
— 1 1 . 1 ,
> o =g [ oymsaetian <3 [ ifrenias < il
n= 0 0

Fiir r — 1 folgt die Behauptung.
Sei nun f € H' beliebig, f(z) = > -° a,2z". Bezeichne mit B das Blaschke
Produkt zu den Nullstellen von f und zerlege f als g - h mit

() e ()

= ibnz", h(z) = i ez,
n=0 n=0

so haben wir also a,, = ZZ:O brcn_k. Definiere Funktionen G und H durch

2) =) lbalz", H(z) =) leale”,
n=0 n=0

dann gilt F(2) := G(2)H(z) = Y~y anz" wobei an, = > p_o k| [cn—k| > |an].

Nun ist f € H!, also sind ¢ und h € H?2. Das bedeutet gerade das
o o 1bnl? >0y len]? < oco. Damit gehéren auch G und H zu H?, und da-
her F' zu H'. Nun folgern wir:

Schreibt man

0o 0o 1
Z *Ianl < Z —an < 7| Flly < @l|Gll2ll H |2 = wllgll2liAll2 = Al
n= 1 n=1

Dabei gilt die zweite Ungleichung wegen dem ersten Teil des Beweises ange-
wandt auf F, die dritte Ungleichung wegen der Schwarzschen Ungleichung im
L?, das erste Gleichheitszeichen aufgrund der Isometrie von H? mit ¢2(NU{0}),
und schliesslich das zweite Gleichheitszeichen da |B*| = 1.

g

2.4 Der Multiplikationsoperator im H?

2.4.1 Bemerkung. Sei p € (0,00] und sei ¢ inner. Dann ist die Abbildung
Sy f(2) = p(2)f(2) eine Isometrie von H? auf einen Teilraum von H?. Man
bezeichnet diese Isometrie auch als Multiplikationsoperator mit ¢. Bemerke das
stets S, 0.5y = Sy 0 S,.

Wir wollen uns mit dem folgenden speziellen Multiplikationsoperator
beschéftigen: Der Multiplikationsoperator mit z am H? ist gegeben als

) H? — H?
s { f2) = 2f(2)
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Nun ist H? isometrisch isomorph zu 2(NU {0}) via der Abbildung

oo
Z anz" (an)neNU{O} .

n=0

Bei diesem Isomorphismus geht der Multiplikationsoperator mit z iiber in den
Shift-Operator am ¢2(N U {0}). Dieser ist definiert als

(ao,al,ag,...) — (0,0,0,0,1,...),

und ist eine Isometrie von ¢(N U {0}) in sich. Um den Shift-Operator zu stu-
dieren kann man also auch dquivalent den Multiplikationsoperator mit z am H?
untersuchen.

Ein Teilraum Y von H? heiit invarianter Teilraum von S, wenn er abge-
schlossen ist und wenn S(Y) C Y.

2.4.2 Satz (Beurling). Sei S der Multiplikationsoperator mit z am H?. Ein
Teilraum Y ist ein invarianter Teilraum von S genau dann wenn er von der
Gestalt Y = pH? ist, wobei o einen inner Funktion ist.

Es ist o1 H? = o H? genau dann, wenn sich oy und oy nur um eine multi-
plikative Konstante unterscheiden.

Beweis. Sei ¢ inner und betrachte Y := @H?. Da S, eine Isometrie ist, ist
©H? = ran S, abgeschlossen. Weiters gilt

S(Y) = (S0 5,)(H?) = (S, 0 )(H?) C S,(H?) =Y .

Ist ¢ inner und « € C mit |a| = 1, dann gilt klarerweise 9 H? = () H?. Seien
umgekehrt ¢, o inner und gelte p H? = @y H?. Dann existiert f € H? mit
p1=p1- 1= f,dh (p2) "1 = f € H> C NT. Wegen [((p2) '¢1)*| = 1
f.ii. folgt mit Korollar 2.1.19 das (p2) 1y inner ist. Vertauscht man in dieser
Argumentation die Rollen von ¢; und s, so folgt das auch (¢1)~ ‘o inner ist
und daher das sich ¢ und @5 nur um eine multiplikative Konstante unterschei-
den koénnen.

Sei Y # 0 ein invarianter Teilraum. Bezeichne k die kleinste Zahl, so da YV’
ein Element f der Gestalt

f(z)= Z cn 2"
n=k

enthilt. Dann ist f ¢ zY, d.h. 2Y ist ein echter abgeschlossener Teilraum von
Y. Daher gibt es ein Element ¢ € Y, ||¢]l2 = 1, sodal ¢ L zY. Speziell gilt
plz"p,n=12 ... dh.

1 [ it int 7 ity

—in i 1 f ) —in
=5 (™) - e M p(eit) dt = o / lp(e)Pe~ ™t dt, n=1,2,....

Durch konjugieren sieht man, daf diese Beziehung auch fiir n = —1, —2,. .. gilt.
Nun ist |¢(e?)|? € L' und nach dem eben gezeigten gilt (®¢),, = 0, n € Z\ {0}.
Wegen der Injektivitit von ® folgt daraus das |p(e'?)|?> = 1 f.ii. Wegen ¢ €
H? C N7 erhalten wir aus Korollar 2.1.19 das ¢ inner ist.

Der Teilraum Y ist invariant unter S und abgeschlossen. Weiters enthélt er
. Da die Polynome dicht in H? sind, erhalten wir pH? C Y.
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Angenommen h € Y und h L ¢H?, dann ist auch h L 2"p, n =0,1,2,...,
d.h.

™

1

27
Es ist 2"h € 2Y fir n = 1,2,3,.... Nach der Wahl von ¢ gilt also z"h L ¢,
n=12,..., dh

h(eit) . e_intht =0, n=0,1,2,....

T

1
2

—T

e h(e) - p(eit)dt =0, n=1,2,....

Die Funktion hp gehért zu L'(T) und wie wir gerade gesehen haben ist
®(hip) = 0. Also folgt hig = 0. Da ¢ inner ist erhalten wir h = 0.

U
2.4.3 Korollar. Sei f € H? und f = BSF die inner-outer Faktorisierung.
Dann gilt
cls{z"f: n:071,2,...} = (BS)H?.
Beweis. Der Raum Y := cls {z”f :n=0,1,2,.. } ist ein invarianter Teil-

raum. Also gilt Y = @H? mit einer gewissen inner Funktion ¢. Wegen f € Y
existiert eine Funktion h € H? mit f = @h. Sei h = B1S1H die inner-outer
Faktorisierung von h. Da ¢ inner ist, ist |h*| = |f*| und daher H = oF mit
einer Konstanten a € C, || = 1. Nun folgt aus BSF = f = oh = ¢B1S1H
das BS = ¢ -aBiS; € pH? und damit (BS)H? C ¢H? = Y. Wegen
f = BSF € (BS)H? folgt auch die umgekehrte Inklusion.

0

Bemerke das der Raum cls{z"f : n = 0,1,2,...} der kleinste invariante
Teilraum ist der f enthélt.

2.4.4 Bemerkung. Wir betrachten auf der Menge aller inner Funktionen die
Teilbarkeitsrelation

oty = p 4 inner.

Es gilt genau dann sowohl ¢| als auch 1|p, wenn sich ¢ und % nur einen kon-
stanten Faktor unterscheiden. Weiters gilt, wie wir im ersten Teil des Beweises
von Satz 2.4.2 gesehen haben,

ol < YH? C pH?.

Identifiziert man inner Funktionen die sich nur um eine multiplikative Konstan-
te unterscheiden, so erhélt man also eine ordnungsumkehrende Bijektion von
der Menge aller (Aquivalenzklassen) von inner Funktionen und der Menge al-
ler invarianten Teilrdume des Multiplikationsoperators. Insbesondere schliefen
wir: Die Menge der inner Funktionen bildet mit der Teilbarkeitsrelation einen
vollstédndigen Verband. Dieser besitzt ein kleinstes Element, ndmlich die Funk-
tion konstant 1.
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Kapitel 3

HP als Banachraum

3.1 Die Hilberttransformation

Ist w eine reelle harmonische Funktion, so gibt es eine harmonische Funktion v
sodass u + iv analytisch ist. Die Funktion v heifit die zu u konjugierte harmoni-
sche Funktion; sie ist bis auf eine additive reelle Konstante eindeutig bestimmt.
Verlangt man das v(0) = 0 ist, und wir werden dies stets tun, so ist v also eindeu-
tig. Es entsteht die Frage: Folgt aus sup ||u,||, < oo dass auch sup ||v,||, < co
2 Aquivalent ausgedriickt: Gilt fiir eine in I analytische Funktion, dass aus
Re f € h? bereits f € HP folgt 7

3.1.1 Satz. Es gibt Konstanten Ap, B,,v > 0, sodass die folgenden Aussagen
(1)—(4i7) gelten. Dabei sei u eine reelle harmonische Funktion und f = u + v
ihre analytische Vervollstindigung (mit v(0) = 0).

(1) (M.Riesz) Seil < p < oo, dann ist

1frllp < Apllurllp, 0<r<1.

(#) (Kolmogorov) Sei 0 < p < 1, dann ist

rllp = >
Hf”p p”uT”h 0 r<l.

(ti1) (Zygmund) Es ist
2
10 < 57 [ fur(@llog (e dt 47, 0 <7 <1.
0
Ist f € H' und gilt inf,cp Re f(2) > —o0, so ist

2
sup /|ur(eit)\ log™ |u,(e)] dt < 0.
O§r<10

Beweis. Der Satz ist eigentlich eine Aussage iiber die in D) stetigen Funktionen
fr und u,.. Sei also im folgenden (mit Ausnahme des letzten Beweisschrittes) f
stetig in D, analytisch in D, und v = Re f.

53
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Fall 1 < p < 2: Zuerst eine elementare Abschétzung. Setze

1
§=—"" a=

—_ P
s B=aP(l+a).

Dann gilt, fiir [p] < 7,
1 < B(cos )P — acospy.
Denn: Fiir § < [p| < 7 gilt
B(cos)? — acospp > —acospy > —acospd = acosd =1,
und fiir |p| < ¢ gilt

B(cosp)P — acospp > Blcosd)P —a=1.

Betrachte nun den Fall, dass u(z) > 0, z € D. Ist u(zg) = 0 fiir ein 2o € D, so
muss « = 0 sein, und die gewiinschte Beziehung ist daher trivialerweise erfiillt.
Sei also u(z) > 0, z € D. Schreibe f in Polarkoordinaten, f(z) = |f(z)|e**(*)
mit |p(z)| < §. Dann ist u(z) = | f(2)| cos ¢(z), und daher

IIfII”*/If it \"dA<5/ &) pdka/u )P cos(pip(c™)) di =

=Re f7(eit)

=Bllully — aRe(f£(0)") < Bljull}-
——

=u(0)?>0

Sei schliesslich u beliebig. Es gilt u(z) = P[u(e?)](z), also kann man u zerlegen
als u = uy —u_ mit

uy (2) = Plmax{u(e),0})(2), u_(2) = P[max{—u(e®),0}](2).
Es ist |u(e”)| = uy(e) 4+ uce”) und daher
1l < 1o+ 1F=lp < 85 (e llp + lu—llp) < 28 ul,

d.h. die Behauptung gilt mit der Konstanten A, := 23 5.

Fall 2 < p < co: Wir fassen L als (L?)* auf mit %4—% =1,dannist 1 < g < 2.
Sei g € LY, |lg]lq < 1. Dann gilt

’/f “)g(e’) d@‘ - ’/ /: ZtJr_T:Gle (") d)\(t))g(em) d/\(ﬁ)’ =
=1/ / / ¢ :Z+:§ Z () dA(0) ) - ule™) dA(t)| <

e fpet
= H / e p— A W(@)qu\UIlp < Aglgllgllull, = Agllully -
T
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Fall 2 < p < co: Wir betrachten wieder zuerst Funktionen u mit u(z) > 0 in
D, und schreiben f(2) = |f(2)[e***)), u(z) = |f(2) cosp(z) mit ¢ < |Z|. Dann
gilt, wegen 0 < cos & < cos(py(z)),

1 1 1 P
Jirars e [ costoe) dr = e Relr (7] = e ([ uan)”,
COs =5~ N———— COS 57 N — COS 5~
T T —Re(s7) —u(0)r T
d.h.
1y < ——=lul
L cosp% t

Ist u beliebig, zerlege wieder u = uy —u_.
Fall p = 1: Wir betrachten zuerst Funktionen u mit u(z) > e, z € D. Man
berechnet
bl _ 2
)

7 A(ulogu) = "

und es folgt dass A|f| < A(ulogu). Die zweite Green’sche Identitéit angewendet
mit einer Funktion ¢ und einer konstanten Funktion gibt

Alfl =

2m
/ A(pdxdy:r/a—@dﬁ.
or
|z|<r 0

Mit obiger Ungleichung folgt daher

27 27
d 0 d 0 0
- < =
dr/()|f(re )| do < dT/u(re )log u(re*”) do,
0

und Integration nach r liefert

2m 2
/ |£(e9)] do — 27| £(0)] < /u(ew) log u(e®) df — 2mu(0) log u(0) .
0 0

Nun ist f(0) = «(0) und logu(0) > 1. Also folgt

27
1 , ,
11 < 5 [ lue)1og” [u(e)] ds.
0

Sei nun u beliebig. Wir zerlegen T als disjunkte Vereinigung T := E; UE_U Ejy
mit

Eip={z€T:u(z)>e}, E_:={z€T: u(z) <—e},
Ey:={z€T: —e<u(z) <e}.
Entsprechend zerlegt sich u als u = vy — u_ + ug mit

we(2) = Plu-15,)(2), u_(2) = Pl-u-15_](2), uo(z) = Plu- 15,](2),
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sowie auch f als f = fi — f_ + fo. Nach dem bereits bewiesenen gilt

27

1 . .
1740 < 5 [ T tog s ()] 0,
0

27
1 ) )
-1 < 57l ) 1og* fu ()] do.
T
0
Weiters ist, nachdem bereits bewiesenen Fall ‘p = 2,

[follx < [l foll2 < Asfluoll2 < Az -e.
Nun ist suppu(e?) = E4, und u4 (2) = +u(z), z € suppu. Also folgt
[t () log™ Juy (") +]u—(e") [ log™ |u—(e")] = |u(e”)[log™ |u(e”)|(1e, +1p_)

Wir erhalten

2
1 ) )
Il < Il + =1+ ol < g/lw(ew)llog+ [u ()] dO+
0

2 27
1 . ) 1 . .
el / ()] Tog ™ [u ()] B+ Ag-e < o / (¢ Tog™ [u(¢i®)| 6+ Ag-e..
s s
0 0

Fall p = 1; Zusatz: Sei eine beliebige Funktion f € H! gegeben (nicht mehr
notwendig stetig am Rand). Betrachte zuerst den Fall, dass u(z) > 1, z € D.
Schreibe wieder f(z) = |f(2)[e®®), mit |p(z)| < Z. Fiir jedes r € (0,1) gilt

27 27
27 (0)log £(0) = [ Re( log £,)d0 = [ (If:|cos prlog| £ a8, |sinior-p, ) 8
0 0

Es folgt
27

27 2
/url()gurdeg/|f|COS<PT'1Og‘fT|d9:/‘Prlfr|Sin@rd9+27rf(0)logf(0) <
0 0 0

2
< g/lfr\d9+2wf(0)logf(0> < [/l +27f(0)log f(0) .
0

Sei nun nur vorausgesetzt dass C := inf,ep u(z) > —oo. Zerlege T als disjunkte
Vereinigung T = E', U E{, mit

B ={z€T:u(z) 21}, Ej:={zeT:u(z)<1}.
Dann gilt

2 2

27
/|u|1og+ |u\d9=/|u~1E/+\log+ |u.1E,+\d9+/|u-nE6|1og+ -1y | 6.
0 0 0
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Nun ist (mit ¢’ := max{|C|,1})
2
‘/|u Ay |log™ |u- ]lE6|d9‘ < C'log® ',
0
und, nachdem bereits gezeigten,
2
| [ a1 o8 fu- L | d6] < [Pl L] 1+ 27£(0) o £(0) <
0

< f Nl + 1P Ly ]2 427 £(0) log f(0) -
~—_————

<c’

U

3.1.2 Bemerkung. Eine entsprechende Aussage fiir p = oo wiire falsch. Betrachte
zum Beispiel eine analytische Abbildung des Einheitskreises auf einen vertikalen

Streifen.
Betrachte die Abbildung

L' - H(D)
v u o = 7 itz u(et) dt
2m et —z

Dann konnte Satz 3.1.1 auch wie folgt formuliert werden:

(i) Fiir jedes p € (1,00) induziert ¥ einen beschriinkten linearen Operator
von LP nach HP.

(#4) Fiir jedes p € (0,1) induziert ¥ einen beschrinkten linearen Operator von
L' nach HP.

(75i) Es gilt

2m
{uelL": /\u|10gJr luldf < oo} C U (H'),
0

2
{ueL": in%u(z) > —oo U~ (H") C {ueL': /|u|10g+ luldf < oo} .
ze
0

Insbesondere sehen wir, dass fiir jedes u € h! die konjugierte Funktion v fast
iiberall nichttangentiale Randwerte besitzt, und dass dabei v* € LP, p € (0,1),

gilt.
3.1.3 Definition. Die Abbildung

g AL Men?
u* = v*

heifit die Hilbert-Transformation.
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Eine weitere Folgerung:
3.1.4 Korollar. Seil < p < co. Dann gilt
LP={feLl: (®f)(n)=0,n<0}+{f €LP: (®f)(n) =0,n>0} =
= HPH{f € L : (f)(n) =0,n >0}.
Insbesondere hat H? in LP ein abgeschlossenes Komplement.

Beweis. Es gilt

et 1 let+z
eit —z 2 et — 5
also induziert die Abbildung
L' — H(D)
O: 1 2m et it
u 5 [ SF=u(e)dt
0

einen stetigen linearen Operator von LP in HP. Nun ist © gerade falten mit dem
Cauchy-Kern:

] 1 2m i(t—0) )
(Ou)(re'?) / ;FT u(e™)dt.
o & T

~on
=C,(t—0)
Dieser hat die Fourierkoeflizienten
r’ n>0
®C,)(n) = ’ -
(2C,)(n) {O R

also ist
(®0f)(n) = {gbf)(n): Z i 8

Ist f € LP gegeben, so zerlegt sich f als

F=0f+(f-0f) e {f € LP: (@f)(n) = 0,n < O}+{f € L : (Bf)(n) =0,n > 0}.

Da die Fouriertransformation LP — Cy(Z) stetig und injektiv ist, sind die
beiden Raume auf der rechten Seite abgeschlossen und haben nur trivialen
Schnitt.

U

3.2 H? als Dualraum

3.2.1 Satz. Seip € [1,00], und q der zu p konjugierte Index (1% + % =1).
(i) Firl<p<ooist(HP) = L1/H1.

(17) Sei 1l < p < oo. Fiir jedes Funktional ¢ € (HP)' existiert eine eindeutige
Funktion g € HY, sodass

2m
o) =5 [ 1) gl ao. fe .
0
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(t43) Firl<p<ooist H? = (L1/H?)".

(iv) Bezeichne mit Ao die Algebra Ag := clscry{p € C[z] : p(0) = 0} € C(T).
Dann ist H' = (C(T)/Ao)’.

Beweis. Sei 1 < p < oo, dann ist (LP) = L7 und es gilt (HP)" = L9/(HP)*.
Um (HP)* zu bestimmen, bemerke einerseits dass

2zHY = clspe{z" : n >0} C (HP)*.

Andererseits, gilt fiir jedes g € L? mit g L HP insbesondere fT g({)¢™d¢ =0,
n > 0, und daher g € H? mit g(0) = 0. Daraus folgt aber g € zHY, und wir
sehen, dass
(HP)*: = zH1.
Da multiplizieren mit z ein Isomorphismus am L4 ist, ist L?/(HP)t = L9/HY.
Sei nun 1 < p < oo. Ist ¢ € (HP)' gegeben, wihle go € L? mit ¢f =
Jr F(©)g0(¢) d¢. Wegen

LY =2HI4{g € L?: (®g)(n) =0,n > 0}

gibt es eine Funktion g mit (®g1)(n) = 0, n > 0, und ¢f = [ f({)g1(¢) dC.
Schliesslich bemerke dass g := g7 € HY. Fiir die Eindeutigkeit, beachte dass

(®2%)(n) = i -

Daher sind die Fourierkoeffizienten (®g)(n), n > 0, als ¢(z") festgelegt.
Mit der gleichen iiberlegung wie oben erhélt man auch

(L9/H?) = (H9)* =~ H?.

Wir kommen zum Fall ‘p = 1’. Wieder ist (C(T)/A4o)" = Ag, und wir miissen
diesen Annihilator bestimmen. Klarerweise gehort jedes Mass f dA mit f € H*
zu Ay . Ist umgekehrt [, p(¢) dp(¢) fiir alle p € Ay, so folgt mit dem Satz von
Riesz dass p absolut stetig ist und Z—‘; € H'. Wir sehen, dass Ag = H' wobei
der Isomorphismus ‘f + fd\’ ist.

g

Bemerke, dass in (i¢) die Normen ||¢|| und ||g|| nicht notwendig iibereinstimmen
miissen.

Wir wissen nun, dass H? fiir jedes p € [1,00) der Dualraum eines Banach-
raumes ist. Denkt man an den Satz von Krein-Milman ist es interessant die
Extremalpunkte der Einheitskugel des H? zu bestimmen.

3.2.2 Satz. Sei f € HP. Dann ist f ein Extremalpunkt der Einheitskugel, genau
dann

(1) (Fall1l <p < oo) wenn | f]| = 1.
(13) (Fall p=o00) wenn |f(z)] <1 und

27

/ log(1 — | f(e) )dt = —oo.

0
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(#9t) (Fall p =1, Rudin-de Leeuw) wenn ||f|| = 1 und f ist outer function.

Beweis. Sei p € (1,00). Dann ist jede Funktion f € LP mit [[f|| = 1 ein
Extremalpunkt der Einheitskugel im LP. Insbesondere ist daher jedes f € HP
mit || f]] = 1 Extremalpunkt der Einheitskugel im H?.

Betrachte nun den Fall ‘p = 00’. Sei f mit ||f||cc = 1 gegeben. Ist log(1 —
|f(e9)]) € LY, setze

)= o (5= [ S g1 - (e ).

Dann gilt |g(2)| < 1 fiir alle z, und

g€ =1—|f(e?)] tii..

Also ist || f + glloos | f — 9lloo < 1, und f ist kein Extremalpunkt.

Umgekehrt, sei log(1 — |f(e?)]) ¢ L', und sei angenommen dass f kein
Extremalpunkt ist. Dann existiert g € H*™ mit ||f + glco, ||/ — 9llec < 1. Es
folgt

2> |f(2) + 9(2)] + 1f(2) — 9(2)]* = 21 £ (2)]” + lg(2)]*) ,
also [g(2)|?> <1 —|f(2)|> € 2(1 — |f(2)|). Diese Beziehung gilt insbesondere fiir
z =€ also folgt

2/log g dt < 27log 2 + /log(l C (M) dt = —o0,

—T —T

und es muss g = 0 sein.

Schliesslich kommen wir zum Fall ‘p = 1. Sei f ist outer und ||| = 1.
Angenommen fiir eine Funktion g € H! sodass ||f +gl1 = [|[f —gl1 = 1.
Der Quotient h = % existiert f.ii., denn die Nullstellen von f(e?) sind eine
Nullmenge. Es gilt

0= If +lh 4117 =gl 2= o [ (10 B+ (1= b)) - 2) £ do.

Nach der Dreiecksungleichung ist der Integrand nicht negativ, und es folgt
11+ h(e)| + |1 — h(e?)| = 2.

In der gerade verwendeten Dreiecksungleichung gilt also Gleichheit, und damit
miissen die beiden Zahlen 1+ h(e®) und 1—h(e?) das gleiche Argument haben.
Dies ist nur méglich, wenn —1 < h(e®?) < 1 ist. Es gilt also |g(e®?)| < |f(e'?)],
6 € [0,27), und da f outer ist damit auch |g(z)| < |f(2)|, z € D. Wir sehen,
dass h € H*®. Da h(e™) reell ist, folgt aus der Poissonschen Integraldarstellung
dass h iiberall reell ist. Damit muss h konstant sein. Es folgt

1 1
_ 1=
A el ==

also ist h = 0, und damit auch g = 0. Wir schliessen dass f ein Extremalpunkt
ist.

[T+ h|= If =gl =11 —hl,
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Betrachte umgekehrt eine Funktion f € Hl,' Ifllk = 1, der Gestalt f = IF
mit I inner, I # 1, und F outer. Setze J(z) = ¢'*I(z) und betrachte

9(2) = 1(2)5 (I() + ﬁ) = %emIQ(z)F(z) + %e*mF(z) eH".

Da die Joukowski Abbildung den Einheitskreis auf das Interval [—1, 1] abbildet,
ist

-1<

fle?) =
Das Integral

™

Aa) = / Re (I (c")) - |f(ci")] de

ist eine stetige reelle Funktion von a und ist entweder identisch gleich 0 oder
wechselt das Vorzeichen in o € [0, 27]. Denn ist A(a) > 0, so folgt A(a+ ) <
0. In jedem Fall existiert o € [0,27] sodass A(a) = 0. Da |I(e?)| = 1, ist

Re(e™I(e)) = 3(J(e" + ﬁ), und wir haben

T (et ‘

Es folgt
If+gli=If—glh=IfI=1,

und daher ist f kein Extrempunkt.
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