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Kapitel 1

Harmonische Funktionen

1.0.1 Definition. Sei Ω eine offene Menge in der komplexen Zahlenebene. Eine
Funktion u : Ω → C heißt harmonisch in Ω, falls u(z) in Ω als Funktion der
zwei reellen Variablen x = Re z, y = Im z zwei mal stetig differenzierbar ist und
falls gilt

∆u = 0 .

Dabei bezeichnet ∆ den Laplace Operator

(∆u)(z) := uxx(z) + uyy(z) .

Da der Laplace Operator linear ist, bildet die Menge aller in Ω harmoni-
schen Funktionen einen Vektorraum (über C). Weiters ist mit einer Funktion u
auch die konjugiert komplexe Funktion u, die definiert ist als u(z) := u(z), har-
monisch. Beachte jedoch auch, daß das Produkt von harmonischen Funktionen
nicht notwendig harmonisch ist.

Wir bemerken, daß harmonisch zu sein eine lokale Eigenschaft ist: Hat jeder
Punkt z0 von Ω eine Umgebung U(z0) sodaß u|U(z0) harmonisch in U(z0) ist,
so ist u harmonisch in Ω.

1.0.2 Beispiel. Sei f analytisch in in Ω, d.h. sei f an jeder Stelle z von Ω im
komplexen Sinne differenzierbar. Dann gelten die Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen: Schreibt man f(z) = u(z) + iv(z) mit u = Re f, v = Im f ,
und z = x+ iy mit x = Re z, y = Im z, so gilt

ux = vy, uy = −vx .

Da f beliebig oft (komplex) differenzierbar ist, und damit u und v beliebig oft
nach x und y differenzierbar sind, folgt mit dem Satz von Schwartz über die
gemischten partiellen Ableitungen das

uxx = vyx = vxy = −uyy, vxx = −uyx = uxy = vyy .

Es sind also u = Re f , v = Im f und damit auch f , harmonisch in Ω.

Direkt aus der Definition einer harmonischen Funktion wollen wir das fol-
gende Eindeutigkeitsprinzip herleiten:

1.0.3 Proposition. Sei Ω ⊆ C offen und beschränkt. Weiters sei u eine auf Ω
stetige und in Ω harmonische Funktion. Bezeichne ∂Ω den Rand von Ω, sodaß
also ∂Ω = Ω \ Ω. Dann gilt: Ist u|∂Ω = 0, so folgt u = 0.

1



2 KAPITEL 1. HARMONISCHE FUNKTIONEN

Beweis. Da mit u auch Reu und Imu stetig auf Ω und harmonisch in Ω sind,
genügt es den Fall das u reellwertig ist zu betrachten. Wir nehmen indirekt
an es existierte z0 ∈ Ω mit u(z0) > 0 und führen diese Annahme auf einen
Widerspruch.

Da Ω beschränkt ist, ist Ω kompakt, und daher existiert eine Konstante
M > 0 sodaß

|z − z0|
2 < M, z ∈ Ω .

Wähle δ > 0 sodaß δM < u(z0) und betrachte die Funktion

g(z) := u(z) + δ(|z − z0|
2 −M), z ∈ Ω .

Diese Funktion ist stetig auf Ω, nimmt also an einer Stelle z1 ∈ Ω ein Maximum
an. Wegen g(z) < 0 auf ∂Ω und g(z0) > 0, muß z1 in Ω liegen. Daher folgt
(∆g)(z1) = gxx(z1) + gyy(z1) ≤ 0. Andererseits gilt nach der Definition von g

(∆g)(z) = (∆u)(z) + 4δ = 4δ > 0, z ∈ Ω ,

ein Widerspruch. Wir schliessen das u ≤ 0.
Wendet man das eben bewiesene auf die Funktion −u an, so erhält man das

auch u ≥ 0.

❑

Man kann in dieser Aussage weder die Voraussetzung der Beschränktheit
von Ω noch die der Stetigkeit von u auf Ω weglassen. Das zeigen die Beispiele

Ω := C+ := {z ∈ C : Im z > 0}, u(z) := Im z ,

Ω := D := {z ∈ C : |z| < 1}, u(z) := Re
1 + z

1− z
=

1− |z|2

|1− z|2
.

1.1 Das Poisson Integral

1.1.1 Definition. Der Poisson Kern Pr(t) ist definiert als

Pr(t) :=
∞∑

n=−∞

r|n|eint, 0 ≤ r < 1, t ∈ R .

Diese Reihe ist für jedes r0 ∈ [0, 1) auf der Menge [0, r0] × R gleichmäßig kon-
vergent. Daher ist Pr(t) wohldefiniert und eine stetige Funktion auf [0, 1)× R.

Ist 0 ≤ r < 1, t, θ ∈ R, und setzen wir z = reiθ, ζ = eit, so berechnet man

Pr(θ − t) =
∞∑

n=−∞

r|n|ein(θ−t) = 1 + 2Re
∞∑

n=1

(z

ζ

)n
=

= 1 + 2Re

z
ζ

1− z
ζ

= 2Re
(1

2
+

z

ζ − z

)
= 2Re

1
2ζ −

1
2z

ζ − z
= Re

ζ + z

ζ − z
=

= Re
(ζ + z)(ζ − z)

|ζ − z|2
=

1− |z|2

|ζ − z|2
=

1− |z|2

1− ζz − ζz + |z|2
=

1− r2

1− 2r cos(θ − t) + r2
.

(1.1)
Insbesondere erhält man die Darstellung

Pr(t) =
1− r2

1− 2r cos t+ r2
, 0 ≤ r < 1, t ∈ R (1.2)
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1.1.2 Lemma. Der Poisson Kern hat die Eigenschaften

(i) Für 0 ≤ r < 1 und t ∈ R gilt Pr(t) > 0.

(ii) Für 0 ≤ r < 1 gilt 1
2π

∫ π

−π
Pr(t) dt = 1.

(iii) Für jedes offene Intervall I um 0 gilt

lim
r→1

sup
t∈[−π,π]\I

Pr(t) = 0 .

Es gilt stets Pr(t) = Pr(−t), Pr(t + 2π) = Pr(t), sowie Pr(t) < Pr(t
′) für

0 < t′ < t ≤ π, 0 < r < 1.

Beweis. Die Eigenschaften (i) und (iii) sowie die letzten Beziehungen folgen
unmittelbar aus (1.2). Die Eigenschaft (ii) folgt aus der Definition von Pr(t),
da für jedes r < 1 die Reihe gleichmäßig in t konvergiert und daher gliedweise
integriert werden darf.

❑

1.1.3 Bemerkung. Eine Familie von Funktionen mit den Eigenschaften (i)-(iii)
nennt man auch approximative identity , denn die Maße 1

2πPr(t) dt approximie-
ren die δ-Distribution bei 0. Genauer gesagt gilt limr→1

1
2πPr(t) dt = δ0 wobei δ0

das Punktmaß bei 0 mit Masse 1 bezeichnet und der Grenzwert in der schwach-*
Topologie des Dualraumes von (C([−π, π]), ‖.‖∞) zu verstehen ist.

Zur Wiederholung: Der Darstellungssatz von Riesz besagt das für einen kom-
pakten Hausdorff-RaumX der Dualraum von (C(X), ‖.‖∞) isometrisch isomrph
ist zum Raum der komplexen regulären Borelmaße µ auf X versehen mit der
Norm ‖µ‖ := |µ|(X). Diese Isomorphie wird vermittelt durch die Beziehung

µ 7→ φµ(f) :=

∫

X

f dµ, f ∈ C(X) .

Dabei entsprechen die endlichen positiven Maße genau jenen Funktionalen wel-
che allen nichtnegativen Funktionen nichtnegative Zahlen zuweisen. In den bei
uns auftretenden Fällen, X = T oder ähnliches, ist die Voraussetzung der Re-
gularität an ein Borelmaß automatisch erfüllt.

Um nun die anfangs gemachte Behauptung einzusehen sei f ∈ C([−π, π])
und ǫ > 0 gegeben. Wähle δ > 0 sodaß |f(t) − f(0)| < ǫ für |t| < δ. Wähle
0 ≤ r0 < 1 sodaß

sup
t∈[−π,π]\(−δ,δ)

Pr(t) < ǫ, r0 ≤ r < 1 .

Dann gilt für solche r

∣
∣
1

2π

∫ π

−π

f(t)Pr(t) dt− f(0)
∣
∣ =

∣
∣
1

2π

∫ π

−π

(f(t)− f(0))Pr(t) dt
∣
∣ ≤

≤
1

2π

∫ π

−π

|f(t)− f(0)|Pr(t) dt =
1

2π

∫ δ

−δ

|f(t)− f(0)|
︸ ︷︷ ︸

<ǫ

Pr(t) dt+

+
1

2π

∫

[−π,π]\(−δ,δ)

|f(t)− f(0)|
︸ ︷︷ ︸

≤2‖f‖∞

Pr(t)
︸ ︷︷ ︸

<ǫ

dt ≤ ǫ
1

2π

∫ δ

−δ

Pr(t) dt

︸ ︷︷ ︸

≤1

+2‖f‖∞ǫ .

Es ist also limr→1
1
2π

∫ π

−π
f(t)Pr(t) dt = f(0) =

∫

[−π,π]
f dδ0.
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Wir bezeichnen mit T die Einheitskreislinie T := {z ∈ C : |z| = 1}.

1.1.4 Definition. Sei P (z, ζ) auf D× T definiert als

P (z, ζ) := Re
ζ + z

ζ − z
.

Ist µ ein komplexes (insbesondere also endliches) Borel-Maß auf T, so ist das
Poisson Integral P[dµ] von µ definiert als

P[dµ](z) :=

∫

T

P (z, ζ) dµ(ζ), z ∈ D .

1.1.5 Bemerkung.

(i) Bezeichne hier und im folgenden immer λ das normierte Lebesgue-Maß
auf T. Das ist das derart normierte Lebesgue-Maß auf T welches die Ei-
genschaft

λ({z ∈ T : α ≤ arg z ≤ β}) =
1

2π
(β − α), 0 ≤ β − α ≤ 2π

hat. Begriffe wie L2(T) oder ähnliches beziehen sich, wenn nicht anders
gesagt stets auf dieses Maß.

Ist f ∈ L1(T), so schreiben wir für P[f dλ] auch kürzer P[f ].

(ii) Wie wir in der Rechnung (1.1) gesehen haben, gilt

P (z, ζ) = P|z|(arg z − arg ζ), z ∈ D, ζ ∈ T .

Ist f ∈ C(T), so gilt also

P[f ](reiθ) =

∫

T

P (reiθ, ζ)f(ζ) dλ(ζ) =
1

2π

∫ π

−π

Pr(θ − t)f(eit) dt,

d.h. das Poisson Integral von f ist die bekannte Faltung der Funktionen
f(eit) und Pr(t). Man interpretiert auch im allgemeinen P[dµ] als Faltung
des Poisson Kerns mit dem Borel-Maß µ. Dieses Thema gehört in die
sogenannte Harmonische Analysis und würde hier weit führen. führen.

(iii) Ist µ reell, so ist P[dµ] der Realteil der in D analytischen Funktion
∫

T

ζ + z

ζ − z
dµ, z ∈ D .

Insbesondere ist also P[dµ] harmonisch in D. Da sich jedes komplexe Maß
in Real- und Imaginärteil zerlegen läßt, folgt das stets P[dµ] harmonisch
in D ist. Die Umkehrung gilt nicht; es läßt sich nicht jede in D harmonische
Funktion als Poisson Integral darstellen.

(iv) Wie wir in der Rechnung (1.1) gesehen haben, gilt

P (z, ζ) = 1 + 2Re

∞∑

n=1

(z

ζ

)n
=

∞∑

n=0

(z

ζ

)n
+

∞∑

n=1

(z

ζ

)n

.
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Sei µ ein komplexes Borel-Maß sodaß also u := P[dµ] eine in D harmoni-
sche Funktion ist. Dann gilt für jedes z ∈ D

P[dµ](z) =
∞∑

n=0

∫

T

ζ−n dµ(ζ) zn +
∞∑

n=1

∫

T

ζn dµ(ζ) zn .

Wir bemerken das u genau dann sogar analytisch in D ist, wenn

∫

T

ζn dµ(ζ) = 0, n = 1, 2, 3, . . . .

Die Zahlen

cn :=

∫

T

ζn dµ(ζ), n ∈ Z ,

heißen auch die Momente oder Fourierkoeffizienten des Maßes µ.

Die Frage nach der Darstellbarkeit einer in D harmonischen Funktion als Poisson
Integral eines Maßes oder einer Funktion mit gewissen Eigenschaften spielt eine
wesentliche Rolle in der Theorie der harmonischen Funktionen. Wir werden
diese Frage später ausführlich behandeln, siehe Satz 1.4.1. Bevor wir ein erstes
Ergebnis in dieser Richtung zeigen (Satz 1.1.9), wollen wir uns überlegen das,
falls eine Funktion u eine Darstellung als Poisson Integral hat, das darstellende
Maß jedenfalls eindeutig ist.

1.1.6 Satz (Stieltjessche Umkehrformel). Sei µ ein komplexes Borel-Maß und
setze u := P[dµ]. Weiters seien a, b ∈ R, 0 < b− a < 2π, und γ := {ζ ∈ T : a <
arg ζ < b} der offene Bogen mit Endpunkten α := eia und β := eib. Dann gilt

lim
rր1

1

2π

∫ b

a

u(reiθ) dθ = µ(γ) +
1

2
µ({α}) +

1

2
µ({β}) .

Zum Beweis benötigen wir

1.1.7 Lemma. Betrachte für 0 < r < 1 die Funktion

J(r, t) :=
1

2π

∫ t

0

Pr(θ) dθ, t ∈ R .

Für jedes r ist J(r, t) eine stetige ungerade und monoton wachsende Funktion.
Es gilt J(r, 2π) = 1 sowie J(r, π) = 1

2 . Insbesondere ist J(r, t) für t ∈ [−2π, 2π]
gleichmäßig bezüglich r beschränkt. Weiters gilt

lim
rր1

J(r, t) =
1

2
, 0 < t < 2π .

Beweis. Da Pr(θ) stetig nichtnegativ und gerade ist, folgt die erste Behauptung.
Die Behauptung J(r, 2π) = 1 folgt wegen Lemma 1.1.2, (ii), und der Tatsache
das Pr(θ) 2π-periodisch ist. Nun ist, wieder mit Lemma 1.1.2, (ii),

J(r, π) =
1

2π

∫ π

0

Pr(θ) dθ =
1

2
·
1

2π

∫ π

−π

Pr(θ) dθ =
1

2
.



6 KAPITEL 1. HARMONISCHE FUNKTIONEN

Die Funktionen J(r, t) und

1

π
arccot

(1− r

1 + r
cot

t

2

)

sind auf (0, 2π) stetig differenzierbar und haben die gleiche Ableitung. Weiters
stimmen sie an der Stelle t = π überein. Es folgt das

J(r, t) =
1

π
arccot

(1− r

1 + r
cot

t

2

)
, t ∈ (0, 2π) .

Wir erhalten nun unmittelbar limrր1 J(r, t) =
1
2 , t ∈ (0, 2π).

❑

Beweis. (von Satz 1.1.6) Betrachte die Funktion χ : T → C die definiert ist als

χ(ζ) :=







1 , ζ ∈ γ
1
2 , ζ = α, β

0 , sonst

Nun gilt nach dem Satz von Fubini für jedes r ∈ (0, 1)

∫

[a,b]

u(rξ) dλ(ξ)− µ(γ)−
1

2
µ({α})−

1

2
µ({β}) =

=

∫

[a,b]

∫

T

P (rξ, ζ) dµ(ζ) dλ(ξ)−

∫

T

χ(ζ) dµ(ζ) =

=

∫

T

( ∫

[a,b]

P (rξ, ζ) dλ(ξ)− χ(ζ)
)

dµ(ζ) =

=

∫

T

( 1

2π

∫ b−arg ζ

a−arg ζ

Pr(θ) dθ − χ(ζ)
)

dµ(ζ) =

=

∫

T

(

J(r, b− arg ζ)− J(r, a− arg ζ)− χ(ζ)
)

dµ(ζ)

Nach Lemma 1.1.7 ist der Integrand gleichmäßig bezüglich r beschränkt.
Weiters strebt er punktweise gegen Null für r ր 1: Denn ist ζ ∈ γ, so ist
a − arg ζ < 0, b − arg ζ > 0, also J(r, a − arg ζ) → − 1

2 , J(r, b − arg ζ) → 1
2 ,

χ(ζ) = 1. Die restlichen Fälle behandelt man genauso. Nach dem Satz von der
beschränkten Konvergenz folgt die Behauptung.

❑

1.1.8 Korollar. Seien µ, ν zwei komplexe Borel-Maße und gelte P[dµ] = P[dν].
Dann ist µ = ν.

Beweis. Es genügt zu zeigen dass P[dµ] = 0 impliziert µ = 0. Sei γ ein beliebiger
offener Bogen auf T. Wähle Bögen γn mit γ1 ⊆ γ2 ⊆ . . . und γ =

⋃

n∈N
γn, sodaß
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die für die Endpunkte αn = eian , βn = eibn stets gilt µ({αn}) = µ({βn}) = 0.
Dann gilt

µ(γ) = lim
n→∞

µγn = lim
n→∞

lim
r→1

1

2π

∫ bn

an

P[dµ](reiθ) dθ = 0 .

Da die offenen Bögen die σ-Algebra der Borel-Mengen auf T erzeugen, folgt
µ = 0.

❑

1.1.9 Satz (Poissonsche Integraldarstellung). Ist f ∈ C(T), so ist die Funktion

F (z) :=

{

f(z) , |z| = 1

P[f ](z) , |z| < 1
(1.3)

stetig auf D und harmonisch in D.
Umgekehrt, sei u stetig auf D und harmonisch in D. Dann ist u in D das

Poisson Integral seiner Randwerte:

u(z) = P[u(eit)](z) =

∫

T

(

Re
ζ + z

ζ − z

)

u(ζ) dλ(ζ), z ∈ D .

Beweis. Sei f ∈ C(T), dann gilt

|P[f ](reit)| =
∣
∣
1

2π

∫ π

−π

f(eit)Pr(θ − t) dt
∣
∣ ≤

1

2π

∫ π

−π

|f(eit)|Pr(θ − t) dt ≤

≤ ‖f‖∞
1

2π

∫ π

−π

Pr(θ − t) dt

︸ ︷︷ ︸

=1

= ‖f‖∞ .

D.h. es gilt für f ∈ C(T), wenn F wie in (1.3) definiert wird, stets

sup
z∈D

|F (z)| = sup
ζ∈D

|f(ζ)| . (1.4)

Ist f ein trigonometrisches Polynom, f(eit) =
∑N
n=−N cne

int, so ist wie ei-
ne Rechnung zeigt (Anmerkung: Faltung entspricht Multiplikation der Fourier-
Koeffizienten und der Poisson Kern Pr ist gerade jene Funktion deren Fourier-
Koeffizienten gleich r|n| sind)

P[f ](reiθ) =

N∑

n=−N

cnr
|n|einθ .

Offensichtlich ist in diesem Fall F stetig auf D.
Sei nun f ∈ C(T) beliebig. Nach dem Satz von Stone-Weierstraß gibt es eine

Folge trigonometrischer Polynome fn mit fn → f bezüglich ‖.‖∞. Es folgt mit
(1.4)

lim
n→∞

sup
z∈D

|Fn(z)− F (z)| = 0 ,
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also ist auch F stetig auf D. Das F harmonisch in D ist haben wir schon in
Bemerkung 1.1.5, (iii), gesehen.

Sei umgekehrt u stetig auf D und harmonisch in D. Nach dem bereits
bewiesenen hat auch die Funktion F (z) die durch (1.3) definiert ist ausgehend
von der Funktion f(eit) := u(eit) diese Eigenschaften. Nach dem Eindeutig-
keitsprinzip Proposition 1.0.3 folgt u = F .

❑

1.1.10 Korollar (Poisson-Jensen Formel). Ist u stetig auf D und analytisch in
D, dann gibt es eine reelle Konstante c sodaß

u(z) =
1

2π

π∫

−π

eit + z

eit − z
Reu(eit) dt+ ic, z ∈ D .

Beweis. Die Funktion Reu(z) ist stetig auf D und harmonisch in D. Also gilt
Reu(z) = P[Reu(eit)](z), z ∈ D. Nach Bemerkung 1.1.5, (iii), ist P[Reu(eit)]
der Realteil der in D analytischen Funktion

1

2π

π∫

−π

eit + z

eit − z
Reu(eit) dt .

Nun ist aber eine analytische Funktion durch ihren Realteil bis auf eine
imaginäre Konstante eindeutig bestimmt.

❑

1.1.11 Korollar. Sei u stetig auf D und harmonisch in D. Dann gilt

u(0) =
1

2π

∫ π

−π

u(eit) dt .

Beweis. Es ist u(z) = P[u(eit)](z), z ∈ D. Setze speziell z = 0.

❑

1.1.12 Bemerkung. Die Aussage von Satz 1.1.9 kann interpretiert werden als ein
Existenz- und Eindeutigkeitssatz für das sogenannte Dirichletsche Randwertpro-
blem für den Einheitskreis. Dabei fragt man nach der Lösbarkeit der partiellen
Differentialgleichung

(∆u)(z) = 0, z ∈ D ,

zu vorgegebenen Randwerten u0:

u(eit) = u0(e
it), t ∈ [0, 2π) .

Satz 1.1.9 besagt nun: Zu jeder stetigen Randbedingung existiert genau eine in
D stetige Lösung des Dirichletschen Randwertproblems. Diese ist gegeben durch
das Poisson Integral der Randbedingung.

1.1.13 Bemerkung. Bezeichne mit D(a,R) die Kreisscheibe mit Mittelpunkt a
und Radius R. Aus den obigen Resultaten erhält man mittels Variablentransfor-
mation entsprechende Resultate für Funktionen die harmonisch in einer Kreis-
scheibe D(a,R) sind. Der Poisson Kern für D(a,R) ist gegeben als

R2 − r2

R2 − 2Rr cos(θ − t) + r2
= Re

Reit + reiθ

Reit − reiθ
, 0 ≤ r < R, t, θ ∈ R .
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Ist also u stetig auf D(a,R) und harmonisch in D, so gilt

u(a+reiθ) =
1

2π

π∫

−π

R2 − r2

R2 − 2Rr cos(θ − t) + r2
u(a+Reit) dt, 0 ≤ r < R, θ ∈ [0, 2π) .

Man spricht von der Poissonschen Integraldarstellung für D(a,R).

1.2 Eigenschaften harmonischer Funktionen

1.2.1 Definition. Sei Ω ⊆ C eine offene Menge und u : Ω → C eine steti-
ge Funktion. Wir sagen u hat die Mittelwerteigenschaft , wenn gilt: Für jede
Kreisscheibe D(a,R) mit D(a,R) ⊆ Ω gilt

u(a) =
1

2π

∫ π

−π

u(a+Reit) dt .

1.2.2 Satz (Maximumprinzip). Sei u eine stetige und reellwertige Funktion auf
einem Gebiet Ω ⊆ C (d.h. auf einer offenen und zusammenhängenden Teilmenge
Ω von C) und habe u die Mittelwerteigenschaft. Nimmt u in Ω ein Maximum
an, dann ist u konstant.

Beweis. Sei m := supz∈Ω u(z) und sei E := {z ∈ Ω : u(z) = m}. Ist E = ∅,
so nimmt u in Ω kein Maximum an. Sei also E 6= ∅. Wegen E = u−1([m,∞)),
ist E abgeschlossen. Sei a ∈ E und R > 0 sodaß D(a,R) ⊆ Ω. Angenommen
D(a,R)∩Ec 6= ∅. Dann gibt es eine ganze offene Kreisscheibe die in D(a,R)∩Ec

enthalten ist. Insbesondere existiert eine Kreislinie {z ∈ C : |z − a| = r} mit
0 < r < R von der ein ganzer offener Bogen in Ec liegt. Nun ist wegen der
Mittelwerteigenschaft insbesondere

m = u(a) ≤
1

2π

∫ π

−π

u(a+ reit) dt .

Es folgt
1

2π

∫ π

−π

(
m− u(a+ reit)

)
dt ≤ 0 .

Da der Integrand nichtnegativ ist, folgt das u(a + reit) = m für fast alle
t ∈ (−π, π). Ein Widerspruch, denn es gilt ja auf einem offenen Bogen
u(a+ reit) < m. Wir schließen das D(a,R) ⊆ E. Daher ist E auch offen. Da Ω
zusammenhängend ist folgt E = Ω, d.h. u(z) = m, z ∈ Ω.

❑

1.2.3 Bemerkung. Im Beweis des Maximumprinzips haben wir nur verwendet
das stets u−1([m,∞)) abgeschlossen ist, das für alle hinreichend kleinen r > 0
die Beziehung u(a) ≤ 1

2π

∫ π

−π
u(a+ reit) dt gilt, sowie das u meßbar ist. Die letz-

tere Eigenschaft folgt bereits aus der ersten, denn die Intervalle [m,∞) erzeugen
die σ-Algebra der Borelmengen und diese enthält alle abgeschlossenen Mengen.
Damit ist eine Funktion mit der Eigenschaft das für jedes m ∈ R die Menge
u−1([m,∞)) abgeschlossen ist Borel-meßbar. Funktionen mit der genannten Ei-
genschaft nennt man halbstetig von oben, denn sie werden charakterisiert durch
die Eigenschaft das für jedes x gilt lim supy→x u(y) ≤ u(x), vgl. Lemma 1.5.3.
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Wir geben noch eine etwas andere Formulierung des Maximumprinzips.

1.2.4 Korollar. Sei A ⊆ C offen, ∂A 6= ∅, u : A → R ∪ {−∞} und erfülle u
die in Bemerkung 1.2.3 angegebenen Eigenschaften. Dann gilt: Ist z0 ∈ A sodaß
u(z0) = supz∈A u(z), dann existiert z1 ∈ ∂A mit u(z1) = supz∈A u(z).

Beweis. Angenommen z0 ist ein Punkt in A an dem u ein Maximum m
annimmt. Sei A0 jene Zusammenhangskomponente von A die z0 enthält.
Nach Satz 1.2.2 ist u auf A0 konstant gleich m. Sei z1 ∈ ∂A0, dann gilt
m = lim supz→z1

u(z) ≤ u(z1) ≤ m. Der Rand einer Menge ist leer genau dann
wenn die Menge abgeschlossen ist und für jede offene Menge gilt ∂A =

⋃
∂Ai

wenn Ai die Zusammenhangskomponenten von A bezeichnet. Es folgt das
∂A0 6= ∅ ist.

❑

1.2.5 Korollar. Seien µ, ν reelle Borelmaße auf T sodaß µ − ν ein positives
Maß ist. Ist µ 6= ν, so folgt das für jedes z ∈ D gilt P[dµ] > P[dν].

Beweis. Die Funktion P[d(ν−µ)] ist harmonisch und nichtpositiv. Wäre sie an
einer Stelle z0 ∈ D gleich Null, so wäre sie nach dem Maximumprinzip identisch
Null, und daher µ = ν.

❑

1.2.6 Satz. Sei u eine stetige komplexwertige Funktion auf Ω. Dann ist u har-
monisch in Ω genau dann wenn u die Mittelwerteigenschaft hat.

Beweis. Sei u harmonisch in Ω und D(a,R) ⊆ Ω. Dann ist u|
D(a,R)

stetig auf

D(a,R) und harmonisch in D(a,R). Setzt man r = 0 in Bemerkung 1.1.13, so
folgt

u(a) =
1

2π

∫ π

−π

u(a+Reit) dt .

Also hat u die Mittelwerteigenschaft.
Habe umgekehrt u die Mittelwerteigenschaft. Da mit u auch Reu und Imu

die Mittelwerteigenschaft haben, können wir oBdA u als reellwertig vorausset-
zen.

Sei a ∈ Ω. Wähle R > 0 sodaß D(a,R) ⊆ Ω und sei U(z) jene auf D(a,R)
stetige und in D(a,R) harmonische Funktion mit U(a + Reit) = u(a + reit),
t ∈ [0, 2π). Die Funktion h(z) := U(z) − u(z) ist stetig auf D(a,R) und
nimmt daher ein Maximum m an. Wegen h(z) = 0 auf ∂D(a,R) ist m ≥ 0.
Angenommen m > 0, dann nimmt also die Funktion h|D(a,R) ein Maximum
in D(a,R) an. Da, nach dem ersten Teil dieses Beweises h die Mittelwert-
eigenschaft in D(a,R) hat, folgt aus dem Maximumprinzip, daß h(z) = m,
z ∈ D(a,R). Ein Widerspruch denn h ist stetig auf D(a,R) und verschwin-
det am Rand. Also muß m ≤ 0 sein. Führt man dieselbe Argumentation
mit mit −h anstelle von h durch, so folgt auch m ≥ 0. Insgesamt ist also
u|
D(a,R)

= U und daher u harmonisch in D(a,R). Da harmonisch zu sein eine

lokale Eigenschaft ist und a ∈ Ω beliebig war, folgt das u in Ω harmonisch ist.

❑

1.2.7 Korollar. Sei (un)n∈N eine Folge harmonischer Funktionen auf einem
Gebiet Ω und konvergiere (un)n∈N lokal gleichmäßig gegen eine Funktion u :
Ω → C. Dann ist u harmonisch.
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Beweis. Die Mittelwerteigenschaft bleibt bei lokal gleichmäßigen
Grenzübergängen erhalten.

❑

1.2.8 Bemerkung. Ist speziell f analytisch in Ω, so ist die Mittelwerteigenschaft
ein Spezialfall der Cauchysche Integralformel , denn substituiert man in dieser
z = a+ reit, so folgt dz

dt
= ireit und damit

f(a) =
1

2πi

∮

|ζ−a|=r

f(ζ)

ζ − a
dζ =

1

2π

∫ π

−π

f(reit) dt .

1.2.9 Satz (Harnack). Sei (un)n∈N eine Folge reellwertiger harmonischer Funk-
tionen in einem Gebiet Ω, und gelte u1 ≤ u2 ≤ . . .. Dann existiert der Limes

lim
n→∞

un =: u

lokal gleichmäßig in Ω und es ist entweder u = ∞ oder u eine harmonische
reellwertige Funktion in Ω.

Beweis. Der Poisson Kern für eine Kreisscheibe D(a,R) erfüllt die Abschätzung

R− r

R+ r
≤

R2 − r2

R2 − 2Rr cos θ − t+ r2
≤
R+ r

R− r
. (1.5)

Ist also f eine auf D(a,R) stetige nichtnegative Funktion die in D(a,R) harmo-
nisch ist, so gilt wegen der Poissonschen Integraldarstellung und der Mittelwer-
teigenschaft

R− r

R+ r
f(a) ≤ f(a+ reiθ) ≤

R+ r

R− r
f(a) . (1.6)

Sei nun (un)n∈N wie im Satz gegeben. OBdA sei u1 = 0. Sei u(z) :=
supn∈N un(z), z ∈ Ω, und betrachte die Mengen

A := {z ∈ Ω : u(z) = ∞}, B := {z ∈ Ω : u(z) <∞} .

Wegen (1.6) sind beide Mengen offen. Da Ω zusammenhängend ist, folgt entwe-
der A = ∅, B = Ω oder A = Ω, B = ∅.

Im ersten Fall finden wir wieder wegen (1.6) zu jedem Punkt eine Umgebung
auf der un gleichmäßig gegen ∞ strebt. Betrachte den zweiten Fall. Dann zeigt
(1.6) angewandt auf die Differenzen un − um, n ≥ m, daß jeder Punkt eine
Umgebung besitzt auf der (un)n∈N eine gleichmäßige Cauchy-Folge ist. Da nach
Definition un → u punktweise gilt, folgt das u sogar der lokal gleichmäßige
Grenzwert der un ist. Nach Korollar 1.2.7 ist u harmonisch.

❑

Als nächstes wollen wir bemerken das, in der Situation einer Kreisscheibe
Ω = D(a,R), durch Beispiel 1.0.2 bereits alle in Ω harmonischen Funktionen
beschrieben werden.

1.2.10 Proposition. Sei u harmonisch in der Kreisscheibe Ω = D(a,R). Dann
existieren in Ω analytische Funktionen f, g sodaß

u = Re f + i Im g .
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Beweis. Sei zunächst u reellwertig. Weiters sei 0 < R′ < R. Dann gilt, vgl.
Bemerkung 1.1.5, (iii), sowie Bemerkung 1.1.13,

u(a+ reit) = Re fR′(a+ reit), 0 ≤ r < R′, t ∈ [0, 2π) ,

mit der in D(a,R′) analytischen Funktion

fR′(a+ reiθ) :=
1

2π

∫

−π,π

R′eit + reiθ

R′eit − reiθ
u(a+R′eit) dt .

Es gilt, da u die Mittelwerteigenschaft hat,

fR′(a) =
1

2π

∫ π

−π

u(a+R′eit) dt = u(a) .

Ist nun 0 < R′ < R′′ < R, so sind fR′ und fR′′ |D(a,R′) zwei analytische Funktio-
nen auf D(a,R′) deren Realteile übereinstimmen und welche an der Stelle a den
gleichen Wert annehmen. Daher gilt fR′′ |D(a,R′) = fR′ . Also definiert die Fa-
milie (fR′)0<R′<R eine auf D(a,R) analytische Funktion f . Für diese gilt nach
Konstruktion u = Re f .

Ist nun u nicht notwendigerweise reellwertig, so schreibe u = Reu + i Imu.
Nach dem bereits bewiesenen gibt es auf D(a,R) analytische Funktionen
f, h sodaß Reu = Re f und Imu = Reh. Setzt man g := ih, so folgt die
Behauptung.

❑

1.2.11 Korollar. Sei u harmonisch in Ω. Dann ist u(z) als Funktion der beiden
reellen Veränderlichen x = Re z, y = Im z beliebig oft differenzierbar.

Beweis. Sei a ∈ Ω. Wähle R > 0 so daß D(a,R) ⊆ Ω, dann gibt es f, g
analytisch in D(a,R) mit u|D(a,R) = Re f + i Im g. Insbesondere ist u an der
Stelle a beliebig oft differenzierbar.

❑

1.3 Randwerte von Poisson Integralen

Ist f ∈ C(T) und F = P[f ] so haben wir in Bemerkung 1.1.3 gesehen, daß für
jedes θ ∈ [0, 2π)

lim
r→1

F (reiθ) = f(eiθ) .

Wir wollen nun die Frage nach Existenz und Wert solcher Limiten für allgemeine
Poisson Integrale P[dµ] untersuchen.

Wir betrachten nichttangentiale Grenzwerte an Randpunkten. Bezeichne für
0 < α < 1 mit Ωα das Innere der konvexen Hülle von D(0, α) und 1:
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1

iα

Ωα

Die geometrische Tatsache das der Rand des Gebietes Ωα und die Einheits-
kreislinie einen echt positiven Winkel bilden drückt sich analytisch in folgendem
Sachverhalt aus:

1.3.1 Lemma. Sei 0 < α < 1. Dann gibt es eine Konstante γα > 0 sodaß
∣
∣z − |z|

∣
∣

1− |z|
≤ γα, z ∈ Ωα .

Beweis. Wähle ǫ > 0 sodaß D(0, α) ∩D(1, ǫ) = ∅. Aufgrund der Stetigkeit von

ψ(z) := |z−|z||
|1−|z|| in C\{1}, genügt es zu zeigen das ψ auf D(1, ǫ)∩Ωα beschränkt

ist.
Sei φ0 := sup{arg z : z ∈ D(1, ǫ) ∩ Ωα}, dann ist φ0 ∈ (0, π2 ). Da weiters

ψ bezüglich der reellen Achse symmetrisch ist und auf dieser stets den Wert 1
annimmt, genügt es also das Supremum von ψ in dem Dreieck W := {z ∈ Ωα :
0 < arg z ≤ φ0} zu bestimmen. Es gilt

sup
z∈W

ψ(z) = sup
0<φ≤φ0

sup
r∈[0,1),reiφ∈W

ψ(reiφ) .

Schreibt man für z ∈ D

ψ(z) =

∣
∣ z
|z| − 1

∣
∣

1
|z| − 1

,

so sieht man das ψ(reiφ) eine mit r wachsende Funktion ist. Das innere Supre-
mum Ψ(φ) := supr∈[0,1),reiφ∈W ψ(reiφ) in obiger Formel ist also der Wert von ψ
an jenem Punkt mit Argument φ welcher auf der rechten Seite des Dreiecks W
liegt. Wir sehen das Ψ(φ) eine für φ ∈ (0, φ0] stetige Funktion ist. Um die Be-
schränktheit von ψ aufW zu erhalten, genügt es also zu zeigen dass limφ→0 Ψ(φ)
existiert.

Sei β der Winkel im Dreieck W am Eckpunkt 1. Dann ist β ∈ (0, π2 ). Sei
nun z ein Punkt der rechten Seite des Dreiecks W und sei φ = arg z. Dann gilt

Im z = |z| sinφ, Re z = |z| cosφ,
Im z

1− Re z
= tanβ .

Aus diesen Relationen folgt

|z| sinφ

1− |z| cosφ
= tanβ

und, durch weitere Umformung,

1

|z|
=

sinφ

tanβ
+ cosφ .
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Wegen |eiφ − 1|2 = 2(1− cosφ) erhalten wir

Ψ(φ) = ψ(z) =

√

2(1− cosφ)
sinφ
tan β + cosφ− 1

und damit limφ→0 Ψ(φ) = tanβ.

❑

1.3.2 Definition. Sei f : D → C. Wir sagen das der nichttangentiale Grenzwert
von f bei eit existiert, wenn der Limes

lim
z→eit,z∈eitΩα

f(z) (1.7)

für jedes α ∈ (0, 1) existiert und nicht von α abhängt. Man schreibt in diesem
Fall für den Wert des Limes (1.7) auch limz→̂eit f(z).

Die Funktion

(Nαf)(e
it) := sup

{
|f(z)| : z ∈ eitΩα

}

heißt nichttangentiale Maximalfunktion, die Funktion

(Mradf)(e
it) := sup

{
|f(reit)| : 0 ≤ r < 1

}

die radiale Maximalfunktion. Offensichtlich gilt

(Mradf)(e
it) ≤ (Nαf)(e

it) ≤ (Nα′f)(eit), 0 < α ≤ α′ < 1 .

Sei µ ein komplexes Borel-Maß auf T und bezeichne mit |µ| seine Totalva-
riation. Wir setzen

(Mµ)(eit) := sup
I

|µ|(I)

λ(I)
,

wo das Supremum über alle offenen Bögen (inklusive T) mit eit als Mittelpunkt
genommen wird. Weiters sei, soferne dieser Grenzwert existiert,

(Dµ)(eit) := lim
I

µ(I)

λ(I)
,

wo der Limes über die gerichtete Menge obiger Bögen genommen wird.
Ist f ∈ L1(λ), so heißt eit ein Lebesgue-Punkt von f falls

lim
I

1

λ(I)

∫

I

|f − f(eit)| dλ = 0

gilt, wobei der Limes gleich wie oben zu verstehen ist.

1.3.3 Bemerkung. Wir benützen die folgenden nichttrivialen(!) Aussagen:

(i) Ist f ∈ L1(λ), so sind λ-fast alle Punkte von T Lebesgue-Punkte von f .
Siehe [?, Theorem 7.7].

(ii) Ist µ singulär zu λ, so ist für λ-fast alle Punkte (Dµ)(eit) = 0. Siehe [?,
Theorem 7.14].
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1.3.4 Lemma. Sei 0 < α < 1 gegeben. Dann gibt es eine Konstante cα > 0, so
daß für jedes positive endliche Borel Maß und u = P[dµ] die Beziehungen

cα(Nαu)(e
it) ≤ (Mradu)(e

it) ≤ (Mµ)(eit), eit ∈ T ,

gelten.

Beweis. Wir betrachten oBdA den Randpunkt 1. Wegen

u(z) =

∫

T

P (z, eit) dµ(eit)

genügt es für die erste Ungleichung zu zeigen, daß es eine Konstante cα gibt mit

cαP (z, e
it) ≤ P (|z|, eit), z ∈ Ωα, e

it ∈ T .

Nach Lemma 1.3.1 ist für z ∈ Ωα
∣
∣eit − |z|

∣
∣ ≤ |eit − z|+

∣
∣z − |z|

∣
∣ ≤ |eit − z|+

+γα(1− |z|) ≤ (1 + γα)|e
it − z| .

Für cα = (1 + γα)
−2 gilt also cα|e

it − |z||2 ≤ |eit − z|2 und daher, vgl. (1.1),
cαP (z, e

it) ≤ P (|z|, eit).
Um die zweite Ungleichung zu zeigen approximieren wir Pr(t) durch Trep-

penfunktionen:

π−π
I1

I2

I3

h1

h2

h3

Pr(t)

Sei I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ . . . ⊆ In−1, eine Folge von offenen Bögen mit Zentrum
1, In = T. Sei χj die Indikatorfunktion von Ij und hj die größte Zahl so daß
hjχj(ζ) ≤ P (r, ζ). Weiters setze hn+1 = 0. Wegen der Monotonie von Pr ist
hj − hj+1 ≥ 0.

Setze K :=
∑n
j=1(hj − hj+1)χj . Nach Definition von Mµ gilt

µ(Ij) ≤ (Mµ)(1) · λ(Ij) ,

also folgt

∫

T

K dµ =

n∑

j=1

(hj − hj+1)µ(Ij) ≤ (Mµ)(1) ·
n∑

j=1

(hj − hj+1)λ(Ij) =
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= (Mµ)(1) ·

∫

T

K dλ ≤ (Mµ)(1) ·

∫

T

P (r, ζ) dλ = (Mµ)(1) .

Da die Bögen Ij beliebig fein gewählt werden können und P (r, .) gleichmäßig
stetig ist, folgt ∫

T

P (r, ζ) dµ(ζ) ≤ (Mµ)(1) ,

also auch

(Mradu)(1) = sup
0≤r<1

∣
∣

∫

T

P (r, ζ) dµ(ζ)
∣
∣ ≤ (Mµ)(1) .

❑

1.3.5 Lemma. Sei µ ein positives endliches Borel-Maß auf T und sei
(Dµ)(eiθ) = 0 für ein θ ∈ R. Dann hat P[dµ] bei eiθ den nichttangentialen
Grenzwert 0.

Beweis. Die Bedingung (Dµ)(eiθ) = 0 besagt

lim
I

µ(I)

λ(I)
= 0 .

Es gibt also zu gegebenem ǫ > 0 einen Bogen I0, so daß für alle kleineren Bögen
I gilt

µ(I) ≤ ǫλ(I) .

Sei µ0 die Einschränkung von µ auf I0, µ1 := µ − µ0, und sei u0 = P[dµ0],
u1 = P[dµ1]. Sei zj eine Folge in eiθΩα die gegen eiθ konvergiert, dann ist der
Abstand von {zj} zu T \ I0 echt positiv. Die Integranden in

u1(zj) =

∫

T\I0

P (zj , ζ)dµ(ζ)

konvergieren wegen Lemma 1.1.2, (iii), gleichmäßig gegen 0 und es folgt

lim
j→∞

u1(zj) = 0 .

Nach Lemma 1.3.4 und der Wahl von I0 gilt

cα(Nαu0)(e
iθ) ≤ (Mµ0)(e

iθ) ≤ ǫ .

Für jedes z ∈ eiθΩα ist also u0(z) ≤
ǫ
cα

und daher

lim sup
j→∞

u0(zj) ≤
ǫ

cα
.

Da ǫ > 0 beliebig war folgt limj→∞ u(zj) = 0

❑

1.3.6 Satz (Fatou). Sei µ ein komplexes Borelmaß auf T und setze u := P[dµ].
Schreibe dµ = fdλ + dµs wobei f ∈ L1(λ) und µs singulär bezüglich λ ist.
Dann existiert für λ-fast alle Punkte ζ ∈ T der nichttangentialen Grenzwert
limz→̂ζ u(z) und ist gleich f(ζ).
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Beweis. Wendet man Lemma 1.3.5 auf dµs an, d.h. auf die positive und negative
Variation des Real- und Imaginärteiles von µs an, vgl. Bemerkung 1.3.3, (ii), so
findet man P[dµs]→̂0, λ-fast überall.

Es bleibt zu zeigen, daß P[fdλ](ζ)→̂f(ζ), λ-fast überall. Nach Bemerkung
1.3.3, (i), genügt es dieses für die Lebesgue-Punkte von f zu zeigen. Sei also ζ
ein Lebesgue-Punkt von f und sei oBdA angenommen das f(ζ) = 0, ansonsten
subtrahiere eine Konstante. Dann gilt also

lim
I

1

λ(I)

∫

I

|f | dλ = 0 .

Betrachte das Borel-Maß

γ(E) :=

∫

E

|f | dλ .

Dann ist (Dγ)(ζ) = 0 und es folgt nach Lemma 1.3.5 P[dγ](z)→̂0. Nun ist
∣
∣P[f ]

∣
∣ ≤ P[|f |] = P[dγ] ,

also folgt das auch P[f ]→̂0.

❑

1.4 Darstellbarkeit durch Poisson Integrale

Ist f : T → C meßbar, so definieren wir für 0 < p <∞

‖f‖p :=
(∫

T

|f(ζ)|pdλ(ζ)
) 1

p

,

sowie, für p = ∞,
‖f‖∞ := esssupζ∈T |f(ζ)| .

Weiters sei Lp(T) die Menge (von Äquivalenzklassen λ-fast überall gleicher)
meßbarer Funktionen auf T mit ‖f‖p <∞.

Für p ∈ [1,∞] ist (Lp(T), ‖.‖p) ein Banachraum. Ist p ∈ (0, 1), so ist
dLp(f, g) := ‖f − g‖pp eine Metrik mit der Lp(T) zu einem vollständigen topo-
logischen Vektorraum wird der jedoch nicht lokalkonvex ist. Zur Wiederholung:
Für 1 ≤ p <∞ ist Lp(T)∗ isometrisch isomorph zu Lq(T) wobei 1

p
+ 1

q
= 1, und

dieser Isomorphismus wird vermittelt durch die Beziehung (g ∈ Lq)

f 7→

∫

T

fg dλ .

Weiters gilt L∞(T)∗ ) L1(T).
Ist f : D → C und r ∈ [0, 1), so definieren wir eine Funktion fr : T → C

durch
fr(ζ) := f(rζ), ζ ∈ T . (1.8)

Eine wesentliche Rolle spielt das Verhalten der Funktionen fr wenn r gegen 1
strebt. Obwohl wir die Funktion fr nur als Funktion auf T auffassen, wäre durch
z 7→ f(rz) eigentlich eine Funktion auf ganz 1

r
D definiert. Ist f harmonisch bzw.

analytisch auf D, so hat auch diese Funktion die entsprechende Eigenschaft auf
1
r
D.
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1.4.1 Satz. Sei u eine harmonische Funktion in D. Dann ist u das Poisson
Integral

(i) eines komplexen Borel-Maßes genau dann, wenn sup0≤r<1 ‖ur‖1 <∞.

(ii) einer Funktion f ∈ L1(T) genau dann, wenn limrր1 ur = f in der Norm
‖.‖1.

(iii) einer Funktion f ∈ Lp(T) wobei p ∈ (1,∞) genau dann, wenn
sup0≤r<1 ‖ur‖p < ∞. In diesem Fall gilt limrր1 ur = f in der Norm
‖.‖p.

(iv) einer Funktion f ∈ L∞(T) genau dann, wenn supz∈D |u(z)| =
sup0≤r<1 ‖ur‖∞ <∞.

(v) einer stetigen Funktion f genau dann, wenn limrր1 ur = f in der Norm
‖.‖∞.

(vi) eines endlichen positiven Borel-Maßes genau dann, wenn u nichtnegativ
ist.

Die darstellenden Maße bzw. Funktionen sind in jedem Fall eindeutig bestimmt.

Der Beweis dieses Satzes erfolgt in mehreren Schritten.
Beweis. (Satz 1.4.1, (i)) Sei zuerst angenommen das u = P[dµ]. Dann gilt, da
der Poisson Kern stets nichtnegativ ist,

|u(z)| =
∣
∣P[dµ](z)

∣
∣ =

∣
∣

∫

T

P (z, ζ) dµ(ζ)
∣
∣ ≤ P[d|µ|](z), z ∈ D .

Die Funktion h := P[d|µ|] ist harmonisch in D, also hat sie die Mittelwerteigen-
schaft und wir schliessen

‖ur‖1 =

∫

T

|ur(ζ)| dλ ≤

∫

T

h(rζ) dλ = h(0), r ∈ [0, 1) .

Also gilt sup0≤r<1 ‖ur‖1 <∞, tatsächlich sogar

sup
0≤r<1

‖ur‖1 ≤ h(0) = |µ|(T) .

Sei nun M := sup0≤r<1 ‖ur‖1 < ∞. Betrachte die Maße µr die definiert sind
als dµr := ur dλ als Elemente von (C(T), ‖.‖∞)∗. Es gilt ‖µr‖ = ‖ur‖1 ≤ M ,
r ∈ [0, 1), also existiert nach dem Satz von Banach-Alaoglu ein Maß µ, ‖µ‖ ≤M
und eine Folge rn ∈ [0, 1), rn → 1, sodaß limn→∞ µr = µ in der schwach-*
Topologie von (C(T), ‖.‖∞)∗. Beachte hier das (C(T), ‖.‖∞) separabel ist, nach
dem Satz von Stone-Weierstraß liegen ja zum Beispiel die trigonometrischen
Polynome mit rationalen Koeffizienten dicht. Die Funktion ur ist stetig auf D
und harmonisch in D, also ist

u(rz) = ur(z) = P[ur](z), z ∈ D .

Für jedes feste z ∈ D ist P (z, ζ) ∈ C(T), läßt man in der obigen Beziehung
r = rn → 1 streben folgt also u(z) = P[dµ](z), z ∈ D.

❑
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Die Vorgangsweise ur dλ als Funktionale aufzufassen leistet noch weiteres.
Beweis. (Satz 1.4.1, (iii), (iv) ‘⇐’) Wir sind in der Situation 1 < p ≤ ∞.
Betrachte ur als Elemente von Lp(T) = Lq(T)∗ wobei 1

p
+ 1

q
= 1. Dann ist

‖ur‖Lq(T)∗ = ‖ur‖p. Ist nun sup0≤r<1 ‖ur‖p < ∞, so existiert f ∈ Lp(T) und
rn → 1 sodaß limn→∞ ur = f im schwach-* Sinne von Lq(T)∗. Das gleiche
Argument wie oben zeigt u = P[f ].

❑

Beweis. (Satz 1.4.1, (vi)) Ist u = P[dµ] mit einem positiven Maß so ist, da der
Poisson-Kern stets nichtnegativ ist, auch u nichtnegativ. Ist umgekehrt u ≥ 0
auf D, so folgt mit der Mittelwerteigenschaft das

‖ur‖1 =

∫

T

u(rζ) dζ = u(0) .

Nach dem bereits bewiesenen Teil (i) des Satzes, folgt u = P[dµ] für ein
komplexes Borelmaß µ. Da u ≥ 0 sind die Maße ur dλ alle positive Maße. Daher
ist auch ihr schwach-* Grenzwert µ ein positives Maß, denn die Eigenschaft
nichtnegativen Funktionen nichtnegative Werte zuzuweisen überträgt sich bei
schwach-* Grenzübergängen.

❑

Die Implikation ‘⇒’ in (iv) sowie in (v) ist einfach einzusehen.
Beweis. (Satz 1.4.1, (iv), (v) ‘⇒’) Sei zunächst u = P[f ] mit f ∈ L∞(T). Es
gilt, da P (z, ζ) dλ(ζ) stets ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist,

|u(z)| =
∣
∣

∫

T

P (z, ζ)f(ζ) dλ(ζ)
∣
∣ ≤ ‖f‖∞ .

Sei u = P[f ] mit einer stetigen Funktion f . Nach Satz 1.1.9 ist u sogar stetig
auf D. Daher ist u auch gleichmäßig stetig auf D, d.h. ist ǫ > 0 gegeben, so gibt
es δ > 0 mit |u(z)− u(w)| < ǫ falls |z − w| < δ. Insbesondere gilt für r > 1− δ
stets |ur(ζ)− u(ζ)| < ǫ.

❑

Etwas komplizierter sind jene Implikationen wo wir zusätzlich noch Kon-
vergenz zu zeigen haben. Wir benützen die Jensensche Ungleichung . Zur Wie-
derholung: Sei Ω eine Menge, µ ein positives Maß auf Ω mit µ(Ω) = 1. Seien
a, b ∈ R, f ∈ L1(µ) mit a < f(t) < b, t ∈ Ω, und sei ϕ : (a, b) → R konvex.
Dann gilt

ϕ
(∫

Ω

f dµ
)

≤

∫

Ω

(ϕ ◦ f) dµ .

Beweis. (Satz 1.4.1, (ii), (iii) ‘⇒’) Sei 1 ≤ p < ∞ und sei u = P[f ] mit einem
f ∈ Lp(T). Die Jensensche Ungleichung angewandt mit der konvexen Funktion
|.|p und dem Wahrscheinlichkeitsmaß P (z, ζ) dλ zeigt

|ur(ζ)|
p =

∣
∣P[f ](rζ)

∣
∣
p
≤ P[|f |p](rζ) .

Nach der Mittelwerteigenschaft folgt

‖ur‖
p
p ≤ P[|f |p](0) = ‖f‖pp ,

und wir sehen sup0≤r<1 ‖ur‖p ≤ ‖f‖p.
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Sei ǫ > 0 vorgegeben, wähle g ∈ C(T) mit ‖f − g‖p < ǫ, und setze v := P[g].
Dann gilt, nach dem bereits bewiesenen Teil (v) ‘⇒’,

lim sup
r→1

‖g − vr‖p ≤ lim
r→1

‖g − vr‖∞ = 0 .

Also ist sicher ‖g − vr‖p < ǫ für r > r0, r0 hinreichend nahe bei 1. Weiters ist
nach dem oben gezeigten

‖ur − vr‖p = ‖(f − g)r‖p ≤ ‖f − g‖p < ǫ .

Insgesamt erhalten wir

‖ur − f‖p ≤ ‖ur − vr‖+ ‖vr − g‖p + ‖g − f‖p < 3ǫ, r > r0 .

❑

Beweis. (Satz 1.4.1, (v) ‘⇐’) Sei angenommen limr→1 ur = f bezüglich ‖.‖∞.
Dann ist zum Beispiel für p = 2 sicher sup0≤r<1 ‖ur‖2 < ∞, also existiert
nach (iii), eine Funktion g ∈ L2(T) mit u = P[g] und dabei ist limr→1 ur = g
bezüglich ‖.‖2. Nun ist Konvergenz in ‖.‖∞ stärker als in ‖.‖2 und daher folgt
nach unserer Voraussetzung das auch limr→1 ur = f . Also ist f = g.

❑

Es bleibt die Implikation (ii) ‘⇐’ zu zeigen. Dazu verwenden wir den Be-
griff der Fourierreihe. Zur Wiederholung, siehe [?, Theorem 5.15]: Betrachte die
Abbildung

Φ : f 7→
( 1

2π

∫ π

−π

f(eit)e−int dt
)

n∈Z

.

Dann ist Φ eine beschränkte und injektive lineare Abbildung von (L1(T), ‖.‖1)
auf einen (echten) Teilraum von (c0(Z), ‖.‖∞). Dabei ist c0(Z) der Banach-
raum aller Folgen (an)n∈Z mit limn→±∞ an = 0 versehen mit der Norm
‖(an)n∈N‖∞ = supn∈Z |an|. Betrachtet man Φ nur am L2(T), so gilt das Φ eine
Isometrie von (L2(T), (., .)2) auf den (ℓ2(Z), (., .)2) ist. Dabei ist ℓ2(Z) der Hil-
bertraum aller Folgen (an)n∈Z mit

∑

n∈Z
|an|

2 <∞, versehen mit dem inneren

Produkt ((an)n∈Z, (bn)n∈Z)2 :=
∑

n∈Z
anbn.

Beweis. (Satz 1.4.1, (ii) ‘⇐’) Sei vorausgesetzt das limr→1 ur = f bezüglich
‖.‖1. Sei r0 < r < 1 und ζ = eiθ ∈ T, dann gilt

ur0(ζ) = u(r0ζ) = ur(
r0
r
ζ) = P[ur](

r0
r
ζ) =

1

2π

∫ π

−π

P r0
r
(θ − t)ur(t) dt .

Wir gehen zu den Fourierkoeffizienten über und erhalten, da Faltung von Funk-
tionen der Multiplikation ihrer Fourierkoeffizienten entspricht,

(Φur0)(n) =
(r0
r

)|n|
(Φur)(n) .

Lässt man in dieser Beziehung r → 1 streben, so folgt

(Φur0)(n) = r
|n|
0 (Φf)(n) = (ΦP[f ]r0)(n), n ∈ Z .

Also ist ur0 = P[f ]r0 und daher, da r0 beliebig war, u = P[f ].

❑
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Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes ist eine Folgerung aus der Stieltjes-
schen Umkehrformel und wurde schon in Korollar 1.1.8 bemerkt. Damit sind
alle Aussagen von Satz 1.4.1 bewiesen.

Wir erhalten nun eine allgemeinere Version der Poisson-Jensen Formel, sowie
eine Integraldarstellung für in D analytische Funktionen mit nichtnegativem
Realteil.

1.4.2 Korollar (Poisson-Jensen Formel). Sei f analytisch in D und gelte
sup0≤r<1

∫

T
|Re fr| dλ < ∞. Dann existiert in eindeutiger Weise ein reelles

Borel-Maß µ und eine reelle Konstante c, sodaß

f(z) =

∫

T

ζ + z

ζ − z
dµ(ζ) + ic, z ∈ D .

Beweis. Die Funktion Re f ist harmonisch und erfüllt die Voraussetzung von
Satz 1.4.1, (i). Also existiert ein komplexes Borel-Maß µ mit

Re f = P[dµ] = Re

∫

T

ζ + z

ζ − z
dµ(ζ) .

Da Re f reellwertig ist, ist µ ein reelles Maß. Nun ist eine analytische Funktion
durch ihren Realteil bis auf eine imaginäre Konstante bestimmt.

❑

1.4.3 Korollar (Riesz-Herglotz). Sei f analytisch in D und erfülle Re f ≥ 0.
Dann existiert in eindeutiger Weise ein endliches positives Borel-Maß µ und
eine reelle Konstante c, sodaß

f(z) =

∫

T

ζ + z

ζ − z
dµ(ζ) + ic, z ∈ D .

Beweis. Die Funktion Re f ist harmonisch und nichtnegativ, also existiert ein
endliches positives Borel-Maß µ mit

Re f = P[dµ] = Re

∫

T

ζ + z

ζ − z
dµ(ζ) .

Nun ist eine analytische Funktion durch ihren Realteil bis auf eine imaginäre
Konstante bestimmt.

❑

Kombiniert man Satz 1.4.1, (vi) und (i), so sieht man das folgende

1.4.4 Korollar. Sei u eine in D harmonische und nichtnegative Funktion. Dann
gilt

sup
0≤r<1

∫

T

|ur| dλ <∞ .

Wir wollen die folgende Aussage explizit festhalten und diskutieren.
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1.4.5 Korollar. Sei u harmonisch in D, ur für 0 ≤ r < 1 definiert wie in
(1.8), und sei sup0≤r<1 ‖ur‖1 <∞. Dann existiert für λ-fast alle Punkte ζ ∈ T

der nichttangentiale Grenzwert limz→̂ζ u(z) =: u∗(ζ). Ist sogar (ur(ζ))0≤r<1

konvergent in der Norm ‖.‖1, so ist u das Poisson Integral seiner Randwerte:
u(z) = P[u∗](z), z ∈ D.

Beweis. Sei u harmonisch in T und sup0≤r<1 ‖ur‖1 < ∞. Dann gibt es nach
Satz 1.4.1, (i), ein komplexes Borel-Maß µ sodaß u = P[dµ]. Nach dem Satz
von Fatou existiert daher für λ-fast alle ζ ∈ T der nichttangentiale Grenzwert
limz→̂ζ u(z).

Sind die ur(ζ) konvergent in ‖.‖1, so ist nach Satz 1.4.1, (ii),
u = P[f dλ] mit einem gewissen f ∈ L1(dλ). Nach dem Satz von Fatou
gilt u∗(ζ) = limz→̂ζ u(z) = f(ζ), λ-fast überall.

❑

1.4.6 Beispiel. Sei µ ein von Null verschiedenes komplexes Borel-Maß welches
singulär bezüglich λ ist und setze u := P[dµ]. Dann ist nach Satz 1.4.1, (i),
sup0≤r<1 ‖ur‖1 <∞. Nach dem Satz von Fatou gilt u(ζ) = limz→̂ζ u(z) = 0 für
λ-fast alle ζ ∈ T. Also ist P[u(ζ)] = 0 und daher u nicht das Poisson Integral
seiner Randwerte.

Wählt man in diesem Beispiel speziell µ = δ0 das Punktmaß bei 1 mit Masse
1, so erhält man die Funktion

u(z) = P (z, 1) = Re
1 + z

1− z
=

1− |z|2

|1− z|2
,

vgl. die Bemerkung nach Proposition 1.0.3.

1.4.7 Beispiel. Man kann die Voraussetzung von Korollar 1.4.5 nicht ab-
schwächen zu

sup
0≤r<1

‖ur‖p <∞ für alle 0 < p < 1 . (1.9)

Denn man kann z.B. zeigen, vgl. [?, §4.6], dass es eine Folge (ǫn)n∈N von Vor-
zeichen ǫn ∈ {+1,−1} gibt sodaß die Funktion

u(z) := Re
∞∑

n=1

ǫn
z2

n

1− z2n+1

die Eigenschaft (1.9) hat, die Menge aller ζ ∈ T für die limz→̂ζ u(z) existiert
jedoch Lebesgue-Maß Null hat.

1.4.8 Bemerkung. Wir wollen die obigen Aussagen nochmal von einer etwas
anderen Perspektive interpretieren. Bezeichne

hp :=
{
u : D → C : u harmonisch , sup

0≤r<1
‖ur‖p <∞

}
.

Weiters definiere ‖u‖hp := sup0≤r<1 ‖ur‖p für u ∈ hp. Diese Definition ist für

jedes p ∈ (0,∞] sinnvoll. Für 0 < p ≤ p′ ≤ ∞ gilt hp ⊇ hp
′

und ‖u‖hp ≤ ‖u‖hp′ ,

u ∈ hp
′

. Weiters ist, da ‖.‖p eine Norm ist (1 ≤ p ≤ ∞) bzw. ‖f − g‖pp eine
Metrik (0 < p < 1), hp für jedes p ∈ (0,∞] ein linearer Raum. Im Fall p = ∞
ist ‖u‖∞ = supz∈D |f(z)|, also ist h∞ gerade die Menge aller in D harmonischen
und beschränkten Funktionen.
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Ist u ∈ hp mit p ∈ [1,∞], so existiert der nichtangentiale Grenzwert

u∗(ζ) := lim
z→̂ζ

u(z), f.ü. ,

und gehört zu Lp(T). Ist sogar p ∈ (1,∞], dann ist die Abbildung u 7→ u∗ eine
Isometrie von (hp, ‖.‖hp) auf (Lp(T), ‖.‖p). Ihre Inverse ist gegeben als

f 7→ P[f ], f ∈ Lp(T) .

Im Fall p = ∞ bemerke das die Ungleichung ‖u‖∞ ≥ ‖u∗‖∞ trivial ist, und das
umgekehrt aus u = P[u∗] folgt ‖u‖∞ ≤ ‖u∗‖∞.

1.5 Subharmonische Funktionen

Zur Wiederholung (vgl. Bemerkung 1.2.3): Sei Ω ⊆ C. Eine Funktion f : Ω →
R∪{−∞} heißt halbstetig von oben, falls für jedesm ∈ R die Menge u−1([m,∞))
in Ω abgeschlossen ist.

1.5.1 Definition. Sei Ω ⊆ C offen und sei u : Ω → [−∞,∞). Dann heißt u
subharmonisch in Ω, falls gilt

(i) u ist halbstetig von oben

(ii) Sei A ⊆ Ω offen sodaß A ⊆ Ω und kompakt ist, und sei h reellwertig und
stetig auf A sowie harmonisch in A. Gilt u(z) ≤ h(z) für alle z ∈ ∂A, so
folgt u(z) ≤ h(z) für alle z ∈ A.

1.5.2 Bemerkung. Wegen dem Maximumprinzip ist jede reellwertige harmoni-
sche Funktion auch subharmonisch. Man beachte, daß subharmonische Funktio-
nen wesentlich weniger glatt zu sein brauchen als harmonische. Auch dürfen sie
den Wert −∞ tatsächlich annehmen, z.B. ist die Funktion u ≡ −∞ subharmo-
nisch.

Bevor wir subharmonische Funktionen untersuchen können benötigen wir
noch einige Aussagen über halbstetige Funktionen.

1.5.3 Lemma.

(i) Die Funktion u ist genau dann halbstetig von oben wenn für jedes x ∈ Ω
gilt

lim sup
y→x

u(y) ≤ u(x) .

(ii) Sind u1, . . . , un halbstetig von oben und λ1, . . . , λn ≥ 0, dann ist auch
λ1u1 + . . .+ λnun halbstetig von oben.

(iii) Ist (ui)i∈I eine Familie von nach oben halbstetigen Funktionen, so ist auch
infi∈I ui halbstetig von oben. Ist I endlich, so ist auch maxi∈I ui halbstetig
von oben.

(iv) Sei u halbstetig von oben und sei K ⊆ Ω kompakt. Dann ist u|K nach oben
beschränkt und nimmt ein Maximum an.

Beweis.
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ad(i): Sei u halbstetig von oben und sei x ∈ Ω. Angenommen es existier-
te eine Folge (yn)n∈N in Ω mit yn → x und limn→∞ u(yn) > u(x). Wäehle
m ∈ (u(x), limn→∞ u(yn)). Dann liegt für hinreichend grosses n stets yn ∈
u−1([m,∞)). Da diese Menge abgeschlossen ist, enthält sie auch x, ein Wider-
spruch.

Erfülle umgekehrt u die angegebene Eigenschaft und sei m ∈ R gegeben. Ist
yn ∈ u−1([m,∞)) und yn → x, so folgt also

u(x) ≥ lim sup
y→x

u(y) ≥ m,

d.h. x ∈ u−1([m,∞)).

ad(ii): Es gilt

lim sup
y→x

(
λ1u1(y) + . . .+ λnun(y)

)
≤ λ1 lim sup

y→x
u1(y) + . . .+ λn lim sup

y→x
un(y) ≤

≤ λ1u1(x) + . . .+ λnun(x) .

ad(iii): Setze u := infi∈I ui. Dann ist u−1([m,∞)) =
⋂

i∈I u
−1
i ([m,∞)). Ist I =

{1, . . . , n}, so haben wir für v := maxi=1,...,n ui die Beziehung v−1([m,∞)) =
⋃n
i=1 u

−1
i ([m,∞)).

ad(iv): Die Mengen u−1([−∞, T )) sind eine offene Überdeckung von Ω und
daher auch von K. Es genügen also schon endlich viele um K zu überdecken,
also ist u auf K beschränkt. Setze M := supz∈K u(z). Würde für jedes a ∈ K
gelten u(a) < M , so wäere

⋃

m<M u−1([−∞,m)) eine offene Überdeckung von
K. Daher existierte m0 < M mit K ⊆ u−1([−∞,m0)), ein Widerspruch zur
Definition von M . Also nimmt u|K ein Maximum an.

❑

1.5.4 Lemma. Sei u : Ω → R ∪ {−∞} halbstetig von oben, und sei K ⊆ Ω
sodaß u auf K beschränkt ist,M := supz∈K u(z) <∞. Dann existiert eine Folge
(fn)n∈N von auf Ω definierten, reellwertigen und stetigen Funktionen, sodaß
M ≥ f1 ≥ f2 ≥ f3 ≥ . . . auf Ω, fn(z) ≥ u(z) für alle z ∈ K, und limn→∞ fn = u
punktweise auf K.

Beweis. Ist u ≡ −∞ auf K, so ist die Behauptung trivial. Sei also u 6≡ −∞.
Wir definieren für n ∈ N Funktionen

fn(x) := sup
y∈K

(
u(y)− n|x− y|

)
, x ∈ Ω .

Zunächst ist dieses Supremum nicht −∞, da es ein y ∈ K mit u(y) 6= −∞ gibt.
Weiters ist klarerweise M ≥ f1 ≥ f2 ≥ . . . auf Ω sowie fn ≥ u auf K.

Sind nun x1, x2 ∈ Ω und y ∈ K, so gilt

u(y)− n|x1 − y| ≥ u(y)− n|x2 − y| − n|x1 − x2| ,

also folgt fn(x2) − fn(x1) ≤ n|x1 − x2|. Vertauscht man x1 und x2, so erhält
man |fn(x2)− fn(x1)| ≤ n|x1 − x2|, also ist fn stetig.
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Wegen der Monotonie existiert der Grenzwert f(x) := limn→∞ fn(x) ∈ R ∪
{−∞}. Angenommen es wäere a ∈ K und f(a) > u(a). Wähle m ∈ (u(a), f(a)),
dann gibt es nach der Definition von fn einen Punkt yn ∈ K mit u(yn)− n|a−
yn| ≥ m, d.h. mit

m+ n|a− yn| ≤ u(yn) ≤M .

Insbesondere folgt das n|yn−a| beschränkt ist, und daher yn → a. Weiters folgt
m ≤ u(yn) für jedes n und daher wegen der Halbstetigkeit von u

m ≤ lim sup
n→∞

u(yn) ≤ u(a) ,

ein Widerspruch.

❑

1.5.5 Korollar. Sei u halbstetig von oben auf der Kreislinie Ω := ∂D(a,R).
Dann existiert eine Folge von Polynomen pn, sodaß

Re p1(z) ≥ Re p2(z) ≥ Re p3(z) ≥ . . .→ u(z), z ∈ ∂D(a,R) .

Beweis. Sei oBdA a = 0 und R = 1. Da T kompakt ist, ist u beschränkt. Nach
Lemma 1.5.4 gibt es fn ∈ C(T) mit fn ≥ fn+1 und fn → u punktweise. Mit

fn hat auch die Folge f̂n := fn + 1
n

diese Eigenschaften. Zusätzlich gilt noch

f̂n − f̂n+1 ≥ 1
n
− 1

n+1 .
Nach dem Satz von Stone-Weierstraß gibt es trigonometrische Polynome

gn := a0 +
∑N(n)
k=1 (an,k cos kt+ bn,k sin kt) sodaß

‖f̂n − gn‖∞ ≤
1

3

( 1

n
−

1

n+ 1

)
.

Es folgt das gn ≥ gn+1 und gn → u punktweise. Die Behauptung des Korollars
folgt nun wenn man bemerkt dass jedes trigonometrische Polynom in der Form
Re p mit einem Polynom p geschrieben werden kann.

❑

1.5.6 Satz. Sei Ω ⊆ C offen und sei u : Ω → [−∞,∞) halbstetig von oben.
Dann sind äquivalent:

(i) u ist subharmonisch.

(ii) Für jedes a ∈ Ω, alle hinreichend kleinen R > 0, und jedes Polynom p gilt:
Ist u(z) ≤ Re p(z), z ∈ ∂D(a,R), so folgt u(z) ≤ Re p(z), z ∈ D(a,R).

(iii) Für jedes a ∈ Ω und alle hinreichend kleinen R > 0 gilt

u(a) ≤
1

2π

∫ π

−π

u(a+Reit) dt . (1.10)

In diesem Fall gelten die Eigenschaften (ii) bzw. (iii) sogar für alle R > 0 mit
D(a,R) ⊆ Ω.

Beweis. Als erstes bemerken wir das, da u halbstetig von oben ist, u auch
Borelmeßbar ist und auf jeder kompakten Menge nach oben beschränkt ist.
Daher existiert das Integral in (iii) entweder in R oder als −∞.
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(i) ⇒ (ii) Sei a ∈ Ω und R > 0 so daß D(a,R) ⊆ Ω. Da Re p(z) harmonisch ist
folgt die gewünschte Eigenschaft aus der Definition von subharmonisch.

(ii) ⇒ (iii) Sei a ∈ Ω, R > 0, so daß die Eigenschaft (iii) gilt. Nach Korollar
1.5.5 existiert eine Folge (pn)n∈N von Polynomen sodaß Re p1 ≥ Re p2 ≥ . . . und
limn→∞ Re pn = u punktweise auf ∂D(a,R). Es folgt wegen (ii)

u(a) ≤ Re pn(a) =
1

2π

∫ π

−π

Re pn(a+Reit) dt .

Da p1 auf ∂D(a,R) stetig und daher insbesondere L1 ist, folgt nach dem Satz
von der monotonen Konvergenz

lim
n→∞

1

2π

∫ π

−π

Re pn(a+Reit) dt =
1

2π

∫ π

−π

u(a+Reit) dt .

(iii) ⇒ (i) Sei A ⊆ Ω offen mit A ⊆ Ω kompakt und sei h stetig auf A und
harmonisch in A mit u(z) ≤ h(z), z ∈ ∂A. Dann ist u − h halbstetig von
oben und erfüllt, da h die Mittelwerteigenschaft, ebenfalls (1.10). Weiters ist
(u−h)(z) ≤ 0, z ∈ ∂A. Nach Bemerkung 1.2.3 gilt für u−h das Maximumprinzip
Korollar 1.2.4, und es folgt (u− h)(z) ≤ 0, z ∈ A.

❑

1.5.7 Korollar.

(i) Sei u subharmonisch in Ω, dann gilt für u das Maximumprinzip.

(ii) Die Eigenschaft subharmonisch zu sein ist eine lokale Eigenschaft: hat
jeder Punkt von Ω eine Umgebung sodaß u auf dieser subharmonisch ist,
dann ist u in Ω subharmonisch.

(iii) Sind u1, . . . , un subharmonisch in Ω und λ1, . . . , λn ≥ 0, dann ist auch
λ1u1 + . . .+ λnun subharmonisch in Ω.

(iv) Sind u1, . . . , un subharmonisch in Ω, so auch max{u1, . . . , un}.

(v) Ist h harmonisch in Ω, so ist |h| subharmonisch in Ω.

(vi) Sei h eine reellwertige und stetige Funktion auf Ω. Dann ist h harmonisch
genau dann wenn h und −h subharmonisch sind.

Beweis.
ad(i): Nach Bemerkung 1.2.3, denn u ist halbstetig von oben und erfüllt (1.10).

ad(ii): Die Eigenschaft (iii) aus Satz 1.5.6 ist eine lokale Eigenschaft.

ad(iii): Die Beziehung (1.10) bleibt bestehen.

ad(iv): Es gilt

max
i=1,...,n

ui(a) ≤ max
i=1,...,n

u(a) ≤
1

2π

∫ π

−π

ui(a+Reit) dt ≤

≤
1

2π

∫ π

−π

max
i=1,...,n

ui(a+Reit) dt .
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ad(v): Es gilt

|h(a)| =
∣
∣
1

2π

∫ π

−π

h(a+Reit) dt
∣
∣ ≤

1

2π

∫ π

−π

|h(a+Reit)| dt .

ad(vi): Ist sowohl h als auch −h subharmonisch, so ist h stetig und hat die
Mittelwerteigenschaft.

❑

1.5.8 Bemerkung. Man kann zeigen: Ist u : Ω → R zwei mal stetig differenzierbar
(als Funktion der beiden reellen Veränderlichen x = Re z, y = Im z), dann ist u
subharmonisch genau dann wenn ∆u ≥ 0 ist.

1.5.9 Beispiel. Sei f analytisch im Gebiet Ω. Dann sind die Funktionen

|f(z)|, log |f(z)|, log+ |f(z)|

subharmonisch in Ω. Dabei bezeichnet log+ die Funktion log+ x :=
max{log x, 0}.

Zunächst ist eine analytische Funktion f auch harmonisch und daher ist
nach Korollar 1.5.7, (v), die Funktion |f | subharmonisch. Um zu zeigen das
log |f | subharmonisch ist, sei D(a,R) ⊆ Ω und p ein Polynom sodaß log |f(z)| ≤
Re p(z), z ∈ ∂D(a,R). Dann gilt also

∣
∣e−p(z)f(z)

∣
∣ ≤ 1, z ∈ ∂D(a,R) ,

und, da e−p(z)f(z) analytisch ist, daher auch |e−p(z)f(z)| ≤ 1, z ∈ D(a,R).
D.h. es ist log |f(z)| ≤ Re p(z), z ∈ D(a,R). Nach Satz 1.5.6 ist log |f | sub-
harmonisch. Korollar 1.5.7, (iv), zeigt nun das auch log+ |f | = max{log |f |, 0}
subharmonisch ist.

1.5.10 Bemerkung. Die Tatsache das log |f | für analytische Funktionen f sub-
harmonisch ist, erhielte man auch auf mehr funktionentheoretischen Wege,
nämlich mit Hilfe der Jensenschen Formel . Diese besagt: Sei f analytisch in
D(0, R), f(0) 6= 0, sei 0 < r < R und seien α1, . . . , αN die Nullstellen von f in
D(0, r) gezählt gemäß ihrer Vielfachheit. Dann gilt

|f(0)|
N∏

n=1

r

|αn|
= e

1

2π

∫ π

−π

log |f(reit)| dt
.

Sei nun f analytisch in Ω. Dann ist |f | stetig und nichtnegativ und daher log |f |
halbstetig von oben. Ist a ∈ Ω, D(a,R) ⊆ Ω und f(a) 6= 0, so gilt für alle
0 < r < R nach der Jensenschen Formel

log |f(a)|+
N∑

n=1

log
r

|αn − a|
=

1

2π

∫ π

−π

log |f(a+ reit)| dt , (1.11)

wobei αn die Nullstellen von f in D(a, r) sind. Nun ist
∑N
n=1 log

r
|αn−a|

≥ 0.

Da die Beziehung (1.10) für f(a) = 0, d.h. log |f(a)| = −∞, ohnehin trivial ist
folgt das log |f | die Eigenschaft (iii) von Satz 1.5.6 hat.

Wir wollen an dieser Stelle noch bemerken, daß (1.11) auch zeigt das die
Integrale 1

2π

∫ π

−π
log |f(a+ reit)| dt als Funktion von r monoton wachsend sind.

Wir werden sehen das diese Aussage für beliebige subharmonische Funktionen
richtig ist, vgl. Satz 1.6.4.
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1.6 Eigenschaften subharmonischer Funktionen

Eine subharmonische Funktion darf den Wert −∞ annehmen, jedoch nicht zu
oft:

1.6.1 Proposition. Sei Ω ein Gebiet und sei u subharmonisch in Ω, u 6≡ −∞.
Dann gilt für jede Kreisscheibe mit D(a,R) ⊆ Ω

∫∫

D(a,R)

∣
∣u(x+ iy)

∣
∣ dxdy <∞ . (1.12)

Die Menge {z ∈ Ω : u(z) = −∞} hat (zweidimensionales) Lebesgue-Maß Null.

Beweis. Schreibe u = u+ − u− mit u+ := max{u, 0}, u− := −min{u, 0}. Dann
ist also |u| = u+ + u−. Nach Lemma 1.5.3, (iv), ist u+ auf jeder kompakten
Teilmenge von Ω beschränkt. Insbesondere gilt

∫∫

D(a,R)

u+(x+ iy) dxdx <∞ .

Also sind die folgenden Beziehungen äquivalent:
∫∫

D(a,R)

u(x+iy) dxdx > −∞,

∫∫

D(a,R)

u−(x+iy) dxdx <∞,

∫∫

D(a,R)

|u(x+iy)| dxdx <∞ .

Wir betrachten die Menge

A :=
{
a ∈ Ω : ∃R > 0 : D(a,R) ⊆ Ω,

∫∫

D(a,R)

|u(x+ iy)| dxdz = ∞
}
.

Als erstes zeigen wir das A ⊆ {a ∈ Ω : u(a) = −∞}.
Sei a ∈ Ω sodaß u(a) 6= −∞ und sei R > 0 so daß D(a,R) ⊆ Ω. Dann gilt

wegen (1.10)

u(a) ·
R2

2
=

∫ R

0

u(a) rdr ≤

∫ R

0

1

2π

∫ π

−π

u(a+ reit) dt · rdr .

Substituiert man x = Re a + r cos t, y = Im a + r sin t, so ist ∂(x,y)
∂(r,t) = r und es

folgt

−∞ < u(a) ≤
1

πR2

∫∫

D(a,R)

u(x+ iy) dxdx .

Wir zeigen das A offen ist: Sei a ∈ A und wähle D(a,R) ⊆ Ω mit
∫∫

D(a,R)
|u(x+

iy)| dxdy = ∞. Wähle ǫ > 0 sodaß D(a,R+ ǫ) ⊆ Ω. Ist |z − a| < ǫ
2 , so gilt

D(a,R) ⊆ D(z,R+
ǫ

2
) ⊆ D(a,R+ ǫ) ⊆ Ω ,

sowie ∫∫

D(z,R+ ǫ
2
)

|u(x+ iy)| dxdy ≥

∫∫

D(a,R)

|u(x+ iy)| dxdy = ∞ .
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Es folgt das z ∈ A.
Wir zeigen das A abgeschlossen ist: Sei a ∈ Ω und R > 0 sodaß D(a,R) ⊆ Ω

und D(a,R) ∩ A 6= ∅. Dann existiert eine Kreisscheibe D(z, r) ⊆ D(a,R) ∩ A.
Nun ist wie wir oben festgestellt haben u|A = −∞, also folgt

∞ =

∫∫

D(z,r)

|u(x+ iy)| dxdy ≤

∫∫

D(a,R)

|u(x+ iy)| dxdy ,

also gilt a ∈ A.
Da Ω zusammenhängend ist und u 6≡ −∞, ist Ac 6= ∅ und daher

A = ∅. Es gilt also (1.12) für jede Kreisscheibe D(a,R) ⊆ Ω und damit
ist {a ∈ Ω : u(a) = −∞} ∩ D(a,R) eine Menge vom zweidimensionalen
Lebesgue-Maß Null. Da Ω eine im R2 offene Menge ist, und daher durch
abzählbar viele solche Kreisscheiben ausgeschöpft werden kann, folgt das auch
{a ∈ Ω : u(a) = −∞} eine Nullmenge ist.

❑

Die folgende Aussage, mit deren Hilfe man aus bekannten subharmonischen
Funktionen neue erzeugen kann, folgt aus der Jensenschen Ungleichung.

1.6.2 Proposition. Sei u eine subharmonische Funktion in Ω und sei ϕ : R →
R monoton wachsend und konvex. Setze ϕ(−∞) := limt→−∞ ϕ(t) ∈ R∪ {−∞}.
Dann ist ϕ ◦ u : Ω → R wohldefiniert und subharmonisch in Ω.

Beweis. Zunächst bemerke, daß eine monoton wachsende und konvexe Funktion
stets stetig ist. Es folgt daß ϕ ◦ u halbstetig von oben ist. Sei eine Kreisscheibe
D(a,R) mit D(a,R) ⊆ Ω gegeben. Approximiere u auf ∂D(a,R) mit Polyno-
men sodass Re p1(z) ≥ Re p2(z) ≥ . . . → u(z), z ∈ ∂D(a,R). Dann gilt, da u
subharmonisch ist, u(a) ≤ Re pn(a), n ∈ N.

Es gilt wegen der Monotonie von ϕ, da Re pn harmonisch ist, und wegen der
Jensenschen Ungleichung:

ϕ(u(a)) ≤ ϕ(Re pn(a)) = ϕ
( 1

2π

π∫

−π

Re pn(a+Reiθ) dθ
)

≤

≤
1

2π

π∫

−π

(ϕ ◦ Re pn)(a+Reiθ) dθ .

Da ϕ stetig und monoton ist, gilt ϕ ◦ Re pn → ϕ ◦ u punktweise und monoton
fallend auf ∂D(a,R). Da Re p1 stetig und daher beschränkt ist, ist auch ϕ◦Re pn
beschränkt, und es folgt mit dem Satz von der beschränkten Konvergenz dass

ϕ(u(a)) ≤
1

2π

π∫

−π

(ϕ ◦ u)(a+Reiθ) dθ .

Nach Satz 1.5.6 ist ϕ ◦ u subharmonisch.

❑

1.6.3 Korollar.
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(i) Sei u harmonisch in Ω und sei p ∈ [1,∞). Dann ist |u|p subharmonisch.

(ii) Sei f analytisch im Gebiet Ω und sei p ∈ (0,∞). Dann ist die Funktion
|f |p subharmonisch in Ω.

Beweis. Für die erste Behauptung wende Proposition 1.6.2 an auf |u| und
ϕ(x) = |x|p. Für die zweite auf u = log |f | und ϕ(x) = epx.

❑

Wir betrachten nun Funktionen u die subharmonisch in D oder in einem
Kreisring {z ∈ C : R1 < |z| < R2} sind. In dieser Situation können wir die
folgenden Integralmittel definieren:

m(r) :=
1

2π

∫ π

−π

u(reit) dt, 0 ≤ r < 1 bzw. R1 < r < R2 .

1.6.4 Satz.

(i) Sei u subharmonisch in D. Dann ist m(r) für r ∈ [0, 1) monoton wachsend.

(ii) Sei u subharmonisch in {z ∈ C : R1 < |z| < R2}. Dann ist m(r) eine
konvexe Funktion von log r, d.h. ist R1 < r1 < r2 < R2, α ∈ (0, 1), und
log r = α log r1 + (1− α) log r2, so gilt

m(r) ≤ αm(r1) + (1− α)m(r2) .

Beweis.
ad(i): Sei 0 ≤ r1 ≤ r2 < 1 gegeben und sei h eine auf D(0, r2) stetige und in
D(0, r2) harmonische Funktion mit u(z) ≤ h(z), |z| = r2. Dann gilt u(z) ≤ h(z)
in ganz D(0, r2), und daher

m(r1) =
1

2π

∫ π

−π

u(r1e
it) dt ≤

1

2π

∫ π

−π

h(r1e
it) dt = h(0) =

=
1

2π

∫ π

−π

h(r2e
it) dt .

Approximiert man u(z) auf ∂D(0, r2) gemäß Lemma 1.5.4 mit stetigen Funktio-
nen fn(z) und setzt hn(z) := P[fn], so folgt mit dem Satz von der monotonen
Konvergenz

m(r1) ≤ lim
n→∞

1

2π

∫ π

−π

hn(r2e
it) dt =

1

2π

∫ π

−π

u(r2e
it) dt = m(r2) .

ad(ii): Seien R1 < r1 < r2 < R2 gegeben. Nach Korollar 1.5.5 existieren
Polynome pn,j , n ∈ N, j = 1, 2 sodaß

Re p1,j(rje
it) ≥ Re p2,j(rje

it) ≥ . . .→ u(rje
it), t ∈ [0, 2π), j = 1, 2 .

Schreibt man

Re pn,j = α0(n, j) +

N(n)
∑

k=1

(
αk(n, j) cos kt+ βk(n, j) sin kt

)
, n ∈ N, j = 1, 2 ,
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so sieht man das es Zahlen ak(n), bk(n), cn, dn gibt sodaß für die Funktion

hn(re
it) := cn log r + dn +

N(n)
∑

k=−N(n)
k 6=0

(
ak(n) cos kt+ bk(n) sin kt

)

gilt
hn(rje

it) = Re pn,j(rje
it), t ∈ [0, 2π), j = 1, 2 .

Nun ist

mn(r) :=
1

2π

∫ π

−π

hn(re
it) dt = cn log r + dn ,

eine lineare Funktion von log r. Da u subharmonisch ist, und hn(rje
it) ≥

u(rje
it), t ∈ [0, 2π), j = 1, 2, folgt hn(z) ≥ u(z), r1 ≤ |z| ≤ r2. Also ist stets

m(r) ≤ mn(r). Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz erhält man für
r1 und r2 sogar limn→∞mn(rj) = m(rj), j = 1, 2.

Sei nun α ∈ (0, 1) und log r = α log r1 + (1− α) log r2. Dann gilt

m(r) ≤ mn(r) = αmn(r1) + (1− α)mn(r2) ,

und damit auch m(r) ≤ αm(r1) + (1− α)m(r2).

❑

1.6.5 Korollar. Sei u subharmonisch in D. Bezeichne ur : T → C die Funk-
tion ur(ζ) := u(rζ), vgl. (1.8). Dann gilt für jedes r ∈ (0, 1) das ur ∈ L1(T).
Insbesondere ist m(r) > −∞, r ∈ (0, 1). Es gilt

lim
rց0

m(r) = u(0) .

Beweis. Da u auf jeder Kreislinie nach oben beschränkt ist, genügt es für die
erste Behauptung zu zeigen daß m(r) > −∞ gilt. Wäre m(r) = −∞, so wäre
wegen der Monotonie auch m(r′) = −∞ für alle r′ ∈ [0, r). Ein Widerspruch zu
Proposition 1.6.1, denn

1

2π

∫∫

D(0,r)

u(x+ iy) dxdy =

∫ r

0

rm(r) dr .

Wieder wegen der Monotonie existiert der Limes limrց0m(r). Ange-
nommen es wäre dieser Grenzwert echt grösser als u(0). Dann wähle
m ∈ (u(0), limrց0m(r)). Da u−1([−∞,m)) offen ist, existiert ein R > 0 sodaß
D(0, R) ⊆ u−1([−∞,m)). Es folgtm(r) ≤ m für alle r ≤ R, ein Widerspruch.

❑

1.6.6 Korollar. Sei p ∈ [1,∞] und sei u ∈ hp. Dann gilt

‖u‖hp = sup
0<r<1

‖ur‖p = lim
rր1

‖ur‖p .

Beweis. Im Fall p ∈ [1,∞) benütze Korollar 1.6.3 und Satz 1.6.4. Für p = ∞
ist ‖ur‖∞ wegen dem Maximumprinzip monoton wachsend.

❑
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1.6.7 Korollar (Hardy). Sei f analytisch in D und sei 0 < p < ∞. Dann ist
die Funktion ‖fr‖p in r monoton wachsend und die Funktion log ‖fr‖p in log r
konvex.

Beweis. Die Funktion |f |p ist subharmonisch und daher ist nach Satz 1.6.4 die
Funktion 1

2π

∫ π

−π
|f(reit)|p dt = ‖fr‖

p
p monoton wachsend.

Sei λ ∈ R und betrachte die Funktion |z|λ|f(z)|p. Sie ist auf 0 < |z| < 1
definiert und dort subharmonisch, denn sie ist |.|p von der lokal analytischen

Funktion z
λ
p f(z). Nach Satz 1.6.4 ist daher rλ‖fr‖

p
p eine konvexe Funktion von

log r.
Sei nun 0 < r1 < r2 < 1 und α ∈ (0, 1) gegeben. Wähle λ ≤ 0 sodaß

rλ1 ‖fr1‖
p
p = rλ2 ‖fr2‖

p
p und bezeichne diesen Wert mit K. Eine solche Wahl von λ

ist möglich da r1 < r2 und ‖fr1‖p ≤ ‖fr2‖p. Sei log r = α log r1 + (1− α) log r2,
dann gilt also

rλ‖fr‖
p
p ≤ αrλ1 ‖fr1‖

p
p + (1− α)rλ2 ‖fr2‖

p
p = K = KαK1−α =

=
(
rλ1 ‖fr1‖

p
p

)α(
rλ2 ‖fr2‖

p
p

)1−α
= rλ

(
‖fr1‖

p
p

)α(
‖fr2‖

p
p

)1−α
.

Durch logarithmieren erhält man die gewünschte Beziehung.

❑

1.6.8 Bemerkung. Die Aussage von Korollar 1.6.7 ist auch für den Fall p = ∞
richtig. Die Tatsache das ‖fr‖∞ monoton wächst ist gerade das Maximumprin-
zip. Das log ‖fr‖∞ eine konvexe Funktion von log r ist, ist die Aussage des
Hadamard’schen Dreikreisesatzes , eine Folgerung aus dem Maximumprinzips.

1.6.9 Bemerkung. Mittels Variablensubstitution erhält man die Satz 1.6.4
und seinen Folgerungen entsprechenden Ergebnisse für beliebige Kreisscheiben
D(a,R) bzw. Kreisringe {z ∈ C : R1 < |z − a| < R2}.



Kapitel 2

Die Räume Hp, N , N+

2.1 Funktionen von beschränktem Typ

Ist g : T → C meßbar, so bezeichnen wir

‖g‖0 :=

∫

T

log+ |g(ζ)| dλ(ζ) .

2.1.1 Definition. Sei f analytisch in D, und sei wieder fr(ζ) := f(rζ), ζ ∈ D,
vgl. (1.8). Wir schreiben f ∈ N , falls

sup
0≤r<1

‖fr‖0 <∞ .

N heißt die Menge der analytischen Funktionen von beschränktem Typ. Wir
definieren weiters

‖f‖0 := sup
0≤r<1

‖fr‖0, f ∈ N .

Bemerke das, da für in D analytische Funktionen log+ |f | subharmonisch ist,
‖fr‖0 stets monoton wachsend mit r ∈ (0, 1) ist. Es folgt

sup
0≤r<1

‖fr‖0 = lim
rր1

‖fr‖0 .

Grundlegend für das Folgende ist

2.1.2 Satz (R.Nevanlinna). Sei f analytisch in D. Dann ist f ∈ N genau dann

wenn sich f darstellen läßt als f(t) = ϕ(z)
ψ(z) mit in D analytischen und beschränk-

ten Funktionen ϕ,ψ. In diesem Fall können ϕ und ψ so gewählt werden, daß ψ
in D keine Nullstellen hat und ‖ϕ‖∞, ‖ψ‖∞ ≤ 1 gilt.

Beweis. Ist g analytisch in D, ‖g‖∞ ≤ 1, so ist stets log |g(z)| ≤ 0. Weiters
ist log |g| subharmonisch. Es folgt das

∫

T
log |gr(ζ)| dλ(ζ) monoton wachsend ist

und nach oben beschränkt durch 0. Also existiert der Grenzwert

lim
r→1

∫

T

∣
∣ log |gr(ζ)|

∣
∣ dλ(ζ) = − lim

r→1

∫

T

log |gr(ζ)| dλ(ζ) ∈ [0,∞) .

33
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Sei nun f = ϕ
ψ

mit in D analytischen und beschränkten Funktionen. OBdA sei

‖ϕ‖∞, ‖ψ‖∞ ≤ 1, andernfalls erweitere den Bruch mit (max{‖ϕ‖∞, ‖ψ‖∞})−1.
Es folgt

‖fr‖0 =

∫

T

log+
∣
∣
ϕr(ζ)

ψr(ζ)

∣
∣ dλ(ζ) ≤

∫

T

∣
∣
∣ log

∣
∣
ϕr(ζ)

ψr(ζ)

∣
∣

∣
∣
∣ dλ(ζ) =

=

∫

T

∣
∣ log |ϕr(ζ)|−log |ψr(ζ)|

∣
∣ dλ(ζ) ≤

∫

T

∣
∣ log |ϕr(ζ)|

∣
∣ dλ(ζ)+

∫

T

∣
∣ log |ψr(ζ)|

∣
∣ dλ(ζ) .

Da die rechte Seite für r → 1 einen endlichen Grenzwert hat, ist ‖fr‖0 für
r ∈ [0, 1) beschränkt, d.h. f ∈ N .

Sei nun umgekehrt f ∈ N , M := sup0≤r<1 ‖fr‖0 < ∞. Betrachte die Maße

log+ |fr| dλ als Elemente des Dualraumes von C(T). Wegen

‖ log+ |fr| dλ‖ = | log+ |fr| dλ|(T) =

∫

T

log+ |fr| dλ = ‖fr‖0

sind alle diese in der Kugel mit RadiusM enthalten. Nach dem Satz von Banach-
Alaoglu existiert ein komplexes Borel-Maß µ und eine Folge rn → 1, sodaß im
schwach-* Sinne limn→∞ log+ |frn | dλ = µ gilt. Es ist ‖µ‖ ≤ M und da alle
log+ |fr| dλ positive Maße sind, hat auch µ diese Eigenschaft. Definiere

ψ(z) := e

−

∫

T

ζ − z

ζ + z
dµ(ζ)

, z ∈ D .

Dann ist ψ eine in D analytische Funktion, hat keine Nullstellen und ist be-
schränkt durch 1:

log |ψ(z)| = −P[dµ](z) ≤ 0 .

Sei r ∈ (0, 1) und betrachte die subharmonische Funktion u(z) := log |f(rz)|,
z ∈ 1

r
D. Längs T gilt u(ζ) ≤ log+ |fr(ζ)|, also folgt

log |f(rz)| = u(z) ≤ P[log+ |fr|], z ∈ D .

Sei nun z ∈ D festgehalten. Die linke Seite der obigen Beziehung strebt für r = rn
und n → ∞ gegen log |f(z)|, die rechte Seite gegen P[dµ](z) = − log |ψ(z)|. Es
folgt das

|f(z)| ≤
1

|ψ(z)|
, z ∈ D .

Setzen wir ϕ := fψ, so erhalten wir eine Darstellung von f in der gewünschten
Form.

❑

Wie wir im ersten Teil des Beweises von Satz 2.1.2 gesehen haben gilt:

2.1.3 Korollar. Sei f analytisch in D und gelte

lim sup
rր1

∫ π

−π

log+ |f(reit)| dt <∞ .

Dann folgt das

lim sup
rր1

∫ π

−π

∣
∣ log |f(reit)|

∣
∣ dt <∞ .
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2.1.4 Korollar.

(i) Sind f, g ∈ N , so ist auch f + g sowie f · g in N . Ist α ∈ C, so ist die
konstante Funktion α in N . Insbesondere ist N ein linearer Raum. Ist f

g

analytisch in D, so ist auch f
g
∈ N .

(ii) Sei f ∈ N . Dann existiert für λ-fast alle Punkte ζ ∈ T der nichttangentiale
Grenzwert limz→̂ζ f(z) =: f∗(ζ). Ist f 6= 0, so ist log |f∗| ∈ L1(T). Es gilt
‖f∗‖0 ≤ ‖f‖0.

(iii) Sind f, g ∈ N und gilt f∗(ζ) = g∗(ζ) für alle ζ aus einer Menge mit
positivem Maß, so folgt f = g.

Beweis. Die Aussage (i) folgt unmittelbar aus Satz 2.1.2. Um (ii) zu zeigen
sei zunächst g analytisch in D, g 6= 0, mit ‖g‖∞ ≤ 1 gegeben. Dann hat g
nach Korollar 1.4.5 λ-fast überall einen nichttangentiale Grenzwert f∗(ζ). Wir
wenden das Lemma von Fatou an. Zur Wiederholung: Ist µ ein positives Maß
und sind fn ≥ 0 und meßbar, so gilt

∫
(lim infn→∞ fn) dµ ≤ lim infn→∞

∫
fn dµ.

Mit Hilfe dieser Ungleichung erhalten wir

∫

T

∣
∣ log |g∗(ζ)|

∣
∣ dλ(ζ) =

∫

T

lim
rր1

∣
∣ log |g(rζ)|

∣
∣ dλ(ζ) ≤ lim inf

rր1

∫

T

∣
∣ log |g(rζ)|

∣
∣ dλ(ζ) .

Die rechte Seite ist nach Korollar 2.1.3 endlich. Also ist log |g∗| ∈ L1(T), insbe-
sondere ist g∗ λ-fast überall verschieden von Null.

Sei nun f ∈ N und schreibe f = ϕ
ψ

mit ‖ϕ‖∞, ‖ψ‖∞ ≤ 1. Nach dem gerade
Bemerkten existiert λ-fast überall

f∗(ζ) := lim
z→̂ζ

f(z) =
limz→̂ζ ϕ(z)

limz→̂ζ ψ(z)

und es ist log |f∗| = log |ϕ∗| − log |ψ∗| ∈ L1(T). Ebenfalls wegen dem Lemma
von Fatou erhalten wir

‖f∗‖0 =

∫

T

lim
rր1

log+ |fr(ζ)| dλ(ζ) ≤ lim inf
rր1

∫

T

log+ |fr(ζ)| dλ(ζ) = ‖f‖0 .

Die Behauptung (iii) folgt aus den bereits bewiesenen, denn sind f, g ∈ N so
ist auch f − g ∈ N und, falls f − g 6= 0, so ist f∗ − g∗ = (f − g)∗ ∈ L1(T).

❑

Wir gehen nun daran die multiplikative Struktur von N näher zu untersu-
chen. Zuerst wollen wir etwaige Nullstellen abspalten. Dies geschieht mit Hilfe
sogenannter Blaschke Produkte:

2.1.5 Lemma. Sei (αn)n∈N eine Folge von Punkten αn ∈ D \ {0} und sei
k ∈ N ∪ {0}. Es gelte die Blaschke Bedingung

∞∑

n=1

(1− |αn|) <∞ , (2.1)
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oder äquivalent
∞∏

n=1
|αn| > 0. Dann ist das Produkt

B(z) := zk
∞∏

n=1

αn − z

1− αnz

|αn|

αn
, z ∈ D ,

lokal gleichmäßig konvergent in C \ {(αn)−1 : n ∈ N} und stellt daher eine in
dieser Menge analytische Funktion dar. Diese nennt man das Blaschke Produkt
zu der Folge αn und k. Die Funktion B hat genau (inklusive Vielfachheit) die
Nullstellen αn und 0 als Nullstelle der Ordnung k. Es gilt die Symmetrieeigen-
schaft B((z)−1) = (B(z))−1.

Beweis. Sei K eine kompakte Menge mit K ∩ {(αn)−1 : n ∈ N} = ∅. Dann
existiert δ1 > 0 sodaß |1− αnz| = |αn| |z − (αn)

−1| ≥ δ. Weiters gilt auf Grund
der Blaschke Bedingung |αn| → 1, also ist auch |αn| ≥ δ2 > 0. Ausserdem ist
|z| ≤ δ3, z ∈ K. Nun ist

∣
∣
∣1−

αn − z

1− αnz

|αn|

αn

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
αn − |αn|

2z − |αn|αn + |αn|z

(1− αnz)αn

∣
∣
∣ =

=
∣
∣
∣
αn + |αn|z

(1− αnz)αn

∣
∣
∣(1− |αn|) ≤

1 + δ3
δ1δ2

(1− |αn|) ,

und schliessen aufgrund der Blaschke Bedingung das die Reihe

∞∑

n=1

∣
∣
∣1−

αn − z

1− αnz

|αn|

αn

∣
∣
∣

auf K gleichmäßig konvergiert. Damit ist auch das Produkt B(z) gleichmäßig
konvergent auf K.

❑

Bemerke das, falls die Blaschke Bedingung nicht erfüllt ist, das obige Produkt
in D gegen 0 konvergiert und außerhalb gegen ∞.

2.1.6 Lemma. Die Folge (αn)n∈N erfülle die Blaschke Bedingung (2.1). Sei B
das Blaschke Produkt zu den αn und einem k ∈ N ∪ {0}. Dann gilt ‖B‖∞ = 1
und |B∗(ζ)|∞ = 1, λ-fast überall. Weiters ist

lim
rր1

∫

T

log
∣
∣Br(ζ)

∣
∣ dλ(ζ) = 0 . (2.2)

Beweis. Da stets ‖ α−z
1−αz‖∞ = 1 ist, ist sicher ‖B‖∞ ≤ 1. Also existiert fast

überall der Grenzwert limz→̂ζ B(z) =: B∗(ζ) und ‖B∗‖∞ ≤ 1. Da log |B| sub-
harmonisch ist, existiert der obige Grenzwert. Klarerweise ist er nichtpositiv.
Sei für N ∈ N

BN (z) :=

∞∏

n=N

αn − z

1− αnz

|αn|

αn
,

dann hat die rationale Funktion B
BN

in einer offenen Umgebung von T keine

Null- oder Polstellen, und | B
BN

| = 1 längs T. Es folgt

lim
rր1

∫

T

log
∣
∣
B

BN
(rζ)

∣
∣ dλ(ζ) = 0 ,
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und daher

lim
rր1

∫

T

log
∣
∣B(rζ)

∣
∣ dλ(ζ) = lim

rր1

∫

T

log
∣
∣BN (rζ)

∣
∣ dλ(ζ) .

Wir erhalten, da log |BN | subharmonisch ist und mit Hilfe des Lemmas von
Fatou

log |BN (0)| = lim
rց0

∫

T

log
∣
∣BN (rζ)

∣
∣ dλ(ζ) ≤ lim

rր1

∫

T

log
∣
∣BN (rζ)

∣
∣ dλ(ζ) =

= lim
rր1

∫

T

log
∣
∣B(rζ)

∣
∣ dλ(ζ) ≤

∫

T

lim
rր1

log
∣
∣B(rζ)

∣
∣ dλ(ζ) =

∫

T

log
∣
∣B∗(ζ)

∣
∣ dλ(ζ) ≤ 0 .

Für N → ∞ strebt log |BN (0)| gegen 0. Es folgt das die Beziehung (2.2) gilt
und das fast überall log |B∗(ζ)| = 0 gilt. Daraus wiederum folgt das auch
‖B‖∞ = 1 ist.

❑

2.1.7 Bemerkung. Ist eine endliche Anzahl von Nullstellen αn ∈ D vorgege-
ben, und ist B(z) das entsprechend gebildete Produkt, so ist B eine rationale
Funktion und die Eigenschaften von Lemma 2.1.6 sind trivialerweise erfüllt.

2.1.8 Proposition. Ist f ∈ N , f 6= 0, dann erfüllen die Nullstellen von f die
Blaschke Bedingung. Sei B das Blaschke Produkt zu den Nullstellen von f und
setze g := B−1f . Dann ist g ∈ N und ‖g‖0 = ‖f‖0.

Beweis. Da f ∈ N gerade bedeutet das f geschrieben werden kann als f = ϕ
ψ

mit ‖ϕ‖∞, ‖ψ‖∞ ≤ 1 und ψ nullstellenfrei, genügt es für die ersten beiden
Behauptungen den Fall ‖f‖∞ ≤ 1 zu betrachten.

Sei also f analytisch in D und ‖f‖∞ ≤ 1. Habe f an der Stelle 0 eine
Nullstelle der Ordnung k und seien αn die von Null verschiedenen Nullstellen
von f (aufgezählt gemäß ihrer Vielfachheit). Setze für N ∈ N

BN (z) := zk
N∏

j=1

bαj
(z) , (2.3)

wobei

bα(z) :=
z − α

1− αz

|α|

α
.

Wir zeigen das gilt
‖(BN )−1f‖∞ ≤ 1 , (2.4)

Sei ǫ > 0 gegeben, dann existiert R ∈ (0, 1) sodaß
∣
∣BN (z)

∣
∣ ≥ 1− ǫ, |z| ∈ [R, 1) .

Es folgt |(BN )−1f(z)| ≤ (1−ǫ)−1, |z| ∈ [R, 1). Nach dem Maximumprinzip folgt
‖(BN )−1f(z)‖∞ ≤ (1− ǫ)−1. Da ǫ beliebig war, folgt ‖(BN )−1f(z)‖∞ ≤ 1, d.h.
es ist

∣
∣
f(z)

zk
∣
∣ ≤

∣
∣
∣

N∏

j=1

bαj
(z)

∣
∣
∣, z ∈ D .
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Setzt man in dieser Beziehung z = 0 ein, so folgt

0 <
∣
∣
f (k)(0)

k!

∣
∣ ≤

N∏

j=1

|αj | .

Da N ∈ N beliebig war, ist die Blaschke Bedingung erfüllt. Weiters schliessen
wir wegen (2.4) das ‖B−1f‖∞ ≤ 1 ist.

Wir müssen noch zeigen das, in der Situation des Satzes, ‖B−1f‖0 = ‖f‖0
ist. Es gilt

log+
∣
∣
f

B

∣
∣ ≤ log+ |f |+ log+

∣
∣
1

B

∣
∣ = log+ |f | − log |B| .

Wegen Lemma 2.1.6 folgt ‖B−1f‖0 ≤ ‖f‖0. Die umgekehrte Ungleichung ist
klar, da stets |f | ≤ |B−1f |.

❑

2.1.9 Bemerkung. Wir wollen die folgende Tatsache die im Beweis von Propo-
sition 2.1.8 aufgetreten ist explizit festhalten: Ist f analytisch in D und gilt
‖f‖∞ ≤ 1, so konvergiert das Blaschke Produkt B zu den Nullstellen von f und
es ist ‖B−1f‖∞ ≤ 1.

2.1.10 Satz. Sei f analytisch in D. Dann ist f genau dann von beschränktem
Typ, wenn sich f schreiben läßt als

f = B
S1

S2
F (2.5)

wobei B ein Blaschke Produkt ist, S1 und S2 nullstellenfreie analytische Funk-
tionen mit

‖Sj‖∞ = 1, |S∗
j (ζ)| = 1 f.ü., j = 1, 2 ,

und wobei F von der Gestalt

F (z) = e

∫

T

ζ + z

ζ − z
φ(ζ) dλ(ζ)

mit φ ∈ L1(T) ist. Tatsächlich gilt in diesem Fall φ = log |f∗|.
Ist f ∈ N , so sind in (2.5) die Faktoren B und F (bis auf eine multiplikative

Konstante vom Betrag eins) eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei f ∈ N gegeben und bezeichne mit f∗ die Randfunktion von f .
Wegen Proposition 2.1.8 können wir oBdA annehmen das f keine Nullstellen
hat. Dann ist also log f eine in D analytische Funktion. Weiters gilt wegen
Korollar 2.1.3 das Re log f = log |f | ∈ h1. Nach der Poisson-Jensen Formel
Korollar 1.4.2 existiert ein reelles Borel-Maß µ und eine reelle Konstante C mit

log f(z) =

∫

T

ζ + z

ζ − z
dµ(ζ) + iC, z ∈ D .

Schreibe dµ = φdλ + µs mit φ ∈ L1(T) und µs singulär bezüglich λ. Weiter
schreibe µs = µ2 − µ1 mit positiven zu λ singulären Maßen µj . Setze

Sj(z) := e
−

∫

T

ζ+z
ζ−z

dµj(ζ)

,
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F (z) = e

∫

T

ζ+z
ζ−z

φ(ζ) dλ(ζ)

.

Dann gilt f = eiCS1

S2
F . Die Funktion F hat nach Definition die verlangte Gestalt.

Da die µj positiv sind, ist ‖Sj‖∞ ≤ 1. Nach dem Satz von Fatou ist |S∗
j (ζ)| = 1

fast überall.
Wir zeigen umgekehrt, daß jedes Produkt der Gestalt (2.5) von beschränk-

tem Typ ist. Da B,S1, S2 beschränkt sind, ist nur mehr zu zeigen das F ∈ N .
Dazu schreibe F = F1

F2
mit

F1(z) = e
−

∫

T

ζ+z
ζ−z

φ−(ζ) dλ(ζ)

, F2(z) = e
−

∫

T

ζ+z
ζ−z

φ+(ζ) dλ(ζ)

,

wobei φ+ := max{φ, 0} und φ− := −min{φ, 0}.
Um die Eindeutigkeitsaussage einzusehen, bemerke zunächst das das Blasch-

ke Produkt eindeutig durch die Nullstellen von f gegeben ist. Weiters gilt
|f∗| = |F ∗| fast überall, und wir erhalten wegen dem Satz von Fatou

φ(ζ) = lim
z→̂ζ

P[φdλ](z) = lim
z→̂ζ

Re logF (z) =

= lim
z→̂ζ

log |F (z)| = log |F ∗(ζ)| = log |f∗(ζ)|, f.ü. .

Also ist auch φ und damit F bis auf die multiplikative Konstante, durch f
bestimmt.

❑

Der obige Satz motiviert die folgende Definition:

2.1.11 Definition. Sei f analytisch in D. Dann heißt die Funktion f inner ,
falls ‖f‖∞ = 1 und |f∗(ζ)| = 1, λ-fast überall. Sie heißt singular inner , wenn
sie zusätzlich nullstellenfrei ist. Schließlich heißt f outer für N , wenn

f(z) = α · e

∫

T

ζ + z

ζ − z
φ(ζ) dλ(ζ)

mit φ ∈ L1(T) und α ∈ C, |α| = 1, hat.

Wir werden später sehen, daß outer functions durch gewissen Extremalei-
genschaften charakterisiert werden, vgl. Proposition 2.1.18. Angesichts dieser
Namensgebung spricht man von der Faktorisierung (2.5) auch als inner-outer
Faktorisierung .

Aus der in Satz 2.1.10 durchgeführten Konstruktion erhalten wir:

2.1.12 Korollar. Sei f analytisch in D. Dann ist f genau dann singular inner,
wenn es ein bezüglich λ singuläres reelles Borel-Maß und eine Konstante α vom
Betrag 1 gibt sodaß

f(z) = α e

∫

T

ζ + z

ζ − z
dµ(ζ)

, z ∈ D .

2.1.13 Beispiel. Wie wir in Korollar 2.1.4, (ii), gesehen haben gilt für f ∈ N
stets ‖f∗‖0 ≤ ‖f‖0. Betrachte die Funktion

S(z) := e−
1+z
1−z , z ∈ D ,
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vgl. Beispiel 1.4.6. Sie ist beschränkt und gehört daher zu N . Es ist f := S−1 ∈
N und

‖f∗‖0 = 0 < 1 = log |f(0)| ≤ ‖f‖0 .

Dieses Beispiel ist eigentlich von allgemeiner Natur: Ist S singular inner und
nicht konstant, so ist f := S−1 ∈ N und es gilt ‖f∗‖0 < ‖f‖0.

2.1.14 Definition. Bezeichne mit N+ jene (echte) Teilmenge von N die aus
allen Funktionen f ∈ N mit ‖f∗‖0 = ‖f‖0 besteht. Die Menge N+ heißt manch-
mal auch Smirnov Klasse.

2.1.15 Proposition. Sei f analytisch in D. Dann sind äquivalent:

(i) f ∈ N+.

(ii) f ∈ N und limrր1 log
+ |fr| = log+ |f∗| im Sinne des L1(T).

(iii) Die Funktion f lässt sich faktorisieren als f = BSF wobei B ein Blaschke
Produkt, S singulär inner und F outer für N ist.

Zum Beweis benötigen wir die folgenden maßtheoretischen Aussagen. Zuerst
eine allgemeinere Variante des Satzes von der beschränkten Konvergenz wo-
bei wir uns aus pragmatischen Gründen auf den Fall reellwertiger Funktionen
beschränken.

2.1.16 Lemma. Sei µ ein Maß auf der Menge X und seien un, vn, n ∈ N,
reellwertige meßbare Funktionen mit

|un| ≤ vn, vn ∈ L1(µ), n ∈ N .

Gilt un → u und vn → v punktweise fast überall, und

lim
n→∞

∫

X

vn dµ =

∫

X

v dµ <∞ ,

so folgt

lim
n→∞

∫

X

un dµ =

∫

X

u dµ .

Beweis. Nach dem Lemma von Fatou gilt
∫

X

v dµ+

∫

X

u dµ =

∫

X

(v + u) dµ =

∫

X

lim inf
n→∞

(vn + un) ≤

≤ lim inf
n→∞

∫

X

(vn + un) =

∫

X

v dµ+ lim inf
n→∞

∫

X

un dµ ,

sowie ∫

X

v dµ−

∫

X

u dµ =

∫

X

(v − u) dµ =

∫

X

lim inf
n→∞

(vn − un) ≤

≤ lim inf
n→∞

∫

X

(vn − un) =

∫

X

v dµ− lim sup
n→∞

∫

X

un dµ .

Es folgt

lim sup
n→∞

∫

X

un dµ ≤

∫

X

u dµ ≤ lim inf
n→∞

∫

X

un dµ .

❑
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2.1.17 Korollar. Sei µ ein Maß auf der Menge X, sei p ∈ (0,∞), und sei
f, fn ∈ Lp(µ), n ∈ N. Gilt

lim
n→∞

fn(x) = f(x), x ∈ X µ-f.ü., und lim
n→∞

∫

X

|fn|
p dµ =

∫

X

|f |p dµ ,

dann folgt

lim
n→∞

∫

X

|fn − f |p dµ = 0 .

Beweis. Setze un := |fn − f |p, u = 0, und vn := 2p(|fn|
p + |f |p), v = 2p+1|f |p.

Dann gilt

|un|
1
p = |fn − f | ≤ |fn|+ |f | ≤ 2max{|fn|, |f |} =

= 2max{|fn|
p, |f |p}

1
p ≤ 2(|fn|

p, |f |p)
1
p = v

1
p
n .

Lemma 2.1.16 liefert das gewünschte Resultat.

❑

Beweis. (von Proposition 2.1.15)
(i) ⇒ (ii): Wende Korollar 2.1.17 an mit p = 1 und den Funktionen log+ |fr|
und log+ |f∗|.

(ii) ⇒ (iii): Schreibe f = B ·S−1
2 S1 ·F wie in (2.5). Sei r ∈ (0, 1) sodaß f längs

rT keine Nullstellen hat. Die Funktion log |f(rz)| ist subharmonisch auf 1
r
D,

und hat längs T die Werte log |fr|. Also folgt das

log |f(rz)| ≤ P[log |fr|](z) = P[log+ |fr|](z)− P[log− |fr|](z), z ∈ D .

Nach dem Lemma von Fatou gilt

− lim inf
rր1

P[log− |fr|](z) ≤ −P[log− |f∗|](z), z ∈ D ,

und nach unserer Voraussetzung

lim
rր1

P[log+ |fr|](z) = P[log+ |f∗|](z), z ∈ D .

Wir erhalten also für jedes z ∈ D

log |f(z)| = lim
rր1

log |f(rz)| ≤ P[log+ |f∗|](z)− P[log− |f∗|](z) =

= P[log |f∗|](z) = log |F (z)| .

Die Funktion F−1f ist also beschränkt durch 1. Nach Bemerkung 2.1.9 ist auch
B−1F−1f = S−1

2 S1 beschränkt durch 1, d.h. singular inner.

(iii) ⇒ (i): Sei f = BSF in der angegebenen Weise. Dann ist f ∈ N und es
gilt |f | ≤ |F |. Wegen log |F | = P[log |f∗|] ≤ P[log+ |f∗|] erhalten wir das auch
log+ |f | ≤ P[log+ |f∗|], und es folgt

‖fr‖0 = ‖ log+ |fr|‖1 ≤ ‖P[log+ |f∗|]r‖1 .

Die rechte Seite strebt nach Satz 1.4.1, (ii), gegen ‖ log+ |f∗|‖1 = ‖f∗‖0, die linke
gegen ‖f‖0. Also haben wir auch ‖f‖0 ≤ ‖f∗‖0. Die umgekehrte Ungleichung
gilt wegen Korollar 2.1.4, (ii), sowieso.
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❑

Wir können nun die Eigenschaft einer Funktion outer zu sein, durch eine
Extremaleigenschaft charakterisieren.

2.1.18 Proposition. Sei f ∈ N+. Dann sind äquivalent

(i) f ist outer.

(ii) Sei g ∈ N+ und sei g 6= αf mit |α| = 1. Ist |g∗(ζ)| = |f∗(ζ)| fast überall,
dann folgt

|g(z)| ≤ |f(z)| für ein z ∈ D .

(iii) Sei g ∈ N+ und sei g 6= αf mit |α| = 1. Ist |g∗(ζ)| ≤ |f∗(ζ)| fast überall,
dann folgt

|g(z)| < |f(z)|, z ∈ D .

(iv) Es gilt

log |f(0)| =

∫

T

log |f∗(ζ)| dλ(ζ) .

Beweis. Die Implikation (iii) ⇒ (ii) ist trivial. Ebenso (i) ⇒ (iv), denn ist f
outer so gilt die gewünschte Beziehung nach Definition.

Sei nun angenommen das (i) falsch ist, d.h. f = BSF mit BS nicht konstant.
Dann gilt wegen dem Maximumprinzip |(BS)(z)| < 1, z ∈ D. Wir sehen das
F eine Funktion ist mit |F ∗| = |f∗| f.ü. aber |F (z)| > |f(z)| für alle z ∈ D.
Insbesondere folgt nach Definition der outer function F

log |f(0)| < log |F (0)| =

∫

T

log |f∗(ζ)| dλ(ζ) .

Wir haben gezeigt das (ii) ⇒ (i) und (iv) ⇒ (i).
Wir zeigen (i) ⇒ (iii): Sei f outer, und sei g ∈ N+ mit |g∗| ≤ |f∗| gegeben.

Schreibe g = BSG. Es gilt nach unserer Vorausssetzung |G(z)| ≤ |f(z)|. Ist BS
nicht konstant, so folgt bereits |g(z)| < |f(z)|, z ∈ D. Ist nicht log |g∗| = log |f∗|
f.ü., so ist nach Korollar 1.2.5 |G(z)| < |f(z)| für jedes z ∈ D. Es folgt das
g = αf mit |α| = 1.

❑

Da die Funktion 1 outer ist, erhalten wir insbesondere

2.1.19 Korollar. Sei f ∈ N+. Dann ist f inner genau dann, wenn |f∗(ζ)| = 1
f.ü.

2.2 Hardy Räume

2.2.1 Definition. Sei f analytisch in D, p ∈ (0,∞] und setze wieder fr(ζ) :=
f(rζ), ζ ∈ D. Wir schreiben f ∈ Hp, falls

sup
0≤r<1

‖fr‖p <∞ .
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Hp heißt Hardy Raum. Wir definieren weiters

‖f‖p := sup
0≤r<1

‖fr‖p, f ∈ Hp .

Es besteht also Hp aus jenen Funktionen in hp die sogar analytisch sind.
Nach Korollar 1.6.7 bzw. Bemerkung 1.6.8 ist ‖fr‖p stets monoton wachsend
mit r ∈ (0, 1) und wir erhalten wieder

sup
0≤r<1

‖fr‖p = lim
rր1

‖fr‖p .

Nach der Jensenschen Ungleichung gilt ‖.‖p ≤ ‖.‖p′ für 0 < p ≤ p′ ≤ ∞, und

daher auch Hp ⊇ Hp′ .
Wir benötigen die folgende elementare Ungleichung.

2.2.2 Lemma. Es gilt für 0 < p ≤ 1 und x, y ≥ 0 stets

∣
∣ log+ x− log+ y

∣
∣ ≤

1

p

∣
∣x− y

∣
∣
p
.

Beweis. Betrachte f(t) := tp − 1, g(t) := (t− 1)p, auf [1,∞). Dann gilt f(1) =
g(1) = 0 und da p− 1 ≤ 0

f ′(t) = ptp−1 ≤ p(t− 1)p−1 = g′(t), t ≥ 1 .

Es folgt f(t) ≤ g(t), t ∈ [1,∞). Wir erhalten wegen 1+x ≤ ex das log(tp) ≤ f(t),
und damit

log t ≤
1

p
(t− 1)p, t ≥ 1 .

Daraus erhalten wir mittels Fallunterscheidung die gewünschte Ungleichung. Sei
zunächst x ≥ y ≥ 1, dann gilt

log
x

y
≤

1

p
(
x

y
− 1)p ≤

1

p
(
x

y
− 1)pyp =

1

p
(x− y)p .

Ist x ≥ 1 ≥ y, so gilt

log x ≤
1

p
(x− 1)p ≤

1

p
(x− y)p .

Ist 1 ≥ x ≥ y, so ist die gewünschte Ungleichung trivial.

❑

Setzt man in dieser Ungleichung speziell y = 0, so folgt das log+ x ≤ 1
p
|x|p.

Da der Raum Hp mit wachsendem p kleiner wird, folgt

2.2.3 Korollar. Sei p ∈ (0,∞], dann gilt Hp ⊆ N . Insbesondere besitzt jede
Funktion f ∈ Hp für λ-fast alle Punkte ζ ∈ T einen nichttangentialen Grenz-
wert f∗(ζ) := limz→̂ζ f(z), und die Nullstellen von f genügen der Blaschke
Bedingung.

Das Abspalten der Nullstellen führt uns nicht aus Hp hinaus:

2.2.4 Lemma. Sei p ∈ (0,∞], f ∈ Hp und bezeichne mit B das Blaschke
Produkt zu den Nullstellen von f . Dann ist B−1f ∈ Hp und ‖B−1f‖p = ‖f‖p.
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Beweis. Der Fall p = ∞ ist gerade Bemerkung 2.1.9. Sei also p ∈ (0,∞).
Bezeichne wie in (2.3) wieder mit BN das Produkt der ersten N elementa-
ren Blaschke Faktoren zu den Nullstellen von f . Da limr→1B

N (rζ) = BN (ζ)
gleichmäßig für ζ ∈ T gilt, erhalten wir

∥
∥
( f

BN
)

r

∥
∥
p
≤ lim
rր1

∥
∥
( f

BN
)

r

∥
∥
p
= lim
rր1

‖fr‖p = ‖f‖p .

Da (BN )−1f für N → ∞ lokal gleichmäßig in D gegen B−1f konvergiert,
strebt die linke Seite in dieser Ungleichung gegen ‖(B−1f)r‖p. Wir schliessen
das B−1f ∈ Hp und ‖B−1f‖p ≤ ‖f‖p. Wegen |B| ≤ 1 ist die umgekehrte
Ungleichung trivial.

❑

2.2.5 Satz. Sei p ∈ (0,∞) und f ∈ Hp. Dann gilt limrր1 fr = f∗ im Sinne
des Lp(T).

Beweis. Für p > 1 folgt die Behauptung aus Satz 1.4.1, (iii). Sei nun p ∈ (0,∞)
beliebig und f ∈ Hp. Sei B das Blaschke Produkt zu den Nullstellen von f und
setze g := B−1f . Dann ist g ∈ Hp und ‖g‖p = ‖f‖p. Da g in D keine Nullstellen

hat gibt es eine in D analytische Funktion h mit h
2
p = g. Nun gilt ‖hr‖2 = ‖gr‖p

und daher h ∈ H2. Wir haben auch (h∗)
2
p = g∗. Da stets |f(z)| ≤ |g(z)| ist,

und |f∗| = |g∗|, erhalten wir mit dem Lemma von Fatou

∫

T

|fr|
p dλ ≤

∫

T

|gr|
p dλ =

∫

T

|hr|
2 dλ

rր1

−→

∫

T

|h∗|2 dλ =

=

∫

T

|g∗|p dλ =

∫

T

|f∗|p dλ ≤ lim inf
rր1

∫

T

|fr|
p dλ = ‖f‖p .

Lässt man in dieser Beziehung r gegen 1 streben, so folgt ‖f∗‖p = ‖f‖p. Wendet
man Korollar 2.1.17 an mit fr und f∗, so folgt

lim
rր1

‖fr − f∗‖p = 0 .

❑

2.2.6 Bemerkung. Die Aussage dieses Satzes ist für p = ∞ nicht richtig, denn
sonst müßte jede Funktion aus H∞ eine stetige Randfunktion haben. Betrachte
aber die Funktion S aus Beispiel 2.1.13. Beachte das trotzdem limrր1 ‖fr‖∞ =
‖f∗‖∞.

2.2.7 Korollar. Betrachte die Abbildung f 7→ f∗. Ist p ∈ [1,∞], so ist diese ei-
ne Isometrie von (Hp, ‖.‖p) in (Lp(T), ‖.‖p). Ist p ∈ (0, 1), so ist sie isometrisch
bezüglich der Metriken dHp(f, g) := ‖f−g‖pp auf Hp sowie dLp(f, g) := ‖f−g‖pp
auf Lp(T). Ist f ∈ H1, so kann f aus seinen Randwerten f∗ rekonstruiert wer-
den als Poisson Integral

f(z) = P[f∗](z) =

∫

T

P (z, ζ)f∗(ζ) dλ(ζ) ,
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sowie auch als Cauchy Integral

f(z) =
1

2πi

∫

T

f∗(ζ)

ζ − z
dλ(ζ) .

Beweis. Die Aussagen folgen sämtliche der Konvergenz ‖fr − f∗‖p → 0. Für
die Cauchysche Integraldarstellung bemerke das für jedes r ∈ (0, 1) wegen der
Analytizität von f gilt

f(z) =
1

2πi

∫

T

fr(ζ)

ζ − z
dλ(ζ), |z| < r .

❑

2.2.8 Bemerkung. In den vorangegangenen Sätzen manifestiert sich ein wesent-
licher Unterschied zwischen allgemeinen harmonischen Funktionen und analy-
tischen Funktionen. Denn für jedes p ∈ (0,∞] hat jedes f ∈ Hp Randwerte
und, falls p 6= ∞, gilt fr → f∗ im Lp(T). Dagegen muß u ∈ hp für p < 1 keine
Randwerte haben, vgl. Beispiel 1.4.7, und im Fall p = 1, wo zwar Randwerte
existieren, muß nicht ‖fr − f∗‖1 → 0 gelten, vgl. Beispiel 1.4.6.

2.2.9 Bemerkung. Wir wollen diesen Unterschied im Fall p = 1 noch einmal
etwas anders interpretieren: Sei µ ein komplexes Borel-Maß, sodaß also u =
P[dµ] eine harmonische Funktion ist und zu h1 gehört. Ist die Funktion u sogar
analytisch, d.h. gehört sie zu H1, so gilt ur → u∗ bezüglich ‖.‖1 und daher
ist nach Satz 1.4.1, (ii), u = P[u∗]. wegen der Eindeutigkeit des Maßes in der
Poissonschen Integraldarstellung folgt dµ = u∗ dλ. Also ist µ absolut stetig.
Nach Bemerkung 1.1.5, (iv), bedeutet die Forderung der Analytizität von u
nichts anderes als

∫

T
ζn dµ(ζ) = 0 für n = 1, 2, 3, . . ..

Wir haben eben die Aussage eines Satzes von F. und M.Riesz hergeleitet: Ist
µ eine komplexes Borel-Maß auf T und verschwinden die Momente

∫

T
ζn dµ(ζ) =

0 für n = 1, 2, 3, . . ., so ist µ absolut stetig.

Mit Hilfe der Ungleichung Lemma 2.2.2 erhalten wir als weitere Folgerung
Satz 2.2.5

2.2.10 Korollar. Für jedes p ∈ (0,∞] gilt Hp ⊆ N+.

Wir wollen noch die inner-outer Faktorisierung von Hp Funktionen bestim-
men. Dazu definieren wir:

2.2.11 Definition. Eine Funktion f heißt outer für Hp, wenn sie die Gestalt

f(z) = α · e

∫

T

ζ + z

ζ − z
φ(ζ) dλ(ζ)

hat, mit einer Konstanten α ∈ C, |α| = 1, und einer Funktion φ die φ ∈ L1(T)
und eφ ∈ Lp(T) erfüllt.

2.2.12 Proposition. Sei f analytisch in D und sei p ∈ (0,∞]. Dann gehört
f zu Hp genau dann, wenn sich f faktorisieren lässt als f = BSF mit einem
Blaschke Produkt B, einer singular inner function S und einer Funktion F outer
für Hp.
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Beweis. Sei p ∈ (0,∞) und F outer für Hp. Dann gilt

log |F (z)| = P[φ](z) =

∫

T

φ(ζ)
(
P (z, ζ) dλ(ζ)

)

Wir erhalten mit der Jensenschen Ungleichung angewandt auf die konvexe Funk-
tion epx

|F (z)|p = ep log |F (z)| ≤

∫

T

epφ(ζ)
(
P (z, ζ) dλ(ζ)

)
= P[(eφ)p](z) . (2.6)

Da (eφ)p ∈ L1(T) ist, folgt P[(eφ)p] ∈ h1. Insbesondere ist sup0≤r<1 ‖F (z)‖p <
∞, d.h. F ∈ Hp.

Sei F outer für H∞, dann ist eφ ∈ L∞ und daher φ ≤ M für ein gewisses
M <∞. Es folgt

log |F (z)| = P[φ](z) ≤M, z ∈ D ,

also F ∈ H∞.

Da eine beschränkte Funktion zu jedem Raum Hp, p ∈ (0,∞], gehört, haben
wir gezeigt das eine Funktion der Gestalt BSF wobei B ein Blaschke Produkt,
S singular inner und F outer für Hp ist, zu Hp gehört.

Umgekehrt sei f ∈ Hp. Dann ist f ∈ N+ und lässt sich daher faktorisieren
als f = BSF . Dabei ist F die von φ = log |f∗| erzeugte outer (für N) Funktion.
Also gilt eφ = |f∗| ∈ Lp(T) und wir sehen das F sogar outer für Hp ist.

❑

Kombiniert man Proposition 2.1.15 und Proposition 2.2.12, so erhält man
die folgende Aussage:

2.2.13 Korollar. Sei f ∈ N+. Dann ist f ∈ Hp genau dann, wenn f∗ ∈ Lp(T).

Wie uns Beispiel 2.1.13 zeigt ist die Voraussetzung f ∈ N+ in diesem Ko-
rollar wesentlich.

2.3 Hp als linearer Raum

2.3.1 Satz. Sei p ∈ (0,∞]. Dann ist Hp mit der Norm ‖.‖p, bzw. der Metrik
dHp im Fall p < 1, vollständig. Es gilt

C[z]
‖.‖p

= Hp, p ∈ (0,∞) , C[z]
‖.‖∞

= A ( H∞ ,

wobei A die Menge aller auf D stetigen und in D analytischen Funktionen be-
zeichnet.

Beweis. Im ersten Schritt bemerken wir das für eine Folge fn ∈ Hp, n ∈ N,
Konvergenz in der Norm ‖.‖p lokal gleichmäßige Konvergenz in D impliziert. Für
p = ∞ ist dies trivial. Für p ∈ (0,∞) ist dies eine Folgerung aus der Ungleichung

|f(z)| ≤ 2
1
p ‖f ||p

1

(1− |z|)
1
p

, f ∈ Hp, z ∈ D ,
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welche wir nun beweisen: Für f ∈ Hp betrachte die inner-outer Faktorisierung
f = BSF . Nun gilt, da F outer für Hp ist, die Beziehung (2.6), und wir erhalten
mit der Abschätzung (1.5) des Poissonkernes

|f(z)|p ≤ |F (z)|p ≤

∫

T

P (z, ζ)|f∗|p dλ(ζ) ≤
1 + |z|

1− |z|

∫

T

|f∗|p dλ ≤

≤
2

1− |z|
‖f∗‖p, z ∈ D .

Sei nun (fn)n∈N, fn ∈ Hp, eine Cauchy-Folge. Dann ist nach der obigen Unglei-
chung (fn)n∈N auch eine lokal gleichmäßige Cauchy-Folge. Also existiert eine in
D analytische Funktion f sodaß limn→∞ fn = f lokal gleichmäßig. Wähle, zu
gegebenen ǫ > 0 ein N ∈ N sodaß ‖fn − fm‖p ≤ ǫ, n,m ≥ N . Dann gilt für
jedes m ≥ N und r ∈ [0, 1)

‖fr − fm,r‖p = lim
n→∞

‖fn,r − fm,r‖p ≤ lim sup
n→∞

sup
r∈[0,1)

‖(fn − fm)r‖p

︸ ︷︷ ︸

=‖fn−fm‖p

≤ ǫ .

Also haben wir ‖fr‖p ≤ ‖fN,r‖p+‖fr−fN,r‖p, bzw. noch mit einem Exponenten
p falls p < 1, und schließen das f ∈ Hp. Bildet man in der letzten Ungleichung
das Supremum über r ∈ [0, 1), so folgt limn→∞ fn = f bezüglich ‖.‖p. Wir sehen
das Hp vollständig ist.

Wir kommen zum Beweis des zweiten Teils des Satzes. Bemerke zuerst das
C[z] ⊆ A ⊆ Hp. Die singular inner Funktion S aus Beispiel 2.1.13 gehört zu
H∞ aber nicht zu A, also ist A ( H∞.

Sei nun entweder f ∈ Hp mit p ∈ (0,∞) oder f ∈ A. Dann gilt limrր1 ‖fr−
f∗‖p = 0. Im Fall p ∈ (0,∞) wegen Satz 2.2.5, für p = ∞ wegen Korollar 2.2.7
gemeinsam mit Satz 1.4.1, (v).

Betrachte die Taylorreihe
∑∞
n=0 anz

n von f um 0. Dann ist diese (minde-
stens) in ganz D lokal gleichmäßig konvergent, und zwar gegen f . Sei ǫ > 0
gegeben, dann können wir r ∈ [0, 1) so wählen daß ‖fr − f∗‖p ≤ ǫ. Wähle

N ∈ N sodaß ‖(
∑N
n=0 anz

n)r − fr‖p ≤ ǫ. Setze q(z) :=
∑N
n=0(anr

n)zn, dann ist
q als Polynom auch in Hp und es gilt

‖q − f‖p = ‖q∗ − f∗‖p =
∥
∥
(
N∑

n=0

anz
n
)

r
− f∗

∥
∥
p
≤ 2ǫ ,

bzw. ≤ 2
1
p ǫ falls p < 1. Wir haben also in den behaupteten Gleichheiten auch

die Inklusion ‘⊇’ gezeigt.

❑

Wie wir in Korollar 2.2.7 gesehen haben, ist die Abbildung f 7→ f∗ eine
Isometrie von Hp auf einen Teilraum von Lp. In diesem Sinne können wir für
jedes p ∈ (0,∞] also Hp auffassen als Teilraum von Lp. Wegen der obigen
Aussage ist Hp sogar ein abgeschlossener Teilraum von Lp.

2.3.2 Bemerkung. Sei f analytisch in D und schreibe f(z) =
∑∞
n=0 anz

n. Setzt
man formal z = eit, so erhält man ‘f(eit) =

∑∞
n=0 ane

int ’, die Fourierreihe von
f(eit). Diese heuristische Vorgangsweise legt es also nahe, daß die Potenzreihen-
koeffizienten gerade die Fourierkoeffizienten der Randfunktion sind. Wir wollen
im folgenden diesen Themenkreis etwas näher studieren.
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2.3.3 Proposition. Sei p ∈ [1,∞]. Dann gilt

Hp =
{
f ∈ Lp : (Φf)n = 0 für alle n < 0

}
,

wobei wir in dieser Beziehung wieder Hp vermöge f 7→ f∗ als Teilraum von Lp

auffassen. Ist f ∈ Hp, so gilt

f(z) =

∞∑

n=0

(Φf∗)nz
n, z ∈ D .

Beweis. Sei f ∈ H1 und schreibe f(z) =
∑∞
n=0 anz

n. Weiters sei r ∈ (0, 1).
Dann gilt nach der Cauchyschen Integralformel

1

2π

∫ π

−π

f(reit)

rneint
dt =

{

an , n ≥ 0

0 , n < 0
.

Für n ≥ 0 erhalten wir |rnan − Φ(f∗)n| ≤ ‖fr − f∗‖1. Läßt man r gegen 1
streben, so folgt an = Φ(f∗). Genauso erhält man Φ(f∗)n = 0 für n < 0.

Sei nun g ∈ Lp(T) gegeben sodaß Φ(g)n = 0, n < 0, und setze f := P[g].
Nach Satz 1.4.1 ist f ∈ hp, nach Bemerkung 1.1.5, (iv), ist f analytisch in D.
Also ist f ∈ Hp. Nach dem Satz von Fatou gilt f∗ = g.

❑

2.3.4 Bemerkung. Wir wollen zwei Folgerungen explizit erwähnen.

(i) Es gilt H2 ∼= ℓ2(N ∪ {0}) wobei die Isomorphie vermittelt wird durch die
Beziehung

∑∞
n=0 anz

n 7→ (an)n∈N∪{0}. Anders ausgedrückt: Der Raum
H2 besteht aus genau jenen analytischen Funktionen deren Potenzreihen-
koeffizienten quadratisch summierbar sind. Beachte hier das jede Potenz-
reihe mit quadratisch summierbaren Koeffizienten Konvergenzradius min-
destens 1 hat. Weiters gilt in diesem Fall

sup
r∈[0,1)

∥
∥

∞∑

n=0

anr
neint

∥
∥
2
=

∞∑

n=0

|an|
2 .

(ii) Ist f(z) =
∑∞
n=0 anz

n eine Potenzreihe mit Konvergenzradius mindestens
1 und gilt supr∈[0,1) ‖fr‖1 <∞, so folgt limn→∞ an = 0.

Tatsächlich erfüllen die Potenzreihenkoeffizienten einer H1-Funktion eine
viel stärkere asymptotische Eigenschaft:

2.3.5 Proposition (Hardy). Sei f ∈ H1, f(z) =
∑∞
n=0 anz

n. Dann gilt

∞∑

n=0

|an|

n
≤ π‖f‖1 .

Beweis. Sei zunächst an ≥ 0. Dann gilt für r ∈ (0, 1)

Im f(reiθ) =

∞∑

n=1

anr
n sinnθ
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Es ist

1

2π

2π∫

0

(π − θ) sinnθ dθ =
1

n
,

also folgt

∞∑

n=1

1

n
anr

n =
1

2π

2π∫

0

(π − θ) Im f(reiθ)dθ ≤
1

2

2π∫

0

|f(reiθ)|dθ ≤ π||f ||1 .

Für r → 1 folgt die Behauptung.
Sei nun f ∈ H1 beliebig, f(z) =

∑∞
n=0 anz

n. Bezeichne mit B das Blaschke
Produkt zu den Nullstellen von f und zerlege f als g · h mit

g := B
( f

B

) 1
2

, h :=
( f

B

) 1
2

Schreibt man

g(z) =
∞∑

n=0

bnz
n, h(z) =

∞∑

n=0

cnz
n ,

so haben wir also an =
∑n
k=0 bkcn−k. Definiere Funktionen G und H durch

G(z) =

∞∑

n=0

|bn|z
n, H(z) =

∞∑

n=0

|cn|z
n ,

dann gilt F (z) := G(z)H(z) =
∑∞
n=0 ãnz

n wobei ãn =
∑n
k=0 |bk| |cn−k| ≥ |an|.

Nun ist f ∈ H1, also sind g und h ∈ H2. Das bedeutet gerade das
∑∞
n=0 |bn|

2,
∑∞
n=0 |cn|

2 < ∞. Damit gehören auch G und H zu H2, und da-
her F zu H1. Nun folgern wir:

∞∑

n=1

1

n
|an| ≤

∞∑

n=1

1

n
ãn ≤ π‖F‖1 ≤ π‖G‖2‖H‖2 = π‖g‖2‖h‖2 = π‖f‖1 .

Dabei gilt die zweite Ungleichung wegen dem ersten Teil des Beweises ange-
wandt auf F , die dritte Ungleichung wegen der Schwarzschen Ungleichung im
L2, das erste Gleichheitszeichen aufgrund der Isometrie von H2 mit ℓ2(N∪{0}),
und schliesslich das zweite Gleichheitszeichen da |B∗| = 1.

❑

2.4 Der Multiplikationsoperator im H2

2.4.1 Bemerkung. Sei p ∈ (0,∞] und sei ϕ inner. Dann ist die Abbildung
Sϕ : f(z) 7→ ϕ(z)f(z) eine Isometrie von Hp auf einen Teilraum von Hp. Man
bezeichnet diese Isometrie auch als Multiplikationsoperator mit ϕ. Bemerke das
stets Sϕ ◦ Sψ = Sψ ◦ Sϕ.

Wir wollen uns mit dem folgenden speziellen Multiplikationsoperator
beschäftigen: Der Multiplikationsoperator mit z am H2 ist gegeben als

S :

{
H2 → H2

f(z) 7→ zf(z)
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Nun ist H2 isometrisch isomorph zu ℓ2(N ∪ {0}) via der Abbildung

∞∑

n=0

anz
n 7→ (an)n∈N∪{0} .

Bei diesem Isomorphismus geht der Multiplikationsoperator mit z über in den
Shift-Operator am ℓ2(N ∪ {0}). Dieser ist definiert als

(a0, a1, a2, . . .) 7→ (0, a0, a1, . . .) ,

und ist eine Isometrie von ℓ2(N ∪ {0}) in sich. Um den Shift-Operator zu stu-
dieren kann man also auch äquivalent den Multiplikationsoperator mit z am H2

untersuchen.
Ein Teilraum Y von H2 heißt invarianter Teilraum von S, wenn er abge-

schlossen ist und wenn S(Y ) ⊆ Y .

2.4.2 Satz (Beurling). Sei S der Multiplikationsoperator mit z am H2. Ein
Teilraum Y ist ein invarianter Teilraum von S genau dann wenn er von der
Gestalt Y = ϕH2 ist, wobei ϕ einen inner Funktion ist.

Es ist ϕ1H
2 = ϕ2H

2 genau dann, wenn sich ϕ1 und ϕ2 nur um eine multi-
plikative Konstante unterscheiden.

Beweis. Sei ϕ inner und betrachte Y := ϕH2. Da Sϕ eine Isometrie ist, ist
ϕH2 = ranSϕ abgeschlossen. Weiters gilt

S(Y ) = (S ◦ Sϕ)(H
2) = (Sϕ ◦ S)(H2) ⊆ Sϕ(H

2) = Y .

Ist ϕ inner und α ∈ C mit |α| = 1, dann gilt klarerweise ϕH2 = (αϕ)H2. Seien
umgekehrt ϕ1, ϕ2 inner und gelte ϕ1H

2 = ϕ2H
2. Dann existiert f ∈ H2 mit

ϕ1 = ϕ1 · 1 = ϕ2 · f , d.h. (ϕ2)
−1ϕ1 = f ∈ H2 ⊆ N+. Wegen |((ϕ2)

−1ϕ1)
∗| = 1

f.ü. folgt mit Korollar 2.1.19 das (ϕ2)
−1ϕ1 inner ist. Vertauscht man in dieser

Argumentation die Rollen von ϕ1 und ϕ2, so folgt das auch (ϕ1)
−1ϕ2 inner ist

und daher das sich ϕ1 und ϕ2 nur um eine multiplikative Konstante unterschei-
den können.

Sei Y 6= 0 ein invarianter Teilraum. Bezeichne k die kleinste Zahl, so daß Y
ein Element f der Gestalt

f(z) =

∞∑

n=k

cnz
n

enthält. Dann ist f 6∈ zY , d.h. zY ist ein echter abgeschlossener Teilraum von
Y. Daher gibt es ein Element ϕ ∈ Y , ‖ϕ‖2 = 1, sodaß ϕ ⊥ zY . Speziell gilt
ϕ ⊥ znϕ, n = 1, 2, . . ., d.h.

0 =
1

2π

π∫

−π

ϕ(eit) · e−intϕ(eit) dt =
1

2π

π∫

−π

|ϕ(eit)|2e−int dt, n = 1, 2, . . . .

Durch konjugieren sieht man, daß diese Beziehung auch für n = −1,−2, . . . gilt.
Nun ist |ϕ(eit)|2 ∈ L1 und nach dem eben gezeigten gilt (Φϕ)n = 0, n ∈ Z\{0}.
Wegen der Injektivität von Φ folgt daraus das |ϕ(eit)|2 = 1 f.ü. Wegen ϕ ∈
H2 ⊆ N+ erhalten wir aus Korollar 2.1.19 das ϕ inner ist.

Der Teilraum Y ist invariant unter S und abgeschlossen. Weiters enthält er
ϕ. Da die Polynome dicht in H2 sind, erhalten wir ϕH2 ⊆ Y .
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Angenommen h ∈ Y und h ⊥ ϕH2, dann ist auch h ⊥ znϕ, n = 0, 1, 2, . . .,
d.h.

1

2π

π∫

−π

h(eit) · e−intϕ(eit) dt = 0, n = 0, 1, 2, . . . .

Es ist znh ∈ zY für n = 1, 2, 3, . . .. Nach der Wahl von ϕ gilt also znh ⊥ ϕ,
n = 1, 2, . . ., d.h.

1

2π

π∫

−π

einth(eit) · ϕ(eit) dt = 0, n = 1, 2, . . . .

Die Funktion hϕ gehört zu L1(T) und wie wir gerade gesehen haben ist
Φ(hϕ) = 0. Also folgt hϕ = 0. Da ϕ inner ist erhalten wir h = 0.

❑

2.4.3 Korollar. Sei f ∈ H2 und f = BSF die inner-outer Faktorisierung.
Dann gilt

cls
{
znf : n = 0, 1, 2, . . .

}
= (BS)H2 .

Beweis. Der Raum Y := cls
{
znf : n = 0, 1, 2, . . .

}
ist ein invarianter Teil-

raum. Also gilt Y = ϕH2 mit einer gewissen inner Funktion ϕ. Wegen f ∈ Y
existiert eine Funktion h ∈ H2 mit f = ϕh. Sei h = B1S1H die inner-outer
Faktorisierung von h. Da ϕ inner ist, ist |h∗| = |f∗| und daher H = αF mit
einer Konstanten α ∈ C, |α| = 1. Nun folgt aus BSF = f = ϕh = ϕB1S1H
das BS = ϕ · αB1S1 ∈ ϕH2, und damit (BS)H2 ⊆ ϕH2 = Y . Wegen
f = BSF ∈ (BS)H2 folgt auch die umgekehrte Inklusion.

❑

Bemerke das der Raum cls{znf : n = 0, 1, 2, . . .} der kleinste invariante
Teilraum ist der f enthält.

2.4.4 Bemerkung. Wir betrachten auf der Menge aller inner Funktionen die
Teilbarkeitsrelation

ϕ|ψ :⇔ ϕ−1ψ inner .

Es gilt genau dann sowohl ϕ|ψ als auch ψ|ϕ, wenn sich ϕ und ψ nur einen kon-
stanten Faktor unterscheiden. Weiters gilt, wie wir im ersten Teil des Beweises
von Satz 2.4.2 gesehen haben,

ϕ|ψ ⇔ ψH2 ⊆ ϕH2 .

Identifiziert man inner Funktionen die sich nur um eine multiplikative Konstan-
te unterscheiden, so erhält man also eine ordnungsumkehrende Bijektion von
der Menge aller (Äquivalenzklassen) von inner Funktionen und der Menge al-
ler invarianten Teilräume des Multiplikationsoperators. Insbesondere schließen
wir: Die Menge der inner Funktionen bildet mit der Teilbarkeitsrelation einen
vollständigen Verband. Dieser besitzt ein kleinstes Element, nämlich die Funk-
tion konstant 1.
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Kapitel 3

Hp als Banachraum

3.1 Die Hilberttransformation

Ist u eine reelle harmonische Funktion, so gibt es eine harmonische Funktion v
sodass u+ iv analytisch ist. Die Funktion v heißt die zu u konjugierte harmoni-
sche Funktion; sie ist bis auf eine additive reelle Konstante eindeutig bestimmt.
Verlangt man das v(0) = 0 ist, und wir werden dies stets tun, so ist v also eindeu-
tig. Es entsteht die Frage: Folgt aus sup ‖ur‖p < ∞ dass auch sup ‖vr‖p < ∞
? Äquivalent ausgedrückt: Gilt für eine in D analytische Funktion, dass aus
Re f ∈ hp bereits f ∈ Hp folgt ?

3.1.1 Satz. Es gibt Konstanten Ap, Bp, γ > 0, sodass die folgenden Aussagen
(i)–(iii) gelten. Dabei sei u eine reelle harmonische Funktion und f = u + iv
ihre analytische Vervollständigung (mit v(0) = 0).

(i) (M.Riesz) Sei 1 < p <∞, dann ist

‖fr‖p ≤ Ap‖ur‖p, 0 ≤ r < 1 .

(ii) (Kolmogorov) Sei 0 < p < 1, dann ist

‖fr‖p ≤ Bp‖ur‖1, 0 ≤ r < 1 .

(iii) (Zygmund) Es ist

‖fr‖1 ≤
1

2π

2π∫

0

|ur(e
it)| log+ |ur(e

it)| dt+ γ, 0 ≤ r < 1 .

Ist f ∈ H1 und gilt infz∈D Re f(z) > −∞, so ist

sup
0≤r<1

2π∫

0

|ur(e
it)| log+ |ur(e

it)| dt <∞ .

Beweis. Der Satz ist eigentlich eine Aussage über die in D stetigen Funktionen
fr und ur. Sei also im folgenden (mit Ausnahme des letzten Beweisschrittes) f
stetig in D, analytisch in D, und u = Re f .

53
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Fall 1 < p ≤ 2: Zuerst eine elementare Abschätzung. Setze

δ =
π

1 + p
, α =

1

cos δ
, β = αp(1 + α) .

Dann gilt, für |ϕ| ≤ π
2 ,

1 ≤ β(cosϕ)p − α cos pϕ .

Denn: Für δ ≤ |ϕ| ≤ π
2 gilt

β(cosϕ)p − α cos pϕ ≥ −α cos pϕ ≥ −α cos pδ = α cos δ = 1 ,

und für |ϕ| ≤ δ gilt

β(cosϕ)p − α cos pϕ ≥ β(cos δ)p − α = 1 .

Betrachte nun den Fall, dass u(z) ≥ 0, z ∈ D. Ist u(z0) = 0 für ein z0 ∈ D, so
muss u = 0 sein, und die gewünschte Beziehung ist daher trivialerweise erfüllt.
Sei also u(z) > 0, z ∈ D. Schreibe f in Polarkoordinaten, f(z) = |f(z)|eiϕ(z)

mit |ϕ(z)| < π
2 . Dann ist u(z) = |f(z)| cosϕ(z), und daher

‖f‖pp =

∫

T

|f(eit)|p dλ ≤ β

∫

T

u(eit)pdλ− α

∫

T

|f(eit)|p cos(pϕ(eit))
︸ ︷︷ ︸

=Re fp(eit)

dt =

=β‖u‖pp − αRe(f(0)p)
︸ ︷︷ ︸

=u(0)p>0

≤ β‖u‖pp .

Sei schliesslich u beliebig. Es gilt u(z) = P[u(eiθ)](z), also kann man u zerlegen
als u = u+ − u− mit

u+(z) = P[max{u(eiθ), 0}](z), u−(z) = P[max{−u(eiθ), 0}](z) .

Es ist |u(eiθ)| = u+(e
iθ) + u(e

iθ) und daher

‖f‖p ≤ ‖f+‖p + ‖f−‖p ≤ β
1
p

(

‖u+‖p + ‖u−‖p
)

≤ 2β
1
p ‖u‖p ,

d.h. die Behauptung gilt mit der Konstanten Ap := 2β
1
p .

Fall 2 < p <∞: Wir fassen Lp als (Lq)∗ auf mit 1
p
+ 1

q
= 1, dann ist 1 < q ≤ 2.

Sei g ∈ Lq, ‖g‖q ≤ 1. Dann gilt

∣
∣
∣

∫

T

fr(e
iθ)g(eiθ) dθ

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣

∫

T

(∫

T

eit + reiθ

e−it − reiθ
u(eit) dλ(t)

)

g(eiθ) dλ(θ)
∣
∣
∣ =

=
∣
∣
∣

∫

T

(∫

T

e−iθ + re−it

e−iθ − re−it
g(eiθ) dλ(θ)

)

· u(eit) dλ(t)
∣
∣
∣ ≤

≤
∥
∥
∥

∫

T

e−iθ + re−it

e−iθ − re−it
g(eiθ) dλ(θ)

∥
∥
∥
q
‖u‖p ≤ Aq‖g‖q‖u‖p = Aq‖u‖p .
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Fall 2 < p < ∞: Wir betrachten wieder zuerst Funktionen u mit u(z) > 0 in
D, und schreiben f(z) = |f(z)|eiϕ(z)), u(z) = |f(z) cosϕ(z) mit ϕ ≤ |π2 |. Dann
gilt, wegen 0 < cos pπ2 ≤ cos(pϕ(z)),

∫

T

|f |p dλ ≤
1

cos pπ2

∫

T

|f |p cos(pϕ)
︸ ︷︷ ︸

=Re(fp)

dλ =
1

cos pπ2
Re[f(0)p]
︸ ︷︷ ︸

=u(0)p

=
1

cos pπ2

(∫

T

u dλ
)p

,

d.h.

‖f‖p ≤
1

cos pπ2
‖u‖1 .

Ist u beliebig, zerlege wieder u = u+ − u−.

Fall p = 1: Wir betrachten zuerst Funktionen u mit u(z) ≥ e, z ∈ D. Man
berechnet

∆|f | =
|f ′|2

|f |
, ∆(u log u) =

|f ′|2

u
,

und es folgt dass ∆|f | ≤ ∆(u log u). Die zweite Green’sche Identität angewendet
mit einer Funktion ϕ und einer konstanten Funktion gibt

∫∫

|z|≤r

∆ϕdxdy = r

2π∫

0

∂ϕ

∂r
dθ .

Mit obiger Ungleichung folgt daher

d

dr

2π∫

0|f(reiθ)| dθ ≤
d

dr

2π∫

0

u(reiθ) log u(reiθ) dθ ,

und Integration nach r liefert

2π∫

0

|f(eiθ)| dθ − 2π|f(0)| ≤

2π∫

0

u(eiθ) log u(eiθ) dθ − 2πu(0) log u(0) .

Nun ist f(0) = u(0) und log u(0) ≥ 1. Also folgt

‖f‖1 ≤
1

2π

2π∫

0

|u(eiθ)| log+ |u(eiθ)| dθ .

Sei nun u beliebig. Wir zerlegen T als disjunkte Vereinigung T := E+∪E−∪E0

mit

E+ :=
{
z ∈ T : u(z) ≥ e

}
, E− :=

{
z ∈ T : u(z) ≤ −e

}
,

E0 :=
{
z ∈ T : −e < u(z) < e

}
.

Entsprechend zerlegt sich u als u = u+ − u− + u0 mit

u+(z) = P[u · 1E+
](z), u−(z) = P[−u · 1E−

](z), u0(z) = P[u · 1E0
](z) ,
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sowie auch f als f = f+ − f− + f0. Nach dem bereits bewiesenen gilt

‖f+‖1 ≤
1

2π

2π∫

0

|u+(e
iθ)| log+ |u+(e

iθ)| dθ ,

‖f−‖1 ≤
1

2π

2π∫

0

|u−(e
iθ)| log+ |u−(e

iθ)| dθ .

Weiters ist, nachdem bereits bewiesenen Fall ‘p = 2’,

‖f0‖1 ≤ ‖f0‖2 ≤ A2‖u0‖2 ≤ A2 · e .

Nun ist suppu±(e
iθ) = E±, und u±(z) = ±u(z), z ∈ suppu±. Also folgt

|u+(e
iθ)| log+ |u+(e

iθ)|+|u−(e
iθ)| log+ |u−(e

iθ)| = |u(eiθ)| log+ |u(eiθ)|
(
1E+

+1E−

)

Wir erhalten

‖f‖1 ≤ ‖f+‖1 + ‖f−‖1 + ‖f0‖1 ≤
1

2π

2π∫

0

|u+(e
iθ)| log+ |u+(e

iθ)| dθ+

+
1

2π

2π∫

0

|u−(e
iθ)| log+ |u−(e

iθ)| dθ+A2 ·e ≤
1

2π

2π∫

0

|u(eiθ)| log+ |u(eiθ)| dθ+A2 ·e .

Fall p = 1; Zusatz: Sei eine beliebige Funktion f ∈ H1 gegeben (nicht mehr
notwendig stetig am Rand). Betrachte zuerst den Fall, dass u(z) ≥ 1, z ∈ D.
Schreibe wieder f(z) = |f(z)|eiϕ(z), mit |ϕ(z)| ≤ π

2 . Für jedes r ∈ (0, 1) gilt

2πf(0) log f(0) =

2π∫

0

Re(fr log fr) dθ =

2π∫

0

(

|fr| cosϕr·log |fr| dθ−|fr| sinϕr·ϕr
)

dθ

Es folgt

2π∫

0

ur log ur dθ ≤

2π∫

0

|f | cosϕr · log |fr| dθ =

2π∫

0

ϕr|fr| sinϕr dθ+2πf(0) log f(0) ≤

≤
π

2

2π∫

0

|fr| dθ + 2πf(0) log f(0) ≤ ‖f‖1 + 2πf(0) log f(0) .

Sei nun nur vorausgesetzt dass C := infz∈D u(z) > −∞. Zerlege T als disjunkte
Vereinigung T = E′

+ ∪ E′
0 mit

E′
+ :=

{
z ∈ T : u(z) ≥ 1

}
, E′

0 :=
{
z ∈ T : u(z) < 1

}
.

Dann gilt

2π∫

0

|u| log+ |u| dθ =

2π∫

0

|u · 1E′
+
| log+ |u · 1E′

+
| dθ +

2π∫

0

|u · 1E′
0
| log+ |u · 1E′

0
| dθ .
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Nun ist (mit C ′ := max{|C|, 1})

∣
∣
∣

2π∫

0

|u · 1E′
0
| log+ |u · 1E′

0
| dθ

∣
∣
∣ ≤ C ′ log+ C ′ ,

und, nachdem bereits gezeigten,

∣
∣
∣

2π∫

0

|u · 1E′
+
| log+ |u · 1E′

+
| dθ

∣
∣
∣ ≤ ‖P[u · 1E′

+
]‖1 + 2πf(0) log f(0) ≤

≤ ‖f‖1 + ‖P[u · 1E′
0
]‖1

︸ ︷︷ ︸

≤C′

+2πf(0) log f(0) .

❑

3.1.2 Bemerkung. Eine entsprechende Aussage für p = ∞ wäre falsch. Betrachte
zum Beispiel eine analytische Abbildung des Einheitskreises auf einen vertikalen
Streifen.

Betrachte die Abbildung

Ψ :







L1 → H(D)

u 7→ 1
2π

2π∫

0

eit+z
eit−zu(e

it) dt

Dann könnte Satz 3.1.1 auch wie folgt formuliert werden:

(i) Für jedes p ∈ (1,∞) induziert Ψ einen beschränkten linearen Operator
von Lp nach Hp.

(ii) Für jedes p ∈ (0, 1) induziert Ψ einen beschränkten linearen Operator von
L1 nach Hp.

(iii) Es gilt

{
u ∈ L1 :

2π∫

0

|u| log+ |u| dθ <∞
}
⊆ Ψ−(H1) ,

{
u ∈ L1 : inf

z∈T

u(z) > −∞
}
∩Ψ−(H1) ⊆

{
u ∈ L1 :

2π∫

0

|u| log+ |u| dθ <∞
}
.

Insbesondere sehen wir, dass für jedes u ∈ h1 die konjugierte Funktion v fast
überall nichttangentiale Randwerte besitzt, und dass dabei v∗ ∈ Lp, p ∈ (0, 1),
gilt.

3.1.3 Definition. Die Abbildung

H :

{
L1 →

⋂

p∈(0,1) L
p

u∗ 7→ v∗

heißt die Hilbert-Transformation.
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Eine weitere Folgerung:

3.1.4 Korollar. Sei 1 < p <∞. Dann gilt

Lp = {f ∈ Lp : (Φf)(n) = 0, n < 0}+̇{f ∈ Lp : (Φf)(n) = 0, n ≥ 0} =

= Hp+̇{f ∈ Lp : (Φf)(n) = 0, n ≥ 0} .

Insbesondere hat Hp in Lp ein abgeschlossenes Komplement.

Beweis. Es gilt
eit

eit − z
=

1

2
+

1

2

eit + z

eit − z
,

also induziert die Abbildung

Θ :







L1 → H(D)

u 7→ 1
2π

2π∫

0

eit

eit−zu(e
it) dt

einen stetigen linearen Operator von Lp in Hp. Nun ist Θ gerade falten mit dem
Cauchy-Kern:

(Θu)(reiθ) =
1

2π

∫ 2π

0

ei(t−θ)

ei(t−θ) − r
︸ ︷︷ ︸

=Cr(t−θ)

u(eit) dt .

Dieser hat die Fourierkoeffizienten

(ΦCr)(n) =

{

rn , n ≥ 0

0 , n < 0

also ist

(ΦΘf)(n) =

{

(Φf)(n) , n ≥ 0

0 , n < 0

Ist f ∈ Lp gegeben, so zerlegt sich f als

f = Θf+(f−Θf) ∈ {f ∈ Lp : (Φf)(n) = 0, n < 0}+{f ∈ Lp : (Φf)(n) = 0, n ≥ 0} .

Da die Fouriertransformation Lp → C0(Z) stetig und injektiv ist, sind die
beiden Räume auf der rechten Seite abgeschlossen und haben nur trivialen
Schnitt.

❑

3.2 Hp als Dualraum

3.2.1 Satz. Sei p ∈ [1,∞], und q der zu p konjugierte Index ( 1
p
+ 1

q
= 1).

(i) Für 1 ≤ p <∞ ist (Hp)′ ∼= Lq/Hq.

(ii) Sei 1 < p < ∞. Für jedes Funktional φ ∈ (Hp)′ existiert eine eindeutige
Funktion g ∈ Hq, sodass

φ(f) =
1

2π

2π∫

0

f(eiθ) · g(eiθ) dθ, f ∈ Hp .
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(iii) Für 1 < p ≤ ∞ ist Hp ∼= (Lq/Hq)′.

(iv) Bezeichne mit A0 die Algebra A0 := clsC(T){p ∈ C[z] : p(0) = 0} ⊆ C(T).

Dann ist H1 ∼= (C(T)/A0)
′.

Beweis. Sei 1 ≤ p < ∞, dann ist (Lp)′ ∼= Lq und es gilt (Hp)′ ∼= Lq/(Hp)⊥.
Um (Hp)⊥ zu bestimmen, bemerke einerseits dass

zHq = clsLq{zn : n > 0} ⊆ (Hp)⊥ .

Andererseits, gilt für jedes g ∈ Lq mit g ⊥ Hp insbesondere
∫

T
g(ζ)ζn dζ = 0,

n ≥ 0, und daher g ∈ Hq mit g(0) = 0. Daraus folgt aber g ∈ zHq, und wir
sehen, dass

(Hp)⊥ = zHq .

Da multiplizieren mit z ein Isomorphismus am Lq ist, ist Lq/(Hp)⊥ ∼= Lq/Hq.
Sei nun 1 < p < ∞. Ist φ ∈ (Hp)′ gegeben, wähle g0 ∈ Lq mit φf =

∫

T
f(ζ)g0(ζ) dζ. Wegen

Lq = zHq+̇{g ∈ Lq : (Φg)(n) = 0, n > 0}

gibt es eine Funktion g1 mit (Φg1)(n) = 0, n > 0, und φf =
∫

T
f(ζ)g1(ζ) dζ.

Schliesslich bemerke dass g := g1 ∈ Hq. Für die Eindeutigkeit, beachte dass

(Φzk)(n) = δnk .

Daher sind die Fourierkoeffizienten (Φg)(n), n ≥ 0, als φ(zn) festgelegt.
Mit der gleichen überlegung wie oben erhält man auch

(
Lq/Hq)′ ∼= (Hq)⊥ ∼= Hp .

Wir kommen zum Fall ‘p = 1’. Wieder ist (C(T)/A0)
′ ∼= A⊥

0 , und wir müssen
diesen Annihilator bestimmen. Klarerweise gehört jedes Mass f dλ mit f ∈ H1

zu A⊥
0 . Ist umgekehrt

∫

T
p(ζ) dµ(ζ) für alle p ∈ A0, so folgt mit dem Satz von

Riesz dass µ absolut stetig ist und dµ
dλ

∈ H1. Wir sehen, dass A⊥
0

∼= H1 wobei
der Isomorphismus ‘f 7→ fdλ’ ist.

❑

Bemerke, dass in (ii) die Normen ‖φ‖ und ‖g‖ nicht notwendig übereinstimmen
müssen.

Wir wissen nun, dass Hp für jedes p ∈ [1,∞) der Dualraum eines Banach-
raumes ist. Denkt man an den Satz von Krein-Milman ist es interessant die
Extremalpunkte der Einheitskugel des Hp zu bestimmen.

3.2.2 Satz. Sei f ∈ Hp. Dann ist f ein Extremalpunkt der Einheitskugel, genau
dann

(i) (Fall 1 < p <∞) wenn ‖f‖ = 1.

(ii) (Fall p = ∞) wenn |f(z)| ≤ 1 und

2π∫

0

log(1− |f(eit)|)dt = −∞ .
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(iii) (Fall p = 1, Rudin-de Leeuw) wenn ‖f‖ = 1 und f ist outer function.

Beweis. Sei p ∈ (1,∞). Dann ist jede Funktion f ∈ Lp mit ‖f‖ = 1 ein
Extremalpunkt der Einheitskugel im Lp. Insbesondere ist daher jedes f ∈ Hp

mit ‖f‖ = 1 Extremalpunkt der Einheitskugel im Hp.
Betrachte nun den Fall ‘p = ∞’. Sei f mit ‖f‖∞ = 1 gegeben. Ist log(1 −

|f(eiθ)|) ∈ L1, setze

g(z) := exp
( 1

2π

π∫

−π

eit + z

eit − z
log(1− |f(eit)|) dt

)

.

Dann gilt |g(z)| ≤ 1 für alle z, und

|g(eiθ)| = 1− |f(eiθ)| f.ü. .

Also ist ‖f + g‖∞, ‖f − g‖∞ ≤ 1, und f ist kein Extremalpunkt.
Umgekehrt, sei log(1 − |f(eiθ)|) 6∈ L1, und sei angenommen dass f kein

Extremalpunkt ist. Dann existiert g ∈ H∞ mit ‖f + g‖∞, ‖f − g‖∞ ≤ 1. Es
folgt

2 ≥ |f(z) + g(z)|2 + |f(z)− g(z)|2 = 2(|f(z)|2 + |g(z)|2) ,

also |g(z)|2 ≤ 1− |f(z)|2 ≤ 2(1− |f(z)|). Diese Beziehung gilt insbesondere für
z = eiθ, also folgt

2

π∫

−π

log |g(eit)| dt ≤ 2π log 2 +

π∫

−π

log(1− |f(eit)|) dt = −∞ ,

und es muss g = 0 sein.
Schliesslich kommen wir zum Fall ‘p = 1’. Sei f ist outer und ‖f‖1 = 1.

Angenommen für eine Funktion g ∈ H1 sodass ‖f + g‖1 = ‖f − g‖1 = 1.
Der Quotient h = g

f
existiert f.ü., denn die Nullstellen von f(eiθ) sind eine

Nullmenge. Es gilt

0 = ‖f + g‖1 + ‖f − g‖1 − 2 =
1

2π

π∫

−π

(

|1 + h(eiθ)|+ |1− h(eiθ)| − 2
)

|f(eiθ) dθ .

Nach der Dreiecksungleichung ist der Integrand nicht negativ, und es folgt

|1 + h(eiθ)|+ |1− h(eiθ)| = 2 .

In der gerade verwendeten Dreiecksungleichung gilt also Gleichheit, und damit
müssen die beiden Zahlen 1+h(eiθ) und 1−h(eiθ) das gleiche Argument haben.
Dies ist nur möglich, wenn −1 ≤ h(eiθ) ≤ 1 ist. Es gilt also |g(eiθ)| ≤ |f(eiθ)|,
θ ∈ [0, 2π), und da f outer ist damit auch |g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ D. Wir sehen,
dass h ∈ H∞. Da h(eiθ) reell ist, folgt aus der Poissonschen Integraldarstellung
dass h überall reell ist. Damit muss h konstant sein. Es folgt

|1 + h| =
1

‖f‖1
‖f + g‖1 = 1 =

1

‖f‖1
‖f − g‖1 = |1− h| ,

also ist h = 0, und damit auch g = 0. Wir schliessen dass f ein Extremalpunkt
ist.
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Betrachte umgekehrt eine Funktion f ∈ H1, ‖f‖1 = 1, der Gestalt f = IF
mit I inner, I 6= 1, und F outer. Setze J(z) = eiαI(z) und betrachte

g(z) = f(z)
1

2

(

J(z) +
1

J(z)

)

=
1

2
eiαI2(z)F (z) +

1

2
e−iαF (z) ∈ H1 .

Da die Joukowski Abbildung den Einheitskreis auf das Interval [−1, 1] abbildet,
ist

−1 ≤
g(eiθ)

f(eiθ)
≤ 1 .

Das Integral

Λ(α) :=

π∫

−π

Re
(
eiαI(eit)

)
· |f(eit)| dt

ist eine stetige reelle Funktion von α und ist entweder identisch gleich 0 oder
wechselt das Vorzeichen in α ∈ [0, 2π]. Denn ist Λ(α) > 0, so folgt Λ(α + π) <
0. In jedem Fall existiert α ∈ [0, 2π] sodass Λ(α) = 0. Da |I(eit)| = 1, ist
Re(eiαI(eit)) = 1

2 (J(e
it + 1

J(eit) ), und wir haben

π∫

−π

g(eiθ)

f(eiθ)
· |f(eiθ)| dθ = 0 .

Es folgt
‖f + g‖1 = ‖f − g‖1 = ‖f‖ = 1 ,

und daher ist f kein Extrempunkt.

❑
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