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Kapitel 1

Harmonische Funktionen

1.0.1 Definition. Sei Q2 eine offene Menge in der komplexen Zahlenebene. Eine
Funktion u : © — C heifit harmonisch in Q, falls u(z) in  als Funktion der
zwei reellen Variablen x = Re z,y = Im 2 zwei mal stetig differenzierbar ist und
falls gilt

Au=0.

Dabei bezeichnet A den Laplace Operator
(Au)(2) = uge(2) + uyy(2) .

Da der Laplace Operator linear ist, bildet die Menge aller in €2 harmoni-
schen Funktionen einen Vektorraum (iiber C). Weiters ist mit einer Funktion «
auch die konjugiert komplexe Funktion @, die definiert ist als 7(z) := u(z), har-
monisch. Beachte jedoch auch, dafl das Produkt von harmonischen Funktionen
nicht notwendig harmonisch ist.

Wir bemerken, daff harmonisch zu sein eine lokale Eigenschaft ist: Hat jeder
Punkt zo von © eine Umgebung U(zo) sodal u|y(.,) harmonisch in U(z) ist,

so ist « harmonisch in €.

1.0.2 Beispiel. Sei f analytisch in in €2, d.h. sei f an jeder Stelle z von 2 im
komplexen Sinne differenzierbar. Dann gelten die Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen: Schreibt man f(z) = u(z) + iv(z) mit v = Re f,v = Im f,
und z = x + iy mit * = Rez,y = Im 2, so gilt

Ug = Vy, Uy = —Vg.
Da f beliebig oft (komplex) differenzierbar ist, und damit u und v beliebig oft
nach x und y differenzierbar sind, folgt mit dem Satz von Schwartz iiber die
gemischten partiellen Ableitungen das

Ugy = Uyz = Ugy = —Uyy, Ugy = —Uyy = Ugy = Uyy .

Es sind also v = Re f, v = Im f und damit auch f, harmonisch in €.
Direkt aus der Definition einer harmonischen Funktion wollen wir das fol-
gende Eindeutigkeitsprinzip herleiten:

1.0.3 Proposition. Sei Q C C offen und beschrinkt. Weiters sei u eine auf
stetige und in § harmonische Funktion. Bezeichne 02 den Rand von Q, sodaf
also 00 = Q\ Q. Dann gilt: Ist u|sq = 0, so folgt u = 0.
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2 KAPITEL 1. HARMONISCHE FUNKTIONEN

Beweis. Da mit v auch Reu und Imwu stetig auf Q und harmonisch in © sind,
geniigt es den Fall das u reellwertig ist zu betrachten. Wir nehmen indirekt
an es existierte zp € Q mit u(zp) > 0 und fithren diese Annahme auf einen
Widerspruch. _
Da € beschréankt ist, ist 2 kompakt, und daher existiert eine Konstante
M > 0 sodaf3 B
|z — 20> < M, 2€Q.
Wiéhle 6 > 0 sodaB8 dM < u(zp) und betrachte die Funktion
g(2) == u(2) + (]2 — 20> = M), z€ Q.

Diese Funktion ist stetig auf {2, nimmt also an einer Stelle z; € Q ein Maximum
an. Wegen ¢(z) < 0 auf 99 und g(zp) > 0, mufl z; in 2 liegen. Daher folgt
(Ag)(z1) = gau(#1) + gyy(z1) < 0. Andererseits gilt nach der Definition von g

(Ag)(z) = (Au)(z) +46 =45 >0, 2 € Q,

ein Widerspruch. Wir schliessen das u < 0.
Wendet man das eben bewiesene auf die Funktion —u an, so erhélt man das
auch u > 0.
U

Man kann in dieser Aussage weder die Voraussetzung der Beschrinktheit
von €2 noch die der Stetigkeit von u auf €2 weglassen. Das zeigen die Beispiele

Q:=C':={2€C:Imz>0}, u(z) :=Imz,

1+z  1—|z
1—z [J1—22°

Q:=D:={2€C: |z| <1}, u(z) :==Re

1.1 Das Poisson Integral

1.1.1 Definition. Der Poisson Kern P,(t) ist definiert als

P.(t) := Z rirle™ 0 <r<1,teR.

n=—oo

Diese Reihe ist fiir jedes ro € [0,1) auf der Menge [0,79] x R gleichméflig kon-
vergent. Daher ist P,(t) wohldefiniert und eine stetige Funktion auf [0,1) x R.

Ist 0 <r<1,t60cR, und setzen wir z = re’?, ¢ = e, so berechnet man

Pr 0—t) = T|n\ein(9—t):1+2Re f n:
00=2 2
z 1 1
¢ 1 z 50— 52 C+ =z
=14+2R =2Re (= —92Re 2> 2" _ R, —
+ ‘12 e(2+<—z) T2 ‘T2
N (S [ (7 N S S S - R 172
- (=22 (=22 1-Cz—(z+|2)2 1—2rcos(@—t)+r2’
(1.1)
Insbesondere erhilt man die Darstellung
1—7r?
P.(t) 0<r<l,teR (1.2)

T 1 2rcost+r2’



1.1. DAS POISSON INTEGRAL 3

1.1.2 Lemma. Der Poisson Kern hat die Figenschaften
(1) Fir0<r<1undteR git P.(t) > 0.

(i1) Pir0<r<1git5= [T P.(t)dt =1.

(i4i) Fliir jedes offene Intervall I um 0 gilt

lim sup P.(t)=0.
r—1 te[—m,m]\I

Es gilt stets P.(t) = Py(—t), P.(t + 2m) = P.(t), sowie P.(t) < P.(t') fir
O<t'<t<m0<r<l.

Beweis. Die Eigenschaften (i) und (ii7) sowie die letzten Beziehungen folgen
unmittelbar aus (1.2). Die Eigenschaft (i) folgt aus der Definition von P.(t),
da fiir jedes » < 1 die Reihe gleichmé8ig in ¢ konvergiert und daher gliedweise
integriert werden darf.

O

1.1.3 Bemerkung. Eine Familie von Funktionen mit den Eigenschaften (4)-(43)
nennt man auch approximative identity, denn die Maﬁe P (t) dt approximie-
ren die J-Distribution bei 0. Genauer gesagt gilt lim, ; - 5= Pr(t) dt = do wobei dg
das Punktmaf} bei 0 mit Masse 1 bezeichnet und der Grenzwert in der schwach-*
Topologie des Dualraumes von (C([—7, 7)), ||.||co) zu verstehen ist.

Zur Wiederholung: Der Darstellungssatz von Riesz besagt das fiir einen kom-
pakten Hausdorfl-Raum X der Dualraum von (C(X), ||.||co) isometrisch isomrph
ist zum Raum der komplexen reguldren Borelmafle ;1 auf X versehen mit der
Norm ||u| := |p|(X). Diese Isomorphie wird vermittelt durch die Beziehung

i u(f) = /deu, fecx).

Dabei entsprechen die endlichen positiven Mafle genau jenen Funktionalen wel-
che allen nichtnegativen Funktionen nichtnegative Zahlen zuweisen. In den bei
uns auftretenden Féllen, X = T oder dhnliches, ist die Voraussetzung der Re-
gularitit an ein Borelmaf} automatisch erfiillt.

Um nun die anfangs gemachte Behauptung einzusehen sei f € C([—m7,7])
und € > 0 gegeben. Wihle § > 0 sodafl |f(t) — f(0)| < e fiir |t| < 6. Wihle
0 <rp <1 sodaf

sup P.(t)<e ro<r<1l.
te[—m,w]\(—5,0)

Dann gilt fiir solche r

/ 1) 0)] =I5~ / — J(0)Po(t)dt] <

1 5

<o [ -sorwa= [

2 |f(t) — £(0)| Pr(t) dt+
™ %/_/

e [f0) = 10)] ()|P dt<e—/ £) dt +2| e

[=m 7w\ (=6,5) <2||f|\oo

Es ist also lim, 1 5= f FOP-(t)dt = f(0) = f[fﬁ l fd(So.
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Wir bezeichnen mit T die Einheitskreislinie T := {z € C: |z] = 1}.
1.1.4 Definition. Sei P(z,¢) auf D x T definiert als

ey

(—=z
Ist 4 ein komplexes (insbesondere also endliches) Borel-Mafi auf T, so ist das
Poisson Integral P[du] von p definiert als

P(z,¢) =R

Pldnl(2)i= [ Plz.Q)du(0), 2 €D,

T
1.1.5 Bemerkunyg.

(i) Bezeichne hier und im folgenden immer A das normierte Lebesgue-Maf
auf T. Das ist das derart normierte Lebesgue-Mafl auf T welches die Ei-
genschaft

/\({ZE'IF:agargzgﬂ}):%(ﬁ—a), 0<fB—-a<2r

hat. Begriffe wie L?(T) oder dhnliches beziehen sich, wenn nicht anders
gesagt stets auf dieses Maf.

Ist f € LY(T), so schreiben wir fiir P[f d\] auch kiirzer P[f].
(i) Wie wir in der Rechnung (1.1) gesehen haben, gilt
P(z,() = P;|(argz —arg(), z€D,( € T.

Ist f € C(T), so gilt also
. , 1 [ ,
PUAIre) = [ Pre® QNG = 5= [ Plo-0ife an,
T —T
d.h. das Poisson Integral von f ist die bekannte Faltung der Funktionen
f(e') und P,(t). Man interpretiert auch im allgemeinen P[dpu] als Faltung

des Poisson Kerns mit dem Borel-Mafl p. Dieses Thema gehort in die
sogenannte Harmonische Analysis und wiirde hier weit fithren. fiithren.

(9i) Ist p reell, so ist P[du] der Realteil der in D analytischen Funktion

ﬂdu,zeﬂ).

(—=z
T

Insbesondere ist also P[du] harmonisch in D. Da sich jedes komplexe Mafl
in Real- und Imaginiirteil zerlegen 148t, folgt das stets P[du] harmonisch
in D ist. Die Umkehrung gilt nicht; es 148t sich nicht jede in D harmonische
Funktion als Poisson Integral darstellen.

(iv) Wie wir in der Rechnung (1.1) gesehen haben, gilt

o0 (o Sp—

PO=12R Y ()= 3 (" + 2 ()

n=0 n=1
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Sei u ein komplexes Borel-Maf} soda$ also u := P[du] eine in D harmoni-
sche Funktion ist. Dann gilt fiir jedes z € D

Pldp(z) = 3 / Crap() o+ / ¢ dul() 7"
n=0 T n=1 T

Wir bemerken das u genau dann sogar analytisch in D ist, wenn

/C"du(c‘):O, n=1,23,....
T

Die Zahlen
wim [ dnlO) ne .
T

heiflen auch die Momente oder Fourierkoeffizienten des Mafles u.

Die Frage nach der Darstellbarkeit einer in D harmonischen Funktion als Poisson
Integral eines Mafles oder einer Funktion mit gewissen Eigenschaften spielt eine
wesentliche Rolle in der Theorie der harmonischen Funktionen. Wir werden
diese Frage spéter ausfiihrlich behandeln, siehe Satz 1.4.1. Bevor wir ein erstes
Ergebnis in dieser Richtung zeigen (Satz 1.1.9), wollen wir uns iiberlegen das,
falls eine Funktion u eine Darstellung als Poisson Integral hat, das darstellende
Maf jedenfalls eindeutig ist.

1.1.6 Satz (Stieltjessche Umkehrformel). Sei u ein komplexes Borel-Maf
und setze u := Pdu]. Weiters seien a,b € R, 0 <b—a < 2w, undy:={CeT:
a < arg( < b} der offene Bogen mit Endpunkten o := €'® und 3 := e®. Dann
gilt

b
tim o [ utre) a8 = ) + gul{ah) + gu((3)).

Zum Beweis benotigen wir

1.1.7 Lemma. Betrachte fiir 0 < r <1 die Funktion

t
J(r,1) ;:%/0 P.(6)df, tER.

Fiir jedes r ist J(r,t) eine stetige ungerade und monoton wachsende Funktion.
Es gilt J(r,2m) = 1 sowie J(r,m) = &. Insbesondere ist J(r,t) fir t € [—2m, 2]
gleichmdajig beziiglich r beschrinkt. Weiters gilt

1
lim J(r,t) = =, 0 <t < 27.
T% (r,t) 5 <t<2m

Beweis. Da P.(0) stetig nichtnegativ und gerade ist, folgt die erste Behauptung.
Die Behauptung J(r,2mw) = 1 folgt wegen Lemma 1.1.2, (i), und der Tatsache
das P.(0) 2m-periodisch ist. Nun ist, wieder mit Lemma 1.1.2; (i),

1

B 1 1 [7
Cor

1
— P.(0)df = -.
(6)d6 =

J(r,m) 5 o

/Oﬁ P.(0)do =
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Die Funktionen J(r,t) und

1accot(l_Tcott)
Zar Z
™ 1+7r 2

sind auf (0, 27) stetig differenzierbar und haben die gleiche Ableitung. Weiters
stimmen sie an der Stelle ¢t = 7 iiberein. Es folgt das

t
rcot—), t e (0,2m).

1
J(r,t) = — arccot (1 n 5
T r

Wir erhalten nun unmittelbar lim, -1 J(r,t) = 1, t € (0, 27).

U
Beweis. (von Satz 1.1.6) Betrachte die Funktion x : T — C die definiert ist als
L, Cey
X(C) = % ) C =,
0 , sonst

Nun gilt nach dem Satz von Fubini fiir jedes r € (0, 1)

[ utr)an© — un) - gutta) - Ju(8)) =

la,b

]
= [ [Poeaunomne - [x@dut) -
[a,b] T T

= [ ([ Poe0ane - x©) dutc) -

:/(% /bargCPT(e) de—x(c)) du(¢) =
T

= / (J(r,b —arg() — J(r,a —arg() — X(O) du(¢)

T

Nach Lemma 1.1.7 ist der Integrand gleichméflig beziiglich r beschrankt.
Weiters strebt er punktweise gegen Null fiir »  1: Denn ist ¢ € 7, so ist
a—arg¢ < 0,b—arg( > 0, also J(r,a — arg() — —%, J(r,b —arg() — %,
x(¢) = 1. Die restlichen Fille behandelt man genauso. Nach dem Satz von der
beschriankten Konvergenz folgt die Behauptung.

O

1.1.8 Korollar. Seien p, v zwei komplexe Borel-Mafle und gelte Pldu] = Pldv].
Dann ist u = v.

Beweis. Es geniigt zu zeigen dass P[du] = 0 impliziert g = 0. Sei « ein beliebiger
offener Bogen auf T. Wéhle Bogen v, mit 71 € 72 € ... und v = |J,,cp Yn, sodaB
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die fiir die Endpunkte a,, = €', 3, = e stets gilt u({a,}) = u({Bn}) = 0.
Dann gilt

by .
p(y) = lim gy, = lim lim — / Pldp(re®) do = 0.

n—oo n—%wr4ﬂ,2ﬂ

Da die offenen Bogen die o-Algebra der Borel-Mengen auf T erzeugen, folgt
n=0.
1l

1.1.9 Satz (Poissonsche Integraldarstellung). Ist f € C(T), so ist die
Funktion
=1

stetig auf D und harmonisch in D.
Umgekehrt, sei u stetig auf D und harmonisch in . Dann ist v in D das
Poisson Integral seiner Randwerte:

u(z) = Plu(e™)](z) = / (Re

T

Beweis. Sei f € C(T), dann gilt

(+z
(—=z

)u(g) dN(C), z€D.

™

(") P,(0 — 1) dt| < %/ P PO — 1) dt <

—T

1 ™

2 ),

[PLf](re™)| = |

1 us
<l [ PO 01t = ]

—T

=1
D.h. es gilt fiir f € C(T), wenn F wie in (1.3) definiert wird, stets

sup |F(z)| = sup | f({)]. (1.4)
2cD ¢eb
Ist f ein trigonometrisches Polynom, f(e®) = 22;7 N cne™, so ist wie ei-

ne Rechnung zeigt (Anmerkung: Faltung entspricht Multiplikation der Fourier-
Koeflizienten und der Poisson Kern P, ist gerade jene Funktion deren Fourier-
Koeffizienten gleich 71! sind)

N
P[f](re') = Z cprl™em?
n=—N

Offensichtlich ist in diesem Fall F stetig auf D.

Sei nun f € C(T) beliebig. Nach dem Satz von Stone-Weierstrafl gibt es eine
Folge trigonometrischer Polynome f, mit f, — f beziiglich ||.||c. Es folgt mit
(1.4)

lim sup|F,(z) — F(z)] =0,

ngﬂmzeﬁ
also ist auch F stetig auf D. Das F harmonisch in I ist haben wir schon in
Bemerkung 1.1.5, (i4i), gesehen.
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Sei umgekehrt u stetig auf D und harmonisch in D. Nach dem bereits
bewiesenen hat auch die Funktion F(z) die durch (1.3) definiert ist ausgehend
von der Funktion f(e) := u(e®) diese Eigenschaften. Nach dem Eindeutig-
keitsprinzip Proposition 1.0.3 folgt u = F.

U

1.1.10 Korollar (Poisson-Jensen Formel). Ist u stetig auf D und analytisch
in D, dann gibt es eine reelle Konstante ¢ sodafs

1 eit +z it .
u(z) = Py / eZ.t_ZReu(e )dt+ic, z€D.
Beweis. Die Funktion Reu(z) ist stetig auf D und harmonisch in D. Also gilt
Reu(z) = P[Reu(e)](z), z € D. Nach Bemerkung 1.1.5, (iii), ist P[Reu(e®)]
der Realteil der in D analytischen Funktion

™ .
1 et + 2
27 et — 2
—Tr

Reu(e®)dt.

Nun ist aber eine analytische Funktion durch ihren Realteil bis auf eine
imaginédre Konstante eindeutig bestimmt.

U
1.1.11 Korollar. Sei u stetig auf D und harmonisch in D. Dann gilt
1" it
u(0) = — u(e™)dt.
2 J_,
Beweis. Es ist u(z) = Plu(e®)](z), z € D. Setze speziell z = 0.
U

1.1.12 Bemerkung. Die Aussage von Satz 1.1.9 kann interpretiert werden als ein
Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir das sogenannte Dirichletsche Randwertpro-
blem fir den Einheitskreis. Dabei fragt man nach der Losbarkeit der partiellen
Differentialgleichung

(Au)(2) =0, z€ D,

zu vorgegebenen Randwerten ug:
u(e™) = ug(e™), t €0,27).

Satz 1.1.9 besagt nun: Zu jeder stetigen Randbedingung existiert genau eine in
D stetige Losung des Dirichletschen Randwertproblems. Diese ist gegeben durch
das Poisson Integral der Randbedingung.

1.1.13 Bemerkung. Bezeichne mit D(a, R) die Kreisscheibe mit Mittelpunkt a
und Radius R. Aus den obigen Resultaten erhilt man mittels Variablentransfor-
mation entsprechende Resultate fiir Funktionen die harmonisch in einer Kreis-
scheibe D(a, R) sind. Der Poisson Kern fiir D(a, R) ist gegeben als

R2 _ 7”2 Reit + rei@

R? —2Rrcos(f —t) + 12 ® Reit —reit’

0<r<R,t,0 eR.
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Ist also u stetig auf D(a, R) und harmonisch in D, so gilt

R2—T2

, 17 ,

0 it
= — Re™)dt, 0 < R,0€[0,2m).
u(atre®) 27T/R2—2chos(9—t)+r2u(a+ ef)dt, 07 < R0 €0,2m)

Man spricht von der Poissonschen Integraldarstellung fiir D(a, R).

1.2 Eigenschaften harmonischer Funktionen

1.2.1 Definition. Sei ) C C eine offene Menge und u : 2 — C eine steti-
ge Funktion. Wir sagen u hat die Mittelwerteigenschaft, wenn gilt: Fiir jede
Kreisscheibe D(a, R) mit D(a, R) C Q) gilt

T
u(a) = i/ u(a + Re™)dt.
Tr —T

1.2.2 Satz (Maximumprinzip). Sei u eine stetige und reellwertige Funkti-
on auf einem Gebiet  C C (d.h. auf einer offenen und zusammenhingenden
Teilmenge 2 von C) und habe u die Mittelwerteigenschaft. Nimmt u in 0 ein
Maximum an, dann ist u konstant.

Beweis. Sei m := sup,cqu(z) und sei E := {z € Q: u(z) = m}. Ist E =0,
so nimmt v in Q kein Maximum an. Sei also E # (. Wegen E = u~1([m, 00)),
ist E abgeschlossen. Sei a € E und R > 0 soda D(a, R) C Q. Angenommen
D(a, R)NE*° # (). Dann gibt es eine ganze offene Kreisscheibe die in D(a, R)NE*®
enthalten ist. Insbesondere existiert eine Kreislinie {z € C : |z — a| = r} mit
0 < r < R von der ein ganzer offener Bogen in E° liegt. Nun ist wegen der
Mittelwerteigenschaft insbesondere

m=u(a) < i/ u(a + re') dt .

2 ).
Es folgt
% _: (m —u(a+re™))dt <0.
Da der Integrand nichtnegativ ist, folgt das wu(a + re') = m fiir fast alle

t € (—m,m). Ein Widerspruch, denn es gilt ja auf einem offenen Bogen
u(a + re') < m. Wir schlieen das D(a, R) C E. Daher ist E auch offen. Da
zusammenhéngend ist folgt £ = Q, d.h. u(z) =m, z € Q.

U

1.2.8 Bemerkung. Im Beweis des Maximumprinzips haben wir nur verwendet
das stets u=!([m, o)) abgeschlossen ist, das fiir alle hinreichend kleinen r > 0
die Beziehung u(a) < 5= [ u(a-+re') dt gilt, sowie das u meBbar ist. Die letz-
tere Eigenschaft folgt bereits aus der ersten, denn die Intervalle [m, 0o) erzeugen
die o-Algebra der Borelmengen und diese enthilt alle abgeschlossenen Mengen.
Damit ist eine Funktion mit der Eigenschaft das fiir jedes m € R die Menge
u~1([m, 00)) abgeschlossen ist Borel-mefibar. Funktionen mit der genannten Ei-
genschaft nennt man halbstetig von oben, denn sie werden charakterisiert durch
die Eigenschaft das fiir jedes  gilt limsup,_,, u(y) < u(z), vgl. Lemma 1.5.3.
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Wir geben noch eine etwas andere Formulierung des Maximumprinzips.

1.2.4 Korollar. Sei A C C offen, 0A # 0, u: A — RU {—o00} und erfiille u
die in Bemerkung 1.2.3 angegebenen Eigenschaften. Dann gilt: Ist zg € A sodaf
u(20) = sup, .z u(z), dann existiert z; € A mit u(z1) = sup, .z u(z).

Beweis. Angenommen zp ist ein Punkt in A an dem u ein Maximum m
annimmt. Sei Ay jene Zusammenhangskomponente von A die zy enthilt.
Nach Satz 1.2.2 ist u auf Ay konstant gleich m. Sei z; € 0Ap, dann gilt
m = limsup,__ u(z) < u(z1) < m. Der Rand einer Menge ist leer genau dann
wenn die Menge abgeschlossen ist und fiir jede offene Menge gilt 0A = |J 0A;
wenn A; die Zusammenhangskomponenten von A bezeichnet. Es folgt das
6A0 75 @ ist.

U

1.2.5 Korollar. Seien u,v reelle Borelmafle auf T sodafl pn — v ein positives
Maps ist. Ist pu # v, so folgt das fiir jedes z € D gilt Pldu] > P[dv].

Beweis. Die Funktion P[d(v — )] ist harmonisch und nichtpositiv. Wére sie an
einer Stelle zg € D gleich Null, so wére sie nach dem Maximumprinzip identisch
Null, und daher p = v.

U

1.2.6 Satz. Seiu eine stetige komplezwertige Funktion auf Q). Dann ist u har-
monisch in  genau dann wenn u die Mittelwerteigenschaft hat.

Beweis. Sei u harmonisch in  und D(a, R) C Q. Dann ist u|m stetig auf

D(a, R) und harmonisch in D(a, R). Setzt man r = 0 in Bemerkung 1.1.13, so
folgt

1 (" ;

u(a) = —/ u(a + Re™)dt.

2 J_,

Also hat u die Mittelwerteigenschaft.
Habe umgekehrt u die Mittelwerteigenschaft. Da mit « auch Rew und Imw

die Mittelwerteigenschaft haben, kénnen wir oBdA u als reellwertig vorausset-
zen

Sei a € Q. Wihle R > 0 soda D(a, R) C 2 und sei U(z) jene auf D(a, R)
stetige und in D(a, R) harmonische Funktion mit U(a + Re®) = u(a + re®),
t € [0,27). Die Funktion h(z) := U(z) — u(z) ist stetig auf D(a, R) und
nimmt daher ein Maximum m an. Wegen h(z) = 0 auf 9D(a, R) ist m > 0.
Angenommen m > 0, dann nimmt also die Funktion A| D(a,R) €in Maximum
in D(a,R) an. Da, nach dem ersten Teil dieses Beweises h die Mittelwert-
eigenschaft in D(a, R) hat, folgt aus dem Maximumprinzip, dal h(z) = m,
z € D(a,R). Ein Widerspruch denn h ist stetig auf D(a, R) und verschwin-
det am Rand. Also muB8 m < 0 sein. Fiithrt man dieselbe Argumentation
mit mit —h anstelle von h durch, so folgt auch m > 0. Insgesamt ist also
u|m = U und daher u harmonisch in D(a, R). Da harmonisch zu sein eine
lokale Eigenschaft ist und a € 2 beliebig war, folgt das u in 2 harmonisch ist.

U

1.2.7 Korollar. Sei (un)nen eine Folge harmonischer Funktionen auf einem
Gebiet Q und konvergiere (un)nen lokal gleichmdfig gegen eine Funktion u :
Q — C. Dann ist u harmonisch.
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Beweis. Die Mittelwerteigenschaft bleibt bei lokal gleichméBigen
Grenziibergéngen erhalten.

U

1.2.8 Bemerkung. Ist speziell f analytisch in €2, so ist die Mittelwerteigenschaft
ein Spezialfall der Cauchysche Integralformel, denn substituiert man in dieser
z=a+re, so folgt % = ire und damit

fla) = % ]{ Cf(——oadcz % 3 (re') dt .
(¢—al=r

1.2.9 Satz (Harnack). Sei (un)nen eine Folge reellwertiger harmonischer
Funktionen in einem Gebiet ), und gelte uy < us < .... Dann existiert der
Limes

lim u, =:u
n—oo

lokal gleichmafig in Q und es ist entweder uw = oo oder u eine harmonische
reellwertige Funktion in §2.

Beweis. Der Poisson Kern fiir eine Kreisscheibe D(a, R) erfiillt die Abschétzung

R—r R? — 2 R+r
< < .
R+r ~ R?2—-2Rrcosf—t+1r2 " R—r

(1.5)

Ist also f eine auf D(a, R) stetige nichtnegative Funktion die in D(a, R) harmo-
nisch ist, so gilt wegen der Poissonschen Integraldarstellung und der Mittelwer-
teigenschaft

R—r 0 R+r
< "y < . .
A i) < flatre?) < T f(a) (16)
Sei nun (up)neny wie im Satz gegeben. OBdA sei u; = 0. Sei u(z) :=

SUp, ey Un(2), 2z € Q, und betrachte die Mengen
A={2z€eQ:uz) =00}, B:={2€Q: u(z) < oo}.

Wegen (1.6) sind beide Mengen offen. Da € zusammenhiingend ist, folgt entwe-
der A=(,B=Q oder A=Q,B =0.

Im ersten Fall finden wir wieder wegen (1.6) zu jedem Punkt eine Umgebung
auf der u,, gleichméfig gegen oo strebt. Betrachte den zweiten Fall. Dann zeigt
(1.6) angewandt auf die Differenzen u,, — ty,, n > m, dal jeder Punkt eine
Umgebung besitzt auf der (uy,)nen eine gleichmiifiige Cauchy-Folge ist. Da nach
Definition u, — wu punktweise gilt, folgt das u sogar der lokal gleichmé&fige
Grenzwert der u,, ist. Nach Korollar 1.2.7 ist « harmonisch.

O

Als néchstes wollen wir bemerken das, in der Situation einer Kreisscheibe
Q = D(a, R), durch Beispiel 1.0.2 bereits alle in  harmonischen Funktionen
beschrieben werden.

1.2.10 Proposition. Seiu harmonisch in der Kreisscheibe Q@ = D(a, R). Dann
existieren in ) analytische Funktionen f,g sodajs

u=Ref+ilmg.
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Beweis. Sei zuniichst u reellwertig. Weiters sei 0 < R’ < R. Dann gilt, vgl.
Bemerkung 1.1.5, (#i¢), sowie Bemerkung 1.1.13,

u(a +re’) = Re fr(a+re’),0 <r < R te€|0,2r),

mit der in D(a, R") analytischen Funktion

fr(a+re?): (a+ R'e™)dt.

1 / R'ett 4 ret?

- Rleit — Tez@

Es gilt, da u die Mittelwerteigenschaft hat,

fr(a) = % /7r u(a + R'e™)dt = u(a).

—T

Ist nun 0 < R' < R"” < R, so sind fr und frr|p(a, ) zwei analytische Funktio-
nen auf D(a, R') deren Realteile iibereinstimmen und welche an der Stelle a den
gleichen Wert annehmen. Daher gilt fr/|p(,ry = fr/. Also definiert die Fa-
milie (fr)o<r <gr eine auf D(a, R) analytische Funktion f. Fiir diese gilt nach
Konstruktion u = Re f.

Ist nun u nicht notwendigerweise reellwertig, so schreibe u = Reu + ¢ Im u.
Nach dem bereits bewiesenen gibt es auf D(a, R) analytische Funktionen
f,h sodafl Reu = Re f und Imu = Reh. Setzt man g := ih, so folgt die
Behauptung.

O

1.2.11 Korollar. Seiu harmonisch in Q). Dann ist u(z) als Funktion der beiden
reellen Verdnderlichen x = Re z,y = Im z beliebig oft differenzierbar.

Beweis. Sei a € Q. Wihle R > 0 so dal D(a,R) C €, dann gibt es f,g
analytisch in D(a, R) mit u|pq,r) = Re f + iImg. Insbesondere ist u an der
Stelle a beliebig oft differenzierbar.

U

1.3 Randwerte von Poisson Integralen

Ist f € C(T) und F = P][f] so haben wir in Bemerkung 1.1.3 gesehen, daf fiir
jedes 6 € [0,27)

li_)Iri F(re®) = f(e?).

Wir wollen nun die Frage nach Existenz und Wert solcher Limiten fiir allgemeine
Poisson Integrale P[du] untersuchen.

Wir betrachten nichttangentiale Grenzwerte an Randpunkten. Bezeichne fiir
0 < @ < 1 mit Q, das Innere der konvexen Hiille von D(0, «) und 1:
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7
N

Die geometrische Tatsache das der Rand des Gebietes €2, und die Einheits-
kreislinie einen echt positiven Winkel bilden driickt sich analytisch in folgendem
Sachverhalt aus:

1.3.1 Lemma. Sei 0 < o < 1. Dann gibt es eine Konstante v, > 0 sodafl

=~ I2]]
1— 1z

Beweis. Wihle € > 0 soda D(0,a) N D(1,€) = (). Aufgrund der Stetigkeit von
P(z) = IG:EH in C\ {1}, geniigt es zu zeigen das 1 auf D(1,¢) N, beschrinkt
ist.

Sei ¢ := sup{argz : z € D(1,¢) Ny}, dann ist ¢ € (0,F). Da weiters
1 beziiglich der reellen Achse symmetrisch ist und auf dieser stets den Wert 1
annimmt, geniigt es also das Supremum von % in dem Dreieck W := {z € §,, :
0 <argz < ¢o} zu bestimmen. Es gilt

< Yo, 2 € Qqy.

sup ¥(z) = sup sup Y(re'?).
zEW 0<¢p<¢o re[0,1),ret*cW
Schreibt man fiir z € D | |
R
¥(z) = —,
-1

so sieht man das 1 (re’?) eine mit 7 wachsende Funktion ist. Das innere Supre-
mum ¥(¢) := sup,.¢(o,1), reivew ¥(re!?) in obiger Formel ist also der Wert von 1)
an jenem Punkt mit Argument ¢ welcher auf der rechten Seite des Dreiecks W
liegt. Wir sehen das ¥(¢) eine fiir ¢ € (0, ¢g] stetige Funktion ist. Um die Be-
schrénktheit von ¢ auf W zu erhalten, geniigt es also zu zeigen dass limy_.o ¥(¢)
existiert.

Sei 3 der Winkel im Dreieck W am Eckpunkt 1. Dann ist 3 € (0, 5). Sei
nun z ein Punkt der rechten Seite des Dreiecks W und sei ¢ = arg z. Dann gilt

Im 2

=t .
—Rez an 3

Imz = |z|sin¢, Rez = |z|cos ¢, 1

Aus diesen Relationen folgt

|z| sin ¢
S ok B S
1 —|z|cos¢ an
und, durch weitere Umformung,
1 .
— = sin ¢ 4+ cos¢.

|z|  tanp



14 KAPITEL 1. HARMONISCHE FUNKTIONEN

Wegen [e?® — 1% = 2(1 — cos ¢) erhalten wir

W(9) = h(z) = oL = c0%0)

m+cos¢—1

und damit limg_.o U(¢) = tan 5.
U

1.3.2 Definition. Sei f : D — C. Wir sagen das der nichttangentiale Grenzwert
von f bei e existiert, wenn der Limes

f(2) (1.7)

it it
z—e'" z€e"" Qg

fiir jedes o € (0, 1) existiert und nicht von « abhéngt. Man schreibt in diesem
Fall fiir den Wert des Limes (1.7) auch lim, -, it f(2).

Die Funktion
(Naf)(e") = sup {|f(2)] : z € e"Qu}
heiflt nichttangentiale Maximalfunktion, die Funktion
(Myaaf)(e") = sup {|f(re")|: 0 <r <1}
die radiale Mazimalfunktion. Offensichtlich gilt
(Mraaf)(e") < (Naf)(e") < (Na f)(e"), 0<a<a <1.

Sei 4 ein komplexes Borel-Mafl auf T und bezeichne mit |u| seine Totalva-
riation. Wir setzen
1l (1)

A

wo das Supremum iiber alle offenen Bégen (inklusive T) mit e als Mittelpunkt
genommen wird. Weiters sei, soferne dieser Grenzwert existiert,

AN T p(l)
(Dp)(e") =t K55

(Mp)(e™) := sup
I

wo der Limes iiber die gerichtete Menge obiger Bégen genommen wird.
Ist f € L'()\), so heifit e? ein Lebesgue-Punkt von f falls

. i —
hpxal/v—f@ﬂMA—O
I

gilt, wobei der Limes gleich wie oben zu verstehen ist.

1.3.3 Bemerkung. Wir beniitzen die folgenden nichttrivialen(!) Aussagen:

(i) Ist f € L*(\), so sind M-fast alle Punkte von T Lebesgue-Punkte von f.
Siehe [Rul, Theorem 7.7].

(ii) Ist u singuldr zu A, so ist fiir A-fast alle Punkte (Du)(e®) = 0. Siehe [Rul,
Theorem 7.14].
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1.3.4 Lemma. Sei 0 < o < 1 gegeben. Dann gibt es eine Konstante co > 0, so
dap fiir jedes positive endliche Borel Maf$ und u = P[dyu] die Beziehungen
ca(Nau)(e") < (Myaqu)(e™) < (Mp)(e"), e €T,
gelten.
Beweis. Wir betrachten oBdA den Randpunkt 1. Wegen
u(z) = [ Pleve) du(e™)
T
geniigt es fiir die erste Ungleichung zu zeigen, daf} es eine Konstante c,, gibt mit
caP(z,e") < P(|z],e"), 2 € Qq, e €T.
Nach Lemma 1.3.1 ist fiir z € Q,
’eit - |z|‘ < et — 2] + ’z — |z|’ < et — z|+
Ha(l = 2]) £ (1 +7a)le’ — 2|
Fiir co = (1 + 74) 72 gilt also cole? — |z[|?> < [e®* — 2|2 und daher, vgl. (1.1),
caP(z,e) < P(|z],e').

Um die zweite Ungleichung zu zeigen approximieren wir P,.(t) durch Trep-
penfunktionen:

Sei I C I, C I3 C ... C I,_1, eine Folge von offenen Bogen mit Zentrum
1,1, = T. Sei x; die Indikatorfunktion von I; und h; die gréfite Zahl so daf
hix;(¢) < P(r,(). Weiters setze hp+1 = 0. Wegen der Monotonie von P, ist
hj — hj+1 > 0.

Setze K := > ", (hj — hj+1)x;. Nach Definition von Mpu gilt

p(l) < (Mp)(1) - X(1;),

also folgt

[ B =0y = hy)nn) < (1) 30 — hyeAE) =

Jj=1
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= 1)) [ Kax< () [ Pei0dr= (1),
T T
Da die Bogen I; beliebig fein gewihlt werden kénnen und P(r,.) gleichmifig
stetig ist, folgt

/ P(r,¢) du(C) < (Mp)(1),

also auch

(Myaqu)(1) = sup | / P(r,0) du(C)] < (Mp)(1).
T

0<r<1

O

1.3.5 Lemma. Sei pu ein positives endliches Borel-Maff auf T und sei
(Dp)(e®) = 0 fiir ein § € R. Dann hat Pldu] bei e® den nichttangentialen
Grenzwert 0.

Beweis. Die Bedingung (Dpu)(e?) = 0 besagt

lim@ =0.

1 M)

Es gibt also zu gegebenem € > 0 einen Bogen I, so daf} fiir alle kleineren Bégen
I gilt
u(I) < e(I).

Sei pg die Einschrinkung von p auf Iy, p1 := p — po, und sei ug = Plduo),
uy = Pldu1]. Sei z; eine Folge in e??Q), die gegen e konvergiert, dann ist der
Abstand von {z;} zu T \ Iy echt positiv. Die Integranden in

wr(2) = / P, )du(0)
T\Io

konvergieren wegen Lemma 1.1.2, (4i%), gleichméfBig gegen 0 und es folgt

J

Nach Lemma 1.3.4 und der Wahl von I gilt

im ui(z;) =0.

ca(Natio) (") < (Mpo)(e”) < e.

Fiir jedes z € "€, ist also ug(z) < -= und daher

lim sup ug(z;) < <.
j—o0 Ca
Da € > 0 beliebig war folgt lim;_, o u(z;) =0
U

1.3.6 Satz (Fatou). Seipu ein komplexes Borelmaf$ auf T und setze u := Pldp].
Schreibe dy = fd\ + dus wobei f € LY(N) und ps singuldr beziglich \ ist.
Dann existiert fiir A\-fast alle Punkte ( € T der nichttangentialen Grenzwert
lim, ¢ u(z) und ist gleich f(Q).
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Beweis. Wendet man Lemma 1.3.5 auf dus an, d.h. auf die positive und negative
Variation des Real- und Imaginirteiles von us an, vgl. Bemerkung 1.3.3, (i), so
findet man P[dus]—0, A-fast iiberall.

Es bleibt zu zeigen, dafl P[fdA](¢)=f({), A-fast iiberall. Nach Bemerkung
1.3.3, (i), geniigt es dieses fiir die Lebesgue-Punkte von f zu zeigen. Sei also ¢
ein Lebesgue-Punkt von f und sei o0BdA angenommen das f({) = 0, ansonsten
subtrahiere eine Konstante. Dann gilt also

. 1
I

Betrachte das Borel-Maf}
)= [ 1flan,
E
Dann ist (Dv)(¢) = 0 und es folgt nach Lemma 1.3.5 P[dv](z)->0. Nun ist

[PLAI] < PUFT = Pl
also folgt das auch P[f]-=0.

1.4 Darstellbarkeit durch Poisson Integrale

Ist f: T — C mefBbar, so definieren wir fiir 0 < p < oo
1
190 i= ([ roraxe)”
T

sowie, fiir p = oo,
[ llo := esssupcer [£(C)] -

Weiters sei LP(T) die Menge (von Aquivalenzklassen A-fast iiberall gleicher)
meBbarer Funktionen auf T mit || f||, < oo.

Fir p € [1,00] ist (LP(T),].|,) ein Banachraum. Ist p € (0,1), so ist
dre(f,9) == | f — gllb eine Metrik mit der LP(T) zu einem vollstéindigen topo-
logischen Vektorraum wird der jedoch nicht lokalkonvex ist. Zur Wiederholung:
Fiir 1 <p < oo ist LP(T)* isometrisch isomorph zu L4(T) wobei % + % =1, und
dieser Isomorphismus wird vermittelt durch die Beziehung (g € L)

f »—)/fgd/\.
T
Weiters gilt L°°(T)* 2 LY(T).
Ist f: D — Cund r € [0,1), so definieren wir eine Funktion f, : T — C
durch
fr(Q) == f(r¢), C€T. (1.8)

Eine wesentliche Rolle spielt das Verhalten der Funktionen f, wenn r gegen 1
strebt. Obwohl wir die Funktion f, nur als Funktion auf T auffassen, wire durch
z — f(rz) eigentlich eine Funktion auf ganz %D definiert. Ist f harmonisch bzw.
analytisch auf D, so hat auch diese Funktion die entsprechende Eigenschaft auf
iD.
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1.4.1 Satz. Sei u eine harmonische Funktion in D. Dann ist u das Poisson
Integral

(i) eines komplexen Borel-Mafles genau dann, wenn supg<,q [|urll1 < co.

(ii) einer Funktion f € L*(T) genau dann, wenn lim, ~1 u, = f in der Norm

-l

(7it) einer Funktion f € LP(T) wobei p € (1,00) genau dann, wenn
SUPg<y<1 |urlly < 00. In diesem Fall gilt lim, ~y u, = f in der Norm
Il

(iv) einer Funktion f € L*°(T) genau dann, wenn sup,cp|u(z)] =
SUPg<r<1 l|r]|oo < 0.

(v) einer stetigen Funktion f genau dann, wenn lim, ~ u, = f in der Norm

-l oo

(vi) eines endlichen positiven Borel-Mafles genau dann, wenn u nichtnegativ
18t.

Die darstellenden Mafie bzw. Funktionen sind in jedem Fall eindeutig bestimmit.

Der Beweis dieses Satzes erfolgt in mehreren Schritten.
Beweis. (Satz 1.4.1, (i)) Sei zuerst angenommen das u = P[du]. Dann gilt, da
der Poisson Kern stets nichtnegativ ist,

u(2)| = [Pldpl(2)] = \/TP(AC) du(Q)] < Pldlull(z), z € D.

Die Funktion h := P[d|u|] ist harmonisch in D, also hat sie die Mittelwerteigen-
schaft und wir schliessen

lurl = / fup (O)] dA < / h(rC) dA = h(0), 7 € [0,1).

Also gilt supg<,..1 [[ur|[1 < oo, tatsichlich sogar

sup ||ur[y < h(0) = [ul(T).
0<r<1

Sei nun M := supy<,.; ||ur]l1 < co. Betrachte die Mafle p, die definiert sind
als dyi, := u, d\ als Elemente von (C(T), ||.|leo)*. Es gilt ||p|| = [Jurlls < M,
r € [0,1), also existiert nach dem Satz von Banach-Alaoglu ein Mafl y, ||u|| < M
und eine Folge r, € [0,1), r, — 1, sodaB lim, o ptr = g in der schwach-*
Topologie von (C(T), ||.|loc)*. Beachte hier das (C(T), ||.||s) separabel ist, nach
dem Satz von Stone-Weierstrafl liegen ja zum Beispiel die trigonometrischen
Polynome mit rationalen Koeffizienten dicht. Die Funktion w, ist stetig auf D
und harmonisch in D, also ist

u(rz) = ur(2) = Plur)(2), z € D.

Fiir jedes feste z € D ist P(z,() € C(T), laft man in der obigen Bezichung
r =1, — 1 streben folgt also u(z) = P[du](z), z € D.
U
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Die Vorgangsweise u, d\ als Funktionale aufzufassen leistet noch weiteres.
Beweis. (Satz 1.4.1, (iii), (iv) “=’) Wir sind in der Situation 1 < p < oo.
Betrachte u, als Elemente von LP(T) = L(T)* wobei % + % = 1. Dann ist
llurl|Larys = llurllp- Ist nun supg<,. o [lur|l, < oo, so existiert f € LP(T) und
rn — 1 sodaB lim, o u, = f im schwach-* Sinne von L?(T)*. Das gleiche
Argument wie oben zeigt u = P[f].

U

Beweis. (Satz 1.4.1, (vi)) Ist u = P[du] mit einem positiven Maf so ist, da der
Poisson-Kern stets nichtnegativ ist, auch u nichtnegativ. Ist umgekehrt v > 0
auf D, so folgt mit der Mittelwerteigenschaft das

lurlls = / u(rC) d¢ = u(0)

Nach dem bereits bewiesenen Teil (i) des Satzes, folgt v = P[du] fiir ein
komplexes Borelmaf} . Da u > 0 sind die Maf}e u,. d)\ alle positive Mafle. Daher
ist auch ihr schwach-* Grenzwert p ein positives MaB, denn die Eigenschaft
nichtnegativen Funktionen nichtnegative Werte zuzuweisen {ibertragt sich bei
schwach-* Grenziibergéingen.

U
Die Implikation ‘=’ in (iv) sowie in (v) ist einfach einzusehen.
Beweis. (Satz 1.4.1, (iv), (v) =) Sei zunichst v = P[f] mit f € L>°(T). Es
gilt, da P(z,() d\(C) stets ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist,

juz)| = | / P(z.O)F(Q) dNO)| < 1 floe

Sei u = P[f] mit einer stetigen Funktion f. Nach Satz 1.1.9 ist u sogar stetig
auf D. Daher ist u auch gleichméfig stetig auf D, d.h. ist € > 0 gegeben, so gibt
es § > 0 mit |u(z) — u(w)| < € falls |z — w| < §. Insbesondere gilt fiir r > 1 — 4

stets |u,-(¢) — u(¢)] < e.
0

Etwas komplizierter sind jene Implikationen wo wir zusétzlich noch Kon-
vergenz zu zeigen haben. Wir beniitzen die Jensensche Ungleichung. Zur Wie-
derholung: Sei Q eine Menge, u ein positives Mafl auf Q mit p(2) = 1. Seien
a,b €R, fe L' () mit a < f(t) < b, t € Q, und sei ¢ : (a,b) — R konvex.
Dann gilt

o [ rau) < [ (0o n)dn.
Q Q
Beweis. (Satz 1.4.1, (i), (#i1) =’) Sei 1 < p < oo und sei u = P[f] mit einem

f € LP(T). Die Jensensche Ungleichung angewandt mit der konvexen Funktion
|.|? und dem Wahrscheinlichkeitsmafl P(z, () d\ zeigt

lur (O = [PLAO)]" < PFIPI(C) -

Nach der Mittelwerteigenschaft folgt

l[urlly; < PISFIO) = [1£15

und wir sehen supg,. .y lwrllp < I1flp-
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Sei € > 0 vorgegeben, wihle g € C(T) mit || f —g||, < €, und setze v := P[g].

)

Dann gilt, nach dem bereits bewiesenen Teil (v) ‘=7,

limsup ||g — vy, < lim ||g — vyl = 0.
r—1 r—1

Also ist sicher ||g — v, < € fur 7 > rg, r¢ hinreichend nahe bei 1. Weiters ist
nach dem oben gezeigten

[ur = vellp = [(f = 9)rllp < I = gllp <e.

Insgesamt erhalten wir

lur — fllp < llur —vr |l + lJvr — gllp + lg = fllp < 3¢, 7> 10

O

Beweis. (Satz 1.4.1, (v) “<=’) Sei angenommen lim,_,; u, = f beziiglich ||.||cc-
Dann ist zum Beispiel fiir p = 2 sicher supg<,.; ||urll2 < oo, also existiert
nach (iii), eine Funktion g € L?(T) mit u = P[g] und dabei ist lim,_; u, = g
beziiglich ||.|l2. Nun ist Konvergenz in ||.|| o stérker als in ||.||2 und daher folgt
nach unserer Voraussetzung das auch lim,_,; u, = f. Alsoist f = g.

U

Es bleibt die Implikation (ii) ‘<=’ zu zeigen. Dazu verwenden wir den Begriff
der Fourierreihe. Zur Wiederholung, siehe [Rul, Theorem 5.15]: Betrachte die

Abbildung
. 1 T ity —int
@.fH(%[ﬂf(e Je dt)nez'

Dann ist ® eine beschrinkte und injektive lineare Abbildung von (L(T), ||.]|1)
auf einen (echten) Teilraum von (co(Z), ||.||eo). Dabei ist ¢o(Z) der Banach-
raum aller Folgen (a,)nez mit lim, 4o a, = 0 versehen mit der Norm
|(@n)nenlloo = sup,ez lan|. Betrachtet man ® nur am L?(T), so gilt das ® eine
Isometrie von (L?(T),(.,.)2) auf den (¢%(Z),(.,.)2) ist. Dabei ist ¢?(Z) der Hil-
bertraum aller Folgen (an)nez mit Y., o5 |an|* < 0o, versehen mit dem inneren
Produkt ((an)nez; (bn)nez)2 = Y, cz @nbn.

Beweis. (Satz 1.4.1, (i) “=’) Sei vorausgesetzt das lim,_,; u, = f beziiglich
[l-li- Seirg <7 < 1 und ¢ = e € T, dann gilt

To

() = u(ro€) = up(2¢) = Pluy(“2¢) . /7r Pro (6 — t)u(t) dt .

r r 2 J_,

|8

Wir gehen zu den Fourierkoeffizienten {iber und erhalten, da Faltung von Funk-
tionen der Multiplikation ihrer Fourierkoeffizienten entspricht,

(@ury)(n) = ()" (@u,)(n) .

r

Lésst man in dieser Beziehung r» — 1 streben, so folgt

(ury)(n) = rg (Bf)(n) = (2P|f]ry)(n), n € Z.
Also ist uy, = P[f]r, und daher, da ry beliebig war, u = P[f].
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Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes ist eine Folgerung aus der Stieltjes-
schen Umkehrformel und wurde schon in Korollar 1.1.8 bemerkt. Damit sind
alle Aussagen von Satz 1.4.1 bewiesen.

Wir erhalten nun eine allgemeinere Version der Poisson-Jensen Formel, sowie
eine Integraldarstellung fiir in D analytische Funktionen mit nichtnegativem
Realteil.

1.4.2 Korollar (Poisson-Jensen Formel). Sei f analytisch in D und gelte
SUPg<,<1 fT|Re frldX\ < oo. Dann ezistiert in eindeutiger Weise ein reelles
Borel-Maf$ 1 und eine reelle Konstante ¢, sodaf

S

f) = [ =

du(C) +ic, z€D.
T

Beweis. Die Funktion Re f ist harmonisch und erfiillt die Voraussetzung von
Satz 1.4.1, (7). Also existiert ein komplexes Borel-Mafl p mit

Re f = Plau] = Re [ 2 (o).
T

Da Re f reellwertig ist, ist u ein reelles Mafl. Nun ist eine analytische Funktion
durch ihren Realteil bis auf eine imagindre Konstante bestimmt.

U

1.4.3 Korollar (Riesz-Herglotz). Sei f analytisch in D und erfille Re f > 0.
Dann existiert in eindeutiger Weise ein endliches positives Borel-Maf$ 1 und
eine reelle Konstante c, sodaf

f(z):/gjzdu(o—l—ic, zeD.
T

Beweis. Die Funktion Re f ist harmonisch und nichtnegativ, also existiert ein
endliches positives Borel-Maf} p mit

Re f = Pldu] = Re %

T

du(C) -

Nun ist eine analytische Funktion durch ihren Realteil bis auf eine imaginére
Konstante bestimmt.

U

Kombiniert man Satz 1.4.1, (vi) und (¢), so sieht man das folgende

1.4.4 Korollar. Seiu eine in D harmonische und nichtnegative Funktion. Dann
qilt

sup /|ur|d/\ < 00.
0§r<1T

Wir wollen die folgende Aussage explizit festhalten und diskutieren.
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1.4.5 Korollar. Sei u harmonisch in D, u, fir 0 < r < 1 definiert wie in
(1.8), und sei supg<,q ||ur|l1 < 0o. Dann existiert fir A-fast alle Punkte ¢ € T
der michttangentiale Grenzwert lim,~¢u(z) =: u*(¢). Ist sogar (u,(¢))o<r<1
konvergent in der Norm ||.||1, so ist u das Poisson Integral seiner Randwerte:

u(z) = Plu*](z), z € D.

Beweis. Sei uw harmonisch in T und supg<,.; [|u,|1 < co. Dann gibt es nach
Satz 1.4.1, (i), ein komplexes Borel-Ma8l p sodafl u = P[du]. Nach dem Satz
von Fatou existiert daher fiir A-fast alle ¢ € T der nichttangentiale Grenzwert
lim, ¢ u(2).
Sind die w,(¢) konvergent in |.]]1, so ist mnach Satz 1.4.1, (i),
u = P[fd)\ mit einem gewissen f € L!(d)\). Nach dem Satz von Fatou
gilt w*(¢) = lim, ¢ u(z) = f(¢), A-fast iiberall.
U

1.4.6 Beispiel. Sei p ein von Null verschiedenes komplexes Borel-Mafl welches
singulér beziiglich A ist und setze u := P[du]. Dann ist nach Satz 1.4.1, (4),
SUPg<,<1 [|ur][1 < co. Nach dem Satz von Fatou gilt u(¢) = lim, ¢ u(z) = 0 fiir
M-fast alle ¢ € T. Also ist P[u(¢)] = 0 und daher u nicht das Poisson Integral
seiner Randwerte.

Wihlt man in diesem Beispiel speziell i = §y das Punktmaf} bei 1 mit Masse
1, so erhélt man die Funktion

1+z  1—|z
1—z |1—22’

u(z) = P(z,1) =Re

vgl. die Bemerkung nach Proposition 1.0.3.
1.4.7 Beispiel. Man kann die Voraussetzung von Korollar 1.4.5 nicht ab-

schwichen zu

sup |lurllp < oo fiiralle0 <p<1. (1.9)
0<r<1

Denn man kann z.B. zeigen, vgl. [D, §4.6], dass es eine Folge (e,,)nen von Vor-
zeichen €, € {+1,—1} gibt sodafl die Funktion

[eS) 22n
U(Z) := Re Z GWW
n=1

die Eigenschaft (1.9) hat, die Menge aller ¢ € T fiir die lim,~¢ u(z) existiert
jedoch Lebesgue-Maf3 Null hat.

1.4.8 Bemerkung. Wir wollen die obigen Aussagen nochmal von einer etwas
anderen Perspektive interpretieren. Bezeichne

h? :={u:D — C: u harmonisch , sup |lu|l, < co}.
<r<1

Weiters definiere ||u|[pr = supg<,.q ||ur||p fiir w € AP. Diese Definition ist fiir
jedes p € (0, 00] sinnvoll. Fiir 0 < p < p’ < oo gilt h? D h?" und ||ul|pr < |Jull,,
u € h?'. Weiters ist, da ||.|, eine Norm ist (1 < p < oo) bzw. |f — gl eine
Metrik (0 < p < 1), h? fiir jedes p € (0,00] ein linearer Raum. Im Fall p = oo
ist ||ulloo = sup,ep | f(2)], also ist h> gerade die Menge aller in D harmonischen
und beschrénkten Funktionen.
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Ist w € h? mit p € [1, 0], so existiert der nichtangentiale Grenzwert

u*(€) == lim u(z), f.ii.,

zC

und gehort zu LP(T). Ist sogar p € (1, 00|, dann ist die Abbildung v — u™* eine
Isometrie von (A%, ||.||nr) auf (LP(T), ||.||p). Thre Inverse ist gegeben als

f=Plfl, fe L (T).

Im Fall p = oo bemerke das die Ungleichung ||u||so > ||u*]|co trivial ist, und das
umgekehrt aus v = Pu*] folgt [|ulloo < ||t*||oo-

1.5 Subharmonische Funktionen

Zur Wiederholung (vgl. Bemerkung 1.2.3): Sei Q C C. Eine Funktion f : Q —
RU{—o00} heifit halbstetig von oben, falls fiir jedes m € R die Menge u~!([m, 00))
in  abgeschlossen ist.

1.5.1 Definition. Sei 2 C C offen und sei u :  — [—00,00). Dann heifit
subharmonisch in €, falls gilt

(1) w ist halbstetig von oben

(ii) Sei A C Q offen sodaBl A C Q und kompakt ist, und sei h reellwertig und
stetig auf A sowie harmonisch in A. Gilt u(z) < h(z) fiir alle z € 9A, so
folgt u(z) < h(z) fiir alle z € A.

1.5.2 Bemerkung. Wegen dem Maximumprinzip ist jede reellwertige harmoni-
sche Funktion auch subharmonisch. Man beachte, dafl subharmonische Funktio-
nen wesentlich weniger glatt zu sein brauchen als harmonische. Auch diirfen sie
den Wert —oo tatséchlich annehmen, z.B. ist die Funktion v = —oo subharmo-
nisch.

Bevor wir subharmonische Funktionen untersuchen kénnen bendtigen wir
noch einige Aussagen iiber halbstetige Funktionen.

1.5.3 Lemma.

(i) Die Funktion u ist genau dann halbstetig von oben wenn fiir jedes x € Q

gilt
limsup u(y) < u(x).
Yy—x
(i) Sind uq,...,u, halbstetig von oben und Ai,..., A\, > 0, dann ist auch

Auy + ... + A\puy, halbstetig von oben.

(i4i) Ist (u;)ier eine Familie von nach oben halbstetigen Funktionen, so ist auch
inf;cr u; halbstetig von oben. Ist I endlich, so ist auch max;cr u; halbstetig
von oben.

(iv) Seiw halbstetig von oben und sei K C §) kompakt. Dann ist u|x nach oben
beschrdnkt und nimmt ein Mazimum an.

Beweis.
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ad(i): Sei u halbstetig von oben und sei z € . Angenommen es existier-
te eine Folge (yn)neny in Q mit y, — 2 und lim, o0 u(y,) > u(z). Wiehle
m € (u(z),limy, oo u(yy)). Dann liegt fiir hinreichend grosses n stets y, €
u~1([m, 00)). Da diese Menge abgeschlossen ist, enthélt sie auch x, ein Wider-
spruch.

Erfiille umgekehrt u die angegebene Eigenschaft und sei m € R gegeben. Ist
Yn € u~([m, 00)) und y, — x, so folgt also

u(z) > limsupu(y) > m,

Yy—z

d.h. z € u=([m, 00)).
ad (ii): Es gilt

lim sup (Alul(y) + ...+ )\nun(y)) < A limsupui(y) + ...+ Ay limsupu,(y) <

< Mur(x) 4+ ...+ Aun(z) .

ad (iii): Setze u := inf;c; u;. Dannist u=!([m,00)) = ;e u; ' ([m, 00)). Ist I =
{1,...,n}, so haben wir fiir v := max;—1,_,u; die Beziehung v=1([m, )) =
Uiy u; ([m, 00)).

ad(iv): Die Mengen u~'([~o0,T)) sind eine offene Uberdeckung von 2 und
daher auch von K. Es geniigen also schon endlich viele um K zu iiberdecken,
also ist u auf K beschriankt. Setze M := sup, . u(z). Wiirde fiir jedes a € K
gelten u(a) < M, so wiere |J,, _,; u~'([—00,m)) eine offene Uberdeckung von
K. Daher existierte mo < M mit K C u~!([—00,mg)), ein Widerspruch zur
Definition von M. Also nimmt u|x ein Maximum an.

U

1.5.4 Lemma. Seiu : Q — RU{—o0} halbstetig von oben, und sei K C Q
sodaf u auf K beschrankt ist, M := sup, ¢ u(z) < 0o. Dann existiert eine Folge
(fn)nen von auf Q0 definierten, reellwertigen und stetigen Funktionen, sodafi
M>fi>fo>fs>...aufQ, fn(2) > u(z) firalez € K, undlim, o fr = u
punktweise auf K.

Beweis. Ist u = —oo auf K, so ist die Behauptung trivial. Sei also u # —oc.
Wir definieren fiir n € N Funktionen

fulz) = sup (u(y) — nlz —y|), z € Q.
yeK

Zunéchst ist dieses Supremum nicht —oo, da es ein y € K mit u(y) # —oo gibt.
Weiters ist klarerweise M > f1 > fo > ... auf Q sowie f, > u auf K.
Sind nun x1,z2 € Q und y € K, so gilt

u(y) —nlzy —y| > u(y) — nlze — y| — nlrr — 22f,

also folgt frn(z2) — fn(z1) < n|z1 — x2|. Vertauscht man x; und xs, so erhilt
man |fn(22) — fn(z1)] < njz1 — x2, also ist f, stetig.
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Wegen der Monotonie existiert der Grenzwert f(z) := lim, .o fn(z) € RU
{—o0}. Angenommen es wiere a € K und f(a) > u(a). Wéhle m € (u(a), f(a)),
dann gibt es nach der Definition von f,, einen Punkt y,, € K mit u(y,) — nla —
Yn| > m, d.h. mit

m+ nla — ya| < ulyn) < M.
Insbesondere folgt das n|y, —a| beschrénkt ist, und daher y,, — a. Weiters folgt
m < u(yy) fiir jedes n und daher wegen der Halbstetigkeit von u

m < limsupu(y,) < u(a),

n—oo

ein Widerspruch.
U

1.5.5 Korollar. Sei u halbstetig von oben auf der Kreislinie Q := dD(a, R).
Dann existiert eine Folge von Polynomen p,, sodaj

Repi(z) > Repa(z) > Reps(z) > ... = u(z), z € 0D(a, R).

Beweis. Sei o0BdA a =0 und R = 1. Da T kompakt ist, ist u beschriankt. Nach
Lemma 1.5.4 gibt es f,, € C(T) mit f, > foy1 und f, — u punktweise. Mit
frn hat auch die Folge fn = fn+ % diese Eigenschaften. Zusétzlich gilt noch
fn_fn+l 2%_%+1

Nach dem Satz von Stone-Weierstrafl gibt es trigonometrische Polynome
gn = ag + Zgi’f) (G, cos kt + by, i sin kt) sodafl

1,1 1
56 ar )

”fn - gn”oo <

Es folgt das gn > gny1 und g, — u punktweise. Die Behauptung des Korollars
folgt nun wenn man bemerkt dass jedes trigonometrische Polynom in der Form
Re p mit einem Polynom p geschrieben werden kann.

O

1.5.6 Satz. Sei Q C C offen und sei u : Q — [—00,00) halbstetig von oben.
Dann sind dquivalent:

(1) w ist subharmonisch.

(it) Fiir jedes a € Q, alle hinreichend kleinen R > 0, und jedes Polynom p gilt:
Ist u(z) < Rep(z), z € 0D(a, R), so folgt u(z) < Rep(z), z € D(a, R).

(i70) Fiir jedes a € Q und alle hinreichend kleinen R > 0 gilt

u(a) < % /F u(a+ Re')dt. (1.10)

—T

In diesem Fall gelten die Figenschaften (ii) bzw. (iii) sogar fir alle R > 0 mit
D(a,R) C Q.

Beweis. Als erstes bemerken wir das, da u halbstetig von oben ist, u auch
Borelmefbar ist und auf jeder kompakten Menge nach oben beschrankt ist.
Daher existiert das Integral in (i7¢) entweder in R oder als —oo.
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(1) = (i1) Sei a € Q und R > 0 so dafl D(a, R) C Q. Da Rep(z) harmonisch ist
folgt die gewiinschte Eigenschaft aus der Definition von subharmonisch.

(17) = (4i7) Sei a € Q, R > 0, so daf die Eigenschaft (i7i) gilt. Nach Korollar
1.5.5 existiert eine Folge (p, )nen von Polynomen sodafl Rep; > Reps > ... und
lim,, o Rep, = u punktweise auf 9D(a, R). Es folgt wegen (i7)

us

1 .
u(a) < Repp(a) = %/ Repn(a+ Re™)dt.

—T

Da p; auf dD(a, R) stetig und daher insbesondere L' ist, folgt nach dem Satz
von der monotonen Konvergenz

1 g ) 1 ™ .
lim —/ Rep,(a+ Re™)dt = —/ u(a+ Re™)dt .
n—oo 27 - 2w —r

(iii) = (i) Sei A C Q offen mit A C Q kompakt und sei h stetig auf A und
harmonisch in A mit u(z) < h(z), z € JA. Dann ist u — h halbstetig von
oben und erfiillt, da h die Mittelwerteigenschaft, ebenfalls (1.10). Weiters ist
(u—h)(z) <0, z € JA. Nach Bemerkung 1.2.3 gilt fiir u—h das Maximumprinzip
Korollar 1.2.4, und es folgt (u — h)(z) <0, z € A.

1.5.7 Korollar.
(i) Sei u subharmonisch in ), dann gilt fir u das Mazimumprinzip.

(1i) Die Eigenschaft subharmonisch zu sein ist eine lokale Eigenschaft: hat
jeder Punkt von Q0 eine Umgebung sodafs u auf dieser subharmonisch ist,
dann ist w in Q subharmonisch.

(#i1) Sind uq,...,u, subharmonisch in Q und Ay,..., N\, > 0, dann ist auch
AUy + ... + A\u, subharmonisch in €.

(iv) Sind uy,...,u, subharmonisch in §, so auch max{us,...,un}.
(v) Ist h harmonisch in Q, so ist |h| subharmonisch in .

(vi) Sei h eine reellwertige und stetige Funktion auf Q2. Dann ist h harmonisch
genau dann wenn h und —h subharmonisch sind.

Beweis.
ad (z): Nach Bemerkung 1.2.3, denn w ist halbstetig von oben und erfiillt (1.10).

ad (ii): Die Eigenschaft (#i7) aus Satz 1.5.6 ist eine lokale Eigenschaft.
ad (iii): Die Beziehung (1.10) bleibt bestehen.
ad(iv): Es gilt

1 [ ;
max u;(a) < Inax u(a) < —/ ui(a + Re') dt <

1=1,...,
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ad(v): Es gilt

1 (7 ; 1 [ ;

Ih(a)] = _/ h(a+ Re'ty dt| < —/ Ih(a + Re')| dt
2 J_, 2 J_,

ad(vi): Ist sowohl h als auch —h subharmonisch, so ist h stetig und hat die

Mittelwerteigenschaft.

U

1.5.8 Bemerkung. Man kann zeigen: Ist u : 2 — R zwei mal stetig differenzierbar
(als Funktion der beiden reellen Verdnderlichen 2 = Rez,y = Im z), dann ist u
subharmonisch genau dann wenn Awu > 0 ist.

1.5.9 Beispiel. Sei f analytisch im Gebiet 2. Dann sind die Funktionen
f(2)], log|f(2)], log™ |(2)]

subharmonisch in €. Dabei bezeichnet log™ die Funktion log™z :=
max{log z,0}.

Zunéchst ist eine analytische Funktion f auch harmonisch und daher ist
nach Korollar 1.5.7, (v), die Funktion |f| subharmonisch. Um zu zeigen das
log | f| subharmonisch ist, sei D(a, R) C © und p ein Polynom sodaf} log | f(2)| <
Rep(z), z € dD(a, R). Dann gilt also

|e_p(z)f(z)| <1, z€9dD(a,R),

und, da e7P() f(z) analytisch ist, daher auch |e ?*) f(2)| < 1, 2 € D(a, R).
D.h. es ist log|f(z)] < Rep(z), z € D(a,R). Nach Satz 1.5.6 ist log|f| sub-
harmonisch. Korollar 1.5.7, (iv), zeigt nun das auch log™ |f| = max{log|f|,0}
subharmonisch ist.

1.5.10 Bemerkung. Die Tatsache das log|f| fiir analytische Funktionen f sub-
harmonisch ist, erhielte man auch auf mehr funktionentheoretischen Wege,
nédmlich mit Hilfe der Jensenschen Formel. Diese besagt: Sei f analytisch in
D(0,R), f(0) #0, sei 0 < r < R und seien a1, ...,ay die Nullstellen von f in

D(0,r) gezdhlt gemif ihrer Vielfachheit. Dann gilt

1 [ ,
N = | loglf(re™)|dt
;
PO g = .
n=1 n

Sei nun f analytisch in Q. Dann ist |f] stetig und nichtnegativ und daher log | f|
halbstetig von oben. Ist a € Q, D(a,R) C Q und f(a) # 0, so gilt fiir alle
0 < r < R nach der Jensenschen Formel

2 J_,

N
r 1 [ .
log|f(a)| + Zlogm = —/ log |f(a + re™)|dt, (1.11)
n=1 n

wobei a,, die Nullstellen von f in D(a,r) sind. Nun ist Zﬁ;l log o7 = 0.
Da die Beziehung (1.10) fiir f(a) = 0, d.h. log|f(a)| = —o0, ohnehin trivial ist
folgt das log | f| die Eigenschaft (éi7) von Satz 1.5.6 hat.

Wir wollen an dieser Stelle noch bemerken, da§ (1.11) auch zeigt das die
Integrale 5~ [™ log|f(a+ re')|dt als Funktion von r monoton wachsend sind.
Wir werden sehen das diese Aussage fiir beliebige subharmonische Funktionen

richtig ist, vgl. Satz 1.6.4.
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1.6 Eigenschaften subharmonischer Funktionen

Eine subharmonische Funktion darf den Wert —oco annehmen, jedoch nicht zu
oft:

1.6.1 Proposition. Sei Q) ein Gebiet und sei u subharmonisch in Q, u Z —oo.
Dann gilt fiir jede Kreisscheibe mit D(a, R) C Q

// |u(z + iy)| dedy < oo. (1.12)

D(a,R)
Die Menge {z € Q: u(z) = —oco} hat (zweidimensionales) Lebesgue-Maf$ Null.

Beweis. Schreibe u = uy — u_ mit uy := max{u,0},u_ := —min{u,0}. Dann
ist also |u| = uy 4+ u—_. Nach Lemma 1.5.3, (iv), ist us auf jeder kompakten
Teilmenge von 2 beschrénkt. Insbesondere gilt

// us(z +iy) dede < co.

D(a,R)

Also sind die folgenden Beziehungen dquivalent:

// u(z+iy) dedr > —oo, // (x+iy) dedz < oo, // |u(z+iy)| dedx < oo.

D(a,R) D(a,R)
Wir betrachten die Menge
A={aeQ:3R>0:D(a,R)CQ, / lu(z + iy)| dedz = oo} .
D(a,R)

Als erstes zeigen wir das A C {a € Q: u(a) = —o0}.
Sei a € €2 sodaB u(a) # —oo und sei R > 0 so dafl D(a, R) C Q. Dann gilt
wegen (1.10)

R2 R R 1 L .
u(a) - — = / u(a) rdr < / — / u(a + ret)dt - rdr.
2 0 o 2mJ)_,

Substituiert man z = Rea + rcost,y = Ima + rsint, so ist %((x 1;’)) =r und es

folgt
-0 < ula 7TR2 // u(z + iy) dedx .

D(a,R)

Wir zeigen das A offen ist: Sei a € A und wihle D(a, R) C Q mit ffD(a R [u(@+
iy)| drxdy = oo. Wihle € > 0 sodall D(a, R +¢€) C Q. Ist [z —a| < §, so gilt

D(a,R)gD(z,R+%)QD(a,R—l-e)gQ,

// x+zy|d:cdy>/ |u(z + iy)| dedy = oo

D(z,R+%5 D(a,R)

sowie
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Es folgt das z € A.

Wir zeigen das A abgeschlossen ist: Sei a € 2 und R > 0 soda$l D(a, R) C 2
und D(a, R) N A # ). Dann existiert eine Kreisscheibe D(z,r) C D(a, R) N A.
Nun ist wie wir oben festgestellt haben u|4 = —o0, also folgt

00 = // fu( + iy)| dady < / (e + iy)| dedy |

D(z,r) D(a,R)

also gilt a € A.

Da Q zusammenhingend ist und v # —oo, ist A° # ( und daher
A = (. Es gilt also (1.12) fiir jede Kreisscheibe D(a, R) C Q und damit
ist {a € @ : wu(a) = —o0} N D(a,R) eine Menge vom zweidimensionalen
Lebesgue-Ma8l Null. Da € eine im R? offene Menge ist, und daher durch
abzéhlbar viele solche Kreisscheiben ausgeschopft werden kann, folgt das auch
{a € Q: u(a) = —oo} eine Nullmenge ist.

O

Die folgende Aussage, mit deren Hilfe man aus bekannten subharmonischen
Funktionen neue erzeugen kann, folgt aus der Jensenschen Ungleichung.

1.6.2 Proposition. Sei u eine subharmonische Funktion in Q und sei ¢ : R —
R monoton wachsend und konvex. Setze o(—00) :=lim;_,_ ©(t) € RU{—o00}.
Dann ist g ou :  — R wohldefiniert und subharmonisch in 2.

Beweis. Zunichst bemerke, dafl eine monoton wachsende und konvexe Funktion
stets stetig ist. Es folgt dafl ¢ o u halbstetig von oben ist. Sei eine Kreisscheibe
D(a,R) mit D(a, R) C Q gegeben. Approximiere u auf dD(a, R) mit Polyno-
men sodass Repi(z) > Repa(z) > ... = u(z), z € 0D(a, R). Dann gilt, da u
subharmonisch ist, u(a) < Repp(a), n € N.

Es gilt wegen der Monotonie von ¢, da Re p,, harmonisch ist, und wegen der
Jensenschen Ungleichung:

p(u(@)) < p(Repa(@) = o5 [ Repala+ Re)dp) <

—T

T

< QL /(spoRepn)(a—i—Rew)d@.
7T

—T
Da ¢ stetig und monoton ist, gilt ¢ o Rep,, — ¢ o u punktweise und monoton
fallend auf dD(a, R). Da Re py stetig und daher beschrénkt ist, ist auch poRe p,,
beschrankt, und es folgt mit dem Satz von der beschrénkten Konvergenz dass

1

p(u(a)) < o /((p ou)(a+ Re?)df.

—T

Nach Satz 1.5.6 ist ¢ o u subharmonisch.

1.6.3 Korollar.
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(1) Sei w harmonisch in Q und sei p € [1,00). Dann ist |u|P subharmonisch.

(1i) Sei f analytisch im Gebiet Q und sei p € (0,00). Dann ist die Funktion
|f|P subharmonisch in 2.

Beweis. Fiir die erste Behauptung wende Proposition 1.6.2 an auf |u| und
p(x) = |z|P. Fiir die zweite auf u = log|f| und ¢(x) = eP®.
U

Wir betrachten nun Funktionen u die subharmonisch in D oder in einem
Kreisring {z € C : Ry < |z] < Ry} sind. In dieser Situation kénnen wir die
folgenden Integralmittel definieren:

1

2—/ u(re’)dt, 0 <r < 1bzw. Ry <7 < Ry.
™ —1T

m(r) =
1.6.4 Satz.

(1) Seiwu subharmonisch inD. Dann ist m(r) firr € [0,1) monoton wachsend.

(i7) Sei u subharmonisch in {z € C : Ry < |z| < Ra}. Dann ist m(r) eine
konvexe Funktion von logr, d.h. ist Ry < 11 < ry < Ra, @ € (0,1), und
logr = alogry + (1 — a)logrs, so gilt

m(r) < am(r;) + (1 — a)m(rs).
Beweis.
ad(i): Sei 0 <73 <ry <1 gegeben und sei h eine auf D(0,rs2) stetige und in

D(0,r2) harmonische Funktion mit u(z) < h(z), |z| = r2. Dann gilt u(z) < h(z)
in ganz D(0,72), und daher

m(ry) = %/j u(rie’) dt < % ) _h(re)dt = h(0) =

1 (" ,
= % . h(r261t) dt.

Approximiert man u(z) auf 9D(0, r2) gemif Lemma 1.5.4 mit stetigen Funktio-
nen fp(z) und setzt hy,(z) := P[fy], so folgt mit dem Satz von der monotonen
Konvergenz

1 (™ . 1 & ;
m(ry) < lim — / By (roe™) dt = — u(ree) dt = m(rq) .

n—oo 21 J__ 2T

ad(it): Seien Ry < r1 < ry < Ry gegeben. Nach Korollar 1.5.5 existieren
Polynome p,_ ;, n € N,j = 1,2 sodaf}

Repl,j(rjeit) > Repg)j(rjeit) > ... — u(rjeit), tel0,2m),j=1,2.

Schreibt man

Repn,; = ao(n, j) Z ag(n, ) coskt + Bi(n, j)smkt) neN,j=12,
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so sieht man das es Zahlen ay(n), bp(n), cn, d, gibt soda$ fiir die Funktion

N(n)
By (re') := ¢, logr + d, + Z (ax(n) cos kt + by (n) sin kt)
k=—N(n)
k#£0
gilt _ _
hy(rje™) = Rep, ;(rje’), t € [0,27),7 =1,2.
Nun ist

T

1 [" ;
my(r) : / by (ret) dt = ¢, logr + d,,

eine lineare Funktion von logr. Da u subharmonisch ist, und h,(rje") >
u(rje), t € [0,2m),7 = 1,2, folgt hn(2) > u(z), r1 < |z| < ra. Also ist stets
m(r) < my(r). Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz erhilt man fiir
r1 und 7o sogar lim, .o my, (r;) = m(r;), j = 1,2.

Sei nun « € (0,1) und logr = alogry + (1 — a) logre. Dann gilt

m(r) < mp(r) = am,(r1) + (1 — a)ymy(r2),

und damit auch m(r) < am(r1) + (1 — a)m(rs).

0

1.6.5 Korollar. Sei u subharmonisch in D. Bezeichne u, : T — C die Funk-
tion u,(¢) := u(r¢), vgl. (1.8). Dann gilt fiir jedes r € (0,1) das u, € L'(T).
Insbesondere ist m(r) > —oo, r € (0,1). Es gilt

li = .

lim m(r) = u(0)
Beweis. Da u auf jeder Kreislinie nach oben beschrénkt ist, geniigt es fiir die
erste Behauptung zu zeigen dafl m(r) > —oo gilt. Wire m(r) = —oo, so wiire

wegen der Monotonie auch m(r’) = —oo fiir alle 7’ € [0, 7). Ein Widerspruch zu
Proposition 1.6.1, denn

%//u(x—kiy)dzdy—/or?“m(?”)dr-

D(0,r)

Wieder wegen der Monotonie existiert der Limes lim,\m(r). Ange-
nommen es wire dieser Grenzwert echt grosser als u(0). Dann wihle
m € (u(0),lim~ o m(r)). Da u=!([—oo,m)) offen ist, existiert ein R > 0 sodaf
D(0, R) C u=([—o0,m)). Es folgt m(r) < m fiir alle r < R, ein Widerspruch.

U

1.6.6 Korollar. Seip € [1,00] und sei u € h?. Dann gilt
Ullpe = sup |Jurllp = lm |Jurp -
Jullr = sup el = lisn

Beweis. Im Fall p € [1,00) beniitze Korollar 1.6.3 und Satz 1.6.4. Fiir p = o0
ist ||ur]|oo Wegen dem Maximumprinzip monoton wachsend.

O
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1.6.7 Korollar (Hardy). Sei f analytisch in D und sei 0 < p < co. Dann ist
die Funktion || fr||p, in r monoton wachsend und die Funktion log || f,||, in logr
konvez.

Bewets. Die Funktion |f|? ist subharmonisch und daher ist nach Satz 1.6.4 die
Funktion 5= [* | f(re)|P dt = || f,||X monoton wachsend.

Sei A 6 R und betrachte die Funktion |z|*|f(z)|P. Sie ist auf 0 < |z] < 1
definiert und dort subharmonisch, denn sie ist |.|? von der lokal analytischen
Funktion z%f(z) Nach Satz 1.6.4 ist daher 7| f.||? eine konvexe Funktion von
log .

Seinun 0 < r1 < 19 < 1 und a € (0,1) gegeben. Wihle A < 0 soda8
I fr 5 = 7211 fr, |2 und bezeichne diesen Wert mit K. Eine solche Wahl von A
ist moglich da 1 < rp und || fr, ||, < || frollp- Seilogr = alogr + (1 — «)logra,
dann gilt also

PFAE < ardl| £l + (1= a)rgllfrallh = K = KK =

= (M D) (PN 12) ™ = A (L 2 (L ll2)

Durch logarithmieren erhélt man die gewiinschte Beziehung.

O

1.6.8 Bemerkung. Die Aussage von Korollar 1.6.7 ist auch fiir den Fall p = oo
richtig. Die Tatsache das || fr||cc monoton wichst ist gerade das Maximumprin-
zip. Das log || fr|]| eine konvexe Funktion von logr ist, ist die Aussage des
Hadamard’schen Dreikreisesatzes, eine Folgerung aus dem Maximumprinzips.

1.6.9 Bemerkung. Mittels Variablensubstitution erhélt man die Satz 1.6.4
und seinen Folgerungen entsprechenden Ergebnisse fiir beliebige Kreisscheiben
D(a, R) bzw. Kreisringe {z € C: Ry < |z —a| < Ra}.



Kapitel 2

Die Raiume H?, N, N*

2.1 Funktionen von beschrinktem Typ

Ist g : T — C mefibar, so bezeichnen wir

lgllo := / log™ [9()] ().

T

2.1.1 Definition. Sei f analytisch in D, und sei wieder f,.(¢) := f(r(), ¢ € D,
vgl. (1.8). Wir schreiben f € N, falls

sup || frllo < oo
0<r<1

N heifit die Menge der analytischen Funktionen von beschrdnktem Typ. Wir
definieren weiters

[fllo == sup [[frllo, fEN.
0<r<1

Bemerke das, da fiir in D analytische Funktionen log™ | f| subharmonisch ist,
I f+Ilo stets monoton wachsend mit r € (0, 1) ist. Es folgt

su = lim .
Ong<)1HfT”0 o1 HfT”O

Grundlegend fiir das Folgende ist

2.1.2 Satz (R.Nevanlinna). Sei f analytisch in D. Dann ist f € N genau

dann wenn sich f darstellen it als f(t) = :ZEZ mit in D analytischen und be-

schrinkten Funktionen p,v. In diesem Fall konnen ¢ und ¥ so gewdhlt werden,
dafy b in D keine Nullstellen hat und ||¢| oo, ||[¥]lce < 1 gilt.

Beweis. Ist g analytisch in D, ||g|lcc < 1, so ist stets log |g(z)] < 0. Weiters
ist log |g| subharmonisch. Es folgt das [ log|g,(¢)| dA(¢) monoton wachsend ist
und nach oben beschrénkt durch 0. Also existiert der Grenzwert

timy [ 105 190 (Ol] dN(©) = = lim [ 10g]g.(€)]dA() € [0,0).
T T

33
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Sei nun f = % mit in D analytischen und beschrinkten Funktionen. OBdA sei

l€llsos 1%l < 1, andernfalls erweitere den Bruch mit (max{||¢||co, [[%]/co }) 1
Es folgt

_ o + QPT(C) o SO’I‘(C) —
I#+llo = T/l & |0y | A©) i/’l el l| 9o

:/|10g|<ﬂr(é)|—10gl1/)r(é)||dA(C) S/\loglwr(C)Hd/\(CH/\10g|1/fr(é)||d/\(0-
T T T

Da die rechte Seite fiir » — 1 einen endlichen Grenzwert hat, ist || f.|lo fiir
r € [0,1) beschrénkt, d.h. f € N.

Sei nun umgekehrt f € N, M := supy<, . || fr]lo < co. Betrachte die Mafle
log* |f,| d\ als Elemente des Dualraumes von C(T). Wegen

lHog™ 1] dN]| = [10g" 11,1 aA(T) = [ 1og™ |frldx = 15
T

sind alle diese in der Kugel mit Radius M enthalten. Nach dem Satz von Banach-
Alaoglu existiert ein komplexes Borel-Mafl i und eine Folge r,, — 1, sodaf§ im
schwach-* Sinne lim, . log™ |f. |d\ = p gilt. Es ist ||| < M und da alle
log™ | f,| dX positive MaBe sind, hat auch u diese Eigenschaft. Definiere

(—=z
- c+zd“(<>

P(z)=e T , z€D.

Dann ist ¥ eine in I analytische Funktion, hat keine Nullstellen und ist be-
schrankt durch 1:

log |¢(2)] = =Pldul(z) < 0.
Sei r € (0,1) und betrachte die subharmonische Funktion u(z) := log|f(rz)|,
z € %D. Lings T gilt u(¢) < log™ |£-(¢)], also folgt

log |f(rz)| = u(z) < Pllog™ | f,]], z € D.

Seinun z € D festgehalten. Die linke Seite der obigen Beziehung strebt fiir r = 7,
und n — oo gegen log |f(2)], die rechte Seite gegen Pldu](z) = —log|(z)|. Es

folgt das )
—_— D.
£ < oy 2 €

Setzen wir ¢ := f1), so erhalten wir eine Darstellung von f in der gewiinschten
Form.

O

Wie wir im ersten Teil des Beweises von Satz 2.1.2 gesehen haben gilt:
2.1.3 Korollar. Sei f analytisch in D und gelte
lim sup /7T log™ |f(re™)|dt < co.
r/1 Jog
Dann folgt das
lim/silp/Tr |log | f(re™)|| dt < oo.
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2.1.4 Korollar.

(i) Sind f,g € N, so ist auch f + g sowie f-g in N. Ist « € C, so ist die
konstante Funktion o in N. Insbesondere ist N ein linearer Raum. Ist %

analytisch in D, so ist auch 5 €N.

(it) Sei f € N. Dann existiert fiir \-fast alle Punkte ¢ € T der nichttangentiale
Grenzwert lim, ¢ f(z) =: f*(C). Ist f # 0, so ist log|f*| € L*(T). Es gilt
1/ *llo < I £lo-

(1i1) Sind f,g € N und gilt f*(¢) = ¢*(¢) fiir alle ¢ aus einer Menge mit
positivem Maf, so folgt f = g.

Beweis. Die Aussage (i) folgt unmittelbar aus Satz 2.1.2. Um (i) zu zeigen
sel zuniichst g analytisch in D, g # 0, mit ||g]|lcc < 1 gegeben. Dann hat g
nach Korollar 1.4.5 A-fast iiberall einen nichttangentiale Grenzwert f*(¢). Wir
wenden das Lemma von Fatou an. Zur Wiederholung: Ist p ein positives Mafl
und sind f,, > 0 und mefibar, so gilt [(liminf, . f,) dp < liminf, o [ f, du.
Mit Hilfe dieser Ungleichung erhalten wir

/|log|g N[ dAQ) /hm|log|g r¢)|| dA(C) <hm1nf/}log|g r¢)|| dA(C)

Die rechte Seite ist nach Korollar 2.1.3 endlich. Also ist log |g*| € L!(T), insbe-
sondere ist g* A-fast {iberall verschieden von Null.

Sei nun f € N und schreibe f = £ mit [|¢]oc, [[¢)[[oc < 1. Nach dem gerade
Bemerkten existiert A-fast tiberall

_ lim- -.¢ ()
fr(Q) = lLchf( 2) = lim, ¢ 9(2)

und es ist log |f*| = log|p*| — log [¢)*| € L'(T). Ebenfalls wegen dem Lemma
von Fatou erhalten wir

197 = [ imlog® 1£,(014A(Q) < limin [ 1og" 11, ()] dNC) = 1.

T T

Die Behauptung (ii¢) folgt aus den bereits bewiesenen, denn sind f,g € N so
ist auch f —g € N und, falls f — g # 0, so ist f* — g* = (f —g)* € L}(T).
U

Wir gehen nun daran die multiplikative Struktur von N nédher zu untersu-
chen. Zuerst wollen wir etwaige Nullstellen abspalten. Dies geschieht mit Hilfe
sogenannter Blaschke Produkte:

2.1.5 Lemma. Sei (ap)nen eine Folge von Punkten oy, € D\ {0} und sei
k € NU{0}. Es gelte die Blaschke Bedingung

> (1= om]) < oo, (2.1)
n=1
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oo
oder dquivalent [] |ay| > 0. Dann ist das Produkt

n=1

lokal gleichmdfig konvergent in C\ {(a)~! : n € N} und stellt daher eine in
dieser Menge analytische Funktion dar. Diese nennt man das Blaschke Produkt
zu der Folge «y, und k. Die Funktion B hat genau (inklusive Vielfachheit) die
Nullstellen o, und 0 als Nullstelle der Ordnung k. Es gilt die Symmetrieeigen-
schaft B((z)™") = (B(2))~".

Beweis. Sei K eine kompakte Menge mit K N {(a;,)~':n € N} = (. Dann
existiert d; > 0 sodaB |1 — @y, z| = |an| |z — (@) Y] > 6. Weiters gilt auf Grund
der Blaschke Bedingung |a,| — 1, also ist auch |a,| > d2 > 0. Ausserdem ist
|z] < d3, z € K. Nun ist

|0‘n|

_ ‘ozn — |an 22 — |an|an + |an|2 B

-1

1—a,z oy (1—t,2)ay,

1443
_ < _
(1= o < HEE1= faa)),

und schliessen aufgrund der Blaschke Bedingung das die Reihe
|O‘n|
1-—
Z ‘ 1 —Qnz Qg

auf K gleichmifig konvergiert. Damit ist auch das Produkt B(z) gleichméBig
konvergent auf K.

B ’ an + an|z
(1 —an2)an

0

Bemerke das, falls die Blaschke Bedingung nicht erfiillt ist, das obige Produkt
in D gegen 0 konvergiert und auflerhalb gegen oc.

2.1.6 Lemma. Die Folge (ou)nen erfille die Blaschke Bedingung (2.1). Sei B
das Blaschke Produkt zu den o, und einem k € NU{0}. Dann gilt ||Blloc = 1
und |B*(()|oo = 1, A-fast diberall. Weiters ist

lim [ log|B,(0)] x(¢) =0. (22)
T

Beweis. = 1 ist, ist sicher |Bl|oc < 1. Also existiert fast
iiberall der Grenzwert lim,~¢ B(z) =: B*({) und ||B*||oc < 1. Da log|B| sub-
harmonisch ist, existiert der obige Grenzwert. Klarerweise ist er nichtpositiv.
Sei fiir N e N

dann hat die rationale Funktion % in einer offenen Umgebung von T keine

Null- oder Polstellen, und |%| =1 ldngs T. Es folgt

. B
ti [ log | (r0)| dA(0) =
T
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und daher

ti [ log |B(r¢) | dA(O) = lim [ og B (r0)| 4A(C)
T

Wir erhalten, da log|By| subharmonisch ist und mit Hilfe des Lemmas von
Fatou

log By (0)] = Ly [ log [ B (1) dA©) < tim [ log B (1) dA(C) =
T T

— tim [ 10g[BGO[ax©) < [ timlog| Br0)| axQ) = [ 1og]B"(O)] aA(©) <0
T T T

Fiir N — oo strebt log |By(0)| gegen 0. Es folgt das die Beziehung (2.2) gilt
und das fast iiberall log|B*(¢)] = 0 gilt. Daraus wiederum folgt das auch
|Blloo = 1 ist.

4

2.1.7 Bemerkung. Ist eine endliche Anzahl von Nullstellen «, € D vorgege-
ben, und ist B(z) das entsprechend gebildete Produkt, so ist B eine rationale
Funktion und die Eigenschaften von Lemma 2.1.6 sind trivialerweise erfiillt.

2.1.8 Proposition. Ist f € N, f # 0, dann erfillen die Nullstellen von f die
Blaschke Bedingung. Sei B das Blaschke Produkt zu den Nullstellen von f und
setze g := B7Yf. Dann ist g € N und ||g|lo = || f]lo-

Beweis. Da f € N gerade bedeutet das f geschrieben werden kann als f = £
mit ||¢]lco, |¥|loc < 1 und ¢ nullstellenfrei, geniigt es fiir die ersten beiden
Behauptungen den Fall || f|lcoc < 1 zu betrachten.

Sei also f analytisch in D und ||f|lcc < 1. Habe f an der Stelle 0 eine
Nullstelle der Ordnung & und seien «,, die von Null verschiedenen Nullstellen
von f (aufgeziihlt gemif ihrer Vielfachheit). Setze fiir N € N

<

N
BN(2) = 2" [ bay (2) (2.3)
j=1
wobei o]
z—a o
be = —.
(2) l1-az o
Wir zeigen das gilt
1(BY) " flloo <1, (2.4)

Sei € > 0 gegeben, dann existiert R € (0,1) sodafl
|BN(2)| > 1—¢, |2| € [R,1).

Es folgt |(BN)71f(Z)|
[(BM)~1f(2)]le < (1
es ist

<(1—e€)7', |z] € [R,1). Nach dem Maximumprinzip folgt
—¢)71. Da e beliebig war, folgt ||(BY)™'f(2)]|c < 1, d.h.

N
< ‘Hbaj(z)}, zeD.
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Setzt man in dieser Beziehung z = 0 ein, so folgt

) (0 N
0< }f k!( )}SH|04J-|.
j=1
Da N € N beliebig war, ist die Blaschke Bedingung erfiillt. Weiters schliessen
wir wegen (2.4) das || B7!f|leo <1 ist.
Wir miissen noch zeigen das, in der Situation des Satzes, ||[B~'f|lo = ||fllo
ist. Es gilt

1
log™ !%} <log® |f| +log™ | 5| = log" |f| ~ log| B

Wegen Lemma 2.1.6 folgt | B~ f|lo < ||f]lo- Die umgekehrte Ungleichung ist
klar, da stets |f| < |B71f].
U

2.1.9 Bemerkung. Wir wollen die folgende Tatsache die im Beweis von Propo-
sition 2.1.8 aufgetreten ist explizit festhalten: Ist f analytisch in D und gilt
[Ifllso < 1, so konvergiert das Blaschke Produkt B zu den Nullstellen von f und
esist [[B7! flloo < 1.

2.1.10 Satz. Sei f analytisch in D. Dann ist f genau dann von beschrinktem
Typ, wenn sich f schreiben lqfit als

f=B=—F (2.5)

wobei B ein Blaschke Produkt ist, S1 und So nullstellenfreie analytische Funk-
tionen mit

[Sille =1, IS7(Q) =1 fi., j=1,2,
und wobei F' von der Gestalt
¢tz

OO

F(z)=eT

mit ¢ € LY(T) ist. Tatsdchlich gilt in diesem Fall ¢ = log|f*|.
Ist f € N, so sind in (2.5) die Faktoren B und F' (bis auf eine multiplikative
Konstante vom Betrag eins) eindeutig bestimmdt.

Beweis. Sei f € N gegeben und bezeichne mit f* die Randfunktion von f.

Wegen Proposition 2.1.8 kénnen wir oBdA annehmen das f keine Nullstellen

hat. Dann ist also log f eine in I analytische Funktion. Weiters gilt wegen

Korollar 2.1.3 das Relog f = log|f| € h'. Nach der Poisson-Jensen Formel

Korollar 1.4.2 existiert ein reelles Borel-Mafl i1 und eine reelle Konstante C' mit
(+=z

log f(2) = Edu(()—i—ia z€D.
T

Schreibe du = ¢d\ + ps mit ¢ € LY(T) und pus singulir beziiglich A. Weiter
schreibe f1, = p12 — p11 mit positiven zu A singulédren Maflen ;. Setze

*Tf SE2 dpi(¢)
e

SJ(Z) =

)
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F2) Tf§f§¢(4)dk(€“)
z)=¢e .

Dann gilt f = 61;51 F. Die Funktion F hat nach Definition die verlangte Gestalt.
Da die p; positiv sind, ist [|Sj[|cc < 1. Nach dem Satz von Fatou ist |S7(¢)| =1
fast iiberall.

Wir zeigen umgekehrt, dafl jedes Produkt der Gestalt (2.5) von beschrink-
tem Typ ist. Da B, S1, 52 beschriankt sind, ist nur mehr zu zeigen das F' € N.
Dazu schreibe F = £1 mit

Fa
— [ 267 () dNQ) = [ £ ¢T(0) dA Q)
Fi(z)=e ©° , Fy(z)=e 7 ° ,
wobei ¢T := max{¢,0} und ¢~ := — min{¢, 0}.

Um die Eindeutigkeitsaussage einzusehen, bemerke zunéchst das das Blasch-
ke Produkt eindeutig durch die Nullstellen von f gegeben ist. Weiters gilt
|f*| = |F*| fast iiberall, und wir erhalten wegen dem Satz von Fatou

#(0) = lim Pl6a)(2) = lim Relog F(2) =

= lim log | F(2)] = log |F"(¢)] = log |/ (©)], L.

Also ist auch ¢ und damit F' bis auf die multiplikative Konstante, durch f
bestimmt.

O

Der obige Satz motiviert die folgende Definition:

2.1.11 Definition. Sei f analytisch in . Dann heifit die Funktion f inner,
falls || flleo = 1 und |f*(¢)] = 1, A-fast tiberall. Sie heifit singular inner, wenn
sie zusitzlich nullstellenfrei ist. Schliefllich heif3t f outer fir N, wenn

(+z
(—=z

$(¢) dA(C)
f(z) = a-et
mit ¢ € L(T) und a € C, |a| = 1, hat.

Wir werden spéter sehen, dafl outer functions durch gewissen Extremalei-
genschaften charakterisiert werden, vgl. Proposition 2.1.18. Angesichts dieser
Namensgebung spricht man von der Faktorisierung (2.5) auch als inner-outer
Faktorisierung.

Aus der in Satz 2.1.10 durchgefiihrten Konstruktion erhalten wir:

2.1.12 Korollar. Sei f analytisch in D. Dann ist f genau dann singular inner,
wenn es ein beziiglich \ singulires reelles Borel-Maf8 und eine Konstante o vom

Betrag 1 gibt sodaf
+z
/ 2 Q)

(—=z
f(z) = ael , z€D.

2.1.13 Beispiel. Wie wir in Korollar 2.1.4, (i7), gesehen haben gilt fir f € N
stets || f*|lo < || f]lo. Betrachte die Funktion

142z

S(z):=e 7=, z€D,
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vgl. Beispiel 1.4.6. Sie ist beschrinkt und gehort daher zu N. Es ist f := S~ €
N und

[f*llo =0 <1 =1log[f(O)| < I fllo-

Dieses Beispiel ist eigentlich von allgemeiner Natur: Ist S singular inner und
nicht konstant, so ist f:=S~' € N und es gilt || f*|lo < ||fllo-

2.1.14 Definition. Bezeichne mit NT jene (echte) Teilmenge von N die aus
allen Funktionen f € N mit || f*||o = || f||o besteht. Die Menge Nt heiit manch-
mal auch Smirnov Klasse.

2.1.15 Proposition. Sei f analytisch in D. Dann sind dquivalent:
(i) feNT.
(i3) f € N undlim, ~ log* |f,| = log™ |f*| im Sinne des L*(T).

(#i1) Die Funktion f lisst sich faktorisieren als f = BSF wobei B ein Blaschke
Produkt, S singuldr inner und F outer fiir N ist.

Zum Beweis benttigen wir die folgenden mafitheoretischen Aussagen. Zuerst
eine allgemeinere Variante des Satzes von der beschriankten Konvergenz wo-
bei wir uns aus pragmatischen Griinden auf den Fall reellwertiger Funktionen
beschranken.

2.1.16 Lemma. Sei p ein Maf$ auf der Menge X und seien wu,,v,, n € N,
reellwertige meffbare Funktionen mit

|un| S Un, Un € Ll(llz), n e N.

Gilt u, — u und v, — v punktweise fast tiberall, und
lim Undu:/vdu<oo,
so folgt

n—oo

lim und,u:/udu.
X X

Beweis. Nach dem Lemma von Fatou gilt

/vd,u—i—/ ud,uz/(v—i—u)du:/ lim inf (vy, + uy,) <
X X X X e

<liminf | (vp 4+ upn) = / vdp + liminf [ w, dy,
X X

n—oo n—oo X
sowie
/vd,u—/ud,uz/(v—u)du:/liminf(vn—un)g
X X X X nooo
<liminf | (v, —uy) = / vdu — limsup/ Uy, At .
nmee JXx X n—oo JX
Es folgt

limsup/ Uy dug/ wdp < liminf | w, dy.
X X

n— o0 n—eo Jx
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2.1.17 Korollar. Sei p ein Maf$ auf der Menge X, sei p € (0,00), und sei
fo fn € LP(n), n € N. Gilt

lim /() = f(@), @ € X pefic, und Jim [ (5,0 [ 177

dann folgt
lim |[fn—fPdu=0.
X

n—oo

Beweis. Setze up, = |f, — f|P, w =0, und v, := 2P(|fu|P + | f|P), v = 2P| f|P.
Dann gilt

[wnl? = | f = FI < |fal + ] < 2max{|ful, |f]} =

1 1 1
= 2max{|fnl", [P} < 2(/fnl”, [fIP)? = vi .
Lemma 2.1.16 liefert das gewiinschte Resultat.

U

Beweis. (von Proposition 2.1.15)
(i) = (ii): Wende Korollar 2.1.17 an mit p = 1 und den Funktionen log™ |f,|
und log™ | £*|.

(i1) = (iii): Schreibe f = B- S5 'S; - F wie in (2.5). Sei r € (0,1) sodaB f lings
T keine Nullstellen hat. Die Funktion log|f(rz)| ist subharmonisch auf 1D,
und hat lings T die Werte log | f,|. Also folgt das

log | f(rz)| < Pllog|f:[](z) = Pllog™ |f:l(z) — Pllog™ | f[](2), = € D.
Nach dem Lemma von Fatou gilt

~liminf Pllog™ |£+[](z) < ~Pllog™ [£*[](2), 2 € D,

und nach unserer Voraussetzung

L Pllog™ | f+[](z) = Pllog™ [£*[}(2), z € D.

Wir erhalten also fiir jedes z € D

log [ f(2)] = lim log | f(rz)| < Pllog™ |f*1}(2) = Pllog™ | f*[](2) =

= Pllog |£*]](z) = log |F(2)].

Die Funktion F'~!f ist also beschrinkt durch 1. Nach Bemerkung 2.1.9 ist auch
B7lF1f = 55151 beschrankt durch 1, d.h. singular inner.

(#9i) = (i): Sei f = BSF in der angegebenen Weise. Dann ist f € N und es
gilt | f| < |F|. Wegen log |F| = Pllog|f*|] < P[log™ |f*|] erhalten wir das auch
log™ | f| < P[log™ | f*|], und es folgt

1£llo = Nog™ [ £o[llx < [Plog™ [f*[]-]l1 -

Die rechte Seite strebt nach Satz 1.4.1, (i), gegen || log™ [ £*|||1 = ||.f*|l0, die linke
gegen || flo. Also haben wir auch || f|lo < ||f*[lo. Die umgekehrte Ungleichung
gilt wegen Korollar 2.1.4, (i1), sowieso.
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O

Wir kénnen nun die Eigenschaft einer Funktion outer zu sein, durch eine
Extremaleigenschaft charakterisieren.

2.1.18 Proposition. Sei f € N*. Dann sind dquivalent
(1) f ist outer.

(it) Sei g € NT und sei g # af mit |a| = 1. Ist |g* ()| = | f*(Q)| fast tberall,
dann folgt
l9(2)| < [f(2)] fiir ein z € D.

(i) Scig € N* und sei g # af mit Ja] = 1. Ist |g"(Q)] < |f*(©)| fast iberall
dann folgt
lg(2)| < 1f(2)], z € D.

(iv) Es gilt
log |£(0)] = / log |£*(0)] dA(C)

T

Beweis. Die Implikation (ii7) = (i¢) ist trivial. Ebenso (i) = (iv), denn ist f
outer so gilt die gewlinschte Beziehung nach Definition.

Sei nun angenommen das (¢) falsch ist, d.h. f = BSF mit B.S nicht konstant.
Dann gilt wegen dem Maximumprinzip |(BS)(z)| < 1, z € D. Wir sehen das
F eine Funktion ist mit |F*| = |f*| f.ii. aber |F(2)| > |f(z)] fiir alle z € D.
Insbesondere folgt nach Definition der outer function F

log | f(0)] <log|F(0)] = /10g|f*(0|d/\(<)-

T

Wir haben gezeigt das (i7) = (i) und (iv) = (7).

Wir zeigen (i) = (iii): Sei f outer, und sei g € N mit |¢g*| < |f*| gegeben.
Schreibe g = BSG. Es gilt nach unserer Vorausssetzung |G(z)| < |f(2)|. Ist BS
nicht konstant, so folgt bereits |g(z)| < |f(2)|, z € D. Ist nicht log |¢g*| = log | f*|
f.ii., so ist nach Korollar 1.2.5 |G(z)| < |f(2)| fir jedes z € D. Es folgt das
g =oaf mit |a] = 1.

U

Da die Funktion 1 outer ist, erhalten wir insbesondere

2.1.19 Korollar. Sei f € N*. Dann ist f inner genau dann, wenn |f*(¢)| =1
2.2 Hardy Riaume

2.2.1 Definition. Sei f analytisch in D, p € (0, 00] und setze wieder f,.(¢) :=
f(r¢), ¢ € D. Wir schreiben f € HP, falls

sup || fr|lp < o0.
0<r<1
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H? heit Hardy Raum. Wir definieren weiters

Ifllp :== sup [[frllp, f € HP.
0<r<1

Es besteht also H? aus jenen Funktionen in h? die sogar analytisch sind.
Nach Korollar 1.6.7 bzw. Bemerkung 1.6.8 ist || f,||, stets monoton wachsend
mit r € (0,1) und wir erhalten wieder

su llp = Lm || £l -
S el = T 151
Nach der Jensenschen Ungleichung gilt ||.[|, < ||.||,7 fir 0 < p < p’ < oo, und
daher auch H? D HY.

Wir benétigen die folgende elementare Ungleichung.

2.2.2 Lemma. Es gilt fiir 0 <p <1 und z,y > 0 stets
+ + L P
’10g x — log y‘ﬁ;’x—y‘ .

Beweis. Betrachte f(t P —1,g9(t) ;== (t — 1)P, auf [1,00). Dann gilt f(1) =
1

)=t
g(1)=0und dap—1<0

F)y=ptr ' <pt—1P""=g(t), t>1.

Es folgt f(t) < g(t), t € [1,00). Wir erhalten wegen 1+ < e” das log(t?) < f(¢),
und damit

1
logt < =(t—1)", t>1.
p

Daraus erhalten wir mittels Fallunterscheidung die gewiinschte Ungleichung. Sei
zundchst x > y > 1, dann gilt

Ist x > 1>y, so gilt

1 1
logz < —(z—1)P < =(x—y)P.
p( ) p( )

Ist 1 > x > y, so ist die gewiinschte Ungleichung trivial.
U

Setzt man in dieser Ungleichung speziell y = 0, so folgt das log® z < %|£C|p.
Da der Raum HP? mit wachsendem p kleiner wird, folgt

2.2.3 Korollar. Seip € (0,00], dann gilt HP? C N. Insbesondere besitzt jede
Funktion f € HP fir \-fast alle Punkte ( € T einen nichttangentialen Grenz-
wert f*(¢) = lim,=¢ f(2), und die Nullstellen von f geniigen der Blaschke
Bedingung.

Das Abspalten der Nullstellen fithrt uns nicht aus H? hinaus:

2.2.4 Lemma. Sei p € (0,00], f € HP und bezeichne mit B das Blaschke
Produkt zu den Nullstellen von f. Dann ist B=1f € HP und | B~ fl, = || fll-
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Beweis. Der Fall p = oo ist gerade Bemerkung 2.1.9. Sei also p € (0,00).
Bezeichne wie in (2.3) wieder mit BN das Produkt der ersten N elementa-
ren Blaschke Faktoren zu den Nullstellen von f. Da lim,_; BY(r¢) = BN (¢)
gleichméBig fiir ¢ € T gilt, erhalten wir

()., < i (52

)l = T 17l = 11
Da (BN)~lf fir N — oo lokal gleichmiiflig in D gegen B~!f konvergiert,
strebt die linke Seite in dieser Ungleichung gegen ||(B~!f);|l,. Wir schliessen
das B7'f € H? und |B7f|l, < |fll,- Wegen |B| < 1 ist die umgekehrte
Ungleichung trivial.

lim
r,/1

0

2.2.5 Satz. Seip € (0,00) und f € HP. Dann gilt lim, ~ f, = f* im Sinne
des LP(T).

Beweis. Fiir p > 1 folgt die Behauptung aus Satz 1.4.1, (i4i). Sei nun p € (0, c0)
beliebig und f € HP. Sei B das Blaschke Produkt zu den Nullstellen von f und
setze g := B™1f. Dann ist g € H? und ||g||, = || f||,- Da g in D keine Nullstellen

hat gibt es eine in D analytische Funktion h mit h# = g. Nun gilt ez = llgrllp

und daher h € H?. Wir haben auch (h*)% = g*. Da stets |f(z)| < |g(z)] ist,
und |f*| = |g*|, erhalten wir mit dem Lemma von Fatou

Jizlrars [lapan= [inpint fepao-
T T T T

= [1grax= [ 1P ar<tmint [ 15,2 ax=17],.
T T T

Lésst man in dieser Beziehung r gegen 1 streben, so folgt || f*|l, = || f||,- Wendet
man Korollar 2.1.17 an mit f, und f*, so folgt

tim [, = £°ll, =0

4

2.2.6 Bemerkung. Die Aussage dieses Satzes ist fiir p = oo nicht richtig, denn
sonst miifite jede Funktion aus H* eine stetige Randfunktion haben. Betrachte
aber die Funktion S aus Beispiel 2.1.13. Beachte das trotzdem lim, ~1 || fr|lcc =

1 lloo-

2.2.7 Korollar. Betrachte die Abbildung f — f*. Istp € [1,00], so ist diese ei-
ne Isometrie von (H?, ||.||p) in (LP(T), ||.|l,)- Ist p € (0,1), so ist sie isometrisch
beziiglich der Metriken dp» (f,g) := ||f —gllb auf H? sowie dr»(f,g) = || f—gll}
auf LP(T). Ist f € H', so kann f aus seinen Randwerten f* rekonstruiert wer-
den als Poisson Integral

f(2) = PLF)(2) = / P(2,0)f*(¢) dA(C)

T
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sowie auch als Cauchy Integral

L[/
= — dX(C) .
1) = 5 [ E an
T
Beweis. Die Aussagen folgen sémtliche der Konvergenz || f,. — f*||, — 0. Fiir
die Cauchysche Integraldarstellung bemerke das fiir jedes r € (0,1) wegen der
Analytizitit von f gilt

f(z)=%/<%@icu(g), |z| < r.
T

O

2.2.8 Bemerkung. In den vorangegangenen Sitzen manifestiert sich ein wesent-
licher Unterschied zwischen allgemeinen harmonischen Funktionen und analy-
tischen Funktionen. Denn fiir jedes p € (0,00] hat jedes f € HP Randwerte
und, falls p # oo, gilt f. — f* im LP(T). Dagegen mufl u € h? fiir p < 1 keine
Randwerte haben, vgl. Beispiel 1.4.7, und im Fall p = 1, wo zwar Randwerte
existieren, muf nicht || f, — f*||1 — 0 gelten, vgl. Beispiel 1.4.6.

2.2.9 Bemerkung. Wir wollen diesen Unterschied im Fall p = 1 noch einmal
etwas anders interpretieren: Sei p ein komplexes Borel-Maf, sodafl also u =
P|dp) eine harmonische Funktion ist und zu h' gehort. Ist die Funktion u sogar
analytisch, d.h. gehort sie zu H', so gilt u, — u* beziiglich ||.||; und daher
ist nach Satz 1.4.1, (i), u = P[u*]. wegen der Eindeutigkeit des Mafies in der
Poissonschen Integraldarstellung folgt du = uw*dA. Also ist p absolut stetig.
Nach Bemerkung 1.1.5, (iv), bedeutet die Forderung der Analytizitit von u
nichts anderes als [ (" du(¢) =0 fir n = 1,2,3,....

Wir haben eben die Aussage eines Satzes von F. und M. Riesz hergeleitet: Ist
1 eine komplexes Borel-MaB auf T und verschwinden die Momente [, (" du(¢) =
0 fir n=1,2,3,..., so ist u absolut stetig.

Mit Hilfe der Ungleichung Lemma 2.2.2 erhalten wir als weitere Folgerung
Satz 2.2.5

2.2.10 Korollar. Fiir jedes p € (0,00] gilt H? C N*.

Wir wollen noch die inner-outer Faktorisierung von H? Funktionen bestim-
men. Dazu definieren wir:

2.2.11 Definition. Eine Funktion f heifit outer fiir HP, wenn sie die Gestalt

¢tz
(—=z

$(¢) dA(C)

f(z)=a e

hat, mit einer Konstanten o € C, |a| = 1, und einer Funktion ¢ die ¢ € L!(T)
und e? € LP(T) erfiillt.

2.2.12 Proposition. Sei [ analytisch in D und sei p € (0,00]. Dann gehort
f zu HP genau dann, wenn sich f faktorisieren ldisst als f = BSF mit einem
Blaschke Produkt B, einer singular inner function S und einer Funktion F' outer

fiir HP.
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Beweis. Sei p € (0,00) und F outer fiir HP. Dann gilt
log |F(2)| = Plel2) = [ 6(0) (P(2,¢) dX(0)
T

Wir erhalten mit der Jensenschen Ungleichung angewandt auf die konvexe Funk-
tion eP*

|F(2)]P = ePlog|F(z)]| < /em(o (p(z,o d)\(o) — p[(e¢)p](z)_ (2.6)
T

Da (e?)P € L}(T) ist, folgt P[(e?)P] € h'. Insbesondere ist supy<, 1 [|[F(2)|, <
0o, d.h. F € HP. B

Sei F outer fiir H>, dann ist e? € L> und daher ¢ < M fiir ein gewisses
M < oco. Es folgt

log|F(2)| = Plo)(z) < M, z €D,

also F' € H*>.

Da eine beschrinkte Funktion zu jedem Raum H?, p € (0, 00|, gehort, haben
wir gezeigt das eine Funktion der Gestalt BSF wobei B ein Blaschke Produkt,
S singular inner und F' outer fiir H? ist, zu HP gehort.

Umgekehrt sei f € HP. Dann ist f € NT und liisst sich daher faktorisieren
als f = BSF. Dabei ist F' die von ¢ = log|f*| erzeugte outer (fiir N) Funktion.
Also gilt e? = |f*| € LP(T) und wir sehen das F sogar outer fiir H? ist.

U

Kombiniert man Proposition 2.1.15 und Proposition 2.2.12; so erhélt man
die folgende Aussage:

2.2.13 Korollar. Sei f € NT. Dann ist f € HP genau dann, wenn f* € LP(T).

Wie uns Beispiel 2.1.13 zeigt ist die Voraussetzung f € Nt in diesem Ko-
rollar wesentlich.

2.3 HP? als linearer Raum

2.3.1 Satz. Seip € (0,00]. Dann ist HP mit der Norm ||.||p, bzw. der Metrik
dge wm Fall p < 1, vollstindig. Es gult

WH-HP — H”, pe (0,00), WH»Hm —ACH™,

wobei A die Menge aller auf D stetigen und in D analytischen Funktionen be-
zeichnet.

Beweis. Im ersten Schritt bemerken wir das fiir eine Folge f,, € HP, n € N,
Konvergenz in der Norm ||. ||, lokal gleichmé#Bige Konvergenz in D impliziert. Fiir
p = oo ist dies trivial. Fiir p € (0, 00) ist dies eine Folgerung aus der Ungleichung

[F ()] <27 £l JeHP,zeD,

(1—|z])7
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welche wir nun beweisen: Fiir f € HP betrachte die inner-outer Faktorisierung
f = BSF. Nun gilt, da F outer fiir H? ist, die Beziehung (2.6), und wir erhalten
mit der Abschétzung (1.5) des Poissonkernes

P < |F(z |p</P OLF P dA(Q) |/|f|pd)\<

2
11z

Sei nun (f,)nen, fn € HP, eine Cauchy—Folge. Dann ist nach der obigen Unglei-
chung (f,)nen auch eine lokal gleichméfige Cauchy-Folge. Also existiert eine in
D analytische Funktion f sodaf lim, .., f, = f lokal gleichméfig. Wahle, zu
gegebenen ¢ > 0 ein N € N sodaB || f, — fimllp < € n,m > N. Dann gilt fir
jedes m > N und r € [0,1)

1/ lps 2 €D

||fr_fm7r||p:nlln;o||fnr fmrllp < limsup SUP [(frn = fn)rllp <€

n—00 TG[

:”fnffmnp

Also haben wir || ||, < || fnellp+ I fr— bzw. noch mit einem Exponenten
p falls p < 1, und schlieflen das f € HP. Bildet man in der letzten Ungleichung
das Supremum iiber r € [0, 1), so folgt lim,,—.« fr, = f beziiglich ||.||,. Wir sehen
das HP vollsténdig ist.

Wir kommen zum Beweis des zweiten Teils des Satzes. Bemerke zuerst das
C[z] € A C HP. Die singular inner Funktion S aus Beispiel 2.1.13 gehort zu
H<° aber nicht zu A, also ist A C H*.

Sei nun entweder f € HP mit p € (0,00) oder f € A. Dann gilt lim, ~ || f» —
f*llp = 0. Im Fall p € (0,00) wegen Satz 2.2.5, fiir p = co wegen Korollar 2.2.7
gemeinsam mit Satz 1.4.1, (v).

Betrachte die Taylorreihe > ° ja,2™ von f um 0. Dann ist diese (minde-
stens) in ganz D lokal gleichmiBig konvergent, und zwar gegen f. Sei e > 0
gegeben, dann kénnen wir r € [0,1) so wihlen daB || f. — f*]|, < e. Wihle
N e NsodaB [[(N anz™)r — frllp < €. Setze q(2) := 32N (anr™)2", dann ist
q als Polynom auch in H? und es gilt

< 2,

N
la=fllo = lla" = £l = (X anz™), - £,
n=0

bzw. < 27 ¢ falls p < 1. Wir haben also in den behaupteten Gleichheiten auch
die Inklusion ‘2’ gezeigt.
U

Wie wir in Korollar 2.2.7 gesehen haben, ist die Abbildung f — f* eine
Isometrie von H? auf einen Teilraum von LP. In diesem Sinne kénnen wir fiir
jedes p € (0,00] also HP auffassen als Teilraum von LP. Wegen der obigen
Aussage ist HP sogar ein abgeschlossener Teilraum von LP.

2.3.2 Bemerkung. Sei f analytisch in D und schreibe f(z) = Y07 anz™. Setzt
man formal z = €', so erhiilt man ‘f(e*) =Y 77 a,e™’, die Fourierreihe von
f(e®). Diese heuristische Vorgangsweise legt es also nahe, daf§ die Potenzreihen-
koeflizienten gerade die Fourierkoeffizienten der Randfunktion sind. Wir wollen
im folgenden diesen Themenkreis etwas niher studieren.
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2.3.3 Proposition. Seip € [1,00]. Dann gilt

HP ={feL?: (®f), =0 fir allen <0},
wobei wir in dieser Beziehung wieder HP vermdge f — f* als Teilraum von LP
auffassen. Ist f € HP, so gilt

o0

fz) =) (@f)nz", z€D.

n=0

Beweis. Sei f € H' und schreibe f(z) = Y07 anz". Weiters sei r € (0,1).
Dann gilt nach der Cauchyschen Integralformel

1 [T f(re®) an ,n>0

— — dl = .

2r J_, rrent 0 ,n<0
Fiir n > 0 erhalten wir [r"a, — ®(f*)n| < [|fr — f*[l1. LaBt man r gegen 1
streben, so folgt a,, = ®(f*). Genauso erhélt man ®(f*),, =0 fiir n < 0.

Sei nun g € LP(T) gegeben sodall ®(g), = 0, n < 0, und setze f := P[g].

Nach Satz 1.4.1 ist f € h?, nach Bemerkung 1.1.5, (iv), ist f analytisch in D.
Also ist f € HP. Nach dem Satz von Fatou gilt f* = g.

0

2.3.4 Bemerkung. Wir wollen zwei Folgerungen explizit erwéahnen.

(i) Es gilt H? = (2(N U {0}) wobei die Isomorphie vermittelt wird durch die
Beziehung Y7 o an2™ — (an)nenufo}- Anders ausgedriickt: Der Raum
H? besteht aus genau jenen analytischen Funktionen deren Potenzreihen-
koeffizienten quadratisch summierbar sind. Beachte hier das jede Potenz-
reihe mit quadratisch summierbaren Koeffizienten Konvergenzradius min-
destens 1 hat. Weiters gilt in diesem Fall

oo o0
sup | 3 anre™ [, = 3 fanl®.
r€(0,1) n—0

n=0

(43) Ist f(z) = >0~ anz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius mindestens
1 und gilt sup,.¢(o,1) | f+[l1 < oo, so folgt limy, o0 an = 0.

Tatséchlich erfiillen die Potenzreihenkoeffizienten einer H!-Funktion eine
viel stérkere asymptotische Eigenschaft:

2.3.5 Proposition (Hardy). Sei f € H', f(z) =Y.~ anz". Dann gilt

o lan]

> = < flh -
n

n=0

Beweis. Sei zunichst a,, > 0. Dann gilt fiir r € (0, 1)

Im f(re?) = Z a,r" sinnd
n=1
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Es ist
i 1
%/(w—ﬁ)smanG: —
0
also folgt
0o 2m 2
1 n 1 0 1 0
> Zanr" = — [(r—0)Im f(re”)do < = [ |f(re"®)|d0 < || f]]1
—=n 2 ) 2 ),

Fiir  — 1 folgt die Behauptung.
Sei nun f € H' beliebig, f(z) = Y., anz". Bezeichne mit B das Blaschke
Produkt zu den Nullstellen von f und zerlege f als g - h mit

r=s(0) v (4)

Schreibt man

g(z) = i bn2", h(z) = i en2™,
n=0 n=0

so haben wir also a,, = ZZ:O bicn—k. Definiere Funktionen G und H durch
G(z) =Y |bnlz", H(z) =Y leal2",
n=0 n=0

dann gilt F(z) := G(2)H(z) = Y " @nz™ wobel an = Y 1o [bi| [cn—i| > |an].

Nun ist f € H!, also sind g und h € H?. Das bedeutet gerade das
S o 1bnl? Y0 o len]? < oco. Damit gehéren auch G und H zu H?, und da-
her F zu H'. Nun folgern wir:

o0 1 o0
> lenl <30
n=1 n=1

Dabei gilt die zweite Ungleichung wegen dem ersten Teil des Beweises ange-
wandt auf F, die dritte Ungleichung wegen der Schwarzschen Ungleichung im
L?, das erste Gleichheitszeichen aufgrund der Isometrie von H? mit £2(NU{0}),
und schliesslich das zweite Gleichheitszeichen da |B*| = 1.

dn < 7||[Fll1 < 7l|Gll2l|H|l2 = 7l[gll2llhll2 = = f]]1-

S|

0

2.4 Der Multiplikationsoperator im H?

2.4.1 Bemerkung. Sei p € (0,00] und sei ¢ inner. Dann ist die Abbildung
Sy f(2) — ¢(2)f(2) eine Isometrie von H? auf einen Teilraum von H?. Man
bezeichnet diese Isometrie auch als Multiplikationsoperator mit ¢. Bemerke das
stets S, 0.Sy = Sy 0 S,.

Wir wollen uns mit dem folgenden speziellen Multiplikationsoperator
beschiiftigen: Der Multiplikationsoperator mit z am H? ist gegeben als

) H? — H?
S { f(2) = 2f(2)
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Nun ist H? isometrisch isomorph zu ¢2(N U {0}) via der Abbildung

Z an2" (an)nGNU{O} .

n=0

Bei diesem Isomorphismus geht der Multiplikationsoperator mit z {iber in den
Shift-Operator am ¢2(N U {0}). Dieser ist definiert als

(ao,al,ag,...) — (O,ao,al,...),

und ist eine Isometrie von £2(N U {0}) in sich. Um den Shift-Operator zu stu-
dieren kann man also auch dquivalent den Multiplikationsoperator mit z am H?
untersuchen.

Ein Teilraum Y von H? heifit invarianter Teilraum von S, wenn er abge-
schlossen ist und wenn S(Y) C Y.

2.4.2 Satz (Beurling). Sei S der Multiplikationsoperator mit z am H?. Ein
Teilraum Y st ein invarianter Teilraum von S genau dann wenn er von der
Gestalt Y = @H? ist, wobei ¢ einen inner Funktion ist.

Es ist o1 H? = po H? genau dann, wenn sich @1 und oo nur um eine multi-
plikative Konstante unterscheiden.

Beweis. Sei ¢ inner und betrachte Y := ¢H?. Da S, eine Isometrie ist, ist
pH? = ran S, abgeschlossen. Weiters gilt

S(Y) = (S0 S,)(H?) = (S, 0 S)(H?) C S,(H?) =Y .

Ist ¢ inner und o € C mit |a| = 1, dann gilt klarerweise pH? = (ap) H?. Seien
umgekehrt 1, o inner und gelte py H?> = @y H?. Dann existiert f € H? mit
o1 =1 1= f,dh (p2) "1 = f € H> C NT. Wegen |((p2) '¢1)*[ =1
f.ii. folgt mit Korollar 2.1.19 das (y2) l¢; inner ist. Vertauscht man in dieser
Argumentation die Rollen von (1 und (s, so folgt das auch (p1) "ty inner ist
und daher das sich ¢; und 9 nur um eine multiplikative Konstante unterschei-
den konnen.

Sei Y # 0 ein invarianter Teilraum. Bezeichne k die kleinste Zahl, so dafl Y
ein Element f der Gestalt

o)=Y e
n=k
enthélt. Dann ist f € zY, d.h. 2Y ist ein echter abgeschlossener Teilraum von
Y. Daher gibt es ein Element ¢ € Y, ||¢|l2 = 1, sodaBl ¢ L zY. Speziell gilt
plzto,n=12,..., dh.

K

_ 1 it —int, (it _ 1 i wt\|2 —int _
=5 p(e) - e ™ p(e )dt_27r lp(e™) e dt, n=1,2,....
Durch konjugieren sieht man, daf3 diese Beziehung auch fiir n = —1, -2, ... gilt.

Nun ist |¢(e?)|> € L! und nach dem eben gezeigten gilt (®p), = 0, n € Z\ {0}.
Wegen der Injektivitit von @ folgt daraus das |p(e®)]? = 1 f.ii. Wegen ¢ €
H? C Nt erhalten wir aus Korollar 2.1.19 das ¢ inner ist.

Der Teilraum Y ist invariant unter S und abgeschlossen. Weiters enthélt er
. Da die Polynome dicht in H? sind, erhalten wir pH? C Y.
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Angenommen h € Y und h L @H?, dann ist auch h L z"¢, n =0,1,2,...,
d.h.
1
prs
Es ist 2™h € 2Y fir n = 1,2,3,.... Nach der Wahl von ¢ gilt also z"h L ¢,
n=12,... dh

h(e™) - e—intzp(eit) dt=0,n=0,1,2,....

T

1

2

e h(e®) - plet)dt =0, n=1,2,....

Die Funktion hp gehért zu LY(T) und wie wir gerade gesehen haben ist
®(hp) = 0. Also folgt hp = 0. Da ¢ inner ist erhalten wir h = 0.

U
2.4.3 Korollar. Sei f € H? und f = BSF die inner-outer Faktorisierung.
Dann gilt
cds{z"f:n=0,1,2,...} = (BS)H>.
Beweis. Der Raum Y := cls {z"f :n=20,1,2,.. } ist ein invarianter Teil-

raum. Also gilt Y = @H? mit einer gewissen inner Funktion . Wegen f € Y
existiert eine Funktion h € H? mit f = ph. Sei h = B1S1H die inner-outer
Faktorisierung von h. Da ¢ inner ist, ist |h*| = |f*| und daher H = oF mit
einer Konstanten o € C, |a| = 1. Nun folgt aus BSF = f = oh = ¢B1S1H
das BS = ¢ - aBiS; € ¢H?, und damit (BS)H? C ¢H? = Y. Wegen
f = BSF € (BS)H? folgt auch die umgekehrte Inklusion.

U

Bemerke das der Raum cls{z"f : n = 0,1,2,...} der kleinste invariante
Teilraum ist der f enthélt.

2.4.4 Bemerkung. Wir betrachten auf der Menge aller inner Funktionen die
Teilbarkeitsrelation

¢l = o 14 inner.

Es gilt genau dann sowohl |y als auch ¥|p, wenn sich ¢ und ¥ nur einen kon-
stanten Faktor unterscheiden. Weiters gilt, wie wir im ersten Teil des Beweises
von Satz 2.4.2 gesehen haben,

ol < YH* C pH?.

Identifiziert man inner Funktionen die sich nur um eine multiplikative Konstan-
te unterscheiden, so erhélt man also eine ordnungsumkehrende Bijektion von
der Menge aller (Aquivalenzklassen) von inner Funktionen und der Menge al-
ler invarianten Teilrdume des Multiplikationsoperators. Insbesondere schliefien
wir: Die Menge der inner Funktionen bildet mit der Teilbarkeitsrelation einen
vollstandigen Verband. Dieser besitzt ein kleinstes Element, ndmlich die Funk-
tion konstant 1.
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Kapitel 3

Hardy Riume auf der
Halbebene

3.1 Konform invariante Definition

Fiir ein Gebiet © bezeichne mit $H°°(Q2) die Menge aller in  analytischen und
beschrankten Funktionen. Sind €7 und s Gebiete und ¢ : Q1 — Qs eine
analytische Bijektion, so ist die Abbildung

fr=foo (3.1)

eine Bijektion von C%2 auf C?'. Diese bildet die in o analytischen Funk-
tionen auf die in Q; analytischen Funktionen ab. Da auch sup,cq, |f(2)] =
SUPeq, |(f o @)(w)] ist, erhalten wir eine Bijektion von $>°(22) auf H>(€2;).

Betrachte die Klasse N. Ihre Definition wie in Definition 2.1.1 148t sich nicht
unmittelbar auf andere Gebiete verallgemeinern, wohl aber ihre Charakterisie-
rung iiber den Satz von Nevannlinna. Wir wollen dies jedoch nicht zu einer De-
finition von “N ()¢ heranziehen, sondern eine Vorgangsweise wihlen die auch
eine Verallgemeinerung der Rdume H? zulafit.

3.1.1 Definition. Sei Q offen und uw : @ — C subharmonisch. Weiters sei
h : @ — C harmonisch. Wir sagen h ist eine harmonische Majorante von u in
Q, wenn u(z) < h(z) fur alle z € Q.

3.1.2 Definition. Sei Q) ein Gebiet.

(1) Bezeichne mit N () die Menge aller in 2 analytischen Funktionen f so-
daBlog™ |f| in Q eine harmonische Majorante besitzt.

(i) Sei p € (0,00). Bezeichne mit $H?(Q) die Menge aller in 2 analytischen
Funktionen f soda |f|P in € eine harmonische Majorante besitzt.

3.1.3 Bemerkung. Es gilt
H”(2) € H7(Q) S N(©),0 <p <p' < oo,
[t]”

. . . log™ |t
denn wir haben limsup,_, T4 < 00 bzw. limsup,_, O‘Igt‘p‘ |

man also zum Beispiel eine harmonische Majorante h fiir | f|?, so gibt es a,b > 0
sodaB8 ah(z) + b eine harmonische Majorante fiir log™ | f| ist.

< 00. Findet

93
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3.1.4 Proposition. Seien 1 und Qo Gebiet und ¢ : 1 — Q9 eine analytische
Bijektion. Dann induziert die Abbildung (3.1) eine Bijektion von N(Q2) auf
N (1) sowie von $HP(Q2) auf HP(),p € (0,00). Es gilt

N(D) = N, $?(D) = H?, pe (0,00).

Beweis. Sei h harmonisch in Q5 und sei w € Q. Wéihle eine Kreisscheibe
D(¢p(w),r) C Qq. Nach Proposition 1.2.10 gibt es in D(¢(w),r) analytische
Funktionen f,g mit h = Re f 4+ ¢Im g. Dann gilt

hod=Re(fod)+ilm(goe),

und daher ist h o ¢ harmonisch in ¢! (D(¢(w),r)). Diese Menge ist offen und
enthélt w. Wir haben also gezeigt das jeder Punkt in ©; eine Umgebung hat
auf der h o ¢ harmonisch ist, daher ist h o ¢ harmonisch in

Da ¢! eine analytische Bijektion von Qs und € ist, und die Inverse von
(3.1) gegeben ist durch g — go¢~!, kénnen wir das gleiche Argument anwenden.
Es folgt das (3.1) die Menge der in Q9 harmonischen Funktionen bijektiv auf
die Menge der in 27 harmonischen Funktionen abbildet.

Die Abbildung (3.1) ist offenbar ordnungstreu, d.h. f < g auf Q5 genau dann
wenn f o ¢ < go ¢ auf Q. Die erste Behauptung folgt.

Betrachten wir nun speziell @ = D. Ist f € N(D), und ist & eine harmonische
Majorante von log™ | f|, dann gilt

1 [ . 1r
— /10g+ |flre™)|dt < — / h(re™)dt = h(0), 0 <r <1,
27 27

also ist f € N. Umgekehrt, sei f € N. Sei B das Blaschke Produkt der Nullstel-
len von f und g := B~!f. Dann ist log|g| = Relog g harmonisch in D und kann
wegen Korollar 2.1.3 und Satz 1.4.1, (i), dargestellt werden als log |g| = P[dy]
mit einem komplexen Borel-Mafi u. Es folgt log |g| = Pldp] < P[d|p|] und da
Pld|u|] > 0 ist, auch

log" |f] <log™ |g| < P[d|ul].

Also ist f € N(D
Sei nun p € (
[f[7, so gilt

).
0,00) und f € HP(D). Ist h eine harmonische Majorante von

Ll v
1f-If = %/|f(re”)|pdt§ %/h(re”)dt:h(o), 0<r<t,

also ist f € HP. Umgekehrt, ist f € HP und f = BSF, so gilt wegen (2.6)
[fIP < [FIP < PIFIPT

also ist f € H7(D).
U

3.1.5 Bemerkung. Eine Funktion ¢ : R — R heifit stark konvex, wenn sie kon-
vex, nichtfallend, nichtnegativ ist, wenn lim; .., t~1¢(t) = oo ist und wenn es
Konstanten ¢ > 0, M > 0, a € R gibt soda ¢(t + ¢) < Mp(t), t > a. Genauso
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wie die Rédume $HP(2) konnen wir $H¥(§2) definieren als die Menge aller in §2
analytischen Funktionen f sodafl ¢(log|f]) in Q eine harmonische Majorante
besitzt. Zum Beispiel fiir p(t) := eP! erhiilt man H% () = HP(Q).

Man kann zeigen das Nt = U, H7(D) wo ¢ alle stark konvexen Funktionen
durchliuft. Dies legt es nahe im allgemeinen N (Q2) als {J,, $%(92) zu definieren.

3.1.6 Korollar. Sei Q2 ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, 2 # C. Dann
gilt f € N(Q) genau dann, wenn sich f schreiben lifit als f = ¢ ~1p mit @, €
HZ(N).

3.2 Die Riume N(CT), H?(CT)

Wir beniitzen eine konforme Abbildung von I auf C* um Ergebnisse von dem
behandelten “Fall D“ auf den “Fall CT“ zu {ibertragen. Es stellt sich heraus
das zwischen der Theorie am Einheitskreis und der Theorie auf der Halbebene
durchaus betréchtliche Unterschiede bestehen.

Sei a(w) := i1 und B(z) := j—jrz Dann ist 3 = a~! und « bildet D konform
auf CT ab. Tats#chlich ist o eine analytische Bijektion von der Riemannschen
Zahlenkugel auf sich.

Wir werden hiufig Variablensubstitutionen in Integralen ausfithren: Die Ab-
bildung A — B(A) ist eine Bijektion der Menge aller Borelmengen auf R auf
die Menge aller Borelmengen auf T die den Punkt 1 nicht enthalten. Die Menge
aller komplexen bzw. positiven Borelmafle v auf T steht in bijektiver Beziehung
zu den Paaren (c, ;1) wobei ¢ € C bzw. ¢ € [0, 00] und p ein komplexes bzw. po-
sitives Borelmaf} auf R ist. Dabei ist v ein endliches positives Borelmafl genau
dann wenn ¢ # oo und p endlich ist. Diese Beziehung wird vermittelt durch

¢ =v({1}), (A) = (v o B)(A)
bzw. umgekehrt durch
v(E) = xe(1)-c+ (noa)(E\{1}).

Ist f: T — C Borelmefibar, so ist f o §: R — C ebenfalls Borelmefibar und es
gilt, wenn v und (¢, pt) in obiger Beziehung stehen,

11‘/fduch(l)—i—]R‘/foﬁalu.

Stehen v und (¢, i) in der obigen Beziehung, so entspricht |v| dem Paar (|c|, |u|)-
Ist v absolut stetig bzgl. A, dv = hd\, so entspricht v dem Paar (0 (hofB)(t) dt).

. ) w117
Dies ergibt sich wie folgt: Setzt man e = B(t), so ist § = 1log ’;—jrz und daher
o 2
dt 1+t

In diesem Fall schreibt sich die obige Integraltransformation also als

2

%/f(eig)cw:% fl(f_(?gdt. (3.2)

0 —o0
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Insbesondere ist die Abbildung f +— f o 8 eine isometrische Bijektion von
LP(T) auf LP(%%), p € (0, 0).

Wir wollen als erstes die Poissonsche Integraldarstellung iibertragen. Dazu
berechnen wir wie sich der Poisson-Kern transformiert: Setze ( = [(¢) und

w = [(z), dann ist

C+w B +8() i+ I
C—w ™ B)-Blz)  Li-=d

t+1 z+1
(=)t F (i)t +i) 14tz

(t—i)(z+1)— (z—9)(t+i) i(t—2)
und daher (z = = + iy)

1+t 1+t
P(w,():Re<+w:Re, Rl :Imj:
(—w i(t—2) t—2z
(1+t2)(t—72) t+t22 —z —t|2)? y 9
N T GEEEETEARAE
Weiters ist )
14 2=
P(B(2),1) =Re 721”1 = Rei =q.
1_2_-‘,-1 1

Ist also v ein komplexes Borelmafi auf T und entspricht v dem Paar (e, ), so
gilt

quw@»_cyﬁ/at;%:gﬂ1+ﬂmmw,zech (3.3)
R

3.2.1 Proposition (Poissonsche Integraldarstellung fiir Ct). Es gilt

(i) Sei w stetig auf CT, harmonisch in Ct und existiere der Grenzwert
limz—oo u(z). Dann gilt

zeCt+
Yy u(t) _ . +

Umgekehrt, ist u stetig auf R und gilt lims—, oo w(t) = limy—, oo u(t) =:
u(o0), so definiert diese Formel eine in CT harmonische Funktion die
eine stetige Fortsetzung auf C+ mit Randwerten u(t) hat und fir die gilt
limz—oo u(z) = u(c0).

zeC+t

(1) Sei u harmonisch und nichtnegativ in Ct. Dann existiert in eindeutiger
Weise ¢ € [0,00) und ein positives Borelmafl o auf R mit

o0

/ do(t) <
112~

— 00

sodaf
do(t)

Y a+4iyecCt.
t-apty "W

U(:v+iy)=cy+%/

— 0o
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Sind umgekehrt ¢ und o in der angegebenen Weise gegeben, so definiert diese
Formel eine in CT harmonische und nichtnegative Funktion.

Beweis.

ad(i): Eine Funktion u hat die angegebenen Eigenschaften genau dann, wenn
wo « stetig auf D und harmonisch in D ist. Mit Satz 1.1.9 und der Formel (3.3)
folgt (z =z +iy € CT)

u(z) = (uo a)(B(2)) = Pl(uoa)(e")](B(2)) =

oo o0

- [Tt et 1 | et

— oo —00
Die Umkehrung sieht man genauso.

ad (ii): Eine Funktion w ist harmonisch und nichtnegativ in C* genau dann,
wenn u o « diese Eigenschaft in D hat. Es existiert also in eindeutiger Weise ein
endliches positives Borel-Maf§ v auf T sodal u o o« = P[dv]. Entspricht v dem
Paar (c, 1) und setzt man do(t) := m(1 + t2)du(t), so folgt mit (3.3)

do(t)

u(z) = Pl =y + L [

— 00

o0
Offenbar gilt [ 'fi(ttz) < 00. Die Umkehrung sieht man genauso.
— 00

4

3.2.2 Bemerkung. Das Mafl ¢ in der Darstellung einer nichtnegativen harmoni-
schen Funktion kann explizit bestimmt werden iiber eine Halbebenen-Variante
der Stieltjesschen Umkehrformel: Es gilt fiir alle a,b € R, a < b,

b
1}1{%/u(:17 +iy)dr = o((a,b)) + %U({a}) + %O’({b}) .

Der Beweis ist analog dem fiir den Kreis und wird hier nicht ausgefiihrt.
Auch die reelle Konstante ¢ kann explizit bestimmt werden: Es gilt namlich

Denn nach dem Satz von der beschrankten Konvergenz folgt

1 1+t2 du(t
lim u(z) = lim (c—i— —/ + Al )) =c
2Z—00 Y Z—00 T (t _ .’IJ)2 + y2 1+ 12

eLarg z<m—e¢

e<arg z<m—e

Das man den Satz von der beschréinkten Konvergenz tatséchlich anwenden darf
bedarf einer Rechtfertigung: Betrachte die gebrochen lineare Abbildung ¢ — f:i
fiir ein z € C*. Dabei geht die reelle Achse in einen beschriinkten Kreis iiber

der den Punkt 1 enthélt. Der Punkt oo wird erhalten wenn man z abbildet. Also
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erhélt man den den Mittelpunkt dieses Kreises als Bild von z. Der Radius des
Kreises ist daher

2 a4+ (y—1)2

492 ’

Da auf einem Winkelraum {z € C: e < argz < m — €} gilt || < cot e ist dieser
Ausdruck fiir z aus diesem Winkelraum mit Im z > 1 gleichméBig beschrénkt.

Als néchstes betrachten wir Randwerte von Funktionen von beschrankten
Typ.
3.2.3 Proposition. FEs gilt:

(i) Sei f € N(C"). Dann existiert fast iiberall der nichttangentiale Grenzwert
F(0) = lim 7 (2), 1€ R,

und es gilt
dt

).

(it) Ist p € (0,00) und f € HP(CY), so ist f* € Lp(lftg). Vermdge der

Zuordnung f — f* entspricht HP(CT) einem abgeschlossenen Teilraum

von LP( 11’;2 ).

(iii) Ist f € H*(CT), so kann f aus seinen Randwerten rekonstruiert werden
als Poisson-Integral

f6) =Y [ Lt s=aviyect.

Beweis. Ist f € N(CT), so ist foa € N und besitzt daher Randwerte. Da 3

winkeltreu ist hat auch f Randwerte. Wegen (3.2) gilt log|f*| € L*(7%5).

Sei f € $HP(CT), sodaB also foa € HP. Wegen (3.2) ist f* € Lp(%fz))

und die Abbildung F +— F o 8 eine Isometrie von H? auf $§P(C*) aufgefasst als
Teilraum von Lp(ﬁ).
Ist f € 9 (Ch), soist foa € H' und daher gilt foa = P[(f o a)*]. Mit

(3.3) folgt

1o = (foape) =24 [ oL secr.

4

Geht man an die Frage nach Analoga der Riume H?(D), N(D) fiir C* naiv
heran, so konnte man eine Beschrénkungsbedingung an die Integrale von f lings
der Parallelen zur reellen Achse erwarten, genauso wie man auf D Beschrianktheit
der Integrale lings der konzentrischen Kreise hat. Aus der gegebenen konform
invarianten Definition erhilt man dieses jedoch nicht unmittelbar, denn die Ge-
raden parallel zur reellen Achse werden abgebildet auf Kreise die den Punkt 1
enthalten, sich also insbesondere sogars tangential an 1 annéhern. Die Aussage
das diese urspriingliche Erwartung dennoch zutrifft ist ein nichttrivialer Satz:
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3.2.4 Satz (Flett-Kuran). Sei u: CT — C nichtnegativ und subharmonisch.
Dann hat u eine harmonische Majorante in Ct genau dann wenn

SHP/MCZI<OO.
y>0 ) @2+ (y+1)2

— 0o

3.2.5 Korollar. Sei f analytisch in C*. Dann gilt

(i) f € N(C') genau dann, wenn

]Flog+|f<x-+iyﬂ

d
Zy(yrip T

sup
y>0

— 00

(it) f € HP(Ch),pe (0,00), genau dann, wenn

oo

/ [f(z +iy)|?

dr < 00.
2+ (y+ 1)

sup
y>0

Beweis. Wende Satz 3.2.4 auf log™ | f| bzw. |f|P an.
U

Zum Beweis des Satzes von Flett-Kuran benttigen wir noch zwei Hilfsaussa-
gen. Das erste Lemma ist in impliziter Form schon im Beweis von Proposition
3.1.4 aufgetreten und kénnte zu einem elementaren Beweis dieses Resultats her-
angezogen werden.

3.2.6 Lemma. Sei u subharmonisch in D und uw > 0. Dann hat u eine harmo-
nische Majorante genau dann, wenn

sup /u(r@) d\(() < ¢

0<r<1
T

Beweis. Hat u die harmonische Majorante h, so gilt

/M%MMOS/M%MMO=M®-

T T

Sei umgekehrt die Bedingung des Lemmas erfiillt. Betrachte die Mafe
u(r¢)d\(¢) als Elemente von C(T)*. Es ist

swnwwamw:wp/wow@<m,

0<r<1 0<r<1
T
also gibt es eine Teilfolge r, 1 und ein Borelmal g sodaf
lim;, 00 w(r,¢)dA(¢) = p im schwach-* Sinne.

Sei r € (0, 1) festgehalten. Wiihle stetige Funktionen f,, die monoton fallend
punktweise gegen u(r¢) streben. Dann folgt P[f,](z) > u(rz), z € D, und nach
dem Satz von der monotonen Konvergenz auch Plu(r{)](z) > u(rz), z € D.
Ist R > r, so folgt Plu(R()](¢) > u(r¢), ¢ € T, und daher Plu(R()](52) >
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Plu(r()](2), z € D, denn eine auf D stetige in I harmonische Funktion ist das
Poisson-Integral ihrer Randwerte, also

P[P[u(RO](%O] (2) = P[u(RC)](%z),

Sei nun w € Dund 1 > R > r > |w|. Dann gilt
Plu(RO)(w) > Plu(rQ))(w)

Fir R = r, — 1 strebt die linke Seite gegen P[du](w) und die rechte gegen
Plu(r¢)](%) = u(w). Also ist P[du](w) eine harmonische Majorante von u in
D.

U

3.2.7 Lemma. Seig:[0,1) — R nichtnegativ und monoton wachsend. Weiters
seip:(0,1) — R mefbar und nichtnegativ sodafs

a 1

0< /p(t)dt< 00, a € (0,1) und /p(t)dt:oo.
0 0
Dann gilt
1
J 9(®)p(Xt) dt
lim g(e) = sup v
0<A<1 [ pOM) dt
0
Beweis. Fiir A € (0,1) setze
1
[ 9(tp(At) dt
g(\) == "
[ p(\t) dt
0

Ist lim, ~ g(x) = M < oo, so gilt ¢(A) < M. Ist lim, ~ g(z) = oo, so gilt
trivialerweise ¢(A) < limg ~ g(z). Also gilt in jedem Fall in der behaupteten
Beziehung “>*“. Ist supg.y<; ¢(A) = o0, so gilt trivialerweise Gleichheit. Sei
also supg 1 ¢(A) =K <oo. Fir 0 <z < A <1 gilt

8 —

g(t)p(At) dt Jp(xt) dt
K>q(\) > % 3
[ p(\t) dt [ p(\t) dt
0

=g@)(1 - 77—
-

L&t man A — 1 streben, so folgt K > g(z). Damit ist auch K > lim, -~ g(x).

J p(x) dt
0
[ o) dt
0
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Beweis. (von Satz C10) Wir nehmen zuerst an das u eine harmonische Majorante
hat, u(z) < h(z) mit h harmonisch in C*, z € C*. Es folgt insbesondere h > 0
und daher gibt es nach Proposition 3.2.1 ¢ > 0 und ein positives Borelmafl o

auf R mit [ ‘ﬁ(ttz) < oo sodaB
R

[ dolt
u(a:—l—iy)Sh(a:—l—iy)—cy—l—y/(L r+iyeCt.

m t—x)24y?’
Mit dem Satz von Fubini erhalten wir
u(z + iy) /( y/ 1 1
———dx < cy+ = 7dat)7d:c:
/x2+(y+1)2 - VT =2ty ®) 2+ (y+1)?
cTy y+1/ 1
= . -ldx+
y+1 7 ) Parip
17 y/oo 1 y+1
+— (— . d:z:)dat. 3.4
y+1 T (x—t)2+y? 22+ (y+1)2 ®) (34)

Die Funktion f(z) := 1 gehort zu $°°(CT) und daher gilt

+1 7 1 .
yw 4 x2+(y+1)2-1dx:f(z(y+1)):1.

Fiir jedes yo > 0 ist eine Funktion g, definiert als

Gyo(2) :=Im ( -

Sie ist harmonisch in CT, stetig in Ct U R U {oco}, und erfiillt
limy 400 ¥~ gy, (iy) = 0. Nach Proposition 3.2.1 folgt

- ), zeCt.
Z + 1Yo

o0

. ] 1
9uo(t + ) = — / CEDIERE * Gyo () da.

— 00

Gy () = Im ( B ) = 5

x + iy x2+y§’

Nun ist

also ist der Integrand in (3.4) gleich

1 )7 2y +1

t+1 :Im(— - . = .
gy1(t+1y) t+iy+ily+1)) 2+ (2y+1)?2

Wir erhalten also

o0

70 u(z + iy) e < <Y +2y—|—1/ do(t) <
2 4 (y +1)2 y+1 y+1 2+ (2y+1)2

— 00 — 0o
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T do(t)
§C7T+2/t2+1.

— 00

Sei nun umgekehrt angenommen das die Bedingung des Satzes erfiillt ist. Um zu
zeigen das u eine harmonische Majorante in CT hat ist es dquivalent zu zeigen
das w o a eine harmonische Majorante in D hat. Wegen Lemma 3.2.6 ist das
dquivalent dazu das fiir die Funktion

g(r):=r- /(u oa)(re')dt

—T

gilt lim, ~ g(r) < oco. Beachte das diese Funktion nichtfallend ist, da o «

subharmonisch in I ist. Wir wenden Lemma 3.2.7 an auf g(r) und p(t) := 5.

Es gilt
g uo )
/1_Wd_// o0y
0 —m

U oo - / 2 -
//1—A2 dudv = //1+A%6 e (I drdy =

Y|z +1]2 4
dxdy =
//u+u2 Nz i et Y

_4// u(z + 1y) dxdy <
- w2+ (y+1)? (1=M)a22+(y+1)2 - (y—-1)2 "

0 —oo
T u(x + 1y) dy
<4 d
/ / +(y+ 1)? @@HJV—V@—DQ
0 —00

Bezeichnet man das Supremum in der Behauptung des Satzes mit M, so gilt

also
oo

1
/ o 22S / 2
) 1—X2r (y+1)2 (y—l)

0

Setzt man t = z—ﬁ, so erhilt man

[e%s} 1 1

/ _1/ dt _/ dt
(y+1)2 (y—1)2_2 T—=X212 ) 1— X227

0 —1 0

Nach Lemma 3.2.7 folgt lim, ~ g(r) < 4M.
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3.3 Der Raum H?(CT)

3.3.1 Definition. Sei p € (0,00). Bezeichne mit H?(C*) die Menge aller in
C™* analytischen Funktionen f mit

1l = s ([ 15 +ipPan)F <o
y>o ke

Wegen Korollar 3.2.5 gilt stets H?(C*T) C $P(C™). Diese Inklusion ist strikt,
denn zum Beispiel ist 1 ¢ H?(CT). Bemerke das also H>°(C*) € HP(C™T).

Insbesondere, vgl. Proposition 3.2.3, besitzt jede Funktion f € HP(CT) fiir
fast alle t € R nichttangentiale Randwerte f*(z). Ist f*(x) = 0 fiir alle = aus
einer Menge mit positiven Maf, so ist f = 0.

3.3.2 Lemma. Die Abbildung f — f* ist eine Isometrie von HP(CT) in
LP(C*). Dabei setzen wir hier der Einfachheit halber vorraus das p € [1,00).

Beweis. Sei f € HP(CT). Nach dem Lemma von Fatou gilt
[ 17 wpa <timint [ 17+ w)lrd <1713,
y—}

also ist f* € LP(R) und || £, > | £]l,-
Da wir p > 1 voraussetzen, 1483t sich f als Poisson Integral darstellen. Es gilt

also - )
. Y
== ————dt.
fovin=2 [ oo
Ist p =1, so folgt mit dem Satz von Fubini

/Z|f(:v+iy)|d:v:/ \y/ a_”);i(;)_i_yzdt‘dxg
S/ / ( dtdx—
/ / t_x J'r dar dt = /Z|f*(t)|dt.

Wir sehen, dass || f|l1 < ||f*|l1-
Ist p € (1,00), so schlieit man analog mit Hilfe der Holderschen Ungleichung
1=

/ ot iy de =

o0

[ gt 0 i) el e <

o0

<[ sirtrad = [T irara.

und auch in diesem Fall folgt || fll, < ||f*|lp-
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3.3.3 Lemma. Die Abbildung

—1(fef)(2)

f(z) = 7
=) (z+14)»

: (3.5)

wobei wir den Zweig der Wurzel mit 0 < arg(z+i) < m wdihlen, ist eine Isometrie
von H? auf HP(CT). Wieder setzen wir der Einfachheit halber vorraus, dass
p € [1,00). Insbesondere ist (HP(C*),|.||,) ein abgeschlossener Teilraum von
LP(R) und damit vollstindig, im Fall p > 1 ein Banachraum, im Fall p = 2 ein
Hilbertraum.

Beweis. Betrachte die Abbildung f — f(z)(z + z)_% Diese ist eine Bijektion
der Menge aller in C* analytischen Funktionen auf sich. Es gilt

flatiy) p_ flz+iy)l?
(z+iy)+i)r ! 2+ y+1)27

also geht bei dieser Bijektion HP(CT) genau in HP(CT) iiber. Wir wissen das
die Abbildung f + f o 3 eine Bijektion von H? auf $§P(C™) ist, also ist (3.5)
eine Bijektion von HP auf HP(C™). Die Norm im HP? ist gegeben als die p-Norm
der Randfunktion. Nun gilt fiir f € HP wegen (3.2)

R LV W VAl CIE0)I
9= [ 1renpa== [ EEE g

—T — 0o

Der Integrand auf der rechten Seite ist genau die p-te Potenz des Betrages der
Randfunktion des Bildes von f unter (3.5).
U

Oft spielt der Raum HP(CT) trotzdem eine wichtigere Rolle als $P(C*).
Dies liegt zum Beispiel darin begriindet das fiir H?(C*) genaue Analoga von
Korollar 2.2.7 und, im Fall p = 2, von Proposition 2.3.3 gelten.

3.3.4 Satz (Cauchysche Integraldarstellung). Sei p € [1,00) und f €
HP(CY). Dann gilt f* € LP(R) und f kann aus seinen Randwerten rekonstruiert
werden als Cauchy-Integral

o= [ 12

— 00

dt, z€ Ct.

Beweis. Da fiir jedes z ¢ R die Funktion (¢t —%)~! zu LY(R) mit % + é =1
gehort, ist eine Funktion g wohldefiniert durch

R0
9(2’) = % PR

— 00

dt, z€ C\R.

Nach dem Satz von der beschriinkten Konvergenz ist g analytisch in C\ R.
Es gilt wegen der Poissonschen Integraldarstellung fiir f € HP(Ct) C
HH(CH) fiir € CH

oo

o)) = g [ (2~ g ) (0 dt =

— 00
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b WL v [ PO
_27”__[0 TR 2l 0t 7T_ZO(t_‘%)erdet_f(),

Insbesondere folgt das g(z) in C* analytisch ist und daher das g(z) in C~
analytisch ist. Da auch g(z) in C~ analytisch ist, mul g(z) auf C~ konstant
sein. Nun gilt nach dem Satz von der beschriankten Konvergenz

1T ot fo(
lim g(—iy) = lim — +.Z ! ()
y—+oo y—o0 271 t+iy t+1

— 00

dt =0

und es folgt das g(z) =0, z € C~, und daher auch g(z) = f(z), z € CT.
U

Wir haben in Bemerkung 2.3.2 die Fouriertransformation am Einheitskreis
betrachtet, das war die Isometrie

LX(T) — 2(2)
P (Je@eray)

Der Raum H? entspricht bei dieser Isometrie gerade {(a,)nez € ¢%(Z) : a, =0,
n < 0}.

Jetzt haben wir als Rand die reelle Achse, werden also die Fouriertransfor-
mation auf R betrachten. Zur Wiederholung: Die Abbildung

F(t) — F(a) m/f et gt

bildet (L?(R) N LY(R), || - ||2) isometrisch in (L?(R), || - ||2) ab. Durch stetige
Fortsetzung erhilt man eine Isometrie ® von L?(R) auf L?(R). Diese ist gegeben
als

(@)(@) = Jim —— / F(t)e dt

wobei der Grenzwert in der Norm von L?(R) zu verstehen ist. Man schreibt oft

abkiirzend (@ f)(x f f(t)e~@=dt. Die Inverse von ® ist gegeben als

( lf / f zmt dx .
3.3.5 Satz (Paley-Wiener). Die Abbildung

F(t) — F(z) e f(t)dt, z € CT, (3.6)

v [

ist eine Isometrie von L?(0,00) auf H*(CT).
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Beweis. Nach dem Satz von der beschrinkten Konvergenz ist fiir jedes f €
L?(0,00) die durch (3.6) definierte Funktion analytisch in C*. Da die Fourier-
transformation isometrisch ist, und

F(z +iy) = @~ (xpo,0)(t) - e~V f(1))

ist, folgt
[ 1B+ iPds = [ olpwde< 718, > 0.
—0o0 0

Also gehort F zu H?(C*). LaBt man in der obigen Beziehung y — 0 streben,
so folgt mit dem Satz von der monotonen Konvergenz

lim / \F(x + iy)*dz = || f]2,
y—}

also ist [|F||2 = || f]]2- -
Sei w € CT, dann ist f(t) := ivV2me "% € L?(0,00) und es gilt

eit(zfﬁ) 00 1

F ztz / —itw — — .
(=) \/27‘1’/ ( )dt z—W lt=0 z—W

Also enthilt das Bild der Abbildung (3.6) alle Funktionen -, w € CT.
Wegen der Cauchyschen Integraldarstellung ist die lineare Hiille dieser dicht in
H?(C™T).

U

Das folgende Korollar zeigt einen weiteren Unterschied zwischen der Situa-
tion auf C* und der auf D auf.

3.3.6 Korollar. Es gilt
L*R)e H*(CT)={f e L*(R): f e H*(C")}.

Beweis. Bei der Fouriertransformation geht L?(0,00) auf H? 7°(C*) iiber, und
daher L2( 00 0) auf L?(R ) & H2(C*). Nun ist ®(f(t)) = ®(F(—t)), also ist
P(L*(—00,0)) = {f € L*(R): f e H*(CH)}.

U



Kapitel 4

Riume mit
reproduzierendem Kern

4.1 Reproduzierende Kerne

Sei f € H?(C"), dann gilt die Cauchysche Integralformel

oo

f(w)z% %dtwe@'ﬂ

— 00

Die Funktion )

2 —W
gehort fiir jedes w € CT zu H?(C™), und die obige Formel besagt
f(w) = (faKw())a web,

wobei (.,.) das innere Produkt des H?(CT) bezeichnet, das ist das L2-innere
Produkt der Randwerte

K,(z):=

(F9)=(f"\0") = 5= [ FOFD dt, f.g € HHCT).

Wir sehen das also das Punktauswertungsfunktional

Xw: fr— f(w)
am H? gegeben ist als x, = (., Ky,). Es ist also fiir jedes w € D stetig.

4.1.1 Definition. Sei  C C und sei (H, (.,.)) ein Hilbertraum dessen Elemente
Funktionen auf  sind und dessen Vektorraumoperationen punktweise erklért
sind

(af +Bg)(w) = af (w) + Bg(w),w € Q, f,g€H,a,feC.
Dann heifit (H, (.,.)) ein Hilbertraum mit reproduzierendem Kern (abkiirzend
schreiben wir rK-HR), wenn fiir jedes w € Q das Funktional x,, : f — f(w)
stetig ist.

67
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Da die stetigen linearen Funktionale eines Hilbertraumes (M, (.,.)) in bijek-
tiver Beziehung stehen mit H vermdge der Zuordnung y — f, wobei

fyl{H — C

z = (2,y)

konnen wir die Definition einer rK-HR auch wie folgt formulieren: Sei 2 C C und
(H,(.,.)) ein Hilbertraum, H C C. Dann ist (M, (.,.)) ein rK-HR genau dann,
wenn es zu jedem w € 2 ein Element K,, € H gibt, sodaBl f(w) = (f, Ku),
f € H. Nun ist K, als Element von H, selbst eine Funktion auf Q2. Wir kénnen
die Bedingung fiir rK-HR also weiter umformulieren zu: Sei Q@ C C und (H, (.,.))
ein Hilbertraum, H C C®. Dann ist (M, (.,.)) ein rTK-HR genau dann, wenn es
eine Funktion K : 2 x Q — C gibt, sodafl

(i) Fiir jedes w € Q istK(w,.) € H.
(1) Fiir jedes w € Q und f € H gilt f(w) = (f, K(w,.)).

In diesem Fall nennen wir die Funktion K den reproduzierenden Kern von

(H, ()

4.1.2 Satz. Sei (H,(.,.)) ein rK-HR auf der Menge Q und sei K : 2 x Q@ — C
sein reproduzierender Kern. Dann gilt

(1) K(w,z) = K(z,w), z,w € .
(1i) Fiir je endlich viele Punkte z1,...,2, € Q und &,...,&, € C ist

n

Qx (&1, .., &) = Z K(Zlvzj)glgz 0.

ij=1
Erfillt umgekehrt K : Q x Q — C die Figenschaften (i) und (i), so existiert

genau ein rK-HR auf Q sodafl K sein reproduzierender Kern ist.

Beweis. Sei (H,(.,.)) ein TK-HR und sei K :  x Q — C sein reproduzierender
Kern. Dann gilt

K(w,2) = (K(w,.),K(z,.)) = (K(z,.),K(w,.)) = K(z,w).

Seien z1,...,2, € Qund &,...,&, € C, dann gilt

n

0<1| Z&K(% NP =D (6K (2i,.), 6K (25,.) =

ij=1

n

= > K(21,2)&5; -

i,j=1

Sei nun umgekehrt K : © x Q@ — C gegeben sodal die Eigenschaften (i) und
(ii) gelten. Betrachte den linearen Raum

£ :=span{K (w,.) : w € Q} C C? (4.1)
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und definiere fiir f,g € £, f =321, &K (wi, ), g = >0 ;K (2,.),

= Z Z (ws, 2)&T;5 - (4.2)

Wir zeigen, daf§ (.,.) wohldefiniert ist: Angenommen es gilt Y . | &K (w;, 2) =
0, z € , dann ist

ZZ ’wuZ] 5177] Z (ZK Wi, 25 51) =0.
i=1 j=1 =

Ist fel, f=>0" &K (w;,.), so gilt fiir jedes z € Q

Z@ (wir2) = (£, K(2,.)) (4.3)

Die Bedingung (i) besagt gerade (f, f) >0, f € £, wegen (i) gilt stets (f,g) =
(g, f). Die Tatsache das (., .) in der ersten Komponente linear ist, ist klar. Also ist
(.,.) ein positiv semidefinites inneres Produkt. Angenommen es ist (f, f) = 0.
Wegen der Schwarzschen Ungleichung folgt (f,g) = 0, g € £. Wir erhalten
insbesondere mit (4.3)

f(z)=(f,K(2.) =0, z€ Q,

d.h. f=0. Also ist (.,.) tatsichlich positiv definit.

Sei (£, (.,.)) die Hilbertraum Vervollstindigung von (£, (.,.)) und betrachte
die Abbildung

L { £ - 2
= x)(z) = (2, K(2,.))s

Da £ dicht in £ ist, ist ¢ injektiv. Setze H := ¢(£) und definiere auf H ein inneres
Produkt so dafl ¢ isometrisch ist. Dann ist (H,(.,.)) ein Hilbertraum dessen
Elemente Funktionen auf Q sind. Es gilt K(w,.) € H, denn K(w,.) € £ C £
und wegen (4.3) gilt

(K (w,.)(2) = (K(w,.),K(z,.)) = K(w, z) .
Weiters gilt fir f € H, f =z, und w € Q

(fs K(w, ))n = (2, K(w,.) s = () (w) = f(w)

Also ist (H, (.,.)) ein rK-HR und K sein reproduzierender Kern.

Seien nun (M, (.,.)) und (H1,(.,.)1) rK-HR auf Q die beide K als re-
produzierenden Kern haben. Dann enthalten beide (4.1) als dichten linearen
Teilraum und auf diesem ist das jeweilige innere Produkt gegeben durch (4.2).
Also ist id : £ — £ isometrisch. Sie gestattet daher eine Fortsetzung zu einer
Isometrie ® von (H,(.,.)) auf (Hi,(.,.)). Nun gilt (xw o ®)|e¢ = xwle und da
punktauswerten stetig ist folgt xw o ® = xu, d.-h. & =id.

U

Ist K : Q2 x Q — C so sagen wir K ist ein positiv definiter Kern, wenn die
Eigenschaften (7) und (#¢) von Satz 4.1.2 erfiillt sind. Den vermdoge des letzten
Satzes in eindeutiger Weise existierenden rK-HR der K als reproduzierenden
Kern hat bezeichnen wir mit Hg.
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4.2 Eigenschaften von reproduzierenden Ker-
nen

Wir wollen zuerst einige Glattheitseigenschaften eines positiv definiten Kernes
in Eigenschaften des von ihm erzeugten rK-HR iibersetzen.

Die Definition eine rK-HR besagt gerade das Konvergenz in der Norm stets
punktweise Konvergenz impliziert.

4.2.1 Satz. Sei Q C C und sei K ein positiv definiter Kern auf Q. Dann sind
dquivalent:

(1) Alle Elemente von Hy sind lokal beschrinkt auf Q.
(14) Die Funktion K(w,w) : Q — C ist lokal beschrinkt.

In diesem Fall impliziert Konvergenz in der Norm von Hy lokal gleichmdfige
Konvergenz in €.

Beweis. Sei zuerst angenommen das K (w,w) lokal beschrinkt ist und sei eine
kompakte Teilmenge A von € gegeben. Dann gilt also fiir eine gewissen Kon-
stante M > 0

|K (w,.)]| = K(w,w)? <M, weA.

Ist f € Hk, so ist
[f(w)| = |(f, K(w,.)] < M||f]l, w € A.

Wir sehen das jede Funktion f € H g lokal beschrinkt ist und das die Abbildung
f— f|a den Raum H stetig in den L*°(A) abbildet.
Setzen wir nun voraus das (¢) gilt. Sei A C Q kompakt, dann ist fiir jedes
J €Hk
sup |(f, K(w,.))| = sup [f(w)[] < oo.
wEA weA

Damit ist nach dem Satz von Banach-Steinhaus sup,,¢c 4 [|(-, K(w, )|, < o0.
Nun ist K(w,w)z = ||K(w,.)| = (-, K (w,.))|[#;. Also ist K(w,w) lokal
beschrénkt.

U

Ist K : Q x Q — C eine Funktion in den zwei Variablen w und z, so sagen
wir K sei in den Variablen w und z einzeln stetig, wenn fiir jedes feste w € Q)
die Funktion z — K (w, z) stetig fiir z € Q ist und fiir jedes feste z € Q die
Funktion w — K(w, z) stetig fiir w € Q ist. Zur Unterscheidung sprechen wir
manchmal von einer in beiden Variablen (w,z) gleichzeitig stetiger Funktion,
wenn sie als Funktion  x  — C stetig ist.

4.2.2 Satz. Sei Q C C und sei K ein positiv definiter Kern auf Q. Dann sind
dquivalent:

(i) Alle Elemente von Hy sind stetig auf 2.

(it) Die Funktion
Q — Hg

w — K(w,z) (4:4)

K(.,z2): {

ist schwach stetig.



4.2. EIGENSCHAFTEN VON REPRODUZIERENDEN KERNEN 71

(151) Der Kern K(w,z) ist in den Variablen w und z einzeln stetig und die
Funktion K(w,w) ist lokal beschrinkt.

Weiters sind dquivalent:
(tv) Die Menge {f € Hy : ||f]| <1} ist gleichgradig stetig.
(v) Die Funktion (4.4) ist in der Norm von Hy stetig.

Ist (iv), oder dquivalent (v), erfillt, so ist K (w, z) stetig auf Qx§ in den beiden
Variablen (w, z) gleichzeitig.

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) ist klar, denn die Tatsache das die
Funktion (4.4) schwach stetig ist bedeutet gerade das fiir jedes f € Hyx die
Funktion f(w) = (K (w, 2), f) stetig von w € Q abhiingt.

Es gelte (7). Dann ist insbesondere jedes f € H lokal beschrinkt und daher
nach Satz 4.2.1 K (w,w) lokal beschriankt. Weiters ist fiir jedes feste w € Q die
Funktion z — K (w, z) ein Element von Hx und daher stetig. Wegen K (w, z) =
K (z,w) ist auch fiir jedes feste z € Q die Funktion w — K (w, z) stetig.

Sei nun (7i1) vorausgesetzt. Wegen Satz 4.2.1 ist Konvergenz in der Norm von
Hyc stirker als lokal gleichmiflige Konvergenz. Die Menge span{K (w,.) : w €
0} besteht aus stetigen Funktionen und ist dicht in Hg. Also ist jedes Element
von Hg der lokal gleichméflige Grenzwert von stetigen Funktionen und damit
selbst stetig.

Wir kommen zum zweiten Teil der Behauptung. Ist f € Hg, ||f|| < 1, so
gilt

|f (w) = f(wo)| = |(f, K(w,.) = K(wo,.)| < [|K(w,.) = K(wo,.)]

Ist w— K(w,.) in der Norm von Hy stetig, so ist daher die Einheitskugel von
Hx gleichgradig stetig. Also impliziert (v) die Eigenschaft (iv). Umgekehrt, sei
(iv) vorausgesetzt und sei wy € Q und € > 0 gegeben. Wéhle § > 0 sodaf fiir
alle f € Hy, [|fIl <1, gilt |f(w) — f(wo)| < e fiir |jw — wp| < §. Dann folgt

1K (w,.) = K(wo, )| = Sup (f, K(w,.) = K(wo,.))| < € |w—wo| <4

Ist die Funktion (4.4) in der Norm stetig, so ist die Funktion
(w,w) — (K(w,.), KW',.)) = K(w,w')

als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig.

0

Wir werden uns besonders fiir rK-HR interessieren, deren Elemente analyti-
sche Funktionen sind.

4.2.3 Satz. Sei ) C C ein Gebiet und K ein positiv definiter Kern auf 2. Dann
sind dquivalent

(i) Alle Elemente von Hy sind analytisch in Q.

(73) Fir jedes feste w € Q ist K(w, z) analytisch in z € Q und die Funktion
K(w,w) ist auf Q lokal beschrinkt.
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In diesem Fall ist die Funktion

K(T,z):{ﬁ — Tk

w — K(w,z)

analytisch beziiglich ||.||1, und es gilt

0
f'(w) = (f, 7= K (w,2)), fe€Hr,weQ.
ow
Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen miissen wir noch kldren was

Analytizitidt bzgl. ||.||x, bedeutet.

4.2.4 Proposition. Sei (X,||.||]) ein Banachraum, sei Q@ C C ein Gebiet und
sei f:Q — X. Dann sind dquivalent

(i) Fir jedes w € Q existiert der Grenzwert
i 1) = @)
—w - W
in der Norm |.||.
(1i) Fiir jedes x* € X* ist die Funktion x* o f analytisch in €.
In diesem Fall nennt man f analytisch in €.
Der Beweis beruht auf folgendem Lemma:

4.2.5 Lemma. Sei f: Q — C analytisch und sei S C Q kompakt. Dann gibt es
eine Konstante M (f,S) sodaf

1 —a) — +0) —
a—pf o B
Beweis. Da S kompakt ist, ist die Distanz von S zu 0f2 positiv. Sei C die Verei-
nigung endlich vieler rektifizierbarer Kurven die S umfassen in {2 verlaufen und
die positive Distanz von S haben. Dann gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz

fir allew e S i)
1 z
= — ¢ —2dz.
fw) 211 Z—w *
C

Nun gilt

1 1 1 1 1 1
E(z—<<+a> _z—c)_ﬁ(z—«w) _z—c):
1 1 a—pf

C-C+a))E=0 -C+ME-0 (-0G-(+a)iE-(+8)’
also folgt

1 (f(C+a)—f(C) _ f(C+5)—f(C))
o p
_ 1 f(z)dz
2mi ] (2= Oz = [+ a))(z = (C+ 7))
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und damit die Existenz einer gewiinschten Konstanten.

U
Beweis. (von Proposition 4.2.4) Die Implikation (¢) = (i) ist klar. Sei also (i)
erfiillt. Setze
fle+a) = f(O) _ fE+8) = f(O)

U(C,Oé,ﬁ) = a - 6 )

dann gibt es wegen Lemma 4.2.5 zu einer kompakten Menge S C Q und z* € X*
eine Konstante M (z*, S) sodaf}

1
a—p

Es ist also die Familie

UG, B)] < M(2",S), (,¢+a,(+p€S.

1 *%
punktweise beschrankt. Nach dem Satz von Banach-Steinhaus folgt die Existenz
einer Konstanten M (S) mit

||a%ﬁU(<;o‘a6)||X** < M(S), <7<+a7<+6 9.

Wir erhalten

UG a, B)llx < M(S)(a=p), (,¢(+a,(+F€S

L&aBt man nun «, 3 gegen Null stehen und beniitzt man die Vollstdndigkeit von
X, so sieht man das in jedem inneren Punkt von S der Grenzwert

G Q)
z—( z — C

in der Norm || - || existiert.

4

Beweis. (von Satz 4.2.3) Wir zeigen (ii) = (4). Sei also (i%) erfiillt, dann besteht
der dichte lineare Teilraum £ aus (4.1) aus in © analytischen Funktionen. We-
gen Satz 4.2.1 impliziert Konvergenz in der Norm von Hx lokal gleichméflige
Konvergenz. Ist f € Hg, so wihle f,,n € N, in £ mit f,, — f in der Norm
von Hg. Also folgt f, — f lokal gleichméBig und da alle f,, analytisch sind hat
auch f diese Eigenschatft.

Sei nun umgekehrt () erfillt. Ist z* € H3, d.h. z* = (., f) mit einem
f € Hg, so gilt

‘T*K(Ev ) = (K(Ev s f) = f(@) :

Die Funktion w +— f(w) ist analytisch auf Q = {w € C : w € Q}. Nach Propo-
sition 4.2.4 ist die Funktion w — K(w, z) analytisch beziiglich || - ||, . Insbe-
sondere ist || K (0, 2)||, = K(w,w)? stetig auf Q und daher lokal beschrénkt.
Fiir jedes feste w € Q ist K (w,.) € Hx und daher analytisch.
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Wie wir gesehen haben existiert der Limes lim¢_,, W

|- ||7 - Fiir jedes feste z € Q ist die Funktion K (w, z) wegen K (W, z) = K (z,W)
analytisch in w, also gilt

i = " (w,z), z €

in der Norm

Insbesondere ist -2 K (W, z) € Hr.
Sei f € Hg, dann gilt

f(<)_f(w) (va(Cv))_(va(wv)) _ (f, K(<7)_K(w7))

(-w (-w (-
Fir ¢ — w strebt die linke Seite gegen f’(w) und die rechte Seite gegen

(f, g K (w,.).
0

4.2.6 Bemerkung. Die Voraussetzung in (i¢) von Satz 4.2.3 das K (w, w) lokal be-
schrinkt ist, ist nicht notwendig: Tatséchlich folgt aus der Tatsache das K (w, z)
fiir jedes feste w analytisch in z und daher wegen K (z,w) = K(w, z) auch fiir
jedes feste z analytisch in W ist, bereits das K (w, z) analytisch in den beiden
Variablen (w, z) gleichzeitig ist und daher insbesondere stetig ist auf Q x 2. Das
folgt aus einem nichttrivialen(!) Satz von Hartog.

Unser zweites Ziel in diesem Abschnitt ist es einige elementare Konstruktio-
nen die mit positiv definiten Kernen durchgefiihrt werden kénnen zu sammeln.

4.2.7 Proposition. Sei K ein positiv definiter Kern auf Q). Dann gilt:

(1) Ist ¢ : Q@ — C, dann ist auch Ki(w,z) = ¢(z)K(w, z)p(w) ein posi-
tiv definiter Kern auf Q2. Die Abbildung f — ¢f ist eine Isometrie von
cls{K(w,.): ¢(w) # 0} C Hk auf Hk, .

(1) Ist K ein abgeschlossener Teilraum von Hg, dann ist K ein rK-HR. Be-
zeichne mit Ly bzw. Lo den reproduzierenden Kern von KC bzw. K+, dann

(#i1) Ist Q1 C Q, dann ist K1 := Klq, xq, ein positiv definiter Kern auf Qq. Die
Abbildung f — f|qo, ist eine Isometrie von cls{K(w,.): w € 01} C Hk
auf Hr, .

(iv) Besitzt K eine Fortsetzung K1 (w, 2) auf Qx Q die in den beiden Variablen
w und z einzeln stetig ist, dann ist K1 ein positiv definiter Kern auf (2.

Beweis.
ad(i): Die Bezichung K;(w,z) = K1(z,w) ist klar. Seien z,...,2, € Q und
&, ...,&, € C gegeben, dann ist

D Ki(z, 2068 = Y K(z,2) (6(2:)&) (6(25)&5) > 0.

ij=1 ij=1
Ist ¢(w) # 0, so gehort die Funktion ¢(2)K (w, 2z) zu Hi, und es gilt fiir alle
w, w' mit ¢(w), p(w’) # 0
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(6(2) K (w, 2)8(w), (=) K (', 2)3(w)) .
= — E = (0(2) K (w, 2), p(2) K (w', 2))
p(w')p(w) o
Also ist die Abbildung f — ¢f eine Isometrie von span{ K (w,.) : w € , ¢(w) #
0} auf span{K;(w,2) : w € Q,¢(w) # 0} = span{K1(w,z) : w € Q} und er-
laubt daher eine Forstsetzung zu einer Isometrie der entsprechenden Abschliisse
aufeinander.

ad (ii): Die Tatsache das alle Punktauswertungsfunktionale stetig sind vererbt
sich auf abgeschlossene Teilrdiume. Sei nun L; der Kern von X und Lo der von
KL, Dann gehort Ly zu K und Ly zu K+. Es folgt L1 + Lo € Hy. Weiters ist
fir f € Hy, f=fi+ fomit f1 €K, fo € KL,

(f, Li(w,.) + La(w,.)) = (f1 + fo, L1(w,.) + La(w,.)) =
= (f1, Li(w,.) + (f2, L2(w, ) = fi(w) + fa(w) = f(w),
und wir sehen das K = Ly + Lo.

ad (i1i): Die Tatsache das K1 = Klq,xq, ein positiv definiter Kern ist, ist
trivial. Die Einschrinkungsabbildung liefert eine Isometrie von span{K (w,.) :
w € N} auf span{K;(w,.) : w € 1} und a8t sich daher zu einer Isometrie
der entsprechenden Abschliisse aufeinander fortsetzen.

ad(iv): Sei z,w € Q und wihle z,,w,, € Q mit z, — 2, w,, — w. Dann gilt

Ki(w,z) = lim lim K(wpm,2,) = lim lim K(zp, wn) = Ki(z,w).
n—oo m—0o0 n—oo m—00
Genauso sieht man dass sich die nichtnegativitdt der quadratischen Formen
tibertragt.

U

4.2.8 Bemerkung. Sind Li, Ly positiv definite Kerne auf €2, so ist auch K :=
Ly + Lo ein positiv definiter Kern auf 2. Es mufl aber nicht gelten dal Hp,
isometrisch in Hx enthalten ist.

4.2.9 Korollar. Sei ¢ : Ct — C analytisch, |¢(2)] < 1 fir alle z € C*
und |¢*(t)] = 1, t € R, fii. Dann ist die Abbildung f — ¢f eine Isometrie
von H?(CT) in sich, vgl. auch Bemerkung 2.4.1. Insbesondere sind ihr Bild
¢H?(CT), sowie das orthogonales Komplement H?(C*) & ¢H?(C*) abgeschlos-
sene Teilrdume von H*(CT), und daher selbst mit dem von H?(CT) vererbten
inneren Produkt rK-HR. Die entsprechenden Kerne sind gegeben durch

; $(2)e(w)

RANYAS St ct
27(z —w)’ W e

Li(w, z) :=
fiir pH?(CT) bzw.

_ 1= (2)d(w)

Lo(w, z) := , z,w€CT

27(z — W)

fiir H2(C+) © ¢H?(C™).
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Beweis. Der Raum H?(C7) ist ein rK-HR mit Kern K (w,z) = z%
Nach Proposition 4.2.7, (i), ist L; ein positiv definiter Kern auf C* und die
Abbildung f +— ¢f ist eine Isometrie von cls{K(w,.) : ¢(w) # 0} C Hg
auf Hyr,. Nun ist ¢ analytisch und die Nullstellenmenge von ¢ daher diskret.
Also ist cls{K(w,.) : ¢(w) # 0} = Hg. Da die selbe Abbildung f — ¢f eine
Isometrie von Hy in sich ist, folgt das Hy, = ¢H?(CT) C H?(C*) als Menge
und auch isometrisch. Nach Proposition 4.2.7, (i), ist der reproduzierende
Kern des orthogonalen Komplementes gleich K — L;.

4

4.3 Carathedory-Funktionen

4.3.1 Definition. Sei C die Menge aller in D analytischen Funktionen f mit
Re f(z) > 0, z € D. Diese heifit auch Carathedory-Klasse.

Vermoge der Integraldarstellung von Riesz-Herglotz (Korollar 1.4.3) steht C
in bijektiver Beziehung zu (u,¢) wobei p ein positives endliches Borelmaf ist
und c eine reelle Konstante.

4.3.2 Satz. Sei f analytisch in D. Dann ist f € C genau dann, wenn

1(2) + F(w) )

1—zw

Li(w,z) :=

ein auf D positiv definiter Kern ist. Definiert man in diesem Fall
z , z€D
F(z):= fg _ (4.6)
-f(z) , z€C\D

so ist der Kern L positiv definit auf C\ T.
Beweis. Ist Ly positiv definit auf D, so gilt insbesondere fiir jedes z € D

2Re f(z)
0<L = —5".

= f(Z,Z) 1— |Z|2

Also ist f € C.
Sei umgekehrt f € C, dann gibt es u, ¢ sodafl

f(z):ic+/
T

Dieses Integral ist auch fiir |z| > 1 wohldefiniert und analytisch in z. Die rechte
Seite von (4.7) stellt also eine in C\ T analytische Funktion dar. Wir zeigen das

diese gerade gleich F aus (4.6) ist: Da fiir ¢ € T stets (¢)~! = ( ist, gilt

gfz du(C), = € D. (4.7)

Y
§f§=;_§=—(<f;)-

z

Fiir |z| > 1 gilt also

z‘c+/g*zdu<<>=—(ic+T/<_%du<c>) - -(2).

—Z
T
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Wir betrachten den Kern Lp. Dieser ist durch die Vorschrift (4.5) definiert fiir
alle z,w € C\'T, 2w # 1. Nun gilt fiir solche z, w

F(z) - F(3)

Lp(w,Z):——i,

SHH

also ist lim,_, 1 Lp(w,z) = —(w) ' F’(£. Also hat L eine Fortsetzung zu einer
in den Variablen z, w einzeln stetigen Funktion Ly : C\TxC\T — C. Aufgrund
der Stetigkeit geniigt es zu zeigen, dafl Lp auf der Menge {z,w € C\T : 2w # 1}
ein positiv definiter Kern ist.

Die Eigenschaft Lr(z,w) = Lr(w, z) ist klar aus der Definition (4.5). Es gilt

(+z , (Crwy _ ((+2)(C—w)+(C~2)(+w) 2(1 — 2w)
= +(g—w): -

€ =2)((—w) (=2 (¢~ w)
also erhalten wir vermoge der Integraldarstellung (4.7) von F' das

1
Lp(w,z) —2T/mdu(0.

Seien nun z1, ..., 2, € C\ T sodaB stets z;Z; # 1, und &,...,&, € C gegeben.
Dann gilt

> Ire =2 Y. [ o) =

4,j=1 =1 _Zj)

0

Analoge Aussagen gelten fiir Funktionen zwischen anderen Kreisen. Diese
erhdlt man durch Transformation mittels gebrochenen linearen Abbildungen.
Zum Beispiel betrachten wir die Menge aller in C* analytischen Funktionen die
durch 1 beschrinkt sind. Sei wieder « die gebrochen lineare Abbildung

1—|—z
a(z) = T

die D auf C* abbildet.

4.3.3 Proposition. Sei f analytisch in C*. Dann gilt |f(z)] < 1, z € CT,
genau dann wenn

Qf(w, z) := ZLZ)_(U’)

zZ—w

ein auf C* positiv definiter Kern ist. Definiert man in diesem Fall

z , zeCt
F(z) = { e -
(f(2) , 2z€C,f(Z) #0

so ist der Kern Qp positiv definit auf C\ (RU{z € C™ : f(Z) = 0}).
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Beweis. Betrachte die Funktion g := (—ia)o f o . Dann gilt f(CT) C D genau
dann wenn g(D) C {w € C: Rew > 0} = —iC™*:

ct——p

al lia

D q> —i(C+

Wir zeigen das sich die entsprechenden Kerne von f und g ineinander transfor-
mieren. Dann bemerke das gilt

ala) —al) =it 4 trb g 1-ab
1—a '1-3 "G-a00-1

Es folgt

1 — flaz)f(aw)
(1= f(az))(1 = flaw))

)

und

insgesamt also
2 2
T 20— fan Y ) o n —Tee)

Daraus folgt das Ly und @ beide gemeinsame positiv definit sind, oder eben
nicht, denn fiir z1,...,2, € D und &,...,&, € C gilt

Ly(w, z) =

n

A = ST Orlas s & &
> Baler 2085 = 32 Qrloz ) 30 gz (T 20— Fa)

5,5=1 3,J=1

Sei G die auf C\ T mittels (4.6) aus g definierte Funktion. Wir zeigen das
G = % o Foa gilt wobei F' wie (4.8) definiert ist. Dazu bemerke das gilt

1
oy =ity I o
Wir erhalten fiir z € C\ D
62) = ~9(3) = ~F (0@ = jo(=) = Fo Foa



Kapitel 5

DeBranges Theorie

5.1 DeBranges Riume ganzer Funktionen

Eine Funktion heiflt ganz, wenn sie auf ganz C definiert und analytisch ist.

5.1.1 Definition. Sei HB die Menge aller ganzen Funktionen E die in CT UR
keine Nullstellen haben und fiir die gilt:

|E(z)| < |E(2)], z€CT.
Die Menge HB heifit die Hermite-Biehler Klasse.

Ist F' eine ganze Funktion, so bezeichnen wir mit F'# die ganze Funktion die
definiert ist als F#(z) := F (%), z € C.

5.1.2 Satz. Sei E € HB und definiere

E(2)E(w)—E¥ (2)E(w)
K(w,2) = { —2mi(=z—w) 27
(B @EBw-Fwem®) , 2=10
Dann ist K ein positiv definiter Kern auf C x C und der von ihm erzeugte
rK-HR besteht aus ganzen Funktionen. Wir bezeichnen diesen Raum mit H(E)

und sprechen von dem von E erzeugten deBranges Raum. Die Abbildung F +—
(E7YF)|c+ ist eine Isometrie von H(E) auf H*(C*) & E—;HQ((CJF).

Beweis. Betrachte die Funktion M(z) := EEZZ)). Diese ist analytisch auf C\
Nst(E), wobei Nst(E) die Menge aller Nullstellen von E bezeichnet. Da E ganz
ist, ist dieses Menge diskret. Weiters sind die Nullstellen von M genau {z € C :

Z € Nst(E)}. Betrachte den Kern

#(z #(w

27(z — W)

Qum, (w,2) =1

Wegen E € HB und Proposition 4.3.3 ist dieser positiv definit auf C*. Setzt
man M wie in (4.8) durch Symmetrie fort

N M(z) , z€C*
© | M#(z)"' , zeC,Z & Nst(M)

79



80 KAPITEL 5. DEBRANGES THEORIE

so ist der Kern Q; positiv definit auf Ct UC™ \ {z € C~ : Z € Nst(M)} =
C*tuUC~ \ Nst(E). Nun gilt

! E#(z)\ 4171 _ [ B(z) 17!
- - =M z Nst(E).
M#(z) {( E(z2) ) } [E#(z)} (2), 2,7 € C\ Nst(E)
also ist M = M |(C+U(C*\Nst(E). Daher ist Qs positiv definit auf

CTUC~ \Nst(F) und, da Qps wegen der Analytizitit von M insbesondere
stetig in den Variablen w und z einzeln ist, folgt mit Proposition 4.2.7, (iv), das
Q@ auf ganz C \ Nst(E) positiv definit ist. Nun gilt

K(w,z) = E(2)Qu(w, 2)E(w), z,we C\Nst(E), (5.1)

also ist nach Proposition 4.2.7, (i), K ein positiv definiter Kern auf C\ Nst(E).

Fiir jedes feste w € C ist die Funktion A, (z) := E(2)E(w) — E¥(z)E(w)
ganz in der Variablen z und hat an der Stelle z = w eine Nullstelle. Daher ist
fiir festes w die Funktion K(w, z), die ja gerade gegeben ist als

i Awl(z —
{Ez(w) ’Z#w

AL 2=

K(w,z) =

ganz in der Variablen z. Beachte hier das E¥(z) = E’(z)¥. Aufgrund der
Symmetrieeigenschaft von K gilt genauso dass fiir jedes feste z € C die Funktion
w — K(w, z) ganz ist. Insbesondere ist also K (w, z) stetig in den Variablen z
und w einzeln, und wir erhalten aus Proposition 4.2.7, (iv), das K auf C positiv
definit ist.

Wir zeigen das K (w, z) lokal beschrinkt ist: Sei wg € C gegeben. Nach dem
Lemma von Schwarz gilt fiir jedes feste w € C

sup |K(w,z)] = —  sup
{z: |z—w|<2} 4T {z:|z—w|=2}

[Aw ()]

Nun ist die Funktion A,,(z) stetig in den beiden Variablen (w, z) gleichzeitig,
also gilt

sup Kwz)l<  sw ( swp [K(w2)]) <

{(w,z): |[w—wo|<1,|z—wo|<1} {w: |[w—wo|<1} Mz |z—w|<L2}

! sup |Aw(z)|) <

< _
s (47 {z:|z—w|=2} h

- {w: lw—wo|<L1}
< Au(2)] <
< — sup w(z 0.
AT {(w,2): [w—wo| <1, z—wo| <3}
Wir sehen insbesondere das K (w,w) lokal beschrénkt ist. Nach Satz 4.2.3 be-
steht Hx aus ganzen Funktionen.

Wegen der Beziehung (5.1) ist laut Proposition 4.2.7, (¢) und (¢i%), die Abbil-
dung F — %‘K& eine Isometrie von cls{K(w,.) : w € C*} C Hg auf HQM‘m'
Da Hy aus ganzen Funktionen besteht ist cls{K(w,.) : w € C*} = Hg und

. #
nach Korollar 4.2.9 ist How,., = H?(Ct)e E-H*(CT). -
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5.1.3 Bemerkung. Wir wollen explizit festhalten, das gilt:
1F2, ) = /700 \%\2 dt, F € H(E).

5.1.4 Korollar. Ist F € H(E), so ist auch F# € H(E). Es gilt

(F#,G*) = (G,F), F,G € H(E).
Beweis. Wie man aus der Definition von K (w, z) sieht gilt

K(w,7) = K(z,w) = K(w, 2),
und damit K (w,.)# = K(,.). Es folgt
(K(w, )*, K, )#) = (K@,.),KW',.)) = K(W,uw) =

=K', w)=(K@',.),K(w,.),
und damit das F' — F7# eine konjugiert-lineare und anti-isometrische Involution
von span{ K (w,.) : w € C} auf sich ist. Diese besitzt eine stetige Fortsetzung zu
einer konjugiert-linearen und anti-isometrischen Involution von H(E) auf sich.

Da alle Punktauswertungen stetig sind, mufl diese Fortsetzung durch F — F7#
gegeben sein.

O

5.1.5 Korollar. Eine ganze Funktion F gehirt genau dann zu H(E), wenn %

und % beide in H2(CT) liegen.

Beweis. Die Abbildung f +— % f(t) ist eine Isometrie von L?(R) auf sich.
Angenommen es ist F' eine ganze Funktion mit der Eigenschaft das
E-'F,E-1F# ¢ H?(C"). Dann ist nach Korollar 3.3.6

(F#(t)) _ F@)
E(t) /] E#(t)

L HX(CH),

und daher
H*(CY).

F() _EF() F() | EFQ)
E(t)  E(t) E#(t) — E()
Es folgt wegen Satz 5.1.2 das F' € H(FE).
Umgekehrt, sei F' € H(FE). Dann ist nach Satz 5.1.2 E~1F € H?(C*). Nach
Korollar 5.1.4 ist auch F# € H(E) und damit auch E~'F# € H?(C").

4

5.1.6 Proposition. Ist F € H(E) und zp € C\R mit F(z) =0, dann ist auch

zZ—20

F(z) € H(E).

zZ— 20

Ist zusitzlich G € H(E) mit G(z9) = 0, dann gilt

(2= 2 g, 22 Z_OG(Z)) —(F,Q).

Z — 20 72—20
Istt € R und F € H(E) mit F(t) =0, so ist auch

MEH(E).

z—1t
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Diese Aussage folgt aus
5.1.7 Lemma.
(i) Ist ¢ € H>°(CT), so ist
¢H?(CT) C H(CT), 95%(CY) C H*(CT).
(ii) Ist f € H?(CY), so ist 2f(2) € H?(CT).

(iii) Ist f € H*(CT) und 29 € C*t mit f(z0) =0, dann gehort die Funktion

o {2t

f'(z0) , z2=2

zu H?(CY). Die gleiche Schlussfolgerung gilt, wenn z9 € R und (z —
20) "1 f(2) in einer Umgebung von zo beschrinkt ist.

Beweis. Die erste Aussage ist klar wegen der Definition von H?(C*) bzw.
der Charakterisierung Korollar 3.2.5. Die zweite Aussage folgt da %
beschrénkt ist, vgl. Lemma 3.3.3.

Sei f € H2(CT) und 29 € CT mit f(z9) = 0 gegeben. Dann ist die Funktion
f analytisch in C*. Wihle 7 > 0 so daB D(zo,7) € C*. Dann ist die Funktion
f auf D(z,r) beschréinkt, z.B. < M. Die Funktion

2?4+ (y +1)?
(@ —20)* + (y — yo)?

wobei zg = xg + iyo, ist auf R? \ {(zo,y0)} stetig und strebt fiir (z,y) — oo
gegen 1. Also ist sie auf R?\ D(z, ) beschrinkt, z.B. < Ms. Sei y > 0 gegeben,

dann gilt
e P -
T4y — 20

flx4iy) |2 flx+1iy) |2
= ‘ ‘ dz + ‘ ‘ dz
{z:(z,y)€D(20,m)} ¥ +1iy — 20 {z:(z,9)¢D(z0,7)} L +1iy — 20

Das erste Integral schiitzen wir ab mit 2rM?, das zweite Integral durch

/ | SE ) 2,
{z:(z,y)¢D (20,7} T T — 20

lflz+iy)l? 2+ @y+1)?
= 2 2 2 5 do <
(@) @D(z0.r)} T2+ (¥ +1)% (= 20)® + (y — yo)
2 2
SMz/ et g, < M/ |fw+’y| da
{z:(2.) gD (z0,r)} T2 T 22+ (y+1)? 22+ (y+1)2

Insgesamt folgt

0o . 2
/ |f3:—|—zy ‘ dz <2rM1+M2sup/ Mdm<oo
T+ iy — 20 y>0 2+ (y+1)2
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und wir sehen das f € H? (CT). Im Fall das 2¢p € R verwendet man die gleiche

Abschétzung.
1l

Beweis. (von Proposition 5.1.6) Sei F € H und zp € CT mit F(zo) = 0 gegeben.
Dann ist E~1(2)F(2) € H?*(C') und wegen Lemma 5.1.7, (i), daher (2 —
20)E71(2)F(2) € H?(CT). Wegen Lemma 5.1.7, (iii), folgt

z—7% F(z)

2
pa—TE € H*(CH).

Es gilt auch E~1(2)F#(z) € H*(C™), und wegen Lemma 5.1.7, (i),

_ ) #  z— 29 F7(2)
B (P @) = gy e B,

Der Fall das zgp € C~ liegt wird genauso behandelt. Die Isometriebedingung
folgt wegen Bemerkung 5.1.3.

Ist t € R, so beachte man das fir F' € H(E) mit F(t) = 0 die Funktion
E~'F analytisch in einer offenen Umgebung von Ct U R und bei t eine
Nullstelle hat. Daher ist die in diesem Fall notige Voraussetzung in Lemma
5.1.7, (idi), erfiillt.

U

5.1.8 Korollar. Sei w € C\ R und seien F,G € H(E), F(w) = G(w) = 0.
Dann gilt

(7, 28 = (78 ae).
Beweis. Es ist 1 1 .
i—w w—w( —w -1
Also folgt
sowie
(F(2), ZG_(Z%) = —_[(F(:), 2226(2) - (F(2). G(=))]
Setzt man F(z) := =W F(z), so ist das erste innere Produkt auf der rechten

Seite der ersten Relation gleich (F(z), G(z)) und das erste innere Produkt auf
der rechten Seite der zweiten Relation gleich

(Z — gﬁ'(z), - wG(z)) .

Z—W Z—w

Die Behauptung folgt nun aus Proposition 5.1.6.
U

Wir erhalten eine axiomatische Charakterisierung von deBranges Réumen.

5.1.9 Satz. Sei £ € HB und sei H = H(E) der von E erzeugte deBranges
Raum. Dann gilt
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(dB1) H ist ein rK-HR auf C dessen Elemente ganze Funktionen sind.

dB2) Ist F € H, dann ist auch F#* € H und es gilt
g

(F#,G*) = (G,F), F,G€H.

(dB3) Ist F € H und zo € C\ R mit F(z) =0, dann ist auch

zZ—20

F(z)eH.

zZ— 20

Ist zusitzlich G € H mit G(z0) = 0, dann gilt

(256,22 260) - (R6).

Weiters gilt
(Z) Istt e R und F € H mit F(t) =0, so ist auch
F(z)

z—1

ceH.

Hat umgekehrt ein Hilbertraum H die Figenschaften (dB1)-(dB3) und (Z), so
existiert eine Funktion E € HB sodafl H = H(E).

Beweis. Sei H = H(FE). Dann ist H nach Satz 5.1.2 ein rK-HR dessen Elemente
ganze Funktionen sind. Die Giiltigkeit von (dB2) haben wir in Korollar 5.1.4
bewiesen, die von (dB3) und (Z) in Proposition 5.1.6.

Sei also ein Hilbertraum H gegeben, der die Eigenschaften (dB1)-(dB3) und
(Z) hat. Bezeichne mit K (w, z) seinen reproduzierenden Kern.

Zunéchst bemerke das gilt

(F, K (w,.)#) = (K(w,.), F#) = F(w), FeH.

Also folgt K (w,.)* = K(,.), d.h. K(w,%) = K(z,w).

Wegen der Eigenschaft (dB3) existiert zu jedem Punkt wy € CT eine Funk-
tion F' € H mit F(wy) # 0. Also ist K(wo,.) # 0 und daher K (wg,wp) > 0.
Wihle wg € C* und definiere

™

E(Z) = \/m (’U}_O — Z)K(’U}O, Z) 5

sowie M
~ E(z)E - F E(w
F.2) o EOET] — E* () E(m)
27(z — W)
Eine Rechnung zeigt das
K(w,z) = : [|w0|2—ﬁ(wo+w_o)+zw(K(w 2) K (wo, w)—
’ 2K (wg, wp) Im wy z—W 0 O

— K (wy, z) K (g, w)) — wo K (wo, 2) K (wo, w) + WK (Wo, z) K (wo, w)} .
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Sei F' € H und w € C* mit F(w) = 0. Dann gilt
2i K (wo, wo ) Im wo (F, K (w, )) =

_ (F(Z% |wo |* — w(wo iw_o) + 2@ (K (wo, =) K {wo,w) — K (w5, =) K (w5, 0) w))) _

zZ—w

—wo K (wo, w) F(wo) + wo K (Wy, w) F(wp) -
Das innere Produkt ist wegen Korollar 5.1.8 gleich

_ (|w0|2 — w(wy +Wy) + zw
Z—w

F(z), K(wp, 2)K (wp, w) — K (wo, z) K (wo, w)) =

_ lwo|? — w(wo + Wy) + wow
Wy — W

F(wo)K (wg, w)—

3 lwo|? — w(wo + Wo) + Wow
wy —w
und wir sehen das (F, I~(~(w, J)) = 0. Da {F € H(E) : Flw) = 0} =
span{K (w, .)}* ist, folgt K(w,.) = c(w)K (w,.).
Es gilt

F(wg) K (W, w) ,

c(w)K (w,wp) = K(w,wp) = K(wp,w) = mK(w, wp) ,

also hingt ¢(w) nicht von w ab. Vergleicht man K (wo, wo) und K (wo, wg), so

erhélt man c(w) = 1. Es gilt also K (w, z) = K (w, 2) fiir (w, z) € CT x C. Wegen
der Symmetrie von K bzw. K folgt K (w, z) = K (w, z) fiir (w, z) € Cx C* und
wegen dem Identitéitssatz daher fiir (w,z) € C x C.

Die Tatsache das K ein positiv definiter Kern insbesondere auf C* ist
impliziert wegen Proposition 4.3.3 das |[E~(2)E#(2)| < 1, z € C*. Wegen dem
Axiom (Z) und Bemerkung 5.1.3 kann E keine reellen Nullstellen haben. Also
haben wir £ € HB.

O

5.2 Struktur der Klasse 'HB

kK ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ook ook sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok

5.3 Der Multiplikationsoperator in H(FE)

5.3.1 Definition. Sei H ein dB-Raum. Wir bezeichnen mit S den Multiplika-
tionsoperator auf H
(SF)(z) = 2F(2),

dom S :={F e€H:zF(z) € H}.

5.3.2 Satz. Sei H ein dB-Raum. Dann ist der Multiplikationsoperator S ein
abgeschlossener symmetrischer Operator mit r(S) = C. Genauer gilt

ran(S —w) ={G e H: Gw) =0},w € C,
ran(S — w)® = span{K (w,.)},w € C,

insbesondere ist dimran(S — w) =1, w € C.
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Beweis. Da H ein rK-HR ist, ist .S abgeschlossen, denn ist F;, — F und SF,, —
G, so folgt das fiir jedes feste w € C gilt F,(w) — F(w), wF,(w) — G(w), also
G = zF. Daher ist F' € dom S und SF = G.

Um zu sehen das S symmetrisch ist, schreibe H = H(E). Ist F,G € dom S,
so gilt

_ [ F0GC@), [ GF0)E0,
(F,SG)—ZO BOE dt—é EOP dt =
= (SF,G).

Ist w € C, so gilt (S —w)F(z) =2F(z) —wF(z) = (z — w)F(z). Wir sehen das
S — w injektiv ist und das ran(S —w) C {G € H : G(w) = 0}. Ist umgekehrt
G € H, G(w) = 0, so ist nach Proposition 5.1.6 auch

F(z):= .
(2) po— ceH
Offenbar gilt (S—w)F = G.Da G L K(w,.) genau dann gilt, wenn G(w) = 0 ist,
folgt ran(S — w) = span{ K (w,.)}*. Insbesondere ist ran(S — w) abgeschlossen.

Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist (S —w)~! : ran(S — w) — H
beschrénkt, d.h. w € r(S5).

O

Von Interesse ist das Studium der verallgemeinerten Resolventen von S, das
sind die Resolventen (7' — w)~! von Erweiterungen von S. Insbesondere jene
von selbstadjungierten Erweiterungen.

5.3.3 Definition. Sei H ein dB-Raum. Eine ganze Funktion C heif}t assoziert zu
H, wenn C(z) = F(z)+2G(z) fir gewisse F, G € H. Die Menge aller assozierten
Funktionen bezeichnen wir mit

AssocH =H+ zH.

Offenbar ist Assoc H ein linearer Raum der H enthilt und beziiglich F s F7#
abgeschlossen ist.

5.3.4 Lemma. Sei H = H(E) ein dB-Raum. Es sind dquivalent:
(i) C € Assoc'H
(i)
C(z) C*(2)
E(z)" E(2)

€ H*(CH).

(#9i) Fiir alle D € AssocH, w € C, gilt

C(2)D(w) — D(z)C(w)

Z—w

eH. (5.2)

(iv) Es existiert D € Assoc’H, w € C, mit D(w) # 0 sodaf8 (5.2) gilt.
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Beweis. Wie wir im Beweis von Lemma, 3.3.3 gesehen haben, ist die Abbildung

f(2) — f(2)(2+1) eine Bijektion von H?(C*) auf H?(CT). Ist also C' € AssocH,

dann ist C = F + 2G = (F —iG) + (2 + )G mit gewissen F, G € H. Es folgt
¢ _F-iG
E E

Genauso erhdlt man
Cc#*  F# —iG*
E E
Also gilt (z) = (7).
Wir zeigen (i) = (iii). Sei D € AssocH und w € C gegeben. Dann ist
C(Z)D(w%zz[))(z)c(w) nach der bereits bewiesenen Implikation (i) = (i7) ein Ele-
ment von H?(C*). Mit Lemma 5.1.7, (i4i), folgt das

C(z)D(w) — D(z)C(w)
(z —w)E(2)

+(z+ i)% € H3(CH).

LG

€ H*(CT).

Genauso erhélt man

C#(2)D(w) — D#(2)C(w)
(z —w)E(2)

€ H*(CY).

Die Implikation (7i7) = (iv) ist trivial. Wir zeigen (iv) = (7). Setze

C(2)D(w) — D(2)C(w)

po— =H(z)eH.
Dann ist (z — w)H (z) € Assoc’H und daher auch
1
C(z) = D) (C(w)D(z) + (2 — w)H(z)) € AssocH .

5.3.5 Korollar. Fs gilt E € (AssocH) \ 'H.

Beweis. Wegen (ii) des obigen Lemmas ist £ € Assoc’H. Wegen 1 ¢ H?(C™)
ist E'H.
U

5.3.6 Korollar. Sei H ein Hilbertraum der den Aziomen (dB1)—(dB3) geniigt.
Dann gilt (Z) genau dann, wenn

(Z') Fiir jedes t € R ezistiert F € H mit F(t) #0.

Beweis. Hilt (Z), so klarerweise auch (Z'). Es gelte umgekehrt (Z’). Sei t € R
und F € H mit F(t) = 0 gegeben. Wihle G € H, G(t) # 0, dann gilt

F(z) _ F(x)G() - GR)F(1)
z—1 z—1

G(t) €EH.
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5.3.7 Satz. Sei H ein dB-Raum. Ist D € AssocH, D # 0 so ezistiert eine
Lineare Relation Tp C H x H mit S C Tp,p(Tp) = {w € C: D(w) # 0}, und

F(z) - piyF(w)

zZ—w

(Tp —w) 'F(z) = ,w e p(Tp) .
Dabei gilt Tp, = Tp, genau dann, wenn D1 und Do linear abhdinigig sind. Ist
umgekehrt T C H x'H eine lineare Relation mit S C T und p(T') # 0, so existiert
D e Assoc’H, D+0, sodafi T = Tp.

Es gilt Tp(0) # {0} genau dann, wenn D € H. In diesem Fall ist Tp(0) =
span{D}.

Beweis. Sei D € AssocH,D # 0. Dann ist fiir jedes ¢ € C mit D(w) # 0 die
Abbildung

F(2) = 1 F(w)

Z—w

R(w) : F —

eine lineare Abbildung von H in sich. Da punktauswerten stetig ist, ist ihr graph
abgeschlossen. Also ist R(w) beschrinkt.
Wir zeigen das R(w) der Resolventengleichung geniigt. Seien w,w, € C,
w # wo, soda D(w), D(wg) # 0, und sei G € H. Es gilt
G(z) — P&
(1 + (w — wo)R(w)) G(z)=G(z)+ (w—w:0) () = Dy &) -
N———— zZ—w
=—(z—w)+(z—wop)

= 6() - (0) - D(z) ) R (B D(z) Glw)) =

D(w) z—w D(w)
2t s P (1)

Ist nun G = R(wp)F, so erhilt man

2) = PG prw
(1+ (0 — o) RO R(an) F(z) = 220 2 TZ“OF( 0

w) — B F(wg) 4 — ) — PG Pl
e = T i)

Also existiert eine lineare Relation Tp C H x H mit p(Tp) 2 {w € C: D(w) #
0} und R(w) = (Tp")~ .
Ist F' € ran(S — w), d.h. F(w) =0, so gilt

Fz)

zZ—w

R(w)F(z) = = (S —w) tF(2).

Also ist /Tp —w)™! 2 (S —w)~! und daher Tp D S. Sei nun wy € C mit
D(wp) = 0. Fiir jedes feste F € H und z € C ist die Funktion (Tp —w) 1 F(2)
analytisch fiir w € p(Tp). Wiahle F sodal F(wg) # 0, und z # woD(z) # 0,
dann hat

F(2) By F(w)

zZ—w

(Tp —w)~'F(z) =
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einen Pol an der Stelle wy. Also ist wo & p(Tp).

Sind Dy, Dy € Assoc’H, Dy = AD1, so ist klarerweise Tp, = Tp, da von D
und Ds die gleichen Resolventen erzeugt werden. Sei umgekehrt Tp, = Tp,.
Fiir e € C mit F(w) # 0 gilt

Dl(Z) 1 1
=|F(z)—(z—w)(Tp, — F —_—
D = [ = (e = )T, — ) PG s
und genauso fiir LD)j((Z)) Also folgt
Dl(z) D1w
= ,z,we C,
Da(z)  Da(w)

also Dy und Dy linear abhéngig.
Sei nun T 2 S, p(T') # 0. Wihle wo € p(T') und F € H mit F(wg) # 0, und

definiere
1

F(’LU())
Dann ist D € AssocH, D(wg) = 1 und es gilt fiir alle G € H

D(z) :=

F(2) = (z —wo)(T —wo) ' F(2)]| .
| )

G(’wo) G(’wo
F(wo) (Z)) +F(w0)

Eran(S—wq)

(T =w0) " G(z) = (T—wo) ™" (G(2) - (T —wo) ' F(z) =

G(2) = FE3F(2)  G(wy F(z) — D(2)F(wo)
z — Wy F(wo) z — Wy -

_ G(2) = D(2)G(wo)

B Z — Wy
Wegen D(wg) = 1 ist das gerade (Tp —wq) " 1G(z). Wir sehen das (T —wp) ™! =
(Tp —wo)~! und daher T' = Tp.

Wir kommen zum Beweis der letzten Aussage. Sei D € H, dann gilt fiir

e € p(Tp) offenbar (Tp — w)~1D(z) = 0, also ist D € Tp(0). Ist umgekehrt
Tp(0) # {0}, F € Tp(0), so wihle e € p(Tp) mit F(w) # 0. Wegen (ITp —
w) "L F(2) = 0 erhilt man

F(z) = %D@),

also ist F' € span{D} und D € H.

5.3.8 Definition. Sei F € HB. Fiir ¢ € R setze

1 . .
— |t _ o lop#
Se(z) - 5 (e E(z) —e™™E (z)) .
Offenbar gilt S, # = S,.
5.3.9 Lemma. Sei E € HB und sei E # E7.

(i) Sy € AssocH, ¢ € R.
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(i7) S, und Sy sind linear abhdingig genav dann, wenn ¢ = ¢ und .

(13i) Es gibt hochstens ein ¢ € [0,7m) mit S, € H.

(iv) Fir jedes ¢ € R lift sich der reproduzierende Kern K wvon H schreiben
" S5 (2)Sp() = 5,5 (2)Spu5 ()

(z — W)

K(w,z) =

Beweis. Die erste Aussage folgt da E' € AssocH.

Sei ¢ = ¢ mod 7, dann gilt entweder ¢’¥ = e, e = ¢~ und daher
S, = Sy oder es gibt €' = —e'¥, 7% = —e~ und daher S, = —Sps;. Sei
umgekehrt angenommen ds S, = ASy. Da E und E# linear unabhiingig sind,
folgt €'? = Xe™¥, e¥ = A\e'¥, und daher

e et oo
0 = det <ei9" e_i‘/’) = 2i sin(¢ — ¥).
Also ist ¢ — m € Zm. Wir sehen das (i4) gilt.

Zum Beweis (ii7) sei angenommen das ¢, € [0, 7) mit S,, Sy € H.
Wire ¢ # 1, so wire das Gleichungssystem

o E(z) \ _ [—27S,(2)
eWemi | \E¥(2)) — \—2mSy(2)
nach E, E# auflssbar und daher E, E# € H. Ein Widerspruch.
Die Formel (iv) folgt durch nachrechnen: Es ist

(ei(“""’%)E(z) — e_i(“’+%)E#(z)) . (ei“’E(E) _ e EH (m)) _
—(e“"E(z) _ e*@E#(z)) . (ei(go)Jr%)E(m) _ e—z‘(soJr%)E#(w)) —

_ —QZ(E(Z)E#(E) — E#(Z)E(m)) )

also folgt
S+ B()5,(0) = 8,(2)5, + 5(0) _ BEHm) ~ B#Em@) _ 0
(z — W) (—zi)m(z — W) T
U
Setze 4 "
A;:—Szzﬁ,BI:SOZZ.E_E B
2 2 2
dann gilt also insbesondere £ = A —iB und
B(2)A(w) — A(z)B(w
K - BEAm) = A BT 653
w(z — W)
Weiters ist
1 1

S, =——(eYE —e WE#) = ——
b =gl € )= "on

(el“’(A —iB) —e (A + zB)) =

= —sinpA 4 cos B
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5.3.10 Lemma. Seien u,v € C und D = uA + vB. Dann sind dquivalent
(1) wveR
(ii) Es gibt ¢ € R und A € C sodaff D = \Sp.

Beweis. Sei angenommen D = uA + vB mit uv € R. Definiere A € C durch
A2 == [u]® 4 |v]?, argAu + 7. Dann sind z := ¥, y := % zwei Zahlen z,y
mit |z|? + |y|> = 1. Wegen der Wahl von arg\ ist z € R. Wegen uv € R, ist
arg u—arg v € Zm, also ist auch y € R. Daher gibt es ¢ € Rmit x = —sinp, y =
cos. Da x < 0 kann ¢ € [0, 7) gewéhlt werden. Wir erhalten u = A(— sin¢),
v = Acos p und daher D = A\Sp.
Ist umgekehrt D = ASyp, so folgt u = A(—siny), v = Acosp und daher
ut = |A\|?(—singpcosp) € R.
U

5.3.11 Satz. Sei H = H(E) ein dB-Raum, H # {0}, und sei D € Assoc'H, D #
0. Dann ist Tp selbstadjungiert genau dann, wenn es ¢ € [0,m), A € C\ {0}
gibt mit D = \S.

Beweis. Sei T eine lineare Relation in H mit 77 C S und p(T) # 0. Da H =
cls{K((a,2) : a € C}, ist T selbstadjungiert genau dann, wenn

(T —w)" K (a, 2), K (b, z)) - (K(a, ), (T — @) 1K (b, z)) —0, (54)

fiir alle a,b, € C und w € p(7T).
Sei T'=Tp und sei angenommen das 1" selbstadjungiert ist. Es gilt

a.b) — PO g
(T_w)_lK(a,Z),K(b,z)) = K(a,b) bf(::)K( ) )7

K(b,a) — 29 K (b, w)
( )

a—w

((T —E)—lK(b,z),K(a,z)) -

K(a,b) — 55 K (W, b)

a—w

Die Beziehung (5.4), multipliziert mit (b —w)(@ — w)D(w)D# (w) zeigt mit
Hilfe von (5.3)

0= n(@ — w)D(w)D¥ (w)K (a,b) — (@ — w) D* (w) D(B) K (a, w)—
(b~ w)D(w)D* (w)K (a, b) + (b — w) D(w)D(a) K (w, ) =
— ~D(w)D* (w)(BH)A@) — A(B)B(@)) + D*(w)D() - (@ - w)K (a, w)+
+(/w)D(@) (B Aw) — A®)B(w))
Wihlt man w € C\ R fest, und setzt a = w, so ist w € p(T) und daher

D(w), D#(w)o # 0 sowie @ — w # 0 und K (w,w) = ||K(w,.)||> # 0. Die obige
Identitét zeigt also D(b) = uA(b) + vB(b) mit gewissen u,v € C.
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Sei nun D(z) = uA(z) + vB(z) mit u,v € C. Dann gilt
D(z) - D*(y) = (uA(:v) + vB(x)) (ﬂA(y) + ﬁB(y)) =

= |u* A(x)A(y) + [v]* B(x)B(y) + uA(2)B(y) + wB(x)A(y) .

Die linke Seite von (5.4), multipliziert mit 7(b—w)(@—w)D(w)D# (w), schreibt
sich also weiter als

_(|u|2A/w)A(w) + |02 B(w) B(w) + wtA(w)B(w) + ﬂvB(w)A(w))

(B®)A@) - AB)B@)) + (Bw)A@) - A(w)B(@))-
(P A®)A(w) + [v BE) B(w) + usA®b) B(w) + aoB(b)A(w) )+

+(|u|2A(w)A(a) + [v]2B(w) B(@) + uTA(w) B(@) + UvB(w)A(a))-

= (uv — wv)m(w — b)K (b, w)m(w — @) K (a,w)

Die linke Seite von (5.4) ist also genau dann identisch Null, wenn o — v = 0,
d.h. wenn uv € R. Dieser ist dquivalent dazu, dafl D = AS, mit gewissen A, ¢.

U

5.3.12 Korollar. FEs gilt

dim(dom S)* =0 oder 1.

Der zweite Fall tritt genau dann ein, wenn es ein ¢ € [0,7) gibt mit S, € H.
Dann ist (dom S)* = span{S,}.

Beweis. Ist S, € H fiir ein ¢ € [0,7), so ist T, (0) # {0}. Wir erhalten
(dom S)* D (domTs, )" = T'(0) # {0},

und damit dim(dom S)+ > 0.

Sei umgekehrt dim(dom S)t > 0. Setze T := S @ ({0} x (dom S)*),
dann ist T eine selbstadjungierte Erweiterung von S und daher ist auch
p(T) # 0. Sei ¢ € [0,7) sodaf8 T = Ts,. Wegen T'(0) # {0} ist S, € H
und es gilt 7(0) = span{S,}. Nach der Definition von 7T erhalten wir
(dom S)* = span{S,}, insbesondere ist dim(dom S)*+ = 1.

U
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5.3.13 Korollar. Sei H # {0} ein dB-Raum und seien E1,E; € HB sodafl
H= H(El) = H(Eg) Schreibe Ej = Aj — iBj,j = 1, 2, mat

_ BB E-Ef
J 2 » ] 2 .
Dann existiert U € R?*2, detU = 1, sodaf
(A2, Bs) = U(A1, By). (5.5)

Ist umgekehrt E € HB und U € R?*2, det U = 1, gegeben, so gilt fiir By definiert
durch (A1, B1) = U(A, B) das H(E1) = H(E).

Beweis. Sei H = H(E1) = H(E2). Dann ist T4, sowie T, eine selbstadjungierte
Erweiterung von S in H. Also existiert ¢, € [0,7) und A, u € C\ {0} mit

Ay = )\S’j, = A—sinpA; + cos pBy)

By = uSi = pu(—sin Ay + cosBy)

Da A;-&’E = Aj,BJ# = Bj und A\, pn € R gelten, d.h. wir haben die Darstellung
(5.5) mit einem U € R?*2. Da H # {0} gilt ¢ # 1 und daher det U # 0.

Wir zeigen nun: Sind E7, Es iiber (5.5) verbunden mit U € R?*2 det U # 0,
dann gilt F' € H(F;) genau dann, wenn F' € H(E2). Dabei ist zusétzlich stets
I[Fln(E:) = [|F|l#(E,) genau dann, wenn det U = 1.

Dazu bemerke das sich die Formel (5.3) fiir K (w, z) umschreiben 148t als

K= 2 (5ier) 7 (55)

0—-1
().
Sind F; und Es iiber (5.5) verbunden so folgt also

)= (3) o (3

mit der Matrix

Nun rechnet man aus das
U*JU =detU - J,

also gilt Ko(w,z) = detUK;(w, z). Die identische Abbildung id : F +— F
bildet also span{Ks(w,z) : w € C} auf span{K;(w,z) : w € C} ab und
es gilt dabei ||F||§_((E2) = (detU?||F||*H(E). Also besitzt sie eine ste-
tige Fortsetzung zu einer Abbildung von H(E:) auf H(E;) die ebenfalls
||F||§{(E2) = (det U)?||F |3 () erfilllt. Da punktauswerten stetig ist, ist diese
Fortsetzung gleich id.

0
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5.3.14 Satz. Sei H = H(E) # {0} ein dB-Raum und sei ¢ € [0,7) mit S, € H
gegeben. Dann gilt

o(Ts,) ={A€R:S,(\) =0},ran(Ts,) — A) abgeschlossen ,\ € C,
ker(Ts,) — A) = span{K(X,-)}, A € 0(Ts,)

Ts,= > )\(-,K()\,-)) [Ig((ij)\))

)\GU(quj)

Beweis. Da r(S) = C und codimran(S —w) = 1,w € C, ist das Spektrum einer
selbstadjungierten Erweiterung von S diskret und besteht aus Eigenwerten. Wir
haben schon gesehen das o(Ts,) = {A € C: S,(\) = 0}. Da T, selbstadjun-
giert ist, ist 0(Ts,) € R und daher hat S, keine nichtreellen Nullstellen.

Es gilt
ker(Ts,) — A) = ran(Ts, )" C ran(S — A\)* = span{K (), -)}.
Ist X € 0(Ts,), so folgt also ker(Ts,) — A) = span{K (A, -)}. Die letzte Formel

ist der Spektralsatz.
0

5.3.15 Korollar.

(i) Unter den Voraussetzungen von Satz 5.3.14 gilt

s _ O
WFli= Y e
A:S,(A)=0

(ii) SeiT 2 S, p(T) # 0, dann ist fiir jedes w € p(T) die Resolvente (T —w)~!
kompakt.

Beweis. Nach dem Spektralsatz bilden die Eigenvektoren von T’s, ein vollsténdi-
ges Orthogonalsystem. Die erste Behauptung folgt dann

) 2
Fiz = Y \(R%)!z— > Ry

Aeo(Ts,) A:Sp(A)=0

Wir kommen zur zweiten Behauptung. Wéhle S, ¢ H und w €
p(S,) N p(Sy) N p(T) N R. Dann ist (Ts, — w)~' ein selbstjungierter be-
schriankter Operator und U((Tsw - w)_l) = (0(Ts,) — w)~* ist diskret und
hiuft sich nur bei Null. Also ist (Ts, — w)~! kompakt. Da (T — w)~! eine
eindimensionale Stérung von (Ts, — w)~! ist, ist auch (T — w)~! kompakt.
Wegen der Resolventengleichung sind alle Resolventen (T — w')™', w' € p(T),

kompakt.
U
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5.4 TeilrAume von dB-Riumen

5.4.1 Definition. Sei ‘H ein dB-Raum. Ein abgeschlossener linearer Teilraum
L von H heif3t dB-Teilraum von H, wenn er mit dem von H vererbten inneren
Produkt selbst wieder ein dB-Raum ist.

5.4.2 Lemma. Sei L ein abgeschlossener linearer Teilraum von H. Dann ist L
ein dB-Teilraum genau dann, wenn

(i) Ist F € L, so folgt F# € L.
(i4) Ist F € L,w e C\R,F(w) =0, so folgt Z=2F(z) € L.
(131) Fiir jedes t € R ezistiert F' € L mit F(t) # 0.

Beweis. Die Bedingungen fiir die inneren Produkte folgen, denn sie gelten
sogar fiir H.
U

Ein Satz der als Hauptsatz der Theorie der dB-Raum gesehen kann ist der
folgende. Wir kénnen seinen Beweis hier nicht geben.

5.4.3 Satz (Ordering Theorem). (ohne Beweis)
Sei H ein dB-Raum und seien Ly, Lo dB-Teilrdume von H. Dann gilt

El g EQ oder EQ g El.
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