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Kapitel 1

Harmonische Funktionen

1.1 Das Poisson Integral

DEI.1
1.1.1 Definition. Der Poisson Kern P,.(t), 0 <r < 1, t € R, ist definiert als
P.(t) := Z rlnleint
Ist 0 <r<1,t60€R, so schreibt sich der Poisson Kern als (z = re’?)
P.(0—t)= Z rinlem(0=1) — 1 4 2 Re Z(ze_“)" =
n=—oo n=1
et 4 2 1—|z|? 1—r2
= Re - = - = .
et —z et —z]2  1—2rcos(d —t)+r?
Fasst man den Poisson Kern P,.(f —t) als Funktion in z = re®, 2| < 1, £ = €%,
|€] = 1, auf, so schreibt man P(z,&).
LEI.2

1.1.2 Lemma. Der Poisson Kern hat die Figenschaften
(i) P.(t)>0

(i) & 7. Pt dt =1

(1i1) Fir jedes offene Intervall T um 0 gilt

lim sup Pq(t)=0.

r—1 te[—m,m]\I
Weiters gilt P,(t) = P.(=t), P.(t) < P.(t') fir 0 <t’' <t <m.
Beweis.
(1) klar, da gliedweise integriert werden darf,

(79) und “weiters“ folgt aus Umrechnung.
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2 KAPITEL 1. HARMONISCHE FUNKTIONEN

1.1.8 Bemerkung. Funktionen mit den Eigenschaften (i) — (#44) nennt man
manchmal “approximative identities“, denn die Mafle %PT (t) dt approximieren
die é-Distribution bei 0.

Im folgenden sei D der offene Einheitskreis, D(a,r) der offene Kreis um a
mit Radius r, T die Einheitskreislinie, und A das normierte Lebesque-Maf auf
T.

1.1.4 Definition. Sei p ein komplexes (endliches) Borel-Mafl auf T. Dann ist
das Poisson Integral P[du] definiert als

Pldul(2)i= [ Ple.€)duz € D.
T

Ist insbesondere p absolut stetig (beziiglich \), du = fd, f € L'()\) so schreiben
wir P[f] fir P[fd\]. D.h. P[du] ist Faltung von Poisson-Kern mit pu.

1.1.5 Lemma. Ist u reell, so ist P[du] der Realteil der in D analytischen Funk-
tion

deu,zeﬂ).

(—=z
T
Fiir beliebiges p ist P[du] harmonisch.
Beweis. Klar.

g

1.1.6 Satz. Sei u stetig auf D und harmonisch in D, dann ist u das Poisson
Integral seiner Randwerte,

u(z) = Plu(e™)],z€D.

Ist umgekehrt f € C(T), so ist die Funktion

- f(Z) s |Z|:1
F“”{Pmu>,|a<1

stetig auf D und harmonisch in D. Ist u stetig in D und sogar analytisch in D,
dann gilt (Poisson-Jensen Formel)

1 it )
u(z) = Py / % Reu(e™)dt +iC'.
Beweis.

) Sei f € C(T) gegeben und betrachte F. Wegen der Eigenschaft (iz) von P,
gilt (g € C(T))

T

/ P.(0 —t)g(z) dt|

—T

[Plol(2)] < sup lg(E)l,

|1
T

REa
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also ist
sup [F'(2)| = sup [ f(§)]-
5 T

0

Fiir trigonometrische Polynome g(e?) = 27]:[:7 ~ Cne™? st
N
Plire?) = 3 curlle,
n=—N

denn Faltung entspricht Multiplikation der Fourier-Koeffizienten. Offensichtlich
gilt die Behauptung fiir trigonometrische Polynome g.

Da f € C(T) gibt es eine Folge g,, trigonometrischer Polynome (némlich die
Cesaro Mittel), so dafl

supr |£(€) — gn(Q)| = O-
= supp|F(2) = Ga(Q)] = 0,

da alle G,, stetig = F stetig.

-) Sei u stetig in D und harmonisch in D gegeben, und sei Uy (z) := Plu(ei’)](z)
oBdA sei u reell. Nach dem ersten Teil ist u; stetig in D, uq(e) = u(e).
Betrachte h = u — u;: Angenommen h(zg) > 0 fiir ein zg € D. Sei 0 < € < h(2)
und g(2) := h(z) + €|z|>- = g stetig auf D, g(e’) =€, g(z0) > h(z0) > €. Also
hat g in D ein Maximum. Dort ist gz < 0,gyy < 0, WS!, denn Ag = 4e. Es
folgt h(z) < 0 und in analoger Weise folgt jetzt 4(z) = 0.

Reu(z) ist harmonisch in D, hat also nach dem bereits bewiesenen die Dar-
stellung Reu(z) = P[Reu(e?)](z). Nach Lemma 1.1.5 ist also Reu(z) der Re-
alteil der analytischen Funktion

1 [ etz
2 ) et —z

Reu(e)dt .

Der Realteil bestimmt aber eine analytische Funktion eindeutig bis auf eine
imaginédre Konstante.

. REDb
1.1.7 Bemerkung. Der Poisson Kern fiir die Kreisscheibe D(a, R) ist
R? — 172
R2 —2Rrcos(f —t) + 12’
d.h. fiir harmonische Funktionen u in D(a, R), stetig auf D(a, R) gilt
; 1 i R? — 12 ;
0 it
=— Re™)dt .
w(a+re”) 27T/R2—2chos(9—t)+r2u(a+ e
o THI.6

1.1.8 Satz. (i) Sei u stetig auf einer offenen Menge Q. Dann ist u harmo-
nisch <= wu hat die Mittelwerteigenschaft, d.h. ¥ D(a,r) C Q gilt

™

1

u(a) = o /u(aJrre“)dt.

—T
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(1) Sei (uy) eine Folge harmonischer Funktionen in einem Gebiet Q. Konver-
giert u, — u gleichmdfig auf kompakten Mengen, so ist u harmonisch.
Ist uy < us < ug < ..., dann konvergiert u, gleichmdfsig auf kompakten
Mengen gegen eine gewisse Funktion u, oder u,(z) — coVz.

Beweis.

ad (i): Ist u harmonisch, so hat u wegen der Poisson’schen Integralformel die
Mittelwerteigenschaft. Habe also u die Mittelwerteigenschaft: oBdA sei u re-
ell. Betrachte eine Kreisscheibe D(a, R) <. Das Poisson Integral definiert auf
D(a, R) eine stetige harmonische Funktion w; mit w; = w am Rand. Sei
h(z) = u(z) — u1(2). Angenommen h(zy) > 0 fiir ein zg € D(a, R), dann ist
m = sup{h(z)|z € D(a,R)} > 0. Sei E = {z € D(a,R)|h(z) = m}, dann ist
E C D(a,R), und kompakt. Sei zg € F und |29 — a| maximal, dann ist fiir
hinreichend kleine 7 der Kreis D(zg,r) C D(a, R), daher gilt die Mittelwertei-
genschaft. Es ist aber mehr als die Hiilfte der Kreislinie 0D(zg, r) nicht in F, und
dort ist der Integrand echt kleiner als m. Ein WS!, also ist h(z) < 0 in D(a, R).
Das analoge Argument zeigt h(z) =0, d.h. « = uq, also ist u harmonisch.

ad(it): Konvergiert u, — u gleichméiBig auf kompakten Mengen, so gilt die
Mittelwerteigenschaft fiir u, also ist v harmonisch.

Sei u; < wug <....oBdA sei u; > 0. Sei u = supu, und A = {z € Qu(z) <
oo}, B = Q\ A. Sei D(a,R) C €, dann schreibt sich jedes u, in D(a, R) ab
Poisson Integral. Der Poisson Kern erfiillt die Abschétzung (0 C r < R)

R—r< R% — 2 <R+r

R+r ~ R?—2Rrcos(@—t)+r2 ~ R—r’
Es folgt

R (@) < un(a+re®) < B0 (),

R+ r R—r
also ist u entweder auf ganz D(a, R) endlich oder auf ganz D(a, R) unendlich.
Da € zusammenhingend ist folgt u,(z) — ocoVz € Q oder u(z) < coVz € Q.
Wegen dem “Monotone convergence theorem® gilt die Mittelwerteigenschaft fiir
u, also ist u harmonisch. Die Folge u ist eine Folge stetiger Funktionen die
monoton gegen eine stetige Funktion konvergiert, nach [Ru2,rudin2, 7.13] ist die
Konvergenz gleichméflig auf kompakten Mengen.

1.2 Randwerte von Poisson Integralen

Wir betrachten nichttangentiale Grenzwerte an Randpunkten. Sei, fiir 0 < a <
1,9, das Innere der konvexen Hiille von D(0, ) und 1:
-skizze

1.2.1 Definition. Sei f Funktion in D. Wir sagen f hat einen nichttangentialen
Grenzwert bei e, wenn der Limes
lim
z—e't
z€e Qa
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unabhéngig von « existiert.
Die Funktion

(Naf)(e™) = sup{|f(2)| : 2 € "}

heifit nichttangentiale Maximalfunktion,
(Myaaf) (") = sup{| f(re")| : 0 <7 < 1}

die radiale Maximalfunktion.
Offensichtlich gilt (M,qqf)(e®) < (Nof)(e®) < (No f)(e?) fiir 0 < a < o’ < 1.
Ist p ein komplexes (endliches) Maf auf T, so definieren wir

(g, )(e) = sup 5.

wo das Supremum iiber alle offenen Bogen (inklusive T) mit e als Mittelpunkt
genommen wird. Weiters ist

(D,)(e") == lim wl)

AT

wo der Limes iiber obigen Bogen genommen wird, wenn diese immer kleiner
werden. Ist f € L'()), so heiit e’ ein Lebesque-Punkt von f falls

. 1 it _
hm)\(I)I/|f—f(e | dA = 0

gilt, wo der Limes gleich wie oben zu verstehen ist.

1.2.2 Bemerkung. Wir beniitzen die folgenden nichttrivialen(!) Aussagen (siehe
[Rul,rudinl, ch.7]:

(i) Ist f € LY()), so sind fast alle Punkte von T Lebesque-Punkte.
(#4) Ist p singulir zu A, so ist A - fast iiberall Dy = 0.

1.2.3 Lemma. Sei 0 < a < 1 gegeben. Dann gibt es eine Konstante c, > 0, so
daf fir jedes positive endliche Borel Maf§ (mit w = P[d,]) die Beziehungen

Ca(Nau)(e") < (Mraqu)(e) < (My)(e"),e" €T,
gelten.

Beweis. ~ Wir betrachten oBdA den Randpunkt 1. Wegen wu(z) = Ji
P(z,e®)du(et) geniigt es fiir die erste Ungleichung zu zeigen, daf

caP(2,e") < P(|z],€"),2 € Qp, e €T
gilt. Fiir z € Q, ist @ (1 — |z|) beschrinkt, z.B. < v,. Also gilt
e = [z] [ < le" =2 + |z — |2 < |e™ — 2|+

Ha(l = J2]) < (L +7a)le™ — 2|

REC

LEILS
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= mit cq = (1 +7,) 72 gilt

Cale™ = |2] [P < Jeit = 2P

= coP(z,e") < P(|2],€").

Um die zweite Ungleichung zu zeigen approximieren wir P,.(t) durch Treppen-
funktionen:
Skizze -

Formal: Sei Iy C I, C I3 C ... C I,,_1, eine Folge von Bogen mit Zentrum
1,1, = T. Sei x; die Indikatorfunktion von I; und h; die gréBte Zahl so daf3
thj < Pr(hn+1) = 0. Es ist hj — hj+1 > 0.

Setze K := > "_,(h; — hjt+1)x;. Nach Definition von M, gilt

;) < (My)(DA(L;)

also folgt
/Kd Sy — g ully) <
Jj=1
(1) (hj = b)) =
j=1

/Kd <( )/Pd)\ (M,)(1).
Da die Bogen I; beliebig fein gewahlt werden konnen folgt

[ Pt < aa,000).
T

also auch (Myqqu)(1) = supoe, o1 | fy Pr(D)du(e)] < (M,)(1). :

1.2.4 Lemma. Sei p ein positives Borel-Maf auf T und sei (D,)(e®) = 0 fiir
ein 0 € R, dann hat das Poisson Integral Pldu] bei € den nichttangentialen
Grenzwert 0.

Beweis. Die Bedingung (D,,)(e?) = 0 besagt

lim @

NG

wenn I die genannten Bogen sind. Es gibt also zu gegebenem € > 0 einen Bogen
Iy, so dafifiir alle kleineren I O I gilt
u(l) < ex1).

Sei po die Einschrinkung von p auf Io,puy = p — po, und sei ug = Pldug],
w1 = P[du,]. Sei z; eine Folge in e’ Q) die gegen " konvergiert, dann ist der
Abstand von {z;} zu T \ Iy echt positiv. Die Integranden in

w(2) = / Pz, ¢)du(e)

T\Io
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konvergieren also gleichméflig gegen 0 (vgl. (i¢4) in Lemma 1.1.2) =

lim u;(z;) =0.
‘]4)

Nach Lemma 1.2.3 und der Wahl von I gilt
ea(Nato) () < (Mpio) () < c.
Also ist fiir jedes z € €90,
uo(z) < i,also limsup wuo(z;) < ci

Ca j*)OO7
lim sup u(z;)

Da € beliebig war folgt

lim u(z;) =0.
j—00

U

1.2.5 Satz. Sei das kompleze (endliche) Borelmafy auf T gegeben. Schreibe
dp = fdX\ + dus mit f € LY(\), us singuldr bzgl. X, dann hat fiir \ - fast alle
Punkte € das Poisson Integral Pldu] den nichttangentialen Grenzwert f(e').

Beweis. Wendet man Lemma 1.2.4 auf dus an, d.h. auf die positive und
negative Variation des Real- und imaginérteiles von us an (vgl.obige Bemerkung
1), so findet man P[d,,] — OX O - fast iiberall.

Es bleibt zu zeigen, daB8 P[fd\](e’) — f(e') fast iiberall gilt. Nach obiger
Bemerkung geniigt es dieses fiir die Lebesque-Punkte von f zu zeigen, oBdA sei
f(e*) = 0 (sonst subtrahiere Konstante), dann heifit “Lebesque-Punkt“

/ fldr =
)= [ 1.

dann ist (D7)(e?) = 0 nach Lemma 1.2.4, also P[dy](z) — 0
[PLAI < PlIf1] = Pldv]

Betrachte das Borel-Maf}

gilt das selbe fiir P[f].

1.3 Darstellbarkeit durch Poisson Integrale

Ist f Funktion auf T, so setze (0 < p < 00)
1 T 1
— Pig) =
17l = (5= [ 156) @),

[ Flloc = esssuppe(—q x [F(O)]-

THI.10
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1.3.1 Bemerkung. Falls p > 1, ist das eine Norm. Fiir 0 < p < 1 ist L? nicht
lokalkonvex.

1.3.2 Satz. Sei u eine harmonische Funktion in D, und setze
u,(0) == u(re?).
Dann gilt

(1) u ist das Poisson Inegral eines komplexen (endlichen) Borel-Mafles
dp <= supg<, <1 |[urll1 < oo.

(i) w ist das Poisson Integral einer L*-Funktion f <= w, sind in der Norm
|- ||l1 konvergent gegen f.

(iii) Sei 1 < p < oo. w ist das Poisson Integral einer LP-Funktion f <=
SUPg<,<1 ||Ur]lp < 00 <= w, sind in der Norm || - ||, konvergent gegen

(iv) w ist das Poisson Integral einer L>°-Funktion f <= supg<,<q |[tr|leo <
00.

(v) u ist das Poisson Integral einer stetigen Funktion f <= w, sind in der
Norm || - ||eo (d.-h. gleichmif$ig) konvergent gegen f.

(vi) w ist das Poisson Integral eines (endlichen) positiven Borel-Mafes dy <~
u ist nicht-negativ.

Die darstellenden Majfe bzw. Funktionen sind eindeutig.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes erfolgt in mehreren Schritten.
) (1) = : Bs gilt (u(z) = [ P(z,e"du(e™), also ist

1 r
|mm:§/mw%ws

< 1] [/P(z,e“)dweﬁ)} d0 = Fubini

—-m T

— [ 5 [ Pleeian Jaialte) = ulm).
T

=1lwegen Lemma 1.1.2

-) (iv) = : Es gilt

lﬂ42/f 0 — 0] <11l

s

1
% Pr(eft)dt*HfHoo'

—T

REd

THI.11
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) (v) = : Wie im Satz 1.1.6 wihle ein trigonometrisches Polynom g =
ZJ_VNC e so daB ||g — flle < €. Fiir g gilt g, = ZTN cnr™ et also ist

N
lg = gelloe = 11D cne™ (1 =" <
—-N

N
< (177’N)Z|cn| — Oftrr — 1.
-N
Weiters ist

lor = flloe = ll5 [ P8 = 00(t) = £(8) ~ F(0)dtl] <

<|lg = fllo <.
Insgesamt folgt fiir » hinreichend nahe bei 1:
IIf = frlleo <}e.

-) (4), (449) = : Die Jensen’sche Ungleichung angewandt auf das normierte

MaB 5= P, (6 — t)dt, die konvexe Funktion | - [’ und den Integranden f(t) lie-
fert

19 —_ _ <
(e ] - / £(t) natl” <
p _
_%//UIP 1)
2w —T
also ist
7 1 " 1 %
el = (5 [ unte®)pas)” <
17 s
< (= )P _
- (277/ 277/‘ JWE-(0 t)dt)d@)
Fubini
!

]%/v /’W4mw)—mu

Zu gegebenem € > 0 sei g € C(T) (vgl. [Rul,rudinl, 3.143)): || f —g|| P < €. Setze
v =P[g] = (nach “(v) =)

llg = vrllp < lg — villooc = 0,7 — 1.
Weiters ist
[ur —vrllp = [[(u = v)rllp < |If = gllp <e.

Also ist
[ _f”p <||uy _Url|p+ v, —9||p+ ||g_f||p —0.
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-) (vi) = : Klar.

-) (i) <= : Betrachte die linearen Funktionale (0 <r < 1)

/\T:gn—>/gurd)\
T

auf C(T). Es gilt || Ar || < supgepeq |Jur|li < 00. = (weah da C(T) separa-
bell 3 Teilfolge 1,, und 1 € C(T) compactness, siche [Rul,rudinl, 11.29] oder
[Y,yoshida], sodaB
Vge C(T): lim A,,g— Ag.
J—oo

Der Dualraum von C(T) ist “komplexe Borel Mafie“ vgl. ([Rul,rudinl, 6.19])
d.h. 3p:VgeC(T)
lim [ gu, d\= /gd,u.

T

Jj—ro0
T

Die Funktion u(v,z) ist harmonisch in D und stetig am Rand, also gilt wenn
man obige Gleichung auf g = P(z, e‘*) anwendet:

u(z) = lim u(rjz) = lim [ P(z,e"u,, (e")dX =
j—o0 Jj—o0
T

= /P(z, e)dp = Pldp)(z) .
T

-) (#i7), (iv) < : Betrachte die Funktionale Ar auf L(T) mit % + % = 1. Die
gleiche Argumentation zeigt 3f € LY ()\) : u = P|[f].

-) (vi) < : Wegen der Mittelwerteigenschaft und v > 0 gilt

/|ur\d)\:/urd)\:u(0),
T T

also ist sup||u,||1 = u(0) < oo. Die Funktionale A, sind positiv (d.h. ¢ > 0 =
Arg > 0), also hat auch A diese Eigenschaft, also ist p ein positives Ma8.

-) (v) < : Ist u, konvergent in || - ||o0, so auch in der || - ||, fiir jedes 1 < p < 0.

Nach “(iii) < existiert f € LP(\): u = P[f] und nach “(iii) < gilt u, — f in
der Norm || - ||p. Es folgt f = f es ist also u = P[f] mit einer stetigen Funktion
f.

-) (i) <= : Verwenden die Fourier Reihe einer L!(\)-Funktion:

n=—oo

Die Abbildung f — f = (¢,)22 mit ¢, = 5= [ f(t)e” J dt ist ein bechréinkter
=T

Operator von L'()) in £>° und ist injektiv (vgl. [Rul,rudinl, 5.15]).

Sei jetzt u, — f in der Norm || - ||1 = 4, — f Seirg < 1fix, 1 >r > rg,
dann ist v -
7619) — ur(lezG) _

tr, () = u(ope™®) = u(v - > ,
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1 r To it
= 277/Pr (0 — t)u,.(e™)dt.

Die Faltung entspricht der Multiplikation der Fourierkoeffizienten, also gilt

Vo Inl N

= f(nyel.

(I (n) = ur(n) : ( ,

Das zeigt
i0 i0 1 / it i
ulroe’®) = uy, () = o / F(eM)P,, (6 — t)dt = PLf](roe™)

da r, beliebig = u = P[f].

g

Eindeutigkeit: Anmerkung: “folgt aus (iv)“. Es geniigt zu zeigen: Pldu] =
0= p=0.8Se feC(T), u="P[f], v="Pldu]. Wegen P.(0 —t) = P.(t — 0)
d.h. P(re? eit) = P(re', e'?), gilt

/ updp = / / P(re® e™) f(e™)dXe (t)dpe (0) =
T T T

Fubini
4

/ / P(re™, ¢)du, (i0)dA (1) =
T T

/ or(e®) F(e)dn.
T

Ist nun v = 0, so auch alle v, und da u, — f gleichméaflig =

/ fdu=0.
T

Da f beliebig war = pu = 0.

Alle Aussagen von Satz 1.3.2 sind beweisen.

1.4 Subharmonische Funktionen

1.4.1 Definition. Sei u eine Funktion mit Werten in R u{too} auf einer offenen
Menge 2. u heifit subharmonisch, wenn

(1) —oo <u(z) < oo,z €.

(i) w ist halbstetig von oben (d.h. u={[\,00)} ist abgeschlossen).

DEI.12
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(#it) Ist D(a,r) C Q, so gilt

(iv) Keines der obigen Integrale ist —oo.

RED
1.4.2 Bemerkung ((e)). ie Bedingung (iv) besagt “u(a + re’?) € L*(\)“. Denn
auf jeder kompakten Menge K ist u nach oben beschrinkt: Sei K, = {z €
Klu(z) > n} = K > K; > Ko > —, und alle K, sind kompakt. Wegen der
Durchschnittseigenschaft gilt entweder K,, = ¢ fur ein n oder (), K,, # ¢. Die
zweite Moglichkeit kann aber nicht eintreten, da u(z) < coVz € Q ist.

Offensichtlich ist jede harmonische Funktion subharmonisch.
THI.13

1.4.3 Satz. (i) Sei u eine stetige subharmonische Funktion in Q, K eine
kompakte Teilmenge von Q) und h eine reelle stetige Funktion auf K die
im inneren harmonisch ist . Gilt uw(z) < h(z) fiir alle Randpunkte z € 0K,
so gilt u(z) < h(z) fir alle z € K.

(1) Seiw eine setige subharmonische Funktion in D und sei

s

1 )
m(r) = G /U(Teze)dﬁ,o <r<l.

—Tr
Dann gilt m(rs) fir ri <ra.
Beweis.

(1) Setze u; = w — h. Angenommen uq(z) > 0 fiir ein z € K, und sei m :=
max,cx u1(z) > 0. Die Menge

E = {z € Klu(z) =m}

ist eine kompakte Teilmenge der Inneren K°. Sei z, ein Randpunkt von
E, und sei r so klein, da§ D(z,,7) C K° und dafl ein Bogen von 9D(z,,)
nicht in F liegt. Dann gilt

T

1 .
u1(2o) =m > o /ul(zo +re?)df,

—T

ein WS!, denn mit « ist auch v — A subharmonisch.

(#4) Sei h eine stetige Funktion auf (0,72), harmonisch in D(0,72), so dafl
h(rye?) = u(rye’). Nach dem ersten Beweisteil gilt u(rie®) < h(rie?),
also
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1.4.4 Bemerkung. Voraussetzung “u stetig® ist in (¢) und (¢¢) nicht nétig.

1.4.5 Lemma. Sei u subharmonisch in ) und sei ¢ eine monoton wachsende,
konveze Funktion auf R. Dann ist ¢ o u subharmonisch.

Beweis. Zunichst bemerke, dafl ¢ stetig ist. Dann folgt,dal ¢ o u halbstetig
von oben ist. Weiters ist wegen der Monotonie von ¢ und der Jensen’schen
Ungleichung fiir D(a,r) <

0

1.4.6 Satz. (Jensen’sche Formel) Sei f analytisch in D, f(0) f0, sei 0 <r <1
und seien ay,...,ay die Nullstellen von f in D(0,r) (mzt Vielfachheit). Dann
gilt

|H o] —e—/log|f ret?)|do

Beweis. Die Punkte «; seien so angeordnet, dafl ai,...,a, € D(0,a) und
|1 |F — Flay| = v ist. Setze

T2 — Anz N Uy
s =11l =5 11 575
n+1 n=m+1

dann ist g(z) analytisch in D und hat in D(0,r) keine Nullstellen. Also ist
log |g(2)] stetig auf D(o,r) und harmonisch im Inneren, daher ist

™

1 )
log|9(0) = 5 [ logla(re)do.

—T

Nach Definition gilt [g(o)| = |f(o)|I] -, ool Setzt man a, = = re'fn n =
m+1,...,N, so gilt auf |z| = :

log |g(ré )| = log | f( ret? Z log |1 — i(e—en)|_
n=m+1

Konnen wir zeigen, dafl das Integral tiber die hintere Summe = 0 ist, sind wird
fertig.

THI.15
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27
-) Es gilt [ log|1 — € = 0: Die Funktion log(1 — z) ist analytisch in der Halb-
0
ebene Rez < 1. Wihle einen solchen Zweig, dafi [Imlog(1 — z)| < 5. Integriere
Log(1 — 2) lings dem Weg T’ —
z 108 gs dem yveg v

Skizze -
Nach dem Cauchy’schen Integralsatz gilt

1 1 1
Re— [ —log(l — z)dz = Re — / log(1 — z)% =
211 r

211 y 2 z
27 —6
! /1 11— edg
= — O — e .
2 &
5

Ist » Radius des Kreisbogens 7, so gilt

|log(1 — ,z)|2 < (log r)2 + (g)2 ,und

1 .

-] < langs v .
z 1—r
Die Linge des Integrationsweges ist hochstens 77, und da mit J auch r gegen
Null geht folgt die Behauptung.

H
COl.16

1.4.7 Korollar. Sei f analytisch im Gebiet ), f nicht identisch 0. Dann sind
die Funktionen log |f|, log™ |f|, | f|¥ fiir 0 < p < oo, subharmonisch in .

Bewets.

-) Betrachte log|f|. Sei D(a,r) < Q, oBdA sei a = 0. Ist f(0) = 0, so ist
log |f](0)| = —o0, also die Bedingung (ii7) klar. Ist f(0) # 0 so zeigt die Jen-
sen’sche Formel

1] .
log |0) < 5 [ logl(re)jdo.
Die Bedingungen (4), (é¢) sind klar. Die Bedingung (iv) folgt bereits falls f(0) #
0. Ist f(0) = 0 mit der Ordnung k, so wende die Jensen’sche Ungleichung auf
JACI
E an:

/ LT e
log |£(0) < 5 Tow | |49 =

17 .
= — /log|f(re“9)|d6 —klog 7.
2

-) Wende Lemma 1.4.5 an auf v = log|f| und ¢(z) = max(0,x), bzw. p(z) =
e,

U
REg

1.4.8 Bemerkung. Sei u in ) zwei mal stetig differenzierbar nach x und y. Dann
ist w subharmonisch — Awu > 0.



Kapitel 2

Die Raiume H”, N, N*

2.1 Nullstellen

2.1.1 Definition. Sei f analytisch in D und bezeichne f, fiir 0 <r < 1 wieder

fr(€®) = f(re?). Sei HP(0 < P < 0o) die Menge jener f's fiir die

sup || fr]lp < o0.
<r<1

N sei die Menge jener f’s fiir die
™

1 .
sup — [ log™ |f-(e")]df < o0
o§r<12ﬂ

—T

Wir bezeichnen ||g||o := 5= [ log™ |g(e'?)|df fiir eine Funktion g : T — C.

2.1.2 Bemerkung. (i) Wegen Korollar 1.4.7 bzw. dem Maximumprinzip ist
| fr]|p mit 7 monoton wachsend (0 < p < c0). Ist also f € N bzw. f € HP,

so gilt
limg |1f+flp = oS e llp -
(#4) Offensichtlich gilt (p < p’)
N> HP > H" > H™.
Fir f € N bzw. f € HP bezeichnen wir 0 < p < 00)

11l = i 17l

2.1.3 Lemma. (Blaschke Produkte) Sei cv,, € D eine Folge, o, # 0, so daf

oo o

Z(l — |an|) < co(oder equivalent H || > 0)

n=1 n=1

15

DEIIl.1

REh
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gilt, und sei k € Nu{0}. Dann stellt das Produkt

eine analytische Funktion in D dar |(B(z)| < 1, die genau die Nullstellen a,
(und 0 mit Vielfachheit k) hat (kommt ein o, mehrfach vor, so hat B eine
Nulistelle der entsprechenden Ordnung).

B(2) hat fast iiberall nichttangentiale Randwerte B(e'®). Es gilt f.. |B(e"?)| =
1. Weiters st

s

1 i0 _
ll/mlﬂ /log|B(re )|dé =0.
Beweis. Zum ersten Teil der Aussage vgl. [Rul,rudinl, 15.21]. Zum zeiten Teil:
B ist analytisch also harmonisch, und < 1, also ist B nach Satz 1.2.5 und Satz

1.3.2 f.. nichttangentiale Randwerte B*(e'). Klarerweise ist |B*(e??)| < 1. Da
log | B(z)| subharmonisch ist, ist nach Satz 1.4.3 - f log | B(re®)|df nichtfal-

lend, also existiert der obige Grenzwert. Setze

oo

a, — 2 |a
By (z) = H = | n|7

1—apz «
’I’L:N n n

dann hat % in einer offenen Umgebung von T keine Nullstellen und ist dort

analytisch, und |%| = 1 lings T. Der obige Grenzwert &ndert sich also nicht,
wenn man B durch By ersetzt. Da log|By(z)| subharmonisch ist folgt (oder
direkt wegen der Jensen’schen Formel) (r hinreichend klein)

™

Mzttelwertcz enschaft 1 Jensen'scheFormel(odersubharmonisch)
log | By (0)] 7 ! o /log | By (re?)|do <
<tim — [ log By (re?®)|do = i L [ 1og [B(rei®)]d6 <
m — = 1m -_—
=5 o og N re o og T@ ~

Fatou'schelemma 1 T i0
log | B(e™")|d8 < 0

—T

Fiir N — oo geht log|Bx(0)| — 0. Insbesondere ist der betrachtete Grenzwert
=0und |B(e?)=1f..
U

2.1.4 Bemerkung. Seien o; die Nullstellen eines Blaschke Produktes B(z). Dann
ist B(z) analytisch in C mit Ausnahme von

RE%

(i) z= L ... Pole

(821

(14) K = { Haufungspunkte von «;'s} als nichtisolierte Sa...itdten.

Léngs T\ K hat B(z) Betrag 1.
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2.1.5 Satz. Sei f € N,f # 0. Dann erfillen die Nullstellen o, von f die
Blaschke Bedingung
E (1—ay]) < 0.

Sei B(z) das Blaschke Produkt zu den Nullstellen von f, und setze g(z) := f;((zz))
Dann ist g € N und ||gllo = ||f]]o-
War sogar f € HP(0 < y < 00), so ist auch g € HP und es gilt ||g]lp, = || fllp-

Beweis. Hat f bei 0 eine Nullstelle der Ordnung k, so betrachte f = fz(,f).

Wegen log ™ (st) < logt s+ log™ ¢ ist f € N. Um die Blaschke Bedingung fiir f
zu zeigen konnen wir also oBdA f(0) # 0 voraussetzen. Es gilt

= e—
o | <7 o] 2n

ol I — ! /1og|f(rei9)\deg

1 7 .
<e— /logJr |f(re'?)|do <!/l
2

Sei nun k gegeben und r so gro}, dafl #{|a,| <} > k. Dann gilt

k
1 lo|  [£(0)]
ﬁnl;[lz II w2 ol

|05n|<7'

"‘f‘(f(‘))‘ und da k beliebig war folgt [] o | > 0.

e lo

k
Firr — 1folgt [[ < an| >

n=1

-) Betrachte jetzt die Funktion g = %. Dann gilt weiters

+ f 1
log™ |g(2)| < log” |(2)] + log B
also ist nach Lemma 2.1.3
llgllo < 11 £1lo
insbesondere ist g € N. Wegen |g(z)| > |f(2)| in D gilt sicher ||g|lo > ||f||o, also
folgt “=*.

-) Sei nun f € HP, und sei B"(z) = B(2). qas Blaschke Produkt der ersten

, B, (z)
n Nullstellen. Es gilt |[B™(re?)| — 1 fiir » — 1 und zwar gleichmiiBig. Mit
gn = B-,—fn folgt also ||gnll, = ||fl|p- Fir n — oo geht |g,| — |g| und zwar

monoton wachsend. Der Satz von der monotonen Konvergenz zeigt
grllp = nh—{%o 11(gn)rlp -

Wegen [|(gn)ellp < llgnll, und der obigen Uberlegung folgt [|glly < ||y, ins-
besondere also g € H?. Wieder folgt wegen |g(z)| > |f(z)| das sogar Gleichheit
gilt.
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2.2 Randwerte

Nach Satz 1.2.5 und Satz 1.3.2 wissen wir das jede H!-Funktion f.. nichttangen-
tiale Randwerte hat.

2.2.1 Satz. R.Nevantinna Sei [ analytisch in D. Dann ist f € N < f(t) =
ﬁ'z; fiir gewisse o, € H™.

Beweis.
) Sei f =2, llglloe <1, [[¥]loc < 1, ¥(0) # 0. Danm ist

2m 2
/log+ |f(re')|dd < —/log|¢(rei0)|d9.
0 0
Da log | - | subharmonisch ist (oder direkt mit der Jensen’schen Formel), ist die

rechte Seie mit » monoton fallend, also ist f € N.

-) Sei umgekehrt f € N, und seienq,, die Nullstellen von f, o, # 0, und sei 0
eine Nullstelle der Ordnung k. Sei r so, da f(z) # 0 lings |z| = r und betrachte

f(z)
I

|an|<7'

F(z) = log

(“Blaschke Produkt fiir den Kreis mit Radius 7). Offenbar ist F). analytisch
in |z| < r und ReF, hat die Randwerte log|f(re?)| (vgl. Lemma 2.1.3). Also
hat F,. die Darstellung (vgl. Satz 1.1.6)

ezt

o
1
_27/7"6 +Zlog\f(7‘e )|dt +iC'.
0

Es folgt f(z) = CF() . 2 [] rizta = o) g

L re? “ log™ | f(re't)|dt+iC

z r(z—an) Tz ) o
SOr(Z) = 779 H 2772 -e

f re’ +z log |f(7“e”)|dt

Uo(z)=e et
Offenbar gilt |¢,(2)|, [¥r(2)] < 1 in |z| < 7. Setze ¢,(2) = or(rz), Pr(z) =
¥r(rz) fiir < z|] < 1. Offensichtlich ist f(rz) = i:gzg, sind ¢, ¥, analytisch in
D und beschrénkt durch 1. Nach dem Satz von Montel gibt es eine Folge r; — 1
so daf

lim phi, (z) = p(z), im ¥,,(z) = ¥(2)
1— 00 11— 00
gleichméfig auf kompakten Mengen existiert. Sei z € D fest. Dann gilt

™ .
—Rez [ r:timlong |f(rett)|dt>
27 e

~——
|¢7"(Z)| = |¢7~(7"Z)| = e Re=P(z,ett)
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IP(ze) oot [ log* | f(rett)|<e 1PeIsel1ll0
>e -

Also hat (2) in D keine Nullstellen, und wir finden

U
COIl.5
2.2.2 Korollar. Sei f € N, f # 0, dann hat f f-fu- nichttangentiale Randwer-
te und 10g|f(ei9)| € LY(N). Ist sogar f € H?, 0 <P < oo dann ist f(e?®)yeL?
und ||f(eze)||p < || fllp- Fiir p= oo gilt £ (€)oo = 1] flloo-

Beweis.
) Sei p € H*®, |¢| < 1, dann gilt (¢ hat Randwerte !)

2w 27
[ s letejde = [ (= 1oglote])a =
0 0
2 T
. Lemmavon Fatou .
= /}%(—bg\@(re“mdt < li /(—loglso(re’t)\)dt
0 0

Da log| - | subharmonisch ist (oder mit Jensen’schen Formel) ist die rechte Sei-
te monoton fallend, der liminf, ~; also < oco. Daher gilt log|p(e™)| € L*(N),
insbesondere kann ¢(e®) auf keiner Mengen positivem Mafes 0 = sein.

) Schreibe f € N als f = £ mit |¢], || < 1. Dann ist P(e) # 0 f.., also hat f
f.. nichttangentiale Randwerte. Dann log | f(e'?)| = log |p(e'?)| — log |1 (e?)| =
log |f(e?)] € LY(\). Sei nun f € HP, dann gilt

1 () |Ip— /If i \Pdt z [ /llrri|f(re“)Pdt};

< Fatou| hmf/u Fat]” = flle

Fﬁou lim inf )P dt i

< [imn */\f re\Pat] " =1l

Fiir p = oo: Klar, denn fz) <M= |f(zlf>npf € M. Es gilt auch umgekehrt:
Schreibe f(z) = P[f(e")](z) nach Satz 1.3.2.Dann gilt

£ |<—/Pzz ) dt [ £(e)]loe

_,_/
=1
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0 ,
‘ RE]
2.2.8 Bemerkung. Ist f € N und f(e?) € L”, so folgt im allgemeinen nicht
f e HP.
COll.6 . )
2.2.4 Korollar. Seien f,g € N und gelte f(e*) = g(e*) fiir eine Menge (C T)
positivem Mafles, dann ist f = g.
Beweis. Esist f —g € N, denn
1T + 1T + it it
— [ Yog" [frer — grenldt < — [ 1og® (If(re™)| flglre’)|)dt <
27 27
1 + it it
< Py log (2 max(|f(re"™)|)|g(re )|)dt <log2+
i
1] , 1 [ ,
b [log Iftre")ldt+ 5 [1og" lg(relae < log 2+ |f1lo + lglo .
- 27
Verschwindet f — g auf einer Menge positiven Mafles = f — g = 0 da
log|f —g| € L.
i
THIL7
2.2.5 Satz. Sei f € HP(0 < P < o0), dann gilt
. e'? 7
tim 172 = ()| = 0.
Bevor wir Satz2.2.5 beweisen, bendtigen wir ein maftheoretisches Lemma:
LEIILS

2.2.6 Lemma. Sei 0 < P < 00, ¢, € LT()), gelte lim,,_,o0 pn(e?) = p(e')
punktweise f.., und sei
Jim {lenllp = [lellp -
Dann folgt lim,, . ||on — ¢||p-
Beweis. Setze J,(E) = [, |enlPdX, J(E) = [, ]0|"dX. Dann gilt

Fatou
J(E) < liminf J,(F) <limsup J,(E) =
n—00 n—o00
— lim sup [ T (T) fJn(EC)] = J(T) — liminf J, (E°) <
n—00 N——— n— 00
=llenllp—lellp=J(T)nach V8!
Fatou
< J(T)—-JE)=JE)= lim J,(E)=J(E).

n—oo

Sei nun €< 0 gegeben, wihle § > 0 sodal J(E) <€ fiir alle E mit A(E) < 4.
Nach dem Satz von Egoroff gibt es eine Menge @ mit A(T — Q) < 4§, so dafl
on — p gleichmiBig auf @ ist. Es folgt wegen

la =" < 27(lal” + 8] ")
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das gilt

||<pnfs0\lpz/lsonfsolpd)\+ / lon — 0|FdX <
Q 120

/ (on — | PAA 2P (1 (T — Q) + J(T — Q).
Q

Der erste Summand — 0, J(T — Q) < € und J,(T — @) — J(T — Q). Fiir
hinreichend grofles n ist die Summe kleiner als z.B. e.

0

Beweis. (vonSatz 2.2.5)
-) “Anmerkung folgt aus I.11¢
Sei zunichst p = 2. Sei f € H?, f(2) =Y a,2". Dann gilt

1

171 = tim o [ 150t =

= i Yl = Y

d.h. Y lan|? < co. Es ist
T ety — pean " vmint L [ 15— f(ge®) Ran —
2m T gl 27

=liminf > Ja, (" — g% = 3 Jan2(1 — ™).

g—1

Die rechte Seite geht fiir r — 1 gegen 0.

-) Sei jetzt 0 < p < oo. Nach Satz 2.1.5 schreibe f(z) = B(z)g(z), g € H?,
llgllp = || + ||p, g # 0 in D. Dann ist [g(2)]% analytisch in D und € H?2. Also

gilt (da | £(2)] < |g(2)) i

1 i i0\| P 1 [ i0\ P
_ 4 < i
27r/\f(re )T de < 27r/|g(7“e ) do —

1 r 0\ | P 1 ] LAYV

Fatou 1 4 .
< liminf — NI1Pde .
< timint o= [ (7))

—T

Es folgt lim, 1 [|f(e“)[p = [[f(e?)]lp. Nach Lemma 22.6 folgt
lim, 1 [|fr(e") = f(e)l[p = 0.



22 KAPITEL 2. DIE RAUME HF, N, N+

REK
2.2.7 Bemerkung. Wir haben im Beweis beniitzt (und auch gezeigt) das

= {Zanz”| Z lan|? < oo}, I|£]|3 = {a,}d.h. ~ £?in dieser schonen Weise

Die Aussage von Satz 2.2.5 ist weder fiir p = 0 d.h. f € N, noch fir p = o
im allgemeinen richtig. Beziiglich p = oo gilt: = lim, 1 ||fr|lc = ||£(€)]|0
Beziiglich p = 0 folgt aus der (elementaren) Ungleichung

1
|10g+a—log+b\§F|a—b|P,a20,b20,0<P§1,

folgt jedoch, daf fiir jedes f € HP (fiir irgendein ap < oo) die Beziehung
i [ [log™ [f2(e)] - log” | () a8 =0

gilt. Wir bezeichnen mit NT die Menge jener f € N, fiir die diese Beziehung
richtig ist. Wegen Lemma 2.2.6 angewandt auf P = 1, ¢,, = log™ |f(rett)], ist
das

i / log™ | f(rei®)|dt = / log™* |f(c*|dt

Dann gilt nach dem oben gesagten
NONT2DHP, 0<P<oo.

Zusammengfassung:

feHP 0<P<oc: fr 8|11 ||pf(e) insbesondere || f,][p — [If(¢)]
fe || frllo = | fllc, - @ nicht fr = F()]|oe — 0
f e N:i-a nicht || fr|lo = [|£(e)llo

FEN* < [Ifillo = IF(E®)]lo < f 18 p(cif).

2.2.8 Korollar. Sei f € H'. Dann ist f sowohl das Poisson — also auch das
Cauchy-Integral seiner Randwerte.

COll.9

Beweis.
-) Nach Satz 2.2.5 konvergieren die Funktionen fr(€?) in der Norm || - ||; gegen
f(e?). Nach Satz 1.3.2 ist f(z) das Poisson Integral von f(e®).

-) Fiir die Funktionen f,.(z) gilt die Cauchysche Integralformel:

1 fr(€)
= D
fT(Z) 271'1 é—_zdnge
l¢l=1
Fiir z € D fest ist f%z langs T beschrénkt, also folgt aus der || - ||; — Konvergenz

von f.(e") gegen f(e')

f()_ll/‘niﬂ ~ omi / f—z
|§1=1
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U

2.2.9 Korollar. (Satz von F.und M.Riesz) Sei u ein komplexes (endliches)
Borel Mafl auf T und seien die negativen Fourierkoeffizienten = 0:

/e*~fdﬂ:0,n:—1,—2,....
T

Dann ist p absolut stetig bzgl. .

Beweis. Betrachte P[du]. Mit z = re? gilt (nach Definition) P(z,e™) =
Yo rinlemfemint also st

Plax) =" | [ tau]
n=0 T

analytisch in D und damit in H'. Nach Korollar 2.2.8 ist P[du] das Poisson
Integral seiner Randwerte (P[du](e??) =: f(e'?)):

Pldp)(z) = P[f(e”)](2).

Nach der Eindeutigkeitsaussage von Satz 1.3.2 folgt du = fd.
0

2.3 Kanonische Faktorisierung. Inner- und
Outer-Functions

2.3.1 Definition. Eine Funktion f € H> fiir die |f(e??)| = 1 f.. gilt heifit
“inner function®“. Hat f zusétzlich keine Nullstellen, so heifit f “singular inner
function®. Sei 1 (e®) > 0,logy € L'(\) und v € R. Dann heifit die Funktion

T it .
i J 5= +z log ¢ (et dt
“r

ett 2

ee

eine “outer function fiir N“. Ist zusitzlich ¢ € L (0 < p < c0), so heifit obige
Funktion eine “outer function fiir HP*.

2.3.2 Lemma. Jede inner function lifit sich schreiben als

f(2) = eB(a)e” T
I’

wobei ¢ Konstante von |c| = 1, B ein Blaschke Produkt und p ein endliches
positives Borelmaf$ singuldr bzgl. X ist. Umgekehrt ist jede durch obige Formel
gegebene Funktion eine inner function.

Beweis.

-) Sei f eine inner function, wegen Satz 2.1.5 und Lemma 2.1.3 kénnen wir f # 0
in D voraussetzen. Dann ist — log | f(z)| harmonisch und nicht negativ in D, 148t
sich nach Satz 1.3.2 also als Poisson Integral eines positiven endlichen Mafles
schreiben. Da —log |f(e??)] = 0 f .. ist, zeigt Satz 1.2.5, dal p singulir bzgl. A
ist.

DEIl.11

LEIl.12
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-) Umgekehrt mit dem gleichen Argumenten klar.

O

2.8.3 Bemerkung. Sei [ =e— [ :,(,Jz du eine singulea einer Funktion. Dann
T

ist | analytisch in C mit Aus.... von supp p (d.h. abg. Triiger des MaBes y).

s

2.3.4 Lemma. Sei f € HP(0 < P < o0), dann gilt log|f(re??)| < 5= [ P.(6 —
t)log |f(e™)|dt.
Beweis. oBdA sei f # 0 in D, dann ist log |f(z)| harmonisch in D und es gilt

log | (gre™) / P(0— ) log | f(ge™)|dt.
Die Uberlegung nach dem Beweis von Satz 2.2.5 d.h. HP < Nt zeigt, daB

hm—/P 0 — t)log" | f(ge™)|dt =

2 bt ogt e
= 27T/PT(9 t)log™ |f(e™)|dt.

Weiters gilt

s s

. Fatou
/Pr(ﬂ—t)log_|f(e”)|dt “ hm/lnf/ (0 — 1) log™ |f(ge™)|dt .
g
Es folgt
1 it . 17 it
— [ P.(0—t)log|f(e")| > limsup — [ P.(6 —t)log|f(ge*)|dt =
2 g1 2w

= log |f(re")|.

2.3.5 Satz. Es gilt

(i) f € HP < f(z) = B(2)F(z) mit einem Blaschke Produkt B, einer
singular inner function S und einer outer function F fir HP.

(it) f € Nt < f = BSF mit B,S wie in (i) und einer outer function F
fiir N.

(tit) f € N <= f(z) = B(z) g;gng(z) mit singular inner function Sy, Sa
und B, F wie in (ii).
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Die Zerlegungen sind (hier auf Konstanten) eindeutig.

Beweis.

(i) = Korollar 2.2.2 zeigt f(e?®) € LT, log|f(e?)| € L'. Daher ist

1 f ”+z_
27
et

F(z):=¢e log | f(e™|dt

eine outer function fiir H? und es gilt |F(e’)| = |f(e)| f... Zerlege f
als f = Bg wie in Satz 2.1.5. Nach Lemma 2.3.4 ist

lg(2)| < |F(2)],z € D.

Die Funktion S(z) = ;((zz)) ist daher eine singular inner function.

(i11) = Nach Satz 2.2.1 ist f = £, ¢ # 0in D, [p(2)], [¢¥(2)] < 1. ¢
und v haben nach “(i)“ eine Darstellung. Da der Quotient von

outer functions wieder outer ist (fiir N), folgt die Darstellung
f=BEF.

(i) < Es gentigt zu zeigen, daf eine outer function F' fiir HP tatséchlich in HP
liegt. Sei F' definiert mit ¢. Die Jensen’sche Ungleichung angewendet
mit dem normierten Mafi 5-P(z,¢e")dt zeigt

1 g
| P 27/ Pdt

Es folgt

/|m ﬁw< //Pze Y(e)Pdtdh =

Fubini 1 i i
b / o / P(z,¢")d8 (e )Pdt = [[]2.

—_———
=1

(iii) < Sei F outer function fiir N. Dann ist fiir log|F(z)| =
= [ p(z,€")log ¥ (e')dt nach Satz 1.3.2

1 .
sup — log | F(re'?)||df < oo,

0<r<1 4T J_»

insbesondere folgt F' € N.

(ii) < Es gilt log |F| = 5= (pr(0 — t) log | f(e?)|dt)

4 1 .
log™ [£(r")| < log™ [F(re”)| < 5 [ (6~ 1) log + ().

—T
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also ist
U

1%/10g+|f(rei9)da| < /log+|f(e“)\dt.

—T

Die umgekehrte Ungleichung folgt aus dem Lemma von Faton.
Schreibe f = Bg mit g € N, g # 0. Es ist
log |B(z)| + log™ [g(2) <log™ |f(z) <log™ |g(2)]-

Aus f € N* und Lemma 2.1.3 folgt

™

1%/®ymw%w=/bgmet

—T —T

dh.ge NT
Nun gilt ‘1og \g(z)|‘ =2log™ |g(2)| — log |g()|, also ist

dt =2 / log™ |g(re')|dt—

—T

[ |1oglgtrety

T

- [toglgtreat

—T
~—_————
=2 log |g(0)]

konvergent, insbesondere beschréinkt. Daher hat log|g(z)| eine Dar-
stellung mit einem Mafidu. Nach der Konstruktion von p im Be-
weis von Satz 1.3.2 “(i) «<“ gibt es eine Folge r; 1, so dafl

wk
dp = [ (log |g(7’je“)|dt). Nach dem Lemma von Faton gilt fiir
j—00

jede Menge E C T

/ log™ |g(e)|dt < lim inf / log™ |g(rje™)|dt .
E J—7e JE

In diesen Beziehungen mufl immer “

“<“fiirein £ =

Jrog™loteiar = ( [+ [ 1og* lgteiar <
E Ec

T
< lim inf (//) 1og+ |g(7‘jeit)|dt,
j—oo

E+ E¢

=% gelten, denn angenommen

ein WS! zur obigen Limes-Beziehung.
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Jetzt zerlege p in u™ — p~ mit positiven MaBen. Durch zweimaliges
Auswihlen von Teilfolgenden von (r;) aufgrund der schwach * Kompaktheit
folgt

dpt = lim log™ |g(rje)|dt,
j—o0

du~ = lim log™ |g(rje')|dt,
j—o0

Die Aussage, da3 in obiger Beziehung stets “=% gilt zeigt also, da8 p* absolut
stetig ist, dut = log™ |g(e™)|dt. Zerlege u~ als du~ = h~d\ + du; . Da p~
positiv ist, ist A~ > 0 und dus positiv. Mit

o = elleg™ lg(e™)|=h]

der zugehorigen outer function und der zu dps gehdrenden singular inner
function folgt die Behauptung.
U

2.3.6 Korollar. Sei f € N*. Ist f(e") € LP(0 < p < o0), so ist f € HP.

Beweis. Klar.

2.3.7 Korollar. Sei f € NT. Dann sind dquivalent:
(i) f ist eine outer function.
(i) Yg € N*, g # f mit |g(e")] = ()] gilt

lg(2)| < [f(2)],2 €D.

(iii) Vg € NT, g # f mit [g(e?)| < | f(e)] gilt
l9(2)] < |f(2)|,z €D.

(iv) Es gilt

s

log | 0) = 5 [ loglr(e")lar.

Beweis.
(#4i) = (i) Klar.

(i) = (i1i) Wegen Definition von “outer* folgt |outer part of g| <
|f]inD. Rest wie bei (ii).

0

Weiters gilt: Hat h nicht negativen Realteil, so ist f outer. Ist h eine inner
function, so ist f = 1 + h outer.

COIlL15

COll.16
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Beweis. Sei € > 0, dann ist fo = (1 + €) + h beschrédnkt und |f.| > € in D.
Die Funktion log |fc(z)| ist also harmonisch in D) und beschrinkt, ist also das
Poisson-Integral ihrer Randwerte. Fiir z = 0 folgt mit (iv) = (i) dafl f. outer
ist. Es gilt

T it ;
%21’ % log | fe(e'*)|dt+i arg £<(0)
™

fe(z)=e

Da f. — f monoton folgt die gleiche Formel fiir f, d.h. f ist outer.
U

SeiRe f>e>0=log|f| > —M. Setze g = —i(M+log |f|)+ (Arg f+5) =
Reg, in g > 0 = sind Poisson Integrale von positivem Mafl = insbesondere
sup ||(Re g),|], sup ||(Im g) || < cog € H! = (iv). Betrachte f +e — f monoton.
Wegen monotone Konvergene und dominante Konvergene = (iv).

Ist f € H" und + € H', so ist f outer.

Beweis. Bs gilt log™ | f,| -l log™ |f|. Fiir % :log™ |%| =log™ |f| = log|f| Ll
log|f| = log|f(0)] = 5= [ log|ffr(e)|dt — 5= [ log|f(e')|dt. Nach (iv)

= f outer.

0

Beweis.

(i) = (i) Sei ¢ € Nt = g = BSf = falls B, S nichttrivial: |g(z)| <
lf(2)]-

(i) = (iv) log|f(z)| ist das Poisson Integral der L!-Funktion log|f(e?)|.
Da Py(t) = 1 folgt die Bezichung (iv).

(i) = (i) Angenommen f ist nicht outer, dann betrachte die zu den
Randwerten von f gehorende outer function = WS!.

(tv) = (i) Genauso wie vorher, denn |B(=)S(=)| < 1.

2.4 Konjugierte Funktionen

Ist u eine reelle harmonische Funktion, so gibt es eine (bis auf eine additive reelle
Konstante) eindeutige harmonische Funktion v so dal u + v analytisch ist. v
heift die zu u konjugierte harmonische Funktion. Setzt man voraus, das v(0) = 0
ist, so ist v eindeutig, und wir tun dies stets. Es entsteht die Frage: Ist z.B.
sup ||ur||, < oo, ist dann v +iv € HP? Aquivalent: folgt schon sup ||v,||p < c0?

2.4.1 Bemerkung. Sei u harmonisch und sei sup ||u,||1 < 0o, dann ist

M@:%/P@ﬁM/
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fiir ein gewisses p. Die Funktion
™ it
1 e+ z
1) =55 [ S
ist analytisch in D. Falls u reell ist, so ist wegen

et + 2 2rsin(f — t)
knS T2 o0t
et —2 1—2rcos(f —t)+1r2 Qr( )

v(z) = %/Q(&e”)du.
2m

Ist w nicht reell nennen wir trotzdem dieses v(v(0) = 0!) wie oben die konjun-
gierte harmonische Funktion.

Man nennt @, (¢) den konjugierten Poisson Kern. Beachte das @, (t)keine
“approximate identity“ im Sinne von I.1. ist.

REM
2.4.2 Bemerkung. Der Fall p = 2: Sei f = ZZCZO cnz", a, = Recy,, b, = knc,
und sei oBdA f(0) € R. Dann ist
u(z) = ag + Z r" (a, cosnf + b, sinnf)
n=1
v(z) = Z r"(—by, cosnb + a, sinnf).
n=1
Es folgt mit den Orthogonalitétsrelationen fiir sin, cos:
2 1 ity)2 2, 1 2n(,2 | 12
llurlla = o [ lu(re®)["dt = a5 + 5 > ¥ (ay +b})
bl = 5 307" (a2 + 82)
T2 9 n n/
Man sieht ||v,]]2 < ||u]|2-
THIIL.17

2.4.3 Satz. Durchlaufe u die in D reellen harmonischen Funktionen v ihre
konjugierten, f = u 4+ iv.

(1) (M.Riesz) Sei 1l < p < 0o, dann gibt es eine Konstante Ap, so dafs
frllp < Apllur|lp,0 <7 <1,
d.h. ist sup|lu,||, < co = f € HP.

(#i) (Kolmogorov) Sei 0 < p < 1, dann gibt es eine Konstante Bp, so dafs
| frllp < Bpllurll1,0 <r <1,

d.h. ist sup ||u,||1 < 00 = f € HP.
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(7it) (Zygmund) Es gibt eine Konstante v > 0(!), so dafs
1 it + it
1felle < o [ ue(e®)[log™ Jur(e®)ldt + 7,
2

d.h. ist sup [ |u(rer®)|log™ |u(re’t)|dt < oo = f € H'. Ist f € H' und
gilt u(z) > c fiir eine Konstante c, so ist

K
sup / lu, () log™ [u,(e™)|dt < oo .
0<r<1

Beweis. Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten. Der Satz ist eigentlich

eine Aussage iiber die in D stetigen Funktionen f. und u,. Sei also im folgend

en u reell, harmonisch und in D stetig. Wir betrachten daher, aufier in Schritt

8) stets Funktionen stetig in D.

adl: Seil <p<2,6={15,0= — By =aP(1+ ), dann gilt fiir || < T
1 < B(cosp)? — acospy.

denn: Fiir |p| > § ist die rechte Seite > —acospy > —acospd = acosd = 1.
Fiir |¢| < § ist die rechte Seite > B(cosd)P —a = 1.

ad2: Sei 1 < p < 2, u(z) > 0 in D. Schreibe f in Polarkoordinaten:
f(z) = |f(2)]e"?) wobei [p(z)] < Z. Dann gilt wegen Schritt adl und
u(z) = |f(2)] cos p(2)

HI[2 = [ [f(e)PdA < B, [ u(e)PdX — o,
/ / /

T T

|f ()P cos(pp(e)) dt = Byllully — ap Re(f(0)) < Byllull}
——

=Re fP(et) >0

ad3: Sei 1 < p < 2, u beliebig. Es gilt u(z) = Plu(e??)](z). Zerlege u als
U = Uq — U_ mit 4

ut(2) = Plmax(u(e”),0)](2)

u_(2) = Plmax(u(e’®), 0)](2)
Da uyy, stetig in D, ug(2) > 0 in D folgt mit Schritt ad2 und da |u(e?)| =
uy (e) +ue) und |u| > [upm:

1 1
111y < 1Felly + 17—l < 85 (Ielly +legly) < 26 [full -
Damit ist die Behauptung (i) im Falle 1 < p < 2 gezeigt.

ad4: Sei 2 < p < oo. Wir fassen LP als (L%)x auf mit %—i—% = 1, dann ist
1 < g < 2. Sei u gegeben und durchlaufe g die Einheitskugel ||g||; < 1. Dann
gilt (r < 1,f, = [ St Zu(etd)

et —rz

/ fr(e)g(e”) / / e +re? u(e)dAg(e®)d) Fubini =
T

e—it _ reza
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/ / T ol e i =

e —i0 _ ,r.e—zt

10 it ) )
// TTE e )N u(e)dn,

620 _ ,r.ezt

||~Hq < Aq”qu < Aq

1< Aqllullp

da f, — fgleichmé&Big folgt

Hf“p < ApHqu'

Damit ist (i) vollstdndig gezeigt.

adb: Sei 0 < p < 1, u(z) > 0 in D. Schreibe f in Polarkoordinaten f(z) =
|f(2)[e3), u(z) = | f(2) cos p(z). Dann gilt wegen 0 < cospy < cos(pp(z)

/ |fIPdA <
CO
T

B coslp7r Rel/(0F] = coslp7T {/Ud/\r’
T

= /Ipr cospp d\ =
2 —
=Re(f7)

2 2
:u(O)P

d.h.

1
<
11l < oz
Wie in Schritt ad3 findet man fiir beliebiges u:

Hf“p < Bp”UHlv

[l -

mit einer Konstanten die sich aus Verwendung der Ungleichung (a + b)? <
207 1(a% + b7),q > 1, ergibt. Damit ist (i) gezeigt. Sei zuerst u(if) > efinf T,
dann ist v > 6 in D und «(0) > e.

ad: Man berechnet A|f]| = |f ‘2 , A(ulogu) = ' Man sieht A(ulogu). Der
Green’sche Satz

zeigt

d 0 d i0 0
— — < —
. / 7r|1(7’6 )|d9 " /’LL(?"@ )logu(re )d97

1
Integration liefert ([ ---dr).

o

27

27
/|f(€w)|d9S /1ogu(e“’)d0+

o
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+27u(0)(1 — log u(0)) .
<0

Es folgt
1 X )
171 < 5 [ Tue)l1og" fu(e)do.
T
ad7: Sei u beliebig. Setze U, = max(u(e’?),e), U_ = max(—u(e?),e), Uy =
u— (uy —u_). Dann ist (mit uy, —, 00 = P[U, —, o0]) nach Schritt ad6).

el < (1 fvsrll + 1=l + ool <
1 7 . . 1 7 . .
< Py / luy (re®)|log™ |u(re?®)|do + Py / lu_(re'”)|log” |u_(re')|do+
T 7r

+Hfoo,r||1-

Da |Us(e?)] < e = ||[Us(e?)||2 < e. Es gilt wegen der Schware’schen Unglei-
chung und der Bemerkung vor dem Satz:

HfoomHl < ||f<><>,r|‘2 < 2||“<><>,?"H2~

Fir » — 1 erhélt man

1 7 ) . 1 7 ) )
171l < 5 [ () 10" fule?)jdd+ o [ fu- (e log* [log™ fu-(e'")do-+2e.

Sei Ey = {0luE?®) > e}, E- = {0uE?) < -} =
= [ Jup(e®)|log® Jug(e9)]dd < & [ |uyp|logt [ut|dd + e und analog
fir «-“ . Da Ex NE_— =60 und uy|p, =u, u_|p_ = u, folgt

1 s
I[f]]1 < o / |u| log™ |u|df + 4e.

Damit ist die Ungleichung in (iii) gezeigt.
ad8: Sei u > C sodaB f € H'. oBdA sei u > 1. Sei f = |f|e!?, dann gilt da
f(2)log f(z) analytisch ist

T

/ {|f7~| cos @, - log|-|df — | f|sin g, - (pr]:Re(f,logf.) df = 27 f(0)log f(0)

Mit u = [f[cos ¢, |ul <[f], v =|f|sing, [v] <|f| folgt, da || < 5

s s

/urlogurdﬂg /|f\cosg0rlog\fr|d9: /gar|fr|singprd9+

—T —T

+2nf(O)log 10) < § [ 17,1d8+ 2770 log £0).
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U
REO
2.4.4 Bemerkung. (i) Fiir p = oo wire die Aussage des Satzes falsch, wie das
Beispiel einer konformen Abbildung auf einen vertikalen Streifen zeigt.
(79) “Mehr strukturell* formuliert sagt der Satz das die Abbildung
1 - it )
U:ur —/ c +Zu(e”)dt
2r ) et —z
ein beschréankter Operator von LP in HP fiir alle 1 < p <€ fty ist, von
L' — HP fiir alle 0 < p < 1, und das
wwHw;{ueLﬂ/hm%wua<my
Um diese Aussage zu sehen zerlege man u in Real- und Imaginérteil. Die
Abbildung von f auf die konjungierte (d.h. ¢ — id) nennt man auch die
Hilbert-Transformation.
Nach der obigen Bewertung hat fiir « € L!, die Funktion u f.ii. Randwerte.
Ist wieder Q,(t) der konjugierte Poisson Kern, so gilt (u reell, u € L()\))
i0 1/
v(re)=— [ u(@ —t)Q,(t)dt =
27
2
1(; 0+ 1)Q, (t)dt
= — — u r =
2T
1 [ u(@+t) —u®—1)
= —— F(t)dt.
o 5 Qr(t)
2
Es gilt
sint 1
li (1) = = .
7‘1—1}/]1.@() 1 —cost tan%
THIIL18

2.4.5 Satz. Seiu € LY()\), u reel, und sei

v(re) = % /u(@ —1)Q,(t)dt.

Exzistiert fiir ein gewisses 6 das Integral

1 [u@+t)—uld—1)
2 2tan %

—T

u(@) = dta

so gilt

711/‘1% v(re’?) = v(6).
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Beweis. Setze
Cu(@+t) —u(d—t)

3
2tan§

vo(t)

Nach VS! ist ¢y € L'. Es gilt

; 1 2rsinttan &
e = v(0) = 5 [ a1 = o e~

17 (1—1)>

t) ———————dt
ol >1—2rcost+r2
—_————

= — 5
2
-7

=:gr(t)

und es ist 0 < g,(¢) < 1, lim,_,; g-(t) = 0 glm. auf jeder Menge [—m, —d]u[d, 7].
Da @y € L' ist folgt

K

lim L / wo(t)gr(t)dt = 0.

r—1 27

—T

0

2.4.6 Bemerkung. Es gilt sogar: Das Integral in der VS! von Satz 2.4.5 existiert
fast iberall.

2.4.7 Korollar. Ist u in einem Punkt 0 differenzierbar, so ist die VS! von Satz
2.4.5 erfillt. Ist u auf einem abg. Intervall stetig differenzierbar, so konvergiert
v(re?) gegen v(0) gleichmdfig auf diesem Intervall.

Beweis. Die erste Aussage ist klar, da tan% bei 0 eine einfache Nullstelle hat.
Die zweite Aussage folgt da die Ableitung dann auf dem betrachteten Intervall
beschrankt ist.

O



Kapitel 3

HP als linearer Raum

3.1 H? als Teilmenge von L?

Nach Satz 2.2.5 (+Zusammenfassung) ist die Abbildung f(z) + f(e?) eine
Isometrie von HP in LP fiir 0 > p < cc.

3.1.1 Satz. Es gilt

(i) Fir jedes p,0 < p < oo, ist HP ein abgeschlossener Teilraum von LP.
Insbesondere ist fir 1 < p < oo der Raum HP ein Banachraum, fir 0 <
p < 1 ein vollstindiger metrischer Raum.

(i) Fiir 0 < p < oo ist H? der Ab schluf der Polynome in €.
Fiir den Beweis von (i), p < 0o, bendtigen wir noch ein Lemma:
3.1.2 Lemma. Sei f € HP, 0 < p < oo, dann gilt

1

— . ,2€D.
(1—1z))7

@) <22 Il

Beweis.
-) Sei zundichst p = 1. Dann hat f die Darstellung f(z) = P[f(e?)](z). Wegen
pr(0 —t) < £ folgt

1—r

£ < 5 [ pleeIfelde < 5

— 27

—T

2
-4

1)l

) Sei jetzt p beliebig. 0BdA sei f # 0 in D, dann ist f(2)?| < 2=||f(e")?][1.

0

Beweis. von Satz 3.1.1

ad(i): Die Folge f,0 HP konvergiere im LP-Sinne f, Hilp f- Wegen Lemma 3.1.2
(bzw. fiir p > oo unmittelbar) ist { f,, } lokal glm. beschrikt ist, also eine normale
Familie. Nach dem Satz von Moutel gibt es eine kompakt konvergente Teilfolge
fn = . Wegen || fo, [l < |[|fallp < C folgt sup fr|[, < C, also f € HP.

35

THII.1
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Sei € > 0 gegeben. Wihle N so, daB ||f, — fml|lp < € fiir alle u,m > N.
Dann gilt

Hfr_fmm”p = hm ||fn,r_fm,7“||p S hm sup an_mep S €
n—oo n—00

Fiir r — 1 folgt da f € H?||f — ful|, < €. Es gilt also
lim fm:fer.
m—o0

ad(ii): Sei f € HP, 0 < p < oo, und schreibe f = > ¢,z*. Sei r so daB
I|fr — fllp < € und sei n, so, daB || 3" cpr¥el® — f.||, < e. Fiir p > 1 folgt
aus der Minkowski’schen Ungleichung, fiir p < 1 aus der Beziehung (a + b)P <
(aP + bP), dafl

ny,
IIf = chrkewkﬂp < Ce.

3.1.3 Lemma. FEs gilt:

(i) Sei f € H, f(z) = >0l anz", dann sind die Fourier Koeffizienten der
Randfunktion f(e*) genau die Zahlen a,, (fir w> 0 und = 0 fir u <0).

(7i) Seil < p < oo, dann besteht HP aus genau den LP-Funktionen fir die die
negativen Fourier Koeffizienten = 0 sind.

Beweis.
ad(i): Firr <1 gilt

2 'r"ef

27
1 it
an:i/f(re )dt,nz().
0

Also ist (¢, = der n — te Fourierkoeffizient von f(e*?)):
[ran — cn| <||fr = fll1 = 0,7 = 1.

Analog findet man ¢, = 0 fir n < 0.

ad(ii): Ist f € H'p, so miien nach (i) die negativen FK = 0 sein und die
Randfunktion ist nach Korollar 2.2.2 in LP. Sei also ¢ € L? und sei ¢, = 0 fiir
n < 0. Setze f(z) = P[p](z), dann gilt (da die FK vor p,(t) gleich rl sind)

Fre) = fu(e) = 3 ere™),

n=0

d.h. f(z) = >0 5 cnz"™ und ist daher analytisch in . Die Randfunktion von f
ist ¢, und f ist - als Poisson Integral - in HP.
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3.1.4 Korollar. Sei f € H', f =" a,2". Dann gilt a,, — 0.
Beweis. Riemann-Lebesque Lemma (vgl.[Rul,rudinl, 7.1.])

3.1.5 Satz. (Hardy) Sei f € H', f(z) = a,2". Dann gilt

o0

1
> —lanl <7l f]]1 -
n

n=1

Beweis.
-) Sei zunéchst a,, > 0. Dann gilt

hnf( re?? Z anr" sinnd

Es ist

1 . 1
%/(ﬂ—ﬂ)smrwd&—ﬁ,

also folgt

2
% /(7r — O)hnf(re?)ds <

3\>—‘

e

1
<5 [ Wrtreids < .
0
Fiir r — 1 folgt die Behauptung.
-) Sei f € H' beliebig. Schreibe f = g - h wobei
N
8§ - (4)'
g B B) €
(B...Blaschke Produkt mit Nullstellen von f). Ist

Zb 2% h(z ch ,
so ist auch (g € H? < > (by| < 00)
Z|b |24, H(z Z|cn|z € H?,

und es gilt ||G|l2 = ||gll2, [|H]||2 = ||h||2. Die Funktion F = GH € H' und
F =Y d,z* mit a;, > 0. Offenbar ist |a,| < @y, also ist

=1 =1
Zglan\ézgdnéﬂllFlllSﬂ\lGllzllHllz=7r|\g||z|\hl\2,
n=1 n=1

denn = 7||f||1|B(e)| = 1.
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3.1.6 Korollar. (Hardy-Littlewood) Sei f € H' und sei f von beschrinkter
Variation. Dann ist f absolut stetig und die Fourier Reihe fir f ist absolut
konvergent.

Beweis. Die Fourierkoeffizienten von f berechnen sich als (n + 0)

_i f inf _ii / ind
a4 = 27r/f(9)e do = 2M/e ar o).

—T

Nach Korollar 2.2.9 ist df absolut stetig, df = gdf mit g € H'. Es ist a,, = %bn
wobei b,, die Fourierkoeffizienten von ¢ sind. Es folgt nach Satz 3.1.5

o0 o0 1
Z lan| = Z Elbnl < 00.
n=1 n=1

O

Untersuchen Projektionen von LP auf HP. Z.B. L?... Hilbertraum, H? =
{30 jene™}, (HA)L = {3, _ycne™?} ... arthogonale Projektion ist also

Die Abbildung

e’} o< [e%}
E cne™ E e, E cne’™ e P
n=0 n=0

n=—oo

ist nach Lemma 3.1.3 ein Projektion von LP(von Domain C LP) auf HP, 1 <
p < oo. Wir bezeichnen sie als die “natiirliche Projektion®.

3.1.7 Satz. Fir 1 < p < oo ist die natiirliche Projektion ein beschrdnkter
Operator von LP auf HP. Fir p = 1 und p = oo gibt es keine beschrinkte
Projektion von LP auf HP.

Bewets.
)Sei 1 < p < oo. Nach “Satz 2.4.3(i)* ist die Abbildung “falten mit

it

sy Operator von L? in H”. Es gilt

ezt + z ezt

et — z et — z

also ist, da “falten mit 1% offensichtlich stetig ist, auch “falten mit #tc(ﬁft]
C, ist genau der Kern aus der Chauchy’schen Integralformel und hat die Fou-
r . n>0

0 , n<o0
Projektion fiir die Randfunktion.

rierkoeffizienten . Falten mit C,. ist also gerade die natiirliche

COlll.6
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-) Sei p = 1, und sei P eine beschrinkte Projektion von L! auf H'. Fiir f(t) € L!
bezeichne mit fy(t) die Rotation fy(t) = f(t + 0). Setze

T

P o [P,

—T

Die Rotation f + fy ist isometrisch, also beschrinkt, die Abbildung & — fj ist

fiir festes f ebenfalls stetig, insgesamt ist also der obige Integrand eine stetige

Funktion von &. Die Abbildung P ist also ein stetiger Operator von L' in H*.
Fiir n > 0 ist e € H', also ist

P(eint) _ 2i / (Pein(t+9)) —6do =
m N———

=T _gin(t+6)

s

1 ) )
—_ / ezntde — eznt .
27

Fiir n < 0 gilt

s

_ 1 [, :
Pty = = / ¢ (P(e™) ~ 0) 8 =patoun 0
2w —_——
—7 cH?!

Wir sehen also -dnP- stetig ist, daf3 P die natiirliche Projektion ist.

Es zeigt zu zeigen, dafl die natiirliche Projektion nicht eine beschrénkte
Abbildung von L' und H'! ist. Wir zeigen, daf sie nicht iiberall definiert:
Nach [Z,zygmund, 98, p.253] ist Y0, <L die Fourierreihe einer L!-Funktion.

n=2 logn
. . int . . . . . . .
Die Reihe ) 7 logn ist aber nicht die Fourierreihe einer H !_Funktion, denn

Y L = oo (vgl.Satz 3.1.5).

nlogn

T

-) Sei P eine beschrinkte Projektion von L* auf H*. Schreibe [f,g] = % I,

—T

f € L™, g € L'. Da P beschrinkt ist und f ~ fp eine Isometrie, ist das
Funktional g — 5= [ [Pfs, go]df, g € L, beschréinkt. Es existiert also ((L')* =

—T

L) ein Element Pf € L, so daB

T

[Pf,g] = %/[Pfeyge}dﬁgELl.

—T

Mit einer analogen Uberlegung wie oben findet man, daf P die natiirliche Pro-
jektion ist.

Wir zeigen wieder das die natiirliche Projektion nicht {iberall definiert: Die
Reihe "0 | si2nf gt ['R einer beschrinktern Funktion ((m — 6)). Die Reihe

n=1
PO % ist FR der Randfunktion von —log(1l — z), diese ist offenbar nicht

beschrinkt.
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3.1.8 Satz. Sei q der zu p konjugierte Index (% + % =1).

(i) Fiirl <p < oo ist (HP)* isometrisch isomorph zu L1/H?. Sei 1 < p < 0o:
Jedes Funktional ¢ laft sich in eindeutiger Weise mit einem g € H? als

o(f) = % / f(e?®)g(e?)db, f € HP

schreiben.

(i) Seil < p < oo, dann ist HP = (L9/HY)*. Es ist H* = (C/Ao)*(C ... ste-
tige Funktionen mit gleichmdfiger Konvergenz, Aq ... AbschlufS der Poly-
nome mit f(0) = 0).

3.1.9 Bemerkung. ad (i): Die Zuordnung ¢ — g ist i.a. keine Isometrie. Es
gilt i.a. nur (kommt von Satz 2.4.3)

llell < lgll < Apll¢ll; 1 < p < oo.
Im Fall p = 2 gilt “=“.
ad (ii): Wesentlicher Unterschied zum L' ! der ist kein Dualraum.
Beweis. (von Satz 3.1.8)
(1) Sei 1 <p < oo, dann ist (LP)* = L9.
SCX >,
X*/S 1= 8"
(X/S) =5t
Es gilt H? = {f € L?| } feMeldt = 0, n = +1,4z,...}, d.h. der
Annulator von H? in L9 1;‘: clsra {ef, n=+1,4+z,...}, also ist
(HP)* = L9/ clspa{el ,n = +1,+2,...}.

Wendet man jetzt die Isomorphismen gle®| — eg(e’) des L7 auf sich an,
so ergibt sich (HP)* = L9/HY (und diese Isomorphismen sind isometrisch).

Sei nun 1 < p < co. Da die natiirliche Projektion von L? auf HY stetig ist
(und damit auch I — p), ist (ker P = (HP)")

H? = L9/ clspafel ,n=—1,—2...} =2 HI,

wobei dieser Isomorphismus als invertierbare in beiden Richtungen stetige
Abbildung, nicht aber als Isometrie zu verstehen ist.

Fiir p = 2 ist L? Hilbertraum und

dsp2{el n=-1,-2,..1 = (H>".

THIIL8
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(i1) Wegen (L9)* = LP und der selben Uberlegung wie bei (i) ist
(Lq/H“)* = Annihilator vonHY(inL?) = HP .
Es gilt: C* = { endliche Borelmafe }, also ist
(C’/A())* (C/ clsc{ef, n=-+1,42,.. })* 2 Annihilator von clsin{Mafe} .

Nach Korollar 2.2.9 ist jedes MaB mit [e/duy = 0 fir n = +1,42,...
absolut stetig, also von der Form dp = fd\ mit f € H'. Also ist obiger
Annihilator = H'.

3.2 Extremalpunkte

Nach Satz 3.1.8 ist H?(1 < p < o0) der Dualraum eines Banachraumes. Nach
dem Satz von Krein-Milman ist die Einheitskugel der weak —x Abschlufl der
konvexen Hiille ihrer Extrempunkte.

3.2.1 Satz. Es gilt

(1) 1 < p < oco: Die Extrempunkte der Finheitskugel sind genau {||f|] = 1}
(wie im LP).

(ii) p=oo: f ist Extrempunkt < |f(2)] <1 und

s

[ st~ 1))t = —cc.

(hnL?°: alle mit |f(e)| =1 f.i)

(#i1) (Rudin-de Leemo) p = 1: f ist Extrempunkt <= ||f|| = 1 und [ ist
outer function. (L* A)

Beweis.
ad(i): ist klar, da die entsprechende Aussage fiir LP gilt

ad(ii): Sei f € H®, ||f]| =1, [ = —oco. Wir zeigen, dal f ein Extrempunkt
ist. Angenommen g € H*: ||f +g|| = ||f — g|[ — 1. Dann ist fiir jedes z:

|f(2) +9(2)|,[f(2) —g(2)] < 1.
wachsend Abb. fehlt

= f)P+1gz))P <1,

| == V()] +19(2)?

THIIIL9
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also [g(2)|?> <1 —|f(2)|> < 2(1 — |f(2)|). Diese Beziehung gilt insbesondere fiir
z =€ also folgt

2 / log |g(e®)|dt < 2mlog2 + /log(l —|f(e)]dt = —c0

—T —T

d.h. nach Korollar 2.2.2 folgt g = 0.
Sei umgekehrt log(1 — |f(e?)|) € L'. Setze
2 ] log (1| (et
g(z) =e )

dann gilt |g(z)] < 1 fiir alle z, und
lg(e)] =1 —|f(e”)IE. .
Also ist [|f + glloos [|If — glleo < 1, und f ist kein Extrempunkt.

ad (iii): Sei f outer und ||f||; = 1. Angenommen g € H' sodafl ||f + g||; =
l|f —gll1 = 1. Setze h = %, dann gilt

0= lf 4l +11f = glls =2 = 5= [ [11+h(e)]+ 1~ hetio)| — 2] (e")ap.

Beachte, daf8 h(e?) f.ii. existiert, da die Nullstellen von f(e'’) eine Null-
menge sind. Da der Integrand nicht negativ ist (Dreiecks..) ist folgt

11+ h(e?)] +]1 — h(e?)| =2,

d.h. =1 < h(e?) < 1 (“=* in Dreiecksungleichng <= beide Zahlen gleiches
Argument). Es gilt also |g(e?)| < |f(e?)| und nach Korollar 2.3.7 gilt |g(z)| <
|f(2)] in D. Die Funktion h ist also in H* und da h am Rand reell ist folgt mit
der Poisson Integraldarstellung iiberall reell = h = konstant. Es folgt

1 1
1+h == llf gl = 1= =—[lf =gl =[1 = h),
17112 £ 1h
also ist h = 0. Daher ist f ein Extrempunkt.
Sei nun f = IF,||f|| = 1, mit einem nicht trivialen inner factor I und dem

outer part F. Setze J(z) = ¢*“I(z) und

1 1
§(J+j.

Dann ist g € H! und da die Joukowski Abbildung den Einheitskreis auf [—1,1]

abbildet ist —1 < 2°) < 1.
f(e?)

h(eie)

g(z)=f

Das Integral

[ relerenisenar
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ist eine stetige reelle Funktion und ist entweder = 0 oder wechselt das Vorzeichen
in o € [0,27] (wo > 0= bei a + mist < 0). Wir Wéhlen « so, da§ [ =0, d.h.

aber genau [ h(e™)|f(e)|df = 0 denn [I(e?)] = 1 = Re[e’I(e")] = L(J+1).

Es folgt
f+glh=IIf =gl =1fll=1,

und daher ist f kein Extrempunkt.

3.2.2 Korollar. Sei f € H', ||f||,< 1. Dann gilt:

(i) Ist ||f|ly = 1 und ist f kein Extrempunkt, so ist f = L(f1 + f2) mit zwei
Ezxtrempunkten f1, fo.

(i) Ist ||f]l1 < 1, dann ist f eine konvexe Linearkombination von zwei Ex-
trempunkten.

Weiters gilt: Dr ||.||1-Abschluff der Menge der Extrempunkte der Einheitskugel
im H*' besteht aus allen f € H' mit ||f||1 = 1 die in D keine Nullstellen haben.

Beweis.
ad (i): Konstruiere g wie im Beweis von Satz 3.2.1. Wir miissen zeigen dafl f +¢
outer sind, dann fertig. Sei |t| > 1, ¢ € Re und betrachte f + tg:

frtg=frtg+2)f = Lpr iy =

t _. ) )
=S¢ (14 ePIN(1+e B
fiir t cos 8 = 1. Nach Korollar 2.3.7 sind die letzten beiden Faktoren outer func-
tions. Da das Produkt von outert functions wieder outer ist = fertig.

ad(it): Ist f outer, so ist :l:ﬁ ein Extrempunkt. Ist f nicht outer sei g wie

oben, dann ist ||f — g|| = ||f + g[| = ||f]| < 1. Wahle A, s > 1, so daB||f +
Agll = ||f —Aag]| = 1. Wegen dem Beweis von (i) sind diese Funktionnen outer,
also Extrempunkte.

ad “weiters*“: Sei f, H'—H>1 f, fn Extrempunkte, d.h. outer und ||f,]| = 1. Kla-
rerweise ist ||f|| = 1. Die L'—Konvergenz von f,(e?) impliziert wegen der
Poissonschen Integraldarstellung die kompakte Konvergenz von f,(z) — f(2)
inD. Da f # 0 ist und f,, keine Nullstellen haben, folgt aus dem Satz von Vitali
f(z) #0in D.

Da f keine Nullstellen hat ist |f.(z)] > d, > 0 fiir z € D. Also ist f,

f% € H* und nach Korollar 2.3.7 folgt da8 f, outer ist. Nun gilt || f — f||1 — 0,

[If-ll1 = [If]l1 = 1 und daher ||ﬁ — flli — 0. Die Funktionen H{C—TH sind
Extremalpunkte = fertig.

COIlllL10
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3.3 Der shift-Operator

Der shift-Operator am ¢2 ist definiert als
(Cl(), aj, .. ) — (O,ao,al, .. ) s

und ist klarerweise eine Isometrie von £? in sich. Wegen

= (f =Y a2 Jau? < oo}, 1113 = 3 laal,

ist H? unitér dquivalent zu £2. Offenbar entspricht der shift-Operator am ¢2 dem
Operator der Multiplikation mit z am H?. Jede Isometrie von einem sep. Hil-
bertraum in sich die nicht unitir und completely irredusible ist (d.h. 3 Teilraum
so dafl dieser und sein orthogonales Komplement invariant sind) ist unitéir dqui-
valent zum shift-Operator an ¢2. Wir bestimmen im folgenden die invarianten
Teilrdume des Multiplikationsoperator am H?2.

3.3.1 Satz. (Beurling) Die invarianten Teilriume von z- sind genau die
Teilrdume von der Gestalt oH? wobei ¢ eine inner function ist. Es ist o1 H? =
o H? < % = konstant.

Bewets.
-) Sei ¢ inner. Die Abbildung f — @f ist eine Isometrie, also ist insbesonder
@H? abgeschlossen. Klarerweise ist @ H? invariant unter z-.

) Sei p1H? = poH? = 1 = pof mit f € H?. Esist |f| = 1 f.ii. lings T,
also ist [f(2)] < 1in D (1 ist outer function), d.h. [ZL[ < 1 in D. Die selbe
Argumentation umgekehrt zeigt [£2| <1 = [£2| =1 = £ konstant.

) Sei Y # 0 ein invarianter Teilraum. Sei k die kleinste Zahl, so dal Y ein

Element
o0

f(z)= Z cn 2"
n=~k
enthilt. Dann ist f ¢ 2Y, d.h. 2Y ist ein echter Teilraum von Y, es gibt daher
ein Element ¢ € Y, |||l = 1, so daBp L 2Y. Dann ist ¢ L 2"¢p, n=1,2,...,
d.h.

T

1 .
o Sp(elt) € / So(elt) dt = 07 n=1,2,
2T ——
Durch konjugieren sieht man, daf3 diese Beziehung auch fiir n = 1, -2, ... gilt.

Die Fourierkoeffizienten der Funktion |¢(e®)[? € L! sind alle = 0 bis auf den

0 — ten. Das zeigt |¢(e®)| = 1 f.ii. . Da ¢ € H? ist, ist ¢ das Poisson Integral

seiner Randwerte, also ist |¢(z)] < 1in D d.h. ¢ ist inner. Da Y invariant und

abgeschlossen ist, und die Polynome dicht in H? sind, folgt pH? < Y.
Angenommen h € Y, h L ¢H?. Dann gilt

T

1 . ,
— [ het)e S pletydt=0,n=0,1,2,... .
27 el

—T
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Weiters ist ¢ L z"h € z2Y,n=1,2,..., d.h.
1 / it it
— [ elh(e)p(e®)dt=0,n=1,2,....
2m ——

Es sind also alle Fourierkoeffizienten der L'-Funktion h(e™) ¢(e') gleich Null.
———
Da || = 1 f.ii. folgt |h| = 0 f.ii., d.h. h(z) = 0. Wir schliefen Y = @ H?.

g

3.3.2 Korollar. Sei f € H?, f = IF mit inner part I und outer part F. Der
kleinste invariante Teilraum, der f enthdlt = cls{z"f(n =0,1,2,...}) ist I[H?.

Beweis. TH? ist ein invarianter Teilraum der f enthilt. Sei pH? da kleinste
(= ¢H? < ITH?) = 3h € H?,h = J¢, f = ¢h. Da die outer parts von f und h
durch den Betrag am Rand bestimmt sind und |¢| = 1 f.ii. ist, folgt F = £, und
daher ist I = ¢J =

©H? > TH?.

Insgesamt sieht man I H? = H?2.
U

Seien I und J inner Funktions. Wir sagen I teilt J wenn J/I eine beschrinkte
analytische Funktion in D ist (oder dquivalent: wenn J/I wieder inner ist).

3.3.3 Korollar. Es gilt I teilt J <= IH? < JH?. Identifiziert man zwei
inner functions die sich nur um einen konstanten Faktor unterscheiden, so ist
die Menge der inner functions mit der Teilbarkeitsrelation ein vollstindiger Ver-

band.

Beweis. Ist J/I € H® = J € I[H*> = JH?> C IH?. Sei JH? C IH? = J = Ih
mit A € H?. Da |h| = 1 lings T folgt h inner (|h(2)] < 1in D), d.h. I teilt J.
Die restliche Behauptung folgt da die invarianten Teilrdume der Isometrie z-
einen vollstédndigen Verband bilden.

O
Wir betrachten fiir 1 < p < oo die Riume fH? fiir f € HF.

3.3.4 Korollar. Sei 1 < p < oo, f,g € HY, f = IF,g = J¢. Dann gilt
cs{z"I} = IHY, und

TH? < JHY «— Jteilt],cls{z"f, wo,n...} = IH .

Beweis.
-) Die Beziehung cls{z"I} = TH? folgt da I eine Isometrie ist und die Polynome
in H” dicht sind.

-) Die <= Beziehung zeigt man genauso wie fiir p = 2.

-) Fiir die letzte Behauptung geniigt es zu zeigen, cls{z"F} = HT gilt: An-
genommen nicht, dann gibt es ein stetiges lineares Funktional ¢ am HY, daf

colll.12
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cls{z"F|n = o,1,...} annuliert, aber nicht trivial ist. Nach Satz 3.1.8 gibt es
eine Funktion g € Hq(% + % =1), so daf§

of = 5 [ fe gt g < 1.

—T

Es gilt also

s

1 o~
o e/ Fe)g(e®)dt =0,n=0,1,2,....
T

—T

D.h. Funktion k(e'*)g(e®) € L' ist sogar in H{. Da F outer ist, ist & outer fiir
N. Also ist

k(z) .
Fio) SNV

und Korollar 2.2.2 zeigt g(e) € H{ ein WS!

3.4 Isometrien
Wir beschreiben die (linearen) Isometrien von H' auf sich und von H* auf sich.
3.4.1 Satz. FEs gilt

(1) Jede Isometrie T von H™ auf sich ist von der Form

(Tf)(2) = af(r(2)), f € H™,

wobei |a| = 1 und 7 eine konforme Abbildung von D auf sich ist. Umnge-
kehrt ist jede solche Abbildung eine Isometrie von H* auf sich.

(i) Jede Isometrie T von H' auf sich ist von der Form

(T)(z) = ar'(2) f(r(2)), f € H',

wobei a und T wie in (i) sind. Umgekehrt ist jede solche Abbildung eine
Isometrie von H' auf sich. Man beachte, dafy die konformen Abbildungen
von D auf sich die Mkinstransformationen von der Gestalt

”—

o
=A ,mit(al =1,aeD,
7(2) T ™ (o !

sind.

Um diesen Satz beweisen zu kénnen benétigen wir einige andere Resultate.
Die Menge H*° ist mit den Operationen “skalare Multiplikationen®, und
“+,. von Funktionen (punktweise)“ eine Algebra.
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3.4.2 Satz. (Kakutami) Sei ¢ ein Automorphismus der Algebra H™. Dann
ezistiert eine konforme Abbildung 7 von D auf sich, so daf

(@f)(A) = f(r(N), f € H*.
Umgekehrt ist jede solche Abbildung ein Automorphismus.

Beweis. Die Aussage “Umgekehrt® ist klar. Sei also ein Antomorphismus ¢
gegeben. Ist f € H*® und A € C, soist A € RGf <= (f—\)"! ¢ H®. Es
folgt das RG(¢f) = RGf (beachtep(1) = 1). Setze 7 = ¢z, dann ist 7 nicht
konstant, da z nicht konstant ist, und RG7 = D. Daher bildet 7, D in D ab
(Gebietstreue). Sei |A\| < 1, f € H*, dann ist |[7(A)| < 1 = f|7(A\)| definiert
und in H*°, und es gilt

FRF(rA) = (2 —7(A)g(2) ,
mit einem g € H*°. Daher folgt

(@f)(2) = f(r(X) = (7(2) = (X)) (9)(2) ,
und setzt man z = X ein, so folgt
(@F)(A) = f(r(N).
Die gleiche Uberlegung angewandt auf ¢! zeigt
@ NN =Fflo=9¢"12.
Da go¢p !t =¢~1o¢p=id folgt (setzt man speziell f = z)

o(t(N) =7(e(N) =AAeD,

d.h. 7 = 71 und 7 ist also konform.

u

Der folgende Satz ist ein allgemeineres Resultat, das wir zur Beschreibung
der Isometrie von H* beniitzen werden.

3.4.3 Satz. Sei X ein kompakter To-Raum und sei A eine Teilalgebra von C(X)
welche 1 enthdlt. Sei T' eine Isometrie (bzgl. || - ||oo) von A auf sich. Dann ist

Tf=a-9of feA,

mit o € A, |la(z)| =1, % € A und einem Antomorphismus ¢ der Algebra A.

Ist zusdtzlich T(1) = 1, so ist T multiplikative. Zum Beweis dieses Satzes
beniitzen wir den Satz von Krein-Milman in der folgenden Formulierung (siehe
............. ):

Satz (Krein-Milman): Sei Y ein Banach-Raum und sei K eine nichtleere
conveze und weak-*kompakte Teilmenge von Y*. Dann ist K der Abschiuf der
konvexen Hiille ihrer Extrempunkte.

Beweis. von Satz 3.4.3

-) Zunichst bemerken wir, dafl man oBdA voraussetzen kann das A abgeschlos-
sen ist und die Punte von X trennt. Denn die Isometrie T' setzt sich auf den
Abschluss fort und Punktetrennung kann man durch Faktorisierung erreichen.

THIIL.17
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-) Es ist also A mit || - ||oo ein Banachraum. Betrachte
ACC(X)

A* & C(X)*\ AmA

YDE3L&NDS={F|F|lh=L,||F||=1} C CX)*

.7. My die Einheitskugel ¥ in A*. Wir betimmen die Form ihrer Extrempunkte.
Bezeichne L, die Punktauswertung bei x:

Lof = f(z),ze X, feA.

Sei L € ¥ ein Extrempunkt, dann ist |[|L|| = 1 und nach dem Satz von Hahn-
Banach gibt es ein F € C(X)*, so daB F|4 = L und ||F|| = 1. Die Menge S
aller solcher Erweiterungen ist konvex. Weiters ist sie w — % abgechlossen, also
weak-*kompakt.

Sei F' ein Extrempunkt von S. Wir zeigen, dafl F' sogar Extrempunkt der
Einheitskugel von C(X)* ist: Angenommen F = (Fy + F3), ||F;|| < 1, dann
ist sogar ||F}|| = 1, und mit L; = Fj| gilt L = £(L1 + L2). Da L Extrempunkt
ist folgt Ly = Ly = L, d.h. F},Fy € S. Da F Extrempunkt von S ist folgt
FL=F=F.

Da C(X)* die Menge der (endlichen) komplexeren Borelmafe (Darstellung
von Riesz, vgl.[Rudin 1]), also sind die Extrempunkte der Einheitskugel von
C(X)* genau die Mafie y = A, = 1 und ¢, ist die Punktmasse 1 bei z(x € X
[Rul,rudinl, 251]. Dann zeigt F(f) = Af(z) und insbesondere

L=XL,mit|\ =1,z € X.

Da A Punktetrennend ist, ist in dieser Darstellung X und damit auch A eindeutig
bestimmt.

-) Sei E die Menge der Extrempunkte von ¥. Wir zeigen

| flloo = sup |L(f)|, f € A.
LeFE

Da jedes L C E Norm 1 hat folgt ||f||cc > suppcg |L(f)|. Da X kompakt ist
gibt es einen Punkt z¢ € X, so dal |f(xo)| = ||f]| gilt. Sei

My ={L e Z|L(f) = |[fII},

dann ist M, # 0, denn %Lwo € My, My ist konvex, und My ist weak-*
abgeschlossen also kompakt. Sei L ein Extrempunkt von M. Wir zeigen das L
sogar ein Extrempunkt von ¥ ist: Angenommen L = %(Ll + Ly), L; € ¥£. Da
[|L;|| <1 und L(f) = ||f]| ist folgt L;(f) = ||f|| (da ||f]| ein Extrempunkt von
(z) C||f]| ist). Also ist L;j € My und da L Extrempunkt ist folgt L; = Lo = L.

Es ist also L € F und wir finden

sup [L(f)| = L(f) = || fl]oc -

LeE
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-) Sei nun T eine Isometrie von A auf sich, dann ist die Adjungierte T™* (definiert
durch (T*L)(f) = L(Tf)) eine Isometrie von A* auf sich. Insbesondere gehen
bei T* die Mengen ¥ und E jeweis auf sich iiber. Sei

B = {z € X|L, ist Extrempunkt von ¥}, ....ist Rand fiir A.
dann ist £ = {AL,|z € B,|\| =1}. Ist x € B, so ist T * L, € E, also von der

Form a(x)L,(, fiir (eindeutig bestimmte) 7(z) € X und a(z) mit |a(z)| = 1.
Es gilt also fiir f € A, z € B,

(Tf)(x) = o) f(7(2)) -

Nimmt man insbesondere fiir f die Funktion f = 1, so folgt a(z) = (T'1)(z),z €
B, d.h. « ist die Einschrankung einer Funktion o € A auf B.

-) Seien f,g € A und z € B. Dann gilt

(T(f9)) (@) = a(x)(fg)((x))
also ist
a(@)(T(fg))(x) = (Tf)(@)(Tg)(x),z € B.
Da fiir jedes h € A : ||h||oc = sup,ep |h(x)], folgt
oT(fg) = (T'f)(Tyg).

Wihlt man speziell f = g = T-'(1), so folgt 1 € A. Da |a| = 1 auf B folgt

|2| = 1 auf B. Eine Funktion aus A nimmt aber ihr | - |-Maximum auf B an,
also ist || = 1 iiberall. Setzt man

o(f) =a”'Tf,
so gilt

6(f9) = a~*aT(fg) = (a7 Tf)(a™'Tg) = (6/)(¢9),
also ist ¢ ein Algebra-Antomorphismus von A (bzgl. Addition klar, Inverse:
¢~ f=T"Y(af))

-) Ist zusiitzlich (T'1) = 1, so gilt
a(z) = (T1)(z) =1,

also ist T" multiplikativ.

0

Beweis. von Satz 3.4.1

ad: Wir zeigen, dal H° isometrisch isomorph zu einer Algebra wie in Satz
3.4.3 ist. Allgemeines Prinzip “Gelford-Darstellung® = spéater. Beachte den
weak-*Abschluss X der Menge {Lx|A| < 1} im Raum (H®)%. Dann ist X
ein kompakter To-Raum in der weak-*Topologie. Einem f € H ordne die
Funktion f € C(X)

f(L)=L(f),Le X,
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zu. Nach Definition der weak-*Topologie ist f stetig. Da Ly auf H> multiplika-
tiv ist, folgt das f — f ein Algebra-Homomorphismus ist. Klarerweise ist f — f
eine Isometrie bzgl. sup-Norm, insbesondere injektiv.

Nach Satz 3.4.3 ist eine gegebene Isometrie T von der Gestalt T'f = a¢f
und nach Satz 3.4.2 ist ¢ von der Gestalt (¢f) = f(7(N)).

ad: Die “Umgekehrt“-Aussage folgt aus der Substitutionsregel

o [ 1= o [ 1fG )7 et

Sei also eine Isometrie T von H' auf sich gegeben. T' bildet die Menge der
Extrempunkte der Einheitskugel auf sich ab, also auch deren Abschlufi. Nach
Korollar 3.2.2 hat also f eine Nullstelle <= T'f hat eine Nullstelle.

Setze F' = T(1), dann ist F(\) # 0 in D. Weiters hat fiir A € D, f — X
eine Nullstelle <= T f — AF hat eine Nullstelle. Die Funktionen f und %f
haben daher den gleichen Range. Betrachte die Abbildung Uf = %f Dann
bildet U den Raum H®° isometrisch in sich ab. Ist ¢ € H™, so ist Fig € H!,
also f =T 1 (Fg) € H. Es gilt Uf = g, also ist sogar f € H*. D.h. U ist eine
Isometrie von H> auf sich. Weiters gilt U(1) = 1. Nach den bereits gezeigten
“(i)“ ist also (U f)(A) = f|r (X)) fiir eine gewisse konforme Abbildung 7. Es folgt

(THHN) =FNf(r(N), f e H>.
Da T isometrisch ist, folgt fiir f € H>

1 f i i
17l =177l = 5 [ 1) Fede.
Nach der Substitutionsregel gilt
Al = L [flr(e™))] - |7'(e")]dt
1 o ’

also folgt |F(e®)] = |7/ ()| f.ii. .

Die Funktion 1 ist Extremalpunkt der Einheitskugel von H', denn 1 ist
outer und |[1||; = 1, also ist auch F' ein Extremalpunkt insbesondere outer. Die
Funktion 7 ist von der Form

7(z) = 55:;2

mit |8] =1, v € D. Thre Ableitung ist
1— 2
7(2) = B -1
(=72
also ist 7/, = € H* und nach Korollar 2.3.7 ist 7’ outer. Es folgt F/(A\) = o/()),
Z.

also ist T’ f von der gewiinschten Gestalt fiir f € H>. H™ ist dicht in H' (z.B.
fr— fin||-]1), also gilt die Behauptung Vf € H!.



Kapitel 4

Analytische Funktionen mit
stetigen Randwerten

4.1 Der Raum A

4.1.1 Definition. ei A die Menge der in D stetigen und in D analytischen
Funktionen.

Versieht man A mit der sup-Norm || - || dann bildet A mit den Operationen
“punktweise +,-“ eine Banachalgebra. Wegen dem Maximummprinzip gilt

1flloc = sup |fle™)],

also kénnen wir f € A mit der Randfunktion f(e) identifizieren, und so wird A
zu einer Teilalgebra von C'(T). Ndamlich besteht A aus genau jener Funktion von
C(T), deren negative Fourierkoeffizienten verschwinden. Wegen Lemma 3.1.3
und Korollar 3.1.6 sind die Polynome Y ,_, arz® bzw. die trigonometrischen
Polynome > ;_, are’™ dicht in A, und die Randwerte f(e’) fiir f € A sind
absolut stetig.

Aus der Theorie der Fourierreihen folgt

4.1.2 Satz. Die Menge {Re f|f € A} ist dicht (bzgl. |||l ) in den reellwertigen
stetigen Funktionen auf T.

Beweis. Jeder trigonometrische Polynom der Gestalt

ist Realteil einer Funktion in A. Die Cesaro-Mittel einer reellen Funktion f auf
T haben gerade diese Form und approximieren f gleichméBig (Satz von Fejer).

1l
4.1.3 Korollar. Sei u ein endliches reelles Maf$ auf T. Ist Sfd, = 0 fir alle
f €A soist w=0.1Ist Sfdu = 0 fiir alle f € A mit f(0) = 0, so ist ein
konstantes Vielfaches des Lebesque MajSes \.

o1

DES

THIV.1

COlv.2
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Beweis. Die erste Aussage ist klar. Zum Beweis der zweiten Aussage setze
= / dp, dpy = dp — LdX.
T
Dann ist fiir f € A

[ fu = [15 = 1@+ 50) [ diar =0,

T T

den [dpuy =0, [[f = f(0)]dp = 0 und [[f — f(0)]dA = f(0) — f(0) = 0 wegen
T T T
der Mittelwertseigenschaft. Es folgt 1 = 0, d.h. p = £A.

U
Beweis.
ad(i): Seiw eine Funktion auf T' mit Werten in [—oco, —1] mit den Eigenschaften
1.) w = —oco auf K und strebt gegen —oo wenn e gegen K strebt.
2.) w# —oo auf T'\ K und dort stetig differenzierbar.
3.)we L

So eine Funktion w kann z.B. konstruiert werden wie folgt: K ist abgeschlossen,
also ist T'\ K die abzéhlbare Vereinigung von disjunkten offenen Intervallen I,,.
Sei €, die Lange von I,, und sei y,, eine positive, stetig differenzierbare Funktion
auf I,,, so daf y, < é, Yn — 0 an den Randpunkten von I,, und dafl

/ IOg Yn 2 _26n .
1

n

Sei y = 0 auf K und = y,, auf [,,, dann ist 0 <y C é, die Nullstellenmenge von
y ist K, y ist stetig auf 7' und stetig differenzierbar auf T\ K, und logy € L'.
Setze w = logy, dann hat w alle geforderten Eigenschaften.

Sei nun
1 . it
h(z) / € 2w,

“on ) et —»
dann ist & analytisch in D und Reh < —1. Nach Korollar 2.4.7 ist h stetig
in D\ K. Da w stetig gegen —oco geht wenn e* — K, ist fiir § € K (P, ist
approx.identity)

r—1

_ 1 7
lim Re h(rei®) = lim - / Po(0 — t)o(t)dt = —o0.
r—1 21

Setze nun g = %, dann ist g € A, Reg < 0 und die Nullstellenmenge von g ist
genau K.

ad (it): Es gibt eine Funktion f € A, so daf§

1, f(z)=1,z€K,

2, |f(2) <1, 2D\ K.

Zum Beispiel setze f = e9, mit dem in (i) konstruierten g.
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Wir zeigen, daB die Algebra A = {f|x|f € A} abgeschlossen bzgl. || - ||
ist. Sei h € A, dann gilt wegen 1, und 2, daf3

sup [A| = Tim || f*hlloc (|] - || = sup - ).

Da (f™h)|x = h|k gilt f*H = h+ g mit g € A, g|x = 0. Es folgt

s;p|h\ :ir;f||h+g|\,g€A,g|K =0.

Der Teilraum S C A von allen Funktion die auf K verschwinden ist abgeschlos-

sen, also zeigt obige Beziehung, dal A = A|g, daher insbesondere vollsténdig
also abgeschlossen als Teil von C'(K).

U

Wir zeigen, daB A dicht in C(K) ist = fertig. OBdA sei K so gedreht, daf
fiir ein gewisses a gilt K U {e’||f] < a} = 0. Ist < 1, dann ist -~ € A, also
auch in A. Sei

xo = inf{z > —1\L € A},
z—x

siehe auch anderer Beweis dieses Teiles:
Sei K echte abg. Teilmenge von T und sei Ax der ||+||oo -Abschluf der Polynome
in C(K). Angenommen Ax # C(K), dann gibt es nach dem Satz von Hahn-
Banach ein Funktional das Ax annuliert aber # 0 ist. Es existiert also ein Maf3
w(C(K)* = { MaBe }), so daB [}, pdu = 0 ist fiir jedes Polynom. Nach dem
Satz von F.und M.Riesz ist u absolut stetig, du = fdt, f € H'. Dasuppu C K,
folgt f(e) = 0, e ¢ K, d.h. f verschwindet auf einem offenen Intervall. Es
folgt f =0, also u =0 ein WS!

wir zeigen Xy = —1: Angenommen xg > —1, dann gibt es ein x > xy,
e >0sodal z —zp < ¢, ﬁofl aber {|z — 2| < e UK =,0. Sei w = -,
dann gilt |w(,)| < L fiir 2 € K. Die Funktion —1 ist fiir |t — x| < € analytisch
dort wo |w| < L, 148t sich also nach Ptenzen von w entwickeln. Die Potenzreihe

konvergiert gleichmiBig (abg.Kreisscheibe), also ist ﬁ in A (da i =weA)j
ein WS! da x¢ = inf.

Es ist nach obigen Argument (e entsprechend Abstand von x zu K) die
Menge {z_1| %= € A} = (—1,00), insbesondere ist ie A. D.h. aufgefasst als
Funktion auf Te’ € A, und damit sind alle trigonometrischen Polynome in A.
Es ist daher (Satz von Fejer) A dicht in C/(K).

4.1.4 Satz. (Wermer) A ist eine maximale abgeschlossene Teilalgebra von

o(T).

Beweis. Sei B eine abg. Teilalgebra von C(T) die A echt umfasst. Dann gibt es
eine Funktion f € B, deren (—1)-ter Fourierkoeffizient = 1 ist. Da die Polynome
dicht in A sind gibt es Polynome p, ¢, so daf3

2f =1+4+2zp+Zq+h

mit [|A||o < 3. Offenbar ist h stetig. Sei M = ||zq — Z||s dann gilt fiir § >0

11+ 6(2q = 29|00 < V14 82||2q —Zql[2, < 1+ 6°M?,

THIV.3
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denn zq — Zq ist rein imaginér. Es ist
0Zg=0(zf —1—zp—h)=Zg—56h—§
mit g = 6(f — p) € B. Wegen |h| < 3 folgt

1146+ 2(=g +09)||oo = |[1+ 6 = 62G F 6h — 6 + 264||oc =

=[|(1+6(2q — 2q)) — 0h||ee < 1+52M2+g-

Wahlt man ¢ so klein, dal§ < ﬁ so erhélt man

—g+6q
1 <1.
1+ 2= Ml
Das Element szigq € B ist daher invertierbar in B (geometrische Reihe

konvergiert), also ist auch z in B invertierbar, d.h. Z € B. Nach dem Satz von
Fejer ist B = C(T).
U
COIV.4
4.1.5 Korollar. (i) Sei f eine stetige Funktion auf T, f ¢ A. Dann sind die
Polynome in z und f dichtin C(T).

(i) Sei K eine echte abgeschlossene Teilmenge von T. Dann sind die Polyno-
me dicht in C(K).

Bewets.
ad (¢): Umformulierung von Satz.

ad(ii): Sei B die Algebra jener Funktionen aus C(T'), deren Einschréinkung auf
K durch Polynome approximierbar sind. Es gilt B O A und diese Inklusion ist
sogar echt, denn B enthélt alle Funktionen die (mindestens) auf K verschwinden.
Es folgt B = C(T) (man beachte den Fortsetzungssatz von Tietze).

U

Da A C H®, ist log|f(e')| € L', insbesondere ist also f(e*) = 0 nur
auf einer Nullmenge. Wir zeigen in folgenden, dal man auf einer Nullmenge

beliebige Werte vergeben kann.
THIV.5
4.1.6 Satz. Sei K eine abgeschlossene Teilmenge von T mit Lebesque-Maj30.

Dann gilt
(i) (Fatou) Es gibt eine Funktion in A, die genau auf K verschwindet.

(i4) (Rudin) Sei F eine stetige komplexwertige Funktion auf K. Dann gibt es
eine Funktion in A, die auf K mit F tibereinstimmdt.

Bewets.

ad(i): Seiw eine Funktion auf T' mit Werten in [—oo, —1] mit den Eigenschaften
1.) w = —oco auf K und strebt gegen oo wenn e gegen K strebt. 2.) w # —o0
auf T'\ K und dort stetig differenzierbar.
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U

4.1.7 Satz. Sei f analytisch in D. Dann ist f € A und f(e'%) abs. stetig
< f' € H'. In diesem Fall gilt

d

@f(ew) lim f’(rew) .

Beweis. -
-) Sei f stetig in D und abs. stetig lings T'. Es gilt

1) = 5 [ PO = 0f(ear,

also folgt (2 :)

a1 ] 5 y
= — —P — =

i2f'(2) = 5= | saPr(0 1) f(e")dt
S ———
=—2 P.(6—t)

1 . .
=5 /W,WPT(G —t)ie f'(e™)dt,
durch partielle Integration. Es folgt zf’(z) € H' und daher auch f’(z) € H'.

) Sei f' € H', dann gilt

izf'(z) = % /P,«(G —t)ie' ' (e™)dt,

—T
wobei f/(e®) als lim,_,1 f/(re®) zu verstehen ist. Die Funktion

0

g(0) = /ie“f'(e“)dt,& € [—m,

—T

ist absolut stetig und g(—m) = g(7) = 0, also folgt durch partielle Integration

5% (2) = ;—a[i/Pr(%t)g(t)dt} )

v
also gilt _
fe) = 5 /PT(G — Hg(tydt +C(r).
Die Funktion C(r) ist harmonis;h in D, also gilt

1
¢+ ~C' =0
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und es folgt C = alogr 4+ b. Da C stetig bei Null ist folgt a = 0. Also ist
f = P[g(0) + b] und daher stetig in D. Die Randwerte sind ¢(#) + b und nach
Definition absolut stetig. Die Formel fiir die Ableitungen ergibt sich ebenfalls
nach Definition.

4.2 Der Satz von Szego

Sei p ein endliches positives Mafl auf T, und bezeichne Ay die Menge jener
Funktionen f € A, fiir die f(0) = 0 gilt. Aufgefafit als Funktionen auf T ist
feA < feAund [, fd\ = 0. Wir betrachten den Raum L*(x) und
wollen den Abstand der Funktion = 1 von Ag C L?(u) berechnen.

4.2.1 Satz. (Szegs, Kolmogoroff-Krein) Sei v ein endliches positives Mafi auf
T und sei h = %. Dann gilt

™

. ‘_f|2dﬂ 1
inf I =e2r [ logh(t)dt.
f€Ao JT ||1—orthog. Proj||?

—T
Bevor wir den Satz beweisen bendtigen wir noch einige andere Resultate.

4.2.2 Satz. Seil ¢ Ag, und bezeichne F die orthogonale Projektion von 1 von
Ag. Dann gilt

(i) Das Maf |1—F|*du ist ein (nicht verschwindendes) konstantes Vielfaches
von A. Insbesondere ist A absolut stetig bzgl. .

i1) Die Funktion —— ist Element von H?.
-F

117 SCZ h = Llu, dann st
( ) dA
(1—-F)h e L*(\).

Beweis.

(i) F ist die orthogonale Projektion von 1 in Ay, also ist (1 — F) L A.
Insbesondere folgt (1 — F) + (1 — F) f fiir jedes f € Ap, d.h.

/f(l—F\Qdu:O,fer.
T

Nach Korollar 4.1.3 ist |1 — F|?du ein konstantes Vielfaches von \. Da 1 & Ay
vorausgesetzt ist, ist |1 — F|?du # 0.
ad (ii): Sei p, der (bzgl.\) absolut stetige Teil von u. Wegen |1 — F|2du = kd),
k # 0, folgt

k

Ao = T Fp®
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also ist 2% € L?()). Sei nun f € Ay, dann gilt

_ —1 — o _ —2 —
kT/(l F) ' fdu k;/T(l F)f|1 — F|~2dA

— =0
- [a-Fyan, 2,

T

Setzt man speziell f = 2", n=1,2,..., so sieht man dafl die negativen Fourier-
koeffizienten von 1= verschwinden, d.h. 2% € H?.

ad (iii): Sei du = hd\ +dus, dann ist (1 — F) = 0 f.ii. bzgl. us, da |1 — F|?dy =
kdA. Es folgt
11— FI2hdA = kd),

also "
1—Flh= L*(\).
1= Flh = = € Y
0
COIV.9
4.2.3 Korollar. FEs gilt:
Sei v ein endliches positives Maf§ auf T mit absolut stetigen Teil (bzgl.)\) -
Dann gilt
inf [ |1— f|?d :'f/l— 2du,
fgle/\ fIPdp Aot 11— fl*dp
T
insbesondere ist fiir ein singuldres Maf§ pu:1 € Ag.
Beweis. Es gilt inffea, [ |1—F|*du = [ |1— F|*dj,. Betrachte F' als Element
von L?(pa), dann ist F € Ay, denn || — fl|12¢4.) < ||[F — fll12(). Weiters ist
(1 —F) =0 f.ii. bzgl. us, also ist (1 — F) L Ag auch im Raum L?(u,). Es folgt
1—FPdu, | = inf [ |1— fldpa.
1 FPau, [ = inf [ (1= s
T T
U
THIV.10

4.2.4 Satz. Sei h € L*,d > 0. Dann gilt

& [ log f(t)at 1 1/ /
e = inf —/heRefdt: inf ,—/hefdtfreell/fdt:0
f€Ap 271' fELy 27T

—T

Beweis. Nach der Jensen’schen Ungleichung gilt

i ]rloghdt 1 7
e < —/hdt.
2m
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Sei g € L, g reellwertig, und [ gdt = 0 dann zeigt die Jensen’sche Ungleichung

—T
) T . ™ T
5= [ loghdt 5= [ log[he?]dt 1
e =e - SZ— heddt .
™
—T

Insbesondere folgt

™

= floghdt 1 7 1
e ginf—/hegdtg inf — [ hefeldt.
g 27

e
feA, 21

—T

das zweite “<“ ist “=*“: Nach Satz 4.1.2 ist die Menge
(Reflf e A, [ fat=0)

dicht bzgl. ||.|[1{g € L>|g =7, [ gd\ = 0} in der Menge.
Es gibt sogar zu jeder Funktion g € L™ eine Folge gk”_'l!ql mit g, € Re A, die
glm. beschréinkt ist. Nach dem Satz von der beschrinkten Konvergenz ist

™ ™
1 1
inf — / hefefdt = inf = — / heddt .
fE€Ao 2T geL®™® 2
2m g:§,f gdA=0 -
Nun gilt es zu jeder L'-Funktion g eine Folge L>-Funktionen, die in ||-||;-Norm

gegen ¢ streben und zwar monoton wachsend wo g >= und fallend wo g < 0.
Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

s s
1 1
inf — | heddt = inf — / heddt .
geL> 2T geL™ 2T
9=g,[ gd>=0  —m 9=9,[ gd =0  —m

143

Wir zeigen dafl auch das erste “<“ ein “=¢ ist: Sei zuerst logh € L', und setze

(= [, hd)\, g = —logh. Dann gilt

1 7 1 7 %r log hdt
—/hegdt:—/efdt:; ,
2m 2m

—T

;%a

also wird das Infinum bei g angenommen und hat den gewiinschten Wert. Sei
nun logh ¢ L', dann gilt fiir € > 0 nach dem bereits bewiesenen

= f log(h+e€)dt 1 7
e n = inf —/(h—i—e)eRefdtz

1
> inf — [ hefefat.
f€AL 2T
—
Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz geht fiir ¢ — 0 die linke Seite
gegen 0.
0
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Beweis. (Satz 4.2.1) Satz 4.2.4 zeigt, daf

T

v [T loghdt g i/hezRegdt.
fEAL 2T

—T

Es gilt e2Re9 = |e9]2. Ist g € Ag, soist e =1 — f mit f € Ay, also ist

g€A. 2 J_ .

1" 1
inf — [ he?Be> inf — / h|1 — f|2dt.
fEAo 2T
Wir verwenden diese Ungleichung nun mit einem anderen h, niimlich mit [1—g|?,
g € Ap. Dann folgt

=
= [ log|1—g|?dt
e | S

1 s
> inf — [ |—f—G+fG+fG+ fo2dt >
> it o [ 1= f-g+ fa+ fo+ fafde >,

wobei das letzte “>“ gilt da | - |> subharmonisch ist. Es folgt log |1 — g|? € L!,
¢ = [;log|l — g|*dt > 0. Man erhilt |1 — g|? = e‘e” mit p = log|1 — g|* — ¢,
also ist [ pdA = 0.

Wir finden mit dem urspriinglichen h:

1 1 1/
—/|1—§|2hdt: et —/hepdtz inf —/hepdt
27 ~~ 27 peLl p=p 2T

>1

intpdA=0 -7
Satz 4.2.4
d
= inf —/h 2Re f
fEAo 27'['

Es folgt

inf i/heQRefdt: inf i/h|1—f|2dt

fEAL 2T fEA, 2T '

Nach Satz 4.2.4 und Korollar 4.2.3 folgt die Behauptung.

COIV.11
4.2.5 Korollar. Sei u ein endliches positives MafS auf T. Dann ist

cs{e™|n=1,2,3,...} = L*(p)

genau dann, wenn
sy

/ {log%]dt: —00.

—T
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Beweis. Nach Satz 4.2.1 ist [” [log%]dt = —00 <= 1 € cls{e™|n =
1,2,3,...}. Sei nun f € L?(u), f L Ag, dann ist sogar f L 1. Es folgt

/(fe“)-e”dt:O,nz1,2,3,...

d.h. fe* 1 Ay, als L A und damit ist f L e Induktiv findet man f L ™™,

n=—1,-2,-3,... auf "™ fiir n > 0 sowieso, also folgt f = 0.
l
COIV.12
4.2.6 Korollar. Sei f € L?(\), dann ist
cs{e™ f(t)n =1,2,3,...} = L*()\)
dann gilt, wenn
(1) Die Nullstellung von f hat Maf$ 0.
(id) log|f| & L'.
Bewets.
-) Sei cls = L?()\). Angenommen f(t) = 0 auf einer Menge E mit A(E) > 0.
Dann gilt fiir g € L2(p), gn — g, gn € span{e’™ f}
lall? = [ lo(de =1tim [ g (o) de =
T T
= lim / lgn (t)|%dt
T\E
ein WS
) Sei f € L2(\), M f(z) = 0} = 0, dann ist die Abbildung g — % eine Isometrie
von L?(\) auf L2(| f|>d\). Daher ist {e™ f(¢)} dicht im L?(\) <= {e™} dicht
in L2(|f|?d)). Der Satz von Szegd zeigt die Behauptung.
U
4.3 Idealtheorie in A
Der Raum A ist eine Banachalgebra mit den “punktweisen* Operationen. Wir
wollen die abgeschlossenen Ideale von A bestimmen. Beachte im folgenden, daf§
die Menge der inner functions nach Korollar 3.3.3 ein vollstdndiger Verband ist.
THIV.13

4.3.1 Satz. Sei K eine abgeschlossene Teilmenge von T mit Lebesque-Mafi =,
und sei F eine inner function, so daf

(i) Alle Haufungspunkte von Nullstellen von F' liegen in K.

(i1) Der Triger des Mafes, das den singuliren Teil von F bestimmt liget in
K.
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Dann ist die Menge
J ={Fglg € A, g(K) =0}

ein abgeschlossenes von = werschiedenes Ideal von A.

Umgekehrt ist jedes abgeschlossene von 0 verschiedene Ideal J von A won
dieser Gestalt. Die Funktion F ist dabei gegeben als der grifite gemeinsame
Teiler der inner parts der Funktionen von J:

Beweis.

*) Sei zunéchst F' gegeben, F' = BS mit einem Blaschke Produkt B und einer
singuldren inner function S. Wegen (i) ist B analytisch in D\ K (d.h. in einer
offenen Menge die D \ K umfasst. Wegen (i7) ist S analytisch in D\ K.

) Sei nun g € A, g(K) = 0, dann ist Fg analytisch in D und stetig am Rand,
denn auf K ist Fg = 0da |F| < 1in D. D.h. J < A und damit offenbar ein
Ideal von A. Da A(K) = 0 ist folgt aus Satz 4.1.6, daB J #> 0} ist. Sei nun
Fg,, eine Folge in J, Fg, — f € A bzgl. || - ||cc. Da |F| =1 ldngs T ist folgt

||9nfff||oo — 0.

Die Funktion g = F f(= %) ist also in A und g(k) = 0. Klarerweise gilt F'g = f,
also ist f € J.

-) Sei nun J ein gegebenes Ideal, K die Menge der gemeinsamen Nullstellen auf
T. Ist f € J, so ist die Menge der Haufungspunkte der Nullstellen von f in
K, und auch der Triager des Mafles der singuléren Funktion von f liegt in K,
denn f ist stetig auf D. Ist also F wie im Satz, so folgt dags der Triger des
singuldren Teils von F' ebenfalls in K liegt, daher ist % € Adh.ist f = BSg
mit f € A, so ist auch g € A. Klarerweise gilt %(K ) = 0, denn der outer part
von f ist Null auf K.

Sei J = {£|f € J}, dann ist J ein Ideal von A und J < |(K)| = {g €
Alg(K) = 0}. Wir miissen zeigen, daf§ hier “=*“ gilt. Beachte das der ged der
inner parts von Funktionen aus J gleich 1 ist.

-) Sei p ein endliches komplexes Maf} so daf

/fduzo,fej.

Wir zeigen “gilt sogar fiir f € |(K)“ dann sind wir fertig. Sei f € J, dann ist
auch 2" f € J, also gilt

/z"fduzO,nzO,l,Q,... ,
nach dem Satz von F. und M.Riesz ist

fdu = HpdAmit Hy € H!.
Es gilt sogar Hy(o) = 0. Sei

dp = ¢dX\ + dug, mit ¢ € L,

dann folgt fdu, = 0 fiir jedes f € J. Da diese f’s keine gemeinsamen Nullstellen

ausferhalb von K haben, folgt supp s € K. Weiters gilt f¢ = Hy f.ii., d.h. ¢

ist der Randwert der meromorphen Funktion %
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-) Die Funktion % héngt nicht von f ab, denn es gilt auf T : % =¢ = %,
daher ist ' ' ‘
gHy — fHg =0, fi. auf T'.
Da g,f € H*,Hf, H, € H' sind folgt gH; — fH, € H' und daher ist
gH; — fHy; = 0 identisch in D. die meromorphe Funktion M = %( feJ)ist
damit insbesondere analytisch, denn die f € J haben in D keine gemeinsamen
Nullstellen. Als Quotient von zwei Funktionen der Klasse N liegt sie ebenfalls in
N. Sie liegt jedoch sogar in NT, denn: SeiM = BM“;—M;OM, [ = B;S;0¢, dann
M
gilt, da fM € H! ist.
S
BfBMﬁSfOMOf = (BfBM)S(OMOf)
M

mit einer singulanz inner function S. D.h. Sjy2 teilt Sy Sy fiir alle Sy, damit
teilt Spp2 auch ggt{Sy1S¢|f € J} = San.

Die Randwerte von M sind ¢ € L', nach Korollar 2.3.6 folgt M € H!.
Offensichtlich gilt M (0) = 0. Es folgt ¢ € H' und ¢(0) = 0.

-) Sei nun h € A, h(K) =0, dann gilt

/hdu: /hq&d)\—k/hdus.

Das zweite Integral = 0 da suppus C K, das erste Integral ist Null, denn
h¢ € H* und he(0) = 0.

0
COIV.14
4.3.2 Korollar. FEs gilt in A:
(1) Jedes mazimale Ideal ist von der Form
My = {f € A[f(A) =0}
fiir ein A € D.
(it) Sind ff,..., fn € A und haben sie in D keine gemeinsame Nullstelle, so

gibt €s g1,...,9, € A, so daf

figi+ .o+ fagn =1
18t.

(ii1) Jedes abgeschlossene Ideal ist ein Hauptideal. Jedes abg.Primideal ist ma-
ximal.

(iv) Die abgeschlossenen Primdrideale von A (d.h. die in genau einem mazi-
malen Ideal enthaltenen) sind jene von den beiden Typen

adl.: J=(z—a)*A,a €D,k €N.

ad2.: J=(z—Ne?=3I(\), |\ =1,9 > 0.
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Beweis.

-) Wir zeigen zuerst, daf fiir ein echtes Ideal .J auch .J echtes Ideal ist. Ist f € J,
so gilt [[1 — f[| > 1, denn anderenfalls wiire f in A invertierbar. Es folgt also
[|I1 — f]| > 1 fiir alle f € J, also ist 1 & J.

ad(i): Jedes maximale Ideal ist abgeschlossen und daher ein M.

ad (i4): Betrachte das von fi,..., F,, erzeugte Ideal J. Ist dieser echt, so auch
J und daher enthalten in einem M,, WS!.

ad (iii): SeiJ abg. Ideal, K und F wie im Satz. Sei g € A so, daf die Nullstellen

von g genau K sind (vgl.Satz 4.1.6), und sei f der oter part von g. Dann ist

Ff € A. Betrachtedas von F'f erzeugte abgeschlossene Ideal J = F fA. Es gilt
~—

J < Jalso Kj > K aber auch K > K nach der Wahl von g. Offenbar ist der
ggt der inner parts von Funktionen von tildeJ ein Teiler von F', nach dem Satz
ist J=ggt-I(K), J=F - (K), also folgt J > J, also ist J = J.

ad(iv): Sei J primér und sei J < M, || < 1. Dann ist die Menge K = f) und
die inner Function F ist gegeben als

F:(sz‘ )k.
1—az

Ist J < My, |J] =1, soist K = {A} und F gegeben als

e”«#zd
— T, K
F=e etz

mit supp g = {A}. Mit g = p({\}) folgt die Behauptung.

u

4.3.3 Bemerkung. ffensichtlich ist A nicht Notherseh. Es ist nicht jedes (abg.)
Ideal Durchschnitt von Priméridealen. Es gilt: J = N Primér <= das Maf
vom singulédren Teil von F' ist diskret.

4.4 A als linearer Raum

Einige Sétze iiber H*°, die in Kap.III bewiesen wurden lassen sich auf A iibert-
ragen.

4.4.1 Satz. Es gibt keine beschrinkte Projektion von C(T) auf A.

Beweis. Die Rotation 6 — fp ist stetig in der || - ||oo-Norm wenn f € C(T).
Wie im Beweis von Satz 3.1.7 (P = 1), finden wir das die natiirliche Projektion
beschrinkt sein miifite. Wie das Beispiel ([Z,zygmund, p.253])

>, sinnf > 1 )
C in6 A.
;nlogne ;nlogne 7

zeigt, ist diese nicht iiberall definiert.

REO

THIV.15
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THIV.16
4.4.2 Satz. Die Funktion f € A ist ein Extrempunkt der Finheitskugel <=
lf(2)| < inD und

s

/1og(1 —|f(e®)|dt = —o0.

—T

Beweis. Erfiillt f die Bedingungen, so ist f Extremalpunkt in H>°, also erst
recht in A.

Ist umgekehrt die Bedingung verletzt, so konstruieren wir wie im Beweis von
Satz 3.2.1(ii) eine Funktion g, die zeigt, dafl f nicht extremal ist. Dann wihlen
wir eine Funktion u mit logu € L', 0 < u < 1 — |f], so daB8 auf jedem Bogen
wo |f| # 1 ist u stetig differenzierbar ist. Nimmt man dann g genauso wie
in Satz 3.2.1(ii) nur mit log u anstelle von log(1—|f]), so folgt die Behauptung.

0
THIV.17
4.4.3 Satz. Sei ¢ ein Antomorphismus der Algebra A.Dann existiert eine kon-
forme Abbildung 7 von D auf sich, so dafl
(@H)N) = f(r(N), f € A.
Umgekehrt ist jede solche Abbildung ein Antomorphismus von A.
Beweis. Zu “Umgekehrt” bemerke man, dal 7 eine Mokinstransform ist und
daher analytisch auf D ist. Fiir f € A, ist also sicher f(7())) € A.
Die restliche Behauptung folgt genauso wie in Satz 3.4.2
U
COIV.18

4.4.4 Korollar. Jede Isometrie T von A auf sich ist von der Form
(TF)(z) =af(r(2)), f € A,

wobei |a] =1 und 7 eine konforme Abbildung von D auf sich ist. Umgekehrt ist
jede solche Abbildung eine Isometrie von A auf sich.

Beweis. Nach Satz 3.4.3ist Tf = a-¢f mit |o] = 1 und einem Antomorphismus
¢. Daher mufl « konstant sein und Satz 4.4.3 zeigt die Behauptung.

0



Kapitel 5

H®° als Banach Algebra

5.1 Der Raum der maximalen Ideale

5.1.1 Definition. Eine kommutative Banach Algebra (mit Einselement) ust ein
Banachraum B wo zusétzlich eine Multiplikation gegeben ist, so da} (B, -, +, )
eine lineare Algebra ist und daf}

zyll < ll=[llyll, =,y € B,

gilt. Fiir das Einzelelement 1 gelte ||1]| = 1.

5.1.2 Lemma. Sei B eine kommuntative Banach Algebra (mit Einselement).
Dann gilt:

(1) Ist||1 — || <1, so ist x invertierbar.
(#) Ist |y| > ||z||, so ist x — X invertierbar.

(iii) Die Menge der Einheiten von B ist offen, und die Abbildung x mapstox "
ist auf dieser Menge stetig.

(iv) Die Menge
g(x) ={X € C|(z — \) ist inventierbar}

ist offen. Ihr Komplement o(x) ist kompakt und nicht leer.
(v) Ist b ein Korper, so ist B = C.

Beweis.
ad(i): Wegen ||y"|| < ||ly||™ ist die geometrische Reihe Y 7

ol =) =2t
konvergent.

ad(II): Esist (x — ) = —A(—fz + 1) und |[{z|| < 1.
ad(iii): Sei z Einheit, y € B mit ||z —y|| < ||z~*||~". Dann gilt
1 -2yl =[lz™ @ —y)ll < llz7 ] llz —yl| <1,

also ist 71y und damit auch y Einheit.

65
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Sei x invertierbar und sei y € B mit ||z — y|| < e. Dann gilt

11— 27yl < llz =yl [l < ell™1],

es folgt
1,81 = 1 el |z~
1—(z " y) || < l—az y|" < ————.
=G I - < S
n=1
Wegen
ly™ =27 <L —ay =] - [l27]

folgt, daf3 die Inversenbildung stetig ist.

ad (iv): Wegen (ii1) ist 0(x) offen, also o () abgeschlossen. Wegen (i) ist o(x) <
{MA] < ||z||}, also ist o(x) kompakt.
Sei F' € Bx, dann ist f(\) = F((x —y)~!) analytisch auf 6(z). Fiir |A\| = oo
gilt f(A\) = 0, denn
1 1

fO) =1F|Ge -1

Angenommen o(z) = ¢, dann ist nach dem Satz von Lionville f(A) = 0. Insbe-
sondere wiirde (A = 0), F(z~! = 0 gelten VF € Bx, ein WS

ad(v): Sei B ein Kérper, z € B. Wegen (iv) gilt es eine Zahl A € C, so dafi
x — A nicht invertierbar ist. Es folgt x = .

O

5.1.3 Satz. Sei B eine kommutative Banachalgebra (mit 1), und sei M ein ma-
zimales Ideal von B. Dann ist M abgeschlossen, B/M = C, und M der Kern
eines stetigen Algebrahomorphismus von B auf C. Ist umgekehrt ¢ ein Algebra-
homorphismus von B auf C, so ist ker ¢ ein mazimales Ideal. Insbesondere ist
¢ stetig.

Beweis. Es gilt |1 —z|| > 1 Vo € M, also auch fiir x € M. Es folgt, dal M ein
echtes Ideal ist, also gilt M = M.

Der Faktorraum B/M ist ein Kérper und nach Lemma 5.1.2; (v), = C. Die
kanonische Projektion B — B/M kann man also als Algebrahomorphismus von
B auf C auffassen.

Ist umgekehrt ¢ gegeben, so ist B/ ker ¢ = C, also ist ker ¢ ein maximales
Ideal von B. Die restlichen Behaptungen folgen aus den obigen Uberlegungen.

U

5.1.4 Bemerkung. Sei ¢ Algebrahomorphismus von B auf C. Dann gilt ||¢|| = 1.
D.h. wir kénnen die Menge aller ¢|| = 1 mit einer Teilmenge der Einheitssphére
von Bx identifizieren.

Beweis. Es gilt ¢(1) = 1, also ist ||¢|| > 1. Angenommen es giibe © € B mit
¢(x) = 1,||z]| < 1. Dann folgt: .(1,) ist inventierbar und ¢(1—z) = 0 ein WS!.
U

5.1.5 Definition. Der Raum der maximalen Ideale 9(B) ist die Menge

M(B) = {¢ € Bx|¢ ist multiplikativ },
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versehen mit der schwach —x Topologie.
Nach den bisher gesagten ist 2(B) ein kompakter Hausdorff Raum, denn
IM(B) ist abgeschlossen: Sei ¢, € M(B), ¢, — ¢ = Va,y : o(zy) =

Betrachte die Abbildung x — & wobei Z als

definiert ist. Da wir D(B) mit der schwach -*Topologie versehen haben, sind
die Z stetige Funktion auf 9t(B). Die Abbildung = — & heifit die Gelfaud-
Darstellung von B.

Vermoge der Gelfaud-Darstellung konnen wir jede kommutaive Banachal-
gebra (mit 1) “definieren® mit einem Teil von C(X) wobei X der kompakte
Hausdorff-Raum 9t(B) ist. Im allgemeinen ist diese Darstellung jedoch nicht
treu, d.h. nicht injektiv. Es gilt stets:

5.1.6 Lemma. Die Gelfaud-Darstellung ist kontraktiv, d.h. es gilt
|2 loo < [l2]]-
Das Element x € B ist inventierbar genau dann, wenn & keine Nullstellen hat.

Beweis. Es ist

||l = sup [|Z(P)]| = sup ||p(@)]| < |[=]].
deM(B) $EM(B)

Es gilt 2(¢) = 0 <= z € ker¢. Da x genau dann inventierbar, wenn x in
keinem maximalen Ideal liegt, folgt die Behauptung.

g

5.2 Der Raum MM(H™)

Offensichtlich ist H* eine kommutative Banachalgebra (mit 1). Es gibt
“triviale” Algebrahomorphismen, ndmlich die Punktauswertungen: Ist |A| < 1,

so ist
J H* — C
o { ;e )
offensichtlich multiplikativ.
5.2.1 Bemerkung. s gibt noch andere: Sei z.B.

I={fe H®|flz] >0,z = 1,2 € R"}.

I ist ein Ideal von H*°, also in einem maximalen Ideal enthalten, d.h. es gibt
¢ € M(H>®) mit ¢ #Z 0, ¢(I) = 0. Dieses ¢ kann keine Punktauswertung sein.

5.2.2 Lemma. Die Gelfaud-Darstellung von H*> in C(IM(H™>)) ist isome-
trisch, insbesondere also injektiv.

Beweis. Es gilt
1fllec = sup  |f()] = sup|f(¢x)] = sup | [$a(f)] = IIflloc -
oe AeD AED N~

e )

LEV.5
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LEV.6
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Im folgenden bezeichne IT die Abbildung
I { MH>®) — D
' o = Pl2]

d.h. 7 ist die Gelfaud-Transformation von der Funktion z. Wir haben das Dia-
gramm:

¢ (H>)

Der Raum M(H>) zerfillt als

MH=) =7 '@ U |J 7 ({a}).

lee|=1

Wir schreiben 7~ ({a}) = 9M,, und bezeichnen M, als die zu o(|a| = 1) gehori-
ge Faser.

5.2.3 Satz. Die Abbildung 7 ist eine stetige Abbildung von M(H>) auf D. Es
gilt

D) = {g (V) <1} =4,
und 7|\ ist die Inverse Abbildung zu \ — ¢x. 7~ t|p ist ein Homéomorphismus
von D auf die offene Menge A.

Beweis. Nach Definition als 2 ist 7 stetig. Da ||z|[oc = 1, gilt Rg7 < D. Nun gilt
D < Rgm, denn w(¢py) = éa|z| = A. Da M(H>) kompakt ist, folgt Rgm = D.

Sei |A] < 1, m(¢) = A. Ist f € H* mit f(A) = 0, so folgt f = (z — N)g,
g € H*®, also

o(f) = o(z—A) o(9) =0,
=m(¢)—A=0

d.h. ker ¢ < ker ¢. Da ker ¢ ein maximales Ideal ist folgt ker ¢ = ker ¢, also
¢ = ¢a.

Um zu sehen, dal 7 ein Homdomorphismus von A auf D ist, bemerke dafl
An — A klarerweise ¢y, "5 gaimpliziert da alle FAH™ stetig sind.

U
5.2.4 Satz. Sei f € H® und |a| = 1. Dann gilt
fOM,) ={reCl3M) €D A, — a: f(\) = 7).

Die Funktion f ist stetig fortsetzbar auf Du{a}, genau dann, wenn f auf M,
konstant ist.
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Beweis.

) “D“: Sei J = {g € H*®|g(An) — 0}, dann ist J ein Ideal, also es ¢ € M(H>)
mit J C ker

phi. Es ist (z —a) € J und (f|z| — 7) € J, also folgt ¢|z| = a und ¢(f) = 7,
d.h. ¢ € M, und f(¢) = 7.

-) Sei f stetig auf Du{a} fortsetzbar. Dann gibt es 7 € C mit f(\,) — 7 fiir
jede Folge A, € D, A\,, — «. Sei 0.B.d.A. 7 = 0, wir miissen zeigen f(sma) =0.
Sei h(A) = (1 +@\), dann ist h € H*®, h(e) =1 und |h| < 1in D\ {a}.
Da f stetig in « ist und dort den Wert 0 hat ist die Folge (1 —h™)f gleichméBig
gegen [ konvergiert.
Sei nun ¢ € M,,, dann ist ¢p(h) = 1, also ist ¢[(1 — h™)f] = 0, also folgt
o(f) = 0.

) “C*: Sei ¢ € My, f(¢) = 7. Wir miissen zeigen, daf es eine Folge A, € D,
An = a mit f(A,) = 7 gibt. O.B.d.A. sei 7 = 0.

Angenommen es gibt keine solche Folge, dann gibt es einen Kreis N mit
Mittelpunkt o und ein 6 > 0, so daf3

If(N)] >8>0, e NND.

Schreibe f = BSF mit einem Blaschke Produkt B, einer singular inner function
S und einer outer function F. Da |f| > ¢ in N gilt liegen keine Nullstellen von
B in N ND. Weiters kann das Mafl von S in N NII keinen Tréger haben. Also
sind sowohl B als auch S in N N'D analytisch. Betrachte nun

L0
1 f eV
27 210 _ )
—

F\) =/ log | f(e|d6 .
Da |f] > d in N, ist log|f(e?| in N NI nach unten beschrinkt, also ist die
Funktion

1 e o o0
h(\) = VA an o [~ log | £(e™)]]do

in H*>. Es gilt weiters

1 T ei6+>\
frm—em et0 )
-

FVRA) = B(A)S(A)L k(6)do ,

mit einer Funktion k(f) € L' und k(#) = 0 lings N N1I. Es folgt, daB fh eine
analytische Fortsetzung iiber N N1I erlaubt und daf |fh| =1 lings N NI ist.

e ——

Nach dem vorigen .) ist (fh) konstant auf M, und |(fh)(M.)| = 1.
Sei nun ¢ € M,,, dann gilt also

[o(H)lo(h)] =1,
also ist ¢(f) # 0, ein WS! zur Annahme daB 0 € f(9M,).

-) Sei f konstant auf My, f (M, = 7. Nach dem vorigen Punkt gilt f(\,) — 7
fiir jede Folge \,, — «.
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5.3 Das Corona-Theorem

Wie wir in Satz 5.2.3 gesehen haben ist D mittels der Punktauswertungen ¢A

homdoomorph in M(H>) eingebettet, D = A C M(H>).

5.3.1 Satz. (Corona-Theorem, L.Carleson 1960) Es gilt A = IM(H™).
Zundchst wollen wir die Aussage &N = IMM(H™) in eine etwas konkretere

Aussage umformulieren.

5.3.2 Lemma. Es gilt A = M(H™) genau dann, wenn die folgende Aussage
gilt:
Seienn €N, f1,..., fn € H® und § > 0, so daf

AN+ [fa(N)] >8>0, 1eD.

Dann existieren Funktionen g1,...,g, € H>® mit

figr+ ...+ fagn =1.

5.3.3 Bemerkung. Das Problem bei Lemma 5.3.2 ist die Forderung, dafl
g1, .-+, gn beschrinkt sind. Verlangt man nur “holomorph“ in D, so wird die
Aussage trivial, da klarerweise die f; keine gemeinsamen Nullstellen haben (vgl.
Idealtheorie in 8(G),, [Remmert] ist sogar f; € A,, so folgt die Aussage aus der
Idealtheorie von A.

Beweis. Angenommen es ist ¢, € M(H>®) \ A, ¢ # 0, dann gibt es - nach

Dedinition der schwach —* Topologie - Funktionen f1,...,F, € H>®, § > 0, so
dal ¢o(f;) =0, abder die offene Menge

{0 e MHE™)|[o(f;)| >INA=6.
Insbesondere gilt fiir A € D

AN+ A Q) = [oa(f) + - [oa/fa)l 20 = 6> .

Es gibt jedoch keine ¢y, ..., g, € H>® mit fig1+...+fngn = 1,denn f1,..., f, €
ker ¢, und ker ¢, ist ein echtes Ideal.

Angenommen fi,...,f, € H®, es gelte |f1| + ...+ |fn] > 0 > 0 und es
existieren keine g1,...,9, € H*® : fig1 + ... + fngn = 1. Betrachte das von
fi,--., fn erzeugte Ideal J von H*°. Dann ist J # H®, also liegt J in einem
maximalen Ideal: J C ker ¢,. Es gilt

{0 e ME)| 6(7)] < Syna=p,

diese Menge ist aber offen und nicht leer, denn sie enthilt ¢,. Es folgt
A #M(H>).
U

Wir werden die folgende genauere Version der Aussage aus Lemma 5.3.2
beweisen:

5.3.4 Satz. Es gibt (nur von n und & abhdingige) Konstanten C(n,d), so daff
gilt:
Sind f1,..., fn holomorph in D mit
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(@) |fillo > 1L,i=1,...,n,

(1) |falz||? 4+ ...+ |ful2]]? €0 > 0,2 € D, so gibt es holomorphe Funktionen
1y gn auf D mit

(#1) ||91]]o0 = C(n,6),i=1,...,n,

(’i'U) f1|Z|gl|Z| +.ot fn|z|gn|z| =1
Der restliche Teil dieses Abschnitts dient dem Beweis von Satz 5.8./

Schritt 1: “Reduktion auf in D holomorphe Funktionen “

Satz 5.3.4 gelte falls die “F;“ holomorph auf D (d.h. auf einer offenen Menge
< D), wir zeigen da8 der Satz auch ohne diese Einschrinkung gilt.

Seien f; € H® mit (i), (%) gegeben und sei s < 1, dann erfiillen auch
fis|z| = fi(sz) die VS (4), (ii) und sind auf einer Umgebung von D holomorph.
Also existieren g¢; ; € H™ mit (4i7), (v) fiir f; 5. Die Familie {g; s|s < 1}, @
fest, ist glm. beschrédnkt, also normal. Nach dem Satz von Moutel gibt es eine
konvergente Teilfolge g; s — g;. Es gilt offensichtlich (¢44), (iv) fiir g; und f;.

Wir kénnen also im folgenden stets annehmen, da8 f; sogar auf D holomorph
sind.

Schritt 2: “Losung durch C'*°-Funktionen*

Setze firi=1,...,n

filzl
doioa 1 fil2l?

Dann ist h; € C(D), es gilt [|hi|lc < 3 und fihy + ...+ fohy = 1.

Wir miissen die h; so abédndern, dafl sie zu holomorphen Lésungen werden,
ohne dabei die Kontrolle iiber ||h;|| zu verlieren.

Schritt 3:“Der Koszul-Komplex*
Wir betrachten die folgenden Riume: C9 = €9 = C>(D), C} = C} = c~ D" =
{(a1,...,an)|a; € C=(D},

H;|z| = z€D.

C§ = CF = {(aij)i'j=1lai; € C*(D),ai; = —ai}.
Durch (komponenten weise) Anwendung von % erhalten wir Abbildungen
0, :Cl — CI.

Mit Hilfe der Funktion f; definieren wir weitere Abbildungen

10 . A1 0 p21. A2 1. _

P":C, = CLP:C—C,x=0,1,

durch

P’ [(gl, - ,gn)} => gifilx=0,1)

i=1

ERREE)

Py [(aij)Z:l} = (zn:aijfj)i_l =01
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dh.omit f = (f1,..., fn)ist Plg=g-f7, g€ Cy,und P2 A= (f-AT),A e C}.
Wir erhalten das Diagramm (sog.Koszul-Komplex)

21 10
9 P Py 0
Cf —C) —=Cf

5 s
P21 Pl(]
C} ——=Cf ——=
Einige Eigenschaften des Koszul-Komplexes gibt das folgende:

5.3.5 Lemma. Der Koszul-Komplex ist kommutativ, die waagrechten Sequen-
zen sind exakt und die senkrechten Homomorphismen sind surjektiv.

Beweis.
-) kommutativ: Es gilt:

60P;%g =d0(g- f1) = (brg) - [T+
g @HT =) ST = P,
——
=0, da f analytisch
und analog:
6711302114 =6(f- AT) = (8,f) AT + f - (@AT) — p2'5,.
~——

=0

-) Es gilt
PPl A=f-AT - fT=0

da A schiefsymmetrisch ist, also ist RgP?' C ker P1°.
Sei umgekehrt g € ker P;°. Definiere A durch

1

el

aij =

offensichtlich ist A € C7.. Es gilt

P2A = (Z“ijfﬂ')izl —g,
j=1

denn

Zamfj |f |2 Z {gz|f] gjﬁfj:| =

B SRR If E ngff

H,_/
=P}0g=0

D.h. ker P}” = rgP?', d.h. die Sequenz ist exakt.
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-) Aus der Theorie der Differentialgleichungen ist bekannt das man die Gleichung
ou
0z

fiir v € C>°(D) durch ein u € C*°(D) l6sen kann. Da 8, stets komponentenweise

% ist, folgt, daB} 0, surjektiv ist.

=7

Schritt 4: “Anwenden auf h = (hy,...,h,) € C3¢
Es gilt Pi%h = 1, also folgt

P20y Py°h = 0.

Daher existiert B € Cf mit PZ'!B = 0;h und A € CZ mit 0, A = B.
Betrachte das Element g = h — P§* A € C}. Dann gilt

P = P*h =1,
019 =01h— 01 Py'A=0d1h — PP'h— PHO,A=0,

d.h. g ist analytisch in D, g = (g1,...,g,) und ist eine Losung von fig; + ...+

fngn =1
Wir geben g explizit an:

n
gi = h;i — Zaijfj
j=1
wobei a;; eine Losung von dem folgenden System sind:

daij _ 1 Ohi—  Ohj—
0z *ZZ:1|fk|2(8zf] 0z fl)'

Gelingt es die a;; so zu wihlen, dafl

llaijlloo < C(n, )

mit gewissen Konstanten C(n,d) gilt, so folgt der Satz, denn es gilt dann
- 1 -
1gilloc < [[illoc +C(n,6) < 5 +C(n,9).
Die Ireiheit in der Wahl der a;; besteht in einer Funktion P;; € H*°, denn mit
a;; ist auch a;; ist auch a;; + P;; eine Losung.
Schritt 5: “Dualisieren”

Wir betrachten einen festen Index {ij}. Sei die rechte Seite der Gleichung fiir
ai; gleich u, a;; gleich v, dann miissen wir bestimmen:

inf{[[v +plloc|p € H*},
d.h. die Norm von v im Raum L*°/H,,. Nach Satz 3.1.8 ist L>°/H> = (H})x

und zwar vermoge

T

h 2i / eh(6)d, (Funktional auf Hj).
T

—T
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Es folgt, da wir wieder von f|z| zu f(sz) iib ergehen kénnen:

inf{||v + pllelp € H*} =

1 T
= sup { I /v(@)d0|‘F e By ||Fll €1} =

T

— 1 F analytisch auf D
- sup{’% /v(&)F(G)dG’ ’ analytisch auf B, () = 0,}
Schritt 6: “Umformen des Integrals“
Nach der Green’schen Formel (wie in [FL,fischer.lieb, IT1.5]) gilt

K

1
0=v(0)F(0) = by /de9 - /A (vF)log ﬂdmdy,

—T

Es ist 5
AVF)=4(vF),z =4—(uF) =
0z
= 4(u, F +uF").
Setze )
= /uzFlog dedy,
z
D
, 1
I, = [ uF'log —dxdy.
D |2
Zur Abkiirzung sei ¢ = ST IkaQ Setzt man die Definitionen von u, h;, . .. ein,

so ergibt sich
= o|(F)=F; — (eF)=F] =

= (A5 -777).

u, = —Q@B(iﬁf’;) (fjf? - f?ﬁ) .
k=1

Setzt man diese Ausdriicke in I1, I5 ein, so erhilt man
2
L] < 5— Z \Ffif Ilog dxdy+

n

+ /|ka \log‘ |dxdy}
D

k=1

1 dzdy} .

1 1
I <7[ F'f!|log — -
|2‘—62 D/| fz|0g ‘Z|

dxdy + / |F' fi|log
2| !
D
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Wir haben hier keine Information tiber die Gréfle der Ableitungen, jedoch ist

[l < LI filleo < 1.

Schritt 7: “Integralabschétzungen*
Um die in |I;] und |I3| auftretenden Integrale abzuschéitzen beweisen wir das
folgende Lemma.

5.3.6 Lemma. FEs gilt: Seien g, g1, 92, f1, f2, f, F holomorph auf bbD, dann ist

(4) glg’lzlog rdedy < 5llgll3.
(i) glgf’l?‘log rdedy < 27||glI3]] /113 -
(i) Dflglng{féllog rdady < 2|1l |gal 2l f1lloo |1 f2 oo -
(iv) blef{féIlog rrydady < 2m||[Fll]] filloo| | f2] foo -
(v) I_Dflglg’zf’llog rrdady < l|gill2]lg2l2|1 1o -
(vi) I_DHF’J”\ log rydwdy < 2| Fi||f]oc-

Beweis.
ad(i): Die Greensche Formel angewendet auf gg zeigt

1l 1 I
0<190)F = 5= [ la(e)a0 5 [ Ag) 1o rdady.
- D

Nun gibt A(gg) = 4(99)z = 4lg'|*.
ad(ii): Es gibt gf’ = (gf) — ¢'f, also ist
lgf? < ()| +19'F1)* < 2(1(gf)'1* + 19" F1?) .

l9.f'1* < 2(1(g.))'1 + 1 £1lZ19' 1) -

Wir integrieren diese Beziehung und wenden (4) an.

1 1
/\gf’|210g mdxdy < 2/I(gf)’|210g mdfﬂder
D D

1
+2\|f||2o/|g'|210g mdxdyg
D

< w(llgf13 + 113 9ll3) < 2xllgll3]1f113 -

LEV.13
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ad (iii): Betrachte das positive Maf} log ﬁdxdy auf D und wende die Schwarz-
sche Ungleichung im L?(log };dzdy) und (i) an.

1
/ |9192.f1f3|log mdxdy <,
D

1 3 1 3

< /12 i /12 i <
< [/\glfl\ log dedy} [/|ggf2| log dedy} <
D D

V2r|gil2l| fillo - V27l g2ll2]| fol oo -

ad (iv): Schreibe F' = g;g2 mit g; holomorph in D und ||g1||3 = || F||: (Blaschke
Produkt) herannehmen und Wurzelziehen. Mit (4i7) folgt:

1 1
/ Ff 5l log —dedy = / 1921 f3 log - dady <
D D

k1 k1
< 2xllgull2llgzll2ll f1llool[ f2lloo = 2| El[1][ f1loo ][ f2loo -
ad(v): Mit der Schwarzschen Ungleichung in L?(log I—i‘dxdy) und (4), (i7) folgt:
s /2 1 3
l91f g2l T dwdy < [ 911" log mdwdy} :
D D

1 3
/12
. — <
{D/|g2| log ‘Z|d$dy} >

s
< Vrllgulol e -/ gz = el algaloll -

ad (vi): Wir faktorisieren F = g1go mit ||g1|3 = ||g2/|3 = ||F||1 und verwen-
den (v).
1 1
/|’f’\1og ‘Z|dzdy < /|gig2f’llog mdxdyﬂ—
D D

1
+/Ig1g’2f’|10glz|dxdy < 27llg1ll2llg2ll2l[flloe = 27[[Fl[1][f]loo -
D

0

Die Abschétzungen (iv) und (vi) von LerefV.13 zeigen, daf fiir die Integrale
in |I1| bzw. |I3| gilt (wegen ||F||; < 1):
1 8
[1F s 0s ey < 2m 1) < 55
|| &°
D

1 4
[ 17 10g dwdy < 2w 1] < 55
] 62
D
Die Integrale I, I sind also durch eine nur von n und § anhéngige Konstante
abgeschétzt, also sind wir fertig. D.h.Satz 5.3.4 ist bewiesen und damit auch das

Corona-Theorem Satz 5.3.1.



Kapitel 6

H®° als logmodulare
Algebra

6.1 Arens Singer Mafle

6.1.1 Definition. Sei X ein kompakter Hausdorffraum und betrachte den
Raum C(X) der stetigen Funktion auf X mit derNorm || - ||s. Eine komplexe
lineare Teilalgebra A von C'(X) heifit logmodular Algebra, falls

(i) A ist abgeschlossen bzgl. der Norm || - ||oc-
(75) 1€ A
(#91) A trennt die Punkte von X, d.h. Vz,y € X, « # y3f € A: f(z) # f(y).

(iv) Die Menge log |A™!| ist dicht in Cr(X). Hier bezeichnet Cg(X) die re-
ellwertigen stetigen Funktionen auf X und log|A~!| = {f = log|gl||g €
A,g7t e A}

Sei ¢ € M(A), d.h. ¢ ist ein Algebrahomomorphismus von A auf C. Wir nennen
ein positives Mafl m auf X ein darstellendes Mafi (bzw. Arens-Singer Maf} ) fiir
¢ wenn

o(f)= [ fdm, feA,
/

bzw.

log |](/)] = / log |fdm, f € A",

X
gilt. Beachte, daf§ fiir ein solches Mafl wegen ¢(1) = 1 (bzw. ¢(e) = e) stets

/dmzl

X

gilt.

7

DEVI.1
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6.1.2 Satz. Sei A eine logmodulare Algebra auf dem kompakten Hausdorffraum
X, und sei ¢ € M(A). Dann existiert ein eindeutiges Arens-Singer Maf§ fiir ¢.
Dieses ist auch ein eindeutiges darstellenden Maf$ fiir ¢.

Beweis.
-) Es gilt fiir f € A7 (da||¢]| = 1):

max

log |hi(f)| < log||fllec =log "z~ [f| =

max

- log[f] < log|f|lloc

und (die obuige Ungleichung angewandt auf f=!):

—log|o(f)| =logle(f )| < log|f ]| =

= [[1og [ f]lloc ,
d.h. insgesamt folgt
[log [o(f)| < [l1og | f]]o

-) Wir definieren eine Funktion L auf log|A™!|. Sei u € log|A~Y|, u = log|f],
dann setze

L(u) =log|o(f)]

Zuniichst ist L wohldefiniert, denn gilt u = log |f1| = log | f2|, d.h. f1, fo € A71,
|f1l = |f2], so folgt

log [¢(f1)] —log ¢(f2)| = log @(f1/f5 I,

wobei |f1fy | =1 ist.

Da obige Ergebnis zeigt, dal L wohldefiniert ist, und durch 1 beschrinkt.
Weiters ist L additiv und L(—u) = —L(u), also ist L stetig.
) Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert ein stetiges lineares Funktio-

nal L auf Cg(X), welches L fortsetzt und durch 1 beschriinkt ist. Nach dem
Riesz’schen Dartellungssatz gibt es ein reelles Mal m auf X mit

L(f) = | fdm, f € Cr(X),
/

mit Totalvariation < 1. Wegen 1 € log|A~!| und L(1) = 1, folgt

/dm:l,
X

also mufl m ein positives Mafl sein. Nach der Definition von L ist m ein Arens-
Singer Maf3.

-) Die Eindeutigkeit des Arens-Singer Maf es ist klar, da log |[A—1| = Cr(X) ist.

THVI.2
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-) Wir zeigen, dal m auch ein darstellendes MaB ist: Sei f € A, dann ist e/ €
A~1 Also gilt

/Refdm = /10g |ef|dm = log |¢( )| = ", ¢stetiger, Algebrahomomorphismus log ‘e¢(f |
X X

= Red(f).
Wendet man die gleiche Uberlegung auf if an, so folgt obige Beziehung auch

fiir Im f. Insgesamt ist
[ fim = a(1)
X

-) Sei g ein weiteres darstellendes Maf. Es gilt fiir f € A=, u = log|f],

1) = Z fdm, o(F 1 = )Z fldg.

Also folgt mit ¢(f)o(f~1) = ¢(1) =1 und

die Beziehung

Da log|A=1| = Cr(X) ist, folgt obige Bezichung fiir jedes v € Cr(X), also
insbesondere fiir tu,t € R. Setze

g(t) = /et“dm . /e*t“dgﬂf eR,

X X

dann gilt g(0) =1, g(t) > 1Vt, und da g(t) € C°(R) folgt ¢’(0) = 0. Nun ist

0 :g/(o) = [/uet“dm~ /e_t“dg t:0+

/ tudm / tudg —
:/udm—/udg.
X X

Da u € Cgr(X) beliebig war folgt m = g.
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6.1.3 Satz. Sei A eine logmodulare Algebra, ¢ € M(A), und sei m dafi Arens-
Singer Maf fiir ¢. Dann gilt

log [6(f)] < / log|fldm, f € A.

X

Beweis. Ist f € A™1, so gilt sogar Gleichheit nach Definition von m. Sei f € A
beliebig und sei € > 0, dann ist log(| f|+€) € Crpr(X), also existiert u € log [A™!|
mit

u—e<log(|f|+¢€) <u-+e.

Schreibe u = log|g| mit g € A—1 und setze h = fg~!. Dann ist h € A und es
gilt

I <[f] +e<e'e =|glec,
d.h. |h| < ef. Da ||¢]| =1 folg t |p(h)| < e, d.h.

log [p(f)| — log |p(g)| = log [p(h)| < €.

Es folgt
log |6(f)] < ¢ + log|é(g)] = ¢ + [ log gldm <
X
§e—|—/[e+log(\f|+e)}dm=2e+/log(|f|+e)dm.
X X

Fiir ¢ — 0 folgt mit dem Lemma von Faton angewandt auf {|f| < 1} die
Behauptung.

U
6.2 Der Raum 9(L>
Zuerst bemerken wir, daf§ die Gelfaud-Darstellung von L*° isometrisch ist:
6.2.1 Lemma. Fir f € L*> gilt stets
501 = e
Beweis. Nach der Definition der Norm || || als ess.sup gibt es eine Zahl A mit

Al = |1f]|co, so daBl fiir jedes € > 0 fiir die Menge {|f — A| < €}:
NIf—Al <€} >0(A... LebesqueMaB)

gilt. Daher ist f — A ¢ (L), denn eine Inverse Hétte Betrag > 3 auf Mengen
pos. Mafles Ve. Also ist (f — A\)L> ein echtes Ideal, und daher in einem maxi-
malen enthalten. (f — A\)L>™ C ker ¢ mit ¢ € MM(L>). Nun gilt ¢(f) = A, also
insbesondere

1/llse 2 16()] = 1Al = 1| £]]oo -

THVI.3



LEVI5

6.2. DER RAUM M(L> 81

Der Raum 9M(L° ist total unzusammenhéngend. Er ist sogar extrem unzu-
sammenhingend (d.h. der Abschlufl einer offenen Menge ist abgeschlossen)......
werden wir nicht benétigen.

6.2.2 Lemma. Die Mengen

{¢ € M(L™)|XE(0) = 0}

wobei xg die charakteristische Funktion einer meflbaren Menge EE C T ist und
E jene durchliuft, bilden eine Basis fiir die Topologie in MM(L>°). Sie sind offen-
abgeschlossen, also ist M(L>®) total unzusammenhingend.

Ist U offen, > = {S mefbar |{xs = 1} C u}, und E das kgV von > (im
Verband der mef$baren Mengen). Dann ist

also offen-abgeschlossen. D.h. M(L>) ist extrem unzusammenhdngend.

Beweis. Nach Definition der schwach-*Topologie sind die Mengen

{|f]| <67i:17--'7n}7

wobei f1,...,fn € L*® und € > 0 sind, eine Basis. Die Treppenfunktionen
>~ AjXE, sind dicht in L*°, also kénnen wir uns bei den f; auf charakteristische
FU beschréinken. Nun gilt x% = xg, also auch % = Xg, d.h.{g nimmt nur die
Werte 0,1 an. Fiir € < 1 ist also

{IXg,| <ej=1,....,n} ={xXp, =0,...,n} =

{xe0}E = J E;
=1
ad Beweis

-) Es gilt
{h'a'tXEl = 1} U {)A(Ez = 1} = {)A(EmEQ = 1} .

Denn é(xg,) = 1 A ¢(xg,) = 1 = o(xm,)0(XE, =
Lo(X B )P (X E2)=(x, Xy )=b(x 5, NE2)-

-) Sei ¢ € U, dann gibt es Basismenge ¢p € {{s =1} > U. Nunist £ > S, also
ENnS=S5, dh
Ke=1n{xs=1}={xs =1},

also ist ¢ € {Xs = 1} > {¥z = 1}.

-) Sei Sy gegeben, so dal {xs, = 1}N{xXE =1 #0,{Xs0nr = 1}, d.h. SoNE # 0.
Die Menge E \ So € FE, also keine obere Schranke von >, d.h. 35 € > : S ¢
E\ Syp. Da S C E, solgt SN Sy #0. Da”isometrisch ist, ist {xsns, = 1} #P
und es gilt ) # {xs =1} N{xs, =1} CUN{xs, = 1}.
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6.2.3 Satz. Die Gelfaud-Darstellung bildet L* isometrisch isomorph auf (!)
C(OM(L>) ab. Sie vertauscht mit Konjugation.

Beweis.

-) Wir miissen zeigen, dafi L ganz C(9M(L>)) ist. Sei also F' € C(IM(L>)).
Da die Mengen {xg = 0} eine Basis fiir die Topologie in 9(L>°) bilden, kénnen
wir F' gleichméBig durch “Treppenfunktionen® ) A\;jX g, approximieren:

Denn: Sei € > 0 gegeben. Vo € M(L>)3S, : [F({xs, = 1})r(d)] < ¢ da F
stetig. Da M (L>) kompakt 3 Uberdeckung M(L>®) = {xs,, = }u...uxs,, =
1}. Wegen “Durchschnittseigenschaft® kénnen wir diese Zerlegung als disjunkt
annehmen. Dann ist

1> F(¢)xs,, — Fl <e ghm.

Da " isometrisch ist, sind die Y Ajxg, in L> gegen ein f konvergent. Offenbar
ist f=F.

-) Approximiert man ein f mit Treppenfunktionen, so sieht man unmittelbar

(/)= ()

-) Da " sowieso ein Homomorphismus ist = ist Isomorphismus.

U

6.2.4 Korollar. Die Teilmenge K C (L) ist offen und abgeschlossen genau
dann, wenn K = {xg = 0} ist.

Beweis. K ist offen und abgeschlossen genau dann, wenn die charakteristi-
sche Funktion yx von K stetig ist, also <= wenn 3f € L f = XK-
Wegen x2 = x : K ist f2 = f, also f = xg fiir eine mefibare Menge, d.h.
K={xk=1t={xp=1} .

Genau wie wir eine Projektion ¢ von 9 H° auf D definiert haben, definieren
wir hier

o(¢) = ¢(2),¢ € M(L™).

Wegen 2%z = 1, folgt -2 = 1, d.h. o : M(L>) — T. Es gilt sogar Rg(c) = T,
denn angenommen o € T\ RG(c), d.h. a ¢ RG2. Dann ist 2 — a € C(X)!
und da " ein Isomorphismus ist folgt z — o € (L>°)~!, ein WS!. Wir betrachten
wieder die Fasern (la] =1

M(LZ)a = {lo(d) = a}.

6.2.5 Satz. Sei f € L™, |a| = 1, dann ist f(M(L) die Menge aller ¢ mit der
folgenden Eigenschaft:

Fir jede Umgebung a und € < 0 und die Menge {|f — (| < e} N N positives
Mafs.

THVI.6
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Beweis. Esist ¢ ¢ f(M(L>),) <= A lokal von L™, welcher (z — o) und
(f — ¢) enthiilt. D.h. <= Jg,h € L : (z —a)g+ (f — ()h = 1. D.h. wenn es
eine beschrinkte meflbare Funktion gibt, so daf3

1= (foh

Z—«

(ess.) beschrinkt ist. So ein h existiert offenbar <= wenn f — ( in einer
Umgebung von « ess. von 0 weg beschrankt ist.

0

6.3 Der Silov-Rand von H*

Sei X ein kompakter Hausdorffraum, A C C(X) eine Algebra die 1 enthélt und
Punkte trennt. Eine Teilmenge S von X heif3t Rand fiir A, wenn

sup | f| = max |f|, f € A.
X S

6.3.1 Satz. Es gibt einen kleinsten abgeschlossenen Rand (dieser heifit “Silov-
Rand“).

Beweis. Sei F die Menge aller abgeschlossenen Rénder, dann ist F # 0, denn
X € F. Sei Fy eine maximale Kette in F, und setze

Fy = ﬂ F.

FeFo

Sei F' = F 1 {|f] = [|flloc} damn ist By 0 {[f] = [[flloc} = Npeg, F'- Da F
Rénder sind ist F’ # 0, da X kompakt ist, ist Fo N {|F| = ||f|lec} # 0, d.h.
Fy € F und da Fy untee Schranke einer maximalen Kette ist, ist Fjy minimal in
F.

Angenommen es gibt ein anderes minimales Element F} Dann existiert P, €
Fy \ Fp und eine Umgebung N von P; mit N N Fy =f. N kann als

N =2P|(f(P) — f;(P)| < e,i=1,...,n}

vorausgesetzt werden (vgl.[L,loomis, 5G]). Hier sei oBdA ||f; — fi(e1)|| < 1. Da
Fy minimal ist 3fy € A : |fo] ist nicht maximal auf F; \ N. oBdA kénnen wir
[Ifoll = 1, |fol < 1, voraussetzen. Nimmt man eine hinreichende grofie Potenz
als fo, so folgt | fo| < e auf Fy \ N.
Es gilt also |f; fo— fi(P1) fo| < € auf ganz Fy, da F ein Rand ist also iiberall.
Ist Py € Fy, so daf3 ‘fO(P())‘ =1, so folgt |f7,(PO) — fz(Pl)l <e dh PheN
ein WSL
U

6.3.2 Lemma. Sei A gegeben und sei S C X der Silov-Rand fiir A. Dann ist
die Finschrinkung

C:frefls

eine isometrische Einbettung von A in C(S). Ist A logmodular, so ist auch i(A)
logmodular, d.h. jedes ¢ € M(A) besitzt ein darstellendes Maf3 mit Triger in S.

THVI.9
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Bewets.
-) Die Einschriankung ¢ ist nach Definition von S eine Isometrie, also insbeson-
dere injektiv und homéomorph am Bild.

-) Sei f € Cr(S). Da X kompakt (also normal) ist und S abgeschlossen, gibt es
nach dem Satz von Tietze eine Fortsetzung f € Cr(X). Da A logmodular ist,
gibt es u € log|A™!| mit ||u — f||e < €. Insbesondere ist auch ||uls — f||oc < €.
Da i ein Algebrahomomorphismus it, ist u|s € log|(A4)71].

O

Sei 7 die harmonische Abbildung von 9(L>°) in M(H>°). D.h. da H> C L*>®
erhélt man zu jedem ¢ € 9M(L>°) die Einschrinkung 7¢ auf H>.

6.3.3 Satz. Die Abbildung 7 ist ein Homdéomorphismus von IM(L>) in
M(H). Das Bild 7(IMM(L>)) ist der Silov-Rand fiir H>.

Beweis. Wir haben die Rdume und Abbildungen

L <—= C(M(L>))

HL —— C(M(L>))
und es gilt fiir ¢ € M(L>), f € H™:
o(if) = (r¢)(f).
Es gilt fiir f € H(f € H*™) stets

—

1 Flloe = [l = llifllz = [|if)lo = sup |(if)()] =

PEM(L>)

= s [o(f) = suwp [(r)(f)l= sup [u(f)l= sup |f(¥)].
PEM(L>) PEM(L>) PET(M(L2)) peET(M(L>))
Da 7 stetig ist, ist 7(9%(L>°)) kompakt, also nimmt jedes fe H> sein Betrags-
maximum auf 7(OM(L>*°)) an, d.h. 7(M(L>)) ist ein abgeschlossener Rand fiir
Hee.
Angenommen Sy C 7(9M(L°)) ist ein abgeschlossener Rand fiir H°°. Dann
ist 771(Sp) € M(L> und abgeschlossen, es gibt wegen Lemma 6.2.2 eine mef-
bare Menge E mit

T HSo)N{xp =1} =p.
Sei nun u das Poisson-Integral von x g, v eine konjugiert harmonische und f =
e“ T Wegen |f| = €" und sup ||u||o < o0 ist f € H*. Die Randwerte von | f|

sind £.ii. eX2. Es folgt (if)(if) = €2X& also (if)(if) = €2%#, d.h.

|Z/}|—{e , Q€ {)A(E:]-}
1, ¢¢ {xe=1}

dh. ¢(if) < ||if|lsoVe € T71(S0), also
sup | ()] < ((if)(@0) = (r60)(f)

P€ESo
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fiir jedes ¢o € {Xz = 1}. D.h. Sy ist kein Rand fiir H>.
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