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Kapitel 1

Einleitung

Dieses Kapitel dient zur Wiederholung einiger Begriffe. Daher werden wir viele
Aussagen nicht beweisen oder nur anschaulich motivieren.

1.1 Komplexe Zahlen und Funktionen

1.1.1 Der Korper C
1.1.1 Definition. Setze C := R x R und definiere fiir (z,y), (u,v) € C

d((,y), (u,0)) = V(2 = w)? + (y — )2,

Weiters setzen wir 0 := (0,0), 1 := (1,0), ¢ := (0,1). Die Menge C heifit der
Korper der komplexen Zahlen. /

1.1.2 Satz. FEs gilt:
(i) Das Tupel (C,+,-,0,1) ist ein algebraisch abgeschlossener Kdrper.

(79) Die reellen Zahlen R sind, vermdige der Einbettung x > (z,0), ein Un-
terkorper von C. Fasst man C als R-Vektorraum auf, so gilt dimg C = 2.

(#3i) Das Paar (C,d) ist ein vollstandiger metrischer Raum.

(iv) Die Operationen +:CxC —=C,-:CxC — C,

:{Cx(c > C '1:{(3\{0} - C\{0)

(z,w) = z—w z =z

sind stetig.

(v) Die komplexe Konjugation (z,y) — (z,y) ist ein stetiger Korperautomor-
phismus von C der R punktweise festldfst.

g
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1.1.3 Bemerkung. Offenbar ist {1,i} eine Basis von C als R-Vektorraum. Es

148t sich also jede komplexe Zahl z in eindeutiger Weise als
z=x-14+y-i=x+1y

mit gewissen x,y € R anschreiben. Man bezeichnet x als den Realteil von z, und
y als den Imagindrteil von z, und schreibt z = Re z,y = Im 2. Weiters spricht
man von z als der zu z konjugiert komplexen Zahl. Schliesslich setzen wir

2] == d(2,0) = /(Re2)2 + (Im2)2 = Vz - Z,

und bezeichnen |z| als den Betrag der komplexen Zahl z. /

Veranschaulicht man C als die Ebene R x R, so spricht man von der
Gauj$’schen Zahlenebene:

Imz |- ‘

Die algebraische Operation der Addition erhilt man in diesem Bild wie folgt:
A

z

' z+w

1.1.2 Differenzierbarkeit

1.1.4 Definition. Sei G C C offen, f : G — C, und w € G. Dann heif3t f
differenzierbar an der Stelle w, wenn der Limes

i £) = f(@)
z—w Z—w

in C existiert™.
Ist f differenzierbar an der Stelle w, so bezeichnet man den Wert des obigen
Limes mit f’(w) und spricht von der Ableitung von f an der Stelle w. /

Wie fiir Funktionen einer reellen Verdnderlichen zeigt man dass f: G — C
an einer Stelle w genau dann differenzierbar ist, wenn es eine Zahl o € C und
eine stetige Funktion p : G — C mit g(w) = 0 gibt, sodass

f(z)=flw)+alz—w)+pz)(z—w), z€G.

*Beachte hierbei, dass z innerhalb von G irgendwie gegen w streben darf, und nicht etwa
an gewisse Geraden oder Kurven gebunden ist.
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In diesem Fall ist & = f’(w). Offenbar ist eine an der Stelle w differenzierbare
Funktion auch an der Stelle w stetig.
Es gelten die folgenden Rechenregeln.

1.1.5 Proposition. Sei G C C offen, f,g: G — C, und w € G. Weiters sei
G C C offen mit f(w) € G, und h : G — C. Sei vorausgesetzt, dass f und
g beide differenzierbar an der Stelle w sind, und dass h differenzierbar an der
Stelle f(w) ist. Dann gilt:

(i) Die Funktionen f+ g und f - g sind an der Stelle w differenzierbar, und
(f +9)(w) = f'(w)+ g (w), (f 9)(w)=f(wglw)+f(w)g (w).

(i1) Ist g(w) # 0, so ist die Funktion L quf einer Umgebung von w wohldefi-
niert, and der Stelle w differenzierbar, und

Y, fw)glw) — f(w)g'(w)
(§> (w) = g(w)? '

(#91) Die Funktion ho f ist an der Stelle w differenzierbar, und

(ho ) (w) = h(f(w)) - f'(w).

1.1.3 Potenzreihen

Eine Reihe der Gestalt f(z) = > 7 a,(z — z0)™ mit a, € C, n € Ny, heifit eine
Potenzreihe mit Anschlufstelle z.

1.1.6 Proposition. Sei f(z) =Y 7 a,(z — 20)" eine Potenzreihe.

(i) Es emistiert eine eindeutige Zahl R € [0,00], sodass diese Reihe fiir jedes
2 € Ur(zo) konvergiert', und fiir jedes = € C \ Up(w) divergiert. Diese
Zahl R heif$t der Konvergenzradius der Potenzreihe f(z).

(73) Die Reihe f(z) ist auf jeder kompakten Teilmenge der Kreisscheibe Ug(zo)
absolut und gleichmdfig konvergent, und stellt daher auf Ur(zo) eine ste-
tige Funktion dar. Man sagt, dass eine Potenzreihe auf ihrem Konvergenz-
kreis lokal gleichmdjig konvergiert.

(ti1) Der Konvergenzradius der Potenzreihe f(z) lafst sich aus den Koeffizienten
a, berechnen durch die Formel

1

hmsupn—)oo n\// |an| .

R

O

Es ist eine interessante Beobachtung, dass die von einer Potenzreihe darge-
stellte Funktion differenzierbar ist.

TWir bezeichnen stets mit Uy (w) die offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt w und Radius 7,
d.h. Up(w) := {2z € C: |z — w| < r}. Formal setzt man noch U (w) := C.
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1.1.7 Proposition. Sei f(z) =Y " a,(z — 29)" eine Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius R > 0. Dann ist f an jeder Stelle von Ugr(20) differenzierbar, und
es gilt

fl(z) = Z ann(z —2)" 1.

Beweis. Wegen der in Proposition 1.1.6, (iii), angegebenen Formel fiir den
Konvergenzradius einer Potenzreihe, ist der Konvergenzradius der Reihe g(z) :=
oo Lann(z — z9)" ! ebenfalls gleich R.

Sei w € Ugr(zp). Dann gilt, fiir z € Ur(20), z # w,

—n(z— w)"*l ,

fe) = fw) _ g(w) = Zan[(z — ZO)Z —(w—2)"

zZ—w —w
n=1

und

(z —20)"™ — (w — zp)"™

—n(z—w)""! =

_J0 , n=1
(- w) 22;11 k(w—z)* 1 (z — 20)" 1, n>2"

Sei r := max{|z — zo|, |w — 20|}, dann gilt

TEZIW) | < o - wl 3 Janl(n - 122,

n=2

Da r < R ist, ist die Reihe auf der rechten Seite konvergent. Es folgt

i ()=S0

z—w Z—w

—g(w)) =0.

O

1.1.8 Korollar. Sei f(z) = Y..° an(z — 20)™ eine Potenzreihe mit Konver-
genzradius R > 0. Dann ist f in Ur(zo) beliebig oft differenzierbar, und es gilt

¥ (z) = iann(n 1) n—k+1D)(z—20)""F keNg.
n==k

Insbesondere ist
_ £ (20)

n!

Qn

, neNg. (1.1.1)

Wir sehen dass die Taylorreihe von f gleich Y~ an(z — 20)"

wird f durch seine Taylorreihe dargestellt.

ist, insbesondere

Beweis. Die erste Behauptung folgt mittels vollstdndiger Induktion, die Formel
(1.1.1) dann durch einsetzen von z = zp. O
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1.1.4 Die Exponentialfunktion

Zitat

This is the most important function in mathematics. It is defined,
for every complex z, by the formula
(o) Zn

exp(z) 1= Z T (1.1.2)

n=0

Um diese Definition zu rechtfertigen beachte man, daf§ die Reihe (1.1.2) Kon-
vergenzradius oo hat. Auf Grund der absoluten Konvergenz ist die folgende
Umformung gerechtfertigt:

ak = b Sy n! e = (a+b)"
ZTZM:ZHZk!(n—k)!“kb =
k=0 m=0 n=0 k=0 n=0

Es gilt also das Additionstheorem
exp(a) - exp(b) = exp(a +b) .
Wir definieren eine Zahl e durch
e:=exp(l).

Diese Zahl heifit Eulersche Zahl.
1.1.9 Bemerkung. Es ist exp(0) = 1. Wegen dem Additionstheorem gilt

x

exp(x) =€", xz€Z.
/
1.1.10 Satz. FEs gilt:
(i) Fiir jedes z gilt exp(z) # 0.
(i1) Es ist

o) = i SPE W) =)

=exp(z).
Beachte nochmals, daf$ in diesem Limes h € C (!) gegen Null strebt.

(7i1) Die Funktion exp(z) eingeschrinkt auf die reelle Achse ist eine monotone
positive Funktion. Es gilt

mgrfoo exp(x) = 400, mgrzloo exp(x) =0.

(iv) FEs existiert genau eine positive reelle Zahl, wir bezeichnen sie mit 7, sodafl
exp(im) +1=0

gilt, und sodafl exp(z) = 1 ist genau dann wenn z € 27i - Z.
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(v) exp : C — C ist eine periodische Funktion mit Periode 2mi, d.h.

exp(z + 2mi) = exp(z), z € C.

(vi) Die Abbildung t — exp(it) bildet die reelle Achse surjektiv auf die Ein-
heitskreislinie ab.

(vit) Ist w e C\ {0}, so existiert z € C mit w = exp(z).

U

Wir werden im folgenden anstelle von exp(z) auch oft die abkiirzende
Schreibweise (1) exp(z) =: e* verwenden.

Aus der Exponentialfunktion erhélt man auch die Cosinus- bzw. Sinusfunk-
tion. Diese sind, in gewissen Sinne, ,Real-“ und ,Imaginirteil* von exp(iz).
Definiere

exp(iz) + exp(—iz) 22"
cosz = 5 = Z(— )" @)
n=0
) exp(iz) — exp(—iz) = , 22t
S = - —1 2
s 2 2 (1) 2n+1)!

Beachte, dass gilt
cos z + isin z = exp(iz) .

1.1.5 Polarkoordinaten
Betrachte die Abbildung

[0,00) xR — C
P o ‘
(T’, 50) = T COS® +1rsiny = ret¥

Diese ist surjektiv. Ist I irgendein halboffenes Intervall der Linge 2w, so ist
®|(0,00)x 1 €ine Bijektion von (0, 00) x I auf C\ {0}. Man spricht von der Darstel-
lung der komplexen Zahlenebene durch Polarkoordinaten mit einem Argument
in [.

Ist z € C\ {0} und (r,¢) € ®71({z}), so gilt = |z|. Man bezeichnet ¢ als
Argument der komplexen Zahl z und schreibt ¢ = arg z. Diese Schreibweise ist
eigentlich irrefithrend, denn der Wert von ¢ ist durch z nur bis auf ganzzahlige
Vielfache von 27 bestimmt, ,arg® ist also keine (!) Funktion.

Die algebraische Operation der Multiplikation 148t sich in Polarkoordinaten
wie folgt interpretieren.

F‘H

N =
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1.1.6 Die Riemannsche Zahlenkugel

Betrachte die Einheitssphére im R3:

S?i={(X,Y,Z) e R*: X* +Y? + Z? =1},

und definiere eine Abbildung ¢ : C — S? wie folgt:
A

X

D.h. man betrachte die komplexe Zahl z als Punkt in der (X,Y)-Ebene, und
schneide die Gerade durch die Punkte N = (0,0,1) und z mit S* \ {/N}. Dann
erhiilt man genau einen Punkt und dieser sei ¢(z). In Formeln schreibt sich ¢ als
(x:=Rez,y:=Imz)

2x 2y 2?2 4+y? -1

Xzi Yzi = —
1+x2+y2’ 1+$2+y2’ x2+y2+1

Die Abbildung ¢ ist eine Bijektion von C auf S? \ {N}. Thre Inverse o = =1 :
S?2\ {N} — C heifit stereographische Projektion.
Sei dgs : R? x R® — [0, 00) die euklidische Metrik am R3, d.h.

dgs ((X1,Y1, 21), (X2, Y2, Z2)) i= /(Xo = X1)2 + (Ya = Y1)2 + (Z2 — Z1)?

Dann ist (S?, dgs) ein kompakter metrischer Raum.
Die Abbildung ¢ ist ein Homéomorphismus von (C,d) auf (S? \ {N}, dgs).
Achtung: ¢ ist sogar gleichmifig stetig, nicht (!) jedoch o. Definiert man

X(z,w) := dgs (L(Z),L(w)), z,w e C,

so erhilt man also eine Metrik auf C die die gleiche Topologie erzeugt wie d,
aber nicht zu d Aquivalent ist. Man bezeichnet x als chordale Metrik auf C.
Explizit ist x gegeben als

2|z — w|

BV/ERFEN R

Wir werden oft C vermége ¢ als Teilmenge von S? betrachten. Um bequemlich-
keitshalber die Einbettung ¢ notationell zu unterdriicken, defieren wir

x(z,w)

Coo :=CU {0},
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wobei ,,00“ ein formales Element ist, das nicht zu C gehort. Setzt man nun y
fort auf C,, durch

X(z,00) :=dps(¢(2), N), x(c0,00):=0,
so ist die Abbildung A : Co, — S?

eine Isometrie von (C, x) auf (S?, dgs).

1.2 Kurvenintegrale

Sei [a, b] R. Eine Partition des Intervalls [a,b] ist eine endliche Menge
{to,...,t [a,b] mit a =ty < t; < ... < t, = b. Die Menge aller Parti-
tionen von [a, b] bezeichnen wir mit P.

C
nt €

1.2.1 Definition. Sei v : [a,b] — C eine stetige Funktion. Dann heifit

Viy Sup y(t € [0, 00
(v) = o t}gp;l Y(ti-1)| € [0, 00]

die Totalvariation von 7. Ist V() < 0o, so heifit v von beschrinkter Variation.

/

Man bezeichnet oft auch V() als ,Lange von v* und nennt v rektifizierbar
wenn V() < co. Dies motiviert sich daraus, dass V() offenbar das Supremum
aller der Kurve ~ eingeschriebenen Polygonziige ist.

Ist P = {to,...,tn} eine Partition von [a, ], so bezeichne v(P) die Zahl

v(P) :=max |t; — t;_1].

Man nennt v(P) auch die Feinheit der Partition.

Seien nun f,g : [a,b] — C und P = {tg,...,t,} € P gegeben. Weiters sei
Z ={u1,...,un} C [a,b] mit u; € [t;—1,;], man spricht auch von einer Menge
von Zwischenstellen. Die Riemannsche Zwischensumme ist

fagv-PZ Zf Uz 1 (tifl)).

1.2.2 Satz. Seien f,g: [a,b] — C, [ stetig, g von beschrinkter Variation. Dann

existiert der Limes
b

lin, S(7.9.P.2) = [ fdg

v(P)—0 a

gleichmdfig beziiglich der Zwischenstellen Z. Explizit heif$t das

JAeCVe> 030 >0VP e P VZ Zwischenstellen fir P :
v(P)<d = |S(f,9,P,Z)— Al <e.

Man bezeichnet f; fdg als das Riemann-Stieltjes Integral von f nach g. 0
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1.2.3 Bemerkung. Die Menge P ist eine gerichtete Menge mit der mengentheo-
retischen Inklusion. Es existiert der Limes lim,py_o S(f, 9, P, Z) genau dann
wenn der Limes limpep cyS(f, g, P, Z) existiert und in diesem Fall sind die
beiden gleich. /

Wir stellen einige Eigenschaften von Integralen zusammen. Dabei setzen wir
voraus, dass alle auftretenden Ausdriicke existieren:

b c b
(@) [ fdg = [ fdg+ [ fdg
b

(i1) fb(f+h)d9 = Jb’fnger’hdg’ J(A\f)dg = AJb’fdg-

a

b
(4ii) ffdg‘ < |[fllecV (g), wobei [[flloc := subse(a,p) [f(2)]-

b b
(iv) Ist f, — f gleichméBig auf [a,b], so folgt [ f.dg — [ fdg.

(v) Ist g stiickweise stetig differenzierbar, so ist g von beschriinkter Variation
b b
und es gilt [ fdg = [ f(t)g'(t)dt.
a a

1.2.4 Definition. Sei G C C offen. Eine stetige Abbildung v : [0,1] — G heifit
ein Weg in G. Er heiit rektifizierbar, wenn V(y) < oo ist. Weiters heifit der
Weg v geschlossen, wenn v(0) = (1) ist.

Ist 7 ein rektifizierbarer Weg in G und ist f : G — C stetig, so heifit

/f(()dc = O/(fov)dv

das Kurvenintegral von f langs ~y. /

1.2.5 Beispiel. Sei y(t) := e*™ ¢t € [0,1], also ¥([0,1]) die Einheitskreislinie,
die von 7(t) einmal in positiver Richtung durchlaufen wird. Sei f(z) := 2" mit
n € Z. Dann ist

1 1
/z" dz = /e%thﬂieQ””dt = 2m’/62ﬂ("+1)tdt =
vy 0 0

L p2mi(nt1)t

211

T ritnt 1)

2w, n=-—1

1
0’ n# —1 _{O , n#-—1

2mi , n=-1
/
1.2.6 Bemerkung. Wir treffen zwei notationelle Vereinbarungen.

(i) Ist v ein geschlossener rektifizierbarer Weg der ein gewisses Gebiet D
berandet, so verwendet man auch das Symbol % p anstelle von f,y. Wir
gehen nicht niher auf die (AuBerst komplexe) Frage ein was es eigentlich
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bedeutet dass v das Gebiet D berandet, bzw. dass D innerhalb von ~ liegt.
Wir verwenden das Symbol ¢, , nur fiir Kreisscheiben oder Dreiecke, wo
es in offensichtlicher Weise zu interpretieren ist.
Zum Beispiel wire fir D := {z € C : [z| < 1}, also $,, f({)d{ =
J, f(¢) d¢ mit dem Weg ~(t) := e*™*, ¢ € [0,1].

(#4) Sind a,b € C, so schreiben wir f[a b f(¢) d¢ fir das Integral von f lings der

Strecke von a nach b, also fiir fw f(¢) d¢ mit dem Weg ~(t) := (1 —t)a+1tb,
te0,1]

/

1.2.7 Bemerkung. Sei f : [a,b] — C stetig, g : [a,b] — C von beschrinkter
Variation und € > 0 gegeben. Dann existiert eine Funktion § : [a,b] — C mit
den folgenden Eigenschaften:

(i) g ist stetig differenzierbar;
() lg = gl <€
(iid)

b b
| [ rag- [ i <e.

Tatséchlich withle man eine hinreichend feine Partition {ty,...,¢,} und wihle
fiir § den entsprechenden Polygonzug durch die Punkte g(t;), = 0,...,n, mit
»geglitteten Fcken“.

Wir begniigen uns mit dieser Anschauung; explizite Formeln kann man zum
Beispiel genauso finden wie man C'°°-Zerlegungen der Eins konstruiert. /

Wir erinnern noch an den Begriff der Stammfunktion, und seine Bedeutung
zur Berechnung von Kurvenintegralen.

1.2.8 Definition. Sei G C C offen, und f,F : G — C. Ist F' an jeder Stelle
differenzierbar und gilt F'(z) = f(z), z € G, so heifit F' eine Stammfunktion
von f auf G. /

1.2.9 Satz. Sei f: G — C stetig und v : [0,1] — G ein rektifizierbarer Weg in
G. Ist F : G — C eine Stammfunktion von f, so gilt

l/ﬂ@%szu»—ﬂ%m»

1.3 Topologie der Ebene

1.3.1 Zusammenhang

1.3.1 Definition. Sei (X, 7T) ein topologischer Raum, und sei G C X.

(i) G heiit zusammenhdingend wenn gilt: Sind A, B C G beziiglich der Spur-
topologie offen, und ist AN B = () und AU B = G, so folgt dass entweder
A =G oder B =G ist.
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(#4) Wieder nennen wir eine stetige Abbildung ~ : [0,1] — G einen Weg in G.
Ebenso nennen wir wieder den Weg ~ geschlossen, wenn v(0) = (1) ist.

(7i1) G heifit bogenweise zusammenhingend, wenn es fiir je zwei Punkte z,w €
G einen Weg « in G gibt, mit z = v(0) und w = ~(1).

(iv) (X, T) heifit lokal bogenweise zusammenhdingend, wenn die Topologie T
eine Basis aus bogenweise zusammenhéngenden Mengen besitzt.

/

Es ist natiirlich vollig irrelevant, dass wir als Definitionsbereich eines Weges
das Interval [0, 1] verwenden. Man kann genauso irgendwelche Intervalle [«, 0]
mit a < [ zulassen. Triviales Beispiel fiir einen Weg wiire ein konstanter Weg
der in einem Punkt xo von G sitzenbleibt, d.h. die stetige Funktion ~(t) := o,
te[0,1].

1.3.2 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Raum, und G C X. Ist G bogenwei-
se zusammenhdngend, so ist G auch zusammenhingend. Ist X lokal bogenweise
zusammenhdngend und G offen, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Fiir die erste Behauptung sei indirekt angenommen dass G = AU B
mit A, B C G offen, disjunkt und nichtleer. Wihle x € A,y € B, und einen
Weg 7 in G mit v(0) = z,7(1) = y. Dann sind v~ 1(A),y~1(B) C [0, 1] offen,
disjunkt, nichtleer, und iiberdecken [0, 1]. Ein Widerspruch, da das Intervall
[0,1] zusammenhéngend ist.

Fiir die Umkehrung sei eine zusammenhéngend Teilmenge G gegeben. Ist
G = 0, so ist G trivialerweise bogenweise zusammenhiingend. Sei also G' # (.
Wihle 2y € G, und betrachte die Menge

M :={zeG: IWeg~ in G mity(0) = 20,7(1) = 2} .

Wir zeigen zunichst die folgende Aussage: Jede offene und bogenweise zusam-
menhéngende Menge die mit M nichtleeren Schnitt hat und die in G liegt, ist
bereits ganz in M enthalten. Dazu sei U C G offen und bogenweise zusam-
menhéngend und z € M N U gegeben. Wahle einen Weg v in G der zy mit z
verbindet. Fiir w € U wihle einen Weg 4 in U der z mit w verbindet. Der Weg
den man erhilt, wenn man zuerst v und danach %4 entlanglauft, verlauft dann
ganz in G und verbindet zy mit w. Also haben wir w € M.

Sei nun z € M. Da G offen und X lokal bogenweise zusammenhéngend ist,
existiert eine offene und bogenweise zusammenhéngende Menge U mit z € U C
G. Nach dem eben gezeigten, folgt U C M. Wir schliessen, dass M offen ist. Sei
z € G\ M, und wihle wieder U offen und bogenweise zusammenhingend mit
z € U C G. Nach dem oben gezeigten, folgt U N M = (), also U C G\ M. Wir
schliessen, dass auch G'\ M offen ist. Da G zusammenhéngend ist, und M # 0,
folgt dass G\ M = 0. 0

1.3.3 Definition. Sei G C C.
(1) G heiit ein Gebiet, wenn G offen und zusammenhéngend ist.

(i) G heift sternformig, wenn es einen Punkt zy € G gibt sodass fiir jedes z €
G die gesamte Verbindungsstrecke [z, zg] = {(1—t)z+tzo : ¢ € [0,1]} liegt.
Einen Punkt mit dieser Eigenschaft nennt man auch Sternmittelpunkt von

G.
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(7i1) G heiBt konver wenn mit je zwei Punkte z,w aus G auch die gesamte
Verbindungsstrecke [z, w] in G liegt.

/
1.3.4 Bemerkung.

(i) Eine sternférmige Teilmenge G von C ist bogenweise zusammenhéngend.
Denn sei zg ein Sternmittelpunkt von G. Dann ist fiir jedes z € G ist die
Strecke y(t) := (1 — t)z + tzg, t € [0,1], ein Weg in G der z mit dem
Sternmittelpunkt zg verbindet. Sind nun z,w € G, so erhélt man einen
Weg in G der z mit w verbindet indem man zuerst die Strecke von [z, zo]
und dann die Strecke [zg, w] durchlduft.

(#4) Jede nichtleere konvexe Teilmenge von C ist sternformig. Denn man kann
jeden beliebigen Punkt aus G als Sternmittelpunkt verwenden.

(#41) Der Raum C, und damit jede offene Teilmenge von C mit der Spurtopo-
logie, ist lokal bogenweise zusammenhéngend. Denn Kreisscheiben bilden
eine Umgebungsbasis und sind konvex.

(iv) Jedes Gebiet ist bogenweise zusammenhéngend.

/

1.3.5 Lemma. Sei G ein Gebiet, und seien zg,z1 € G. Dann existiert ein
rektifizierbarer Weg « : [0,1] — G mit v(0) = zo,7(1) = 21.

Beweis. Da G bogenweise zusammenhéngend ist, existiert ein Weg 4 : [0,1] — G
mit 4(0) = 2o und 4(1) = z;. Setze r := d(5([0,1]), C\ G). Da ([0, 1]) kompakt
ist, ist r > 0. Weiters existieren, wieder da 4([0, 1]) kompakt ist, t1, ..., t, € [0,1]
sodass

z0 =4(0) € Up(¥(t1)) ,
UT(’?(tk))mUT(’?(thrl))#@v k:]-v"‘vn_]-a
z1=4(1) € Ur(5(tn)) -

Wiéhle wy, € U, (5(tx)) N Ur((tg+1)), dann liegt der Polygonzug

vi= zowr Y(ta) way(ts) ws -+ Y(tn—1) Wn—1 21

ganz in G. O

1.3.2 Homotopie
1.3.6 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum, und sei G C X.

(i) Seien 7,71 Wege in G. Dann heiflen vy und ~; homotop in G, wenn es
eine stetige Abbildung H : [0, 1] x [0,1] — G gibt mit

H(t,0) = ~(t), t €[0,1] und H(t,1) = (t), t €[0,1].

Man bezeichnet in diesem Fall eine Abbildung H mit den geforderten
Eigenschaften als eine Homotopie in G zwischen vy und ~; in G. Manchmal
spricht man von den Wegen ~4(t) := H(t,s), s € (0,1), als Zwischenwege.



1.3. TOPOLOGIE DER EBENE 13

(73) Seien 7p,71 Wege in G die den gleichen Anfangspunkt sowie den gleichen
Endpunkt haben, d.h. mit

70(0) =71(0) und (1) = 1(1).

Dann heilen vy und v; FEP-homotop in G (Fixed-EndPoint-homotopic),
wenn es eine Homotopie H in G zwischen 7y und 7; in G gibt sodass auch
alle Zwischenwege den entsprechenden Anfangs- bzw. Endpunkt haben,
d.h. sodass

H(0,s) =7(0), H(1,s) =~(1), se€]l0,1].
Man spricht von einer solchen Homotopie H dann als FFEP-Homotopie.

(7i1) Zwei geschlossene Wege 9,71 in G heifien loop-homotop in G, wenn es
eine Homotopie H in G zwischen vy und ~; in G gibt sodass auch alle
Zwischenwege geschlossen sind, d.h. sodass

H(0,s) = H(1,s), s€[0,1].
Man spricht von einer solchen Homotopie H dann als loop-Homotopie.

(iv) Ein geschlossener Weg heifit nullhomotop in G, wenn er loop-homotop in
G zu einem konstanten Weg ist.

(v) Eine Teilmenge G C X heifit einfach zusammenhdingend, wenn G zusam-
menhéngend ist, und jeder geschlossene Weg in GG nullhomotop in G ist.

/

Man kann leicht zeigen, dass ein geschlossener Weg genau dann nullhomotop
ist, wenn er sogar FEP-homotop zu einem konstanten Weg ist.

1.8.7 Beispiel. Sei G C C sternférmig. Dann ist G einfach zusammenhéngend.
Denn zunéchst ist G, wie in Bemerkung 1.3.4 gesagt, zusammenhéngend. Sei
nun v ein geschlossener Weg in G. Wihle einen Sternmittelpunkt zg von G,
dann ist die Abbildung

[ 0,1 x[0,1] — G
i { (t,s) = (1=s)v(t) + 520

eine loop-Homotopie in G von 7 zu dem konstanten Weg mit Bildpunkt zo.  //

1.3.3 Umlaufzahl und Homologie

1.3.8 Definition. Sei vy ein rektifizierbarer geschlossener Weg in C. Weiters sei
w € C\ v([0,1]). Dann heift

1 d¢
n(y,w) = Py C—iw

¥
die Umlaufzahl von v um w. /

1.3.9 Satz. Sei v ein rektifizierbarer geschlossener Weg in C. Dann gilt:
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(1) Fiir jedes w € C\ ¥([0,1]), ist n(y,w) eine ganze Zahl.
(ii) Die Funktion

S C\r([01]) = Z
n(%')'{ w = n(y,w)

15t stetig.

(#it) Die Funktion n(y,.) ist auf jeder Zusammenhangskomponente von C \
~([0,1]) konstant.

(iv) Auf der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente von C\ v([0,1]) hat
n(v,.) den Wert 0.

Beweis. Sei w € C\ v([0,1]) gegeben.
Wir betrachten zuerst den Fall, dass v stetig differenzierbar ist. Sei g :

[0,1] — C die Funktion
t

g(t) ::/,y’yl(s)ds.

(s) —w
0

Dann ist g stetig differenzierbar und es gilt g(0) = =/ C—C "(t) =
8!

()
W?t)_w . Es folgt

i (efg(t) (’y(t) o w)) _ 7gl(t)6*9(t) (»-y(t) - w) + e*g(t)/_y/(t) =

/
_ t
= e[ = O () —w) 4] =0,
und daher dass e 9®) (y(t) — w) konstant fiir ¢ € [0,1] ist. Wegen ~(0) = ~(1)

folgt
_ _ d¢
— o 9(0) — ,—9(1) _ _ 55
l=e e exp( /C w)'

Bt
Also ist [ C(i—cw € 2ni- 7.

5
Sei nun v irgendein rektifizierbarer geschlossener Weg. Nach Bemerkung
1.2.7 existiert eine Folge v, von geschlossenen stetig differenzierbaren Wegen

mit w & v,,n € N, und
. / d¢ dg¢
im = .
n— 00 C —w C —w
Y

Tn

Es folgt dass [ Ci—cw € 2mi - Z.

5
Wir zeigen dass n(7,.) : C\ v([0,1]) — Z stetig ist. Sei wy € C\ ([0, 1]),
und setze 7 := d(y([0,1]),wp). Sei 0 < ¢ < &, dann gilt fiir |w —wg| < ¢

27| n(y, w) — n(y, wo)| / —w = wo) C‘

v
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w — Wo w — wo
‘/ TRy e M eres et et R4

2
< 67"72‘/(7).

Ist nun G eine Komponente von C \ v([0,1]), so ist {n(y,w) : w € G} eine
zusammenhangende Teilmenge von 27i - Z und besteht daher aus nur einem
Punkt, d.h. n(y,.) ist konstant auf G.

Ist G die unbeschrinkte Komponente von C \ ¥([0,1]), so existiert R > 0
sodal {z € C: |z| > R} C G. Sei |w| > R, dann ist d(y([0,1]),w) > |w| —
und wir erhalten

1

2y, w |f\/ < sup |t | Vi) <
te[Ol] (t)

=l

1
= wl =

RV(’Y)-

Fiir |w| — oo folgt n(vy,w) — 0 und, da n(y,w) konstant auf G ist, n(y,w) =0
fiir alle w € G. 0

1.3.10 Definition. Sei G C C offen.

(i) Seien ~1,...,7, geschlossene rektifizierbare Wege in G. Dann sagen wir
Y1,y Yn sind (gemeinsam) nullhomolog in G, wenn

Zn(’yj,w) =0, weC\G.
j=1

(#4) G heiit homolog einfach zusammenhdngend, wenn G zusammenhéngend
ist und jeder geschlossene rektifizierbare Weg in G nullhomolog in G ist.

/
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Kapitel 2

Der Analytizitatsbegriff

2.1 Aquivalente Bedingungen fiir Analytizitét

Nun kommen wir zur dem fiir diese Vorlesung zentralen Begriff der Analytizitét.

2.1.1 Definition. Sei G C C offen, f : G — C. Ist f an jeder Stelle von G
differenzierbar, so heifit f analytisch in G. Wir bezeichnen die Menge aller in G
analytischen Funktion als H(G). /

An Stelle der Bezeichnung ,,analytisch® wird in der Literatur oft auch holo-
morph oder requldr verwendet.

2.1.2 Bemerkung. Sei G C C offen.

(i) Die Menge H(G) ist, mit den punktweise erklirten algebraischen Opera-
tionen, eine kommutative C—Algebra. Sie besitzt ein Einselement, ndmlich
die konstante Funktion 1. Die Einheitengruppe H(G)* := {f € H(G) :
Jdg € H(G) : fg =1} ist gegeben als

H(G)" ={f € H(G) : f(w) nullstellenfrei} .

(7i) Analytizitit ist (naturgeméf) eine lokale Eigenschaft, d.h.: Eine Funktion
f: G — Cist genau dann in G analytisch, wenn jeder Punkt w € G eine
offene Umgebung U,, besitzt, sodass f|y, in U, analytisch ist.

(7i7) Eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius ist in ihrem Konver-
genzkreis analytisch. Insbesondere ist jede Polynomfunktion in ganz C
analytisch.

/

Es ist eine —um nicht zu sagen die (!)— Grundlage der Funktionentheorie, dass
sich Analytizitat durch Bedingungen von verschiedenstem Typ charakterisieren
l&sst.

2.1.3 Satz. Sei G C C offen, und f : G — C. Dann sind dquivalent:

(CIF1) Fir jeden Punkt w € G gibt es einen Radius r > 0, sodass die
abgeschlossene Kreisscheibe U,.(w) ganz in G liegt und f sich in

17
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dem Inneren dieser Kreisscheibe darstellen lisst als

f(z):%m ?g Cf(_ozdg, z € Up(w). (2.1.1)

U, (w)

(PR1) Fir jeden Punkt w € G gibt es eine Potenzreihe Y o a,(z — w)™
mit Konvergenzradius R > 0, und einen Radius v € (0, R], sodass
die Kreisscheibe U,.(w) ganz in G liegt und [ sich auf dieser Kreis-
scheibe darstellen ldsst als

f(z)= Zan(z —w)", zeU(w).
n=0

(DIFF1)Die Funktion f ist analytisch in G.

(CIS1) Die Funktion f ist stetig in G. Fir jede offene und konveve Teil-
menge G von G, und jeden geschlossenen rektifizierbaren Weg v in
G gilt

/f(@dc:o.

(SF1)  Fiir jede offene und konveze Teilmenge G von G besitzt die Funktion
fla eine Stammfunktion.

Die Bedingung (CIF1) heifit die lokale Cauchy’sche Integralformel, die Be-
dingung (CIS1) der lokale Cauchy’sche Integralsatz.

Zu den Bedingungen der in Satz 2.1.3 angegebenen Aquivalenzliste kann
man noch einige Verschirfungen bzw. Abschwéchungen hinzufiigen, welche sich
im Laufe des Beweises automatisch ergeben:

(CIF2) Fiir jeden Punkt w € G und jeden Radius r > 0, sodass die abge-
schlossene Kreisscheibe U,.(w) ganz in G liegt, gilt die Darstellung
(2.1.1).

(PR2) Die Funktion f ist in G beliebig oft differenzierbar. Fiir jeden Punkt
w € G konvergiert die Taylorreihe

0 £(n) (1

n!
n=0

von [ mindestens in der grofiten Kreisscheibe die ganz in G liegt,
und stellt dort die Funktion f dar.

(DIFF2)Die Funktion f ist in G beliebig oft differenzierbar.
(CIS0) Die Funktion f ist stetig in G. Fiir jedes abgeschlossene Dreieck A

mit A C G ist
yﬁ F(0)d¢ =0.
OA

(SFO) Fiir jeden Punkt w € G gibt es eine offene Umgebung U C G von
w, sodass f|y eine Stammfunktion hat.
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Mit essentiellen Verschérfungen der lokalen Cauchy’schen Integralformel bzw.
des lokalen Cauchy’schen Integralsatzes werden wir uns im n#chsten Abschnitt
befassen. Die Implikation ,,(CIS0)=-(DIFF1)*“ heifit auch der Satz von Morera.

Der Rest dieses Abschnittes ist dem Beweis von Satz 2.1.3 gewidmet. Wir
fithren ihn in mehreren Schritten. Dabei zeigen wir die folgenden Implikationen
(die punktiert gezeichneten sind trivial bzw. bereits bekannt):

/

(CIF2) . (PR2) (DIFF2)
* 7 :
v
(CIFl) (PRl) (DIFF1) (CIS1) <™ (SF1)
2 3
- (CIS0) (SF0)

alle nach unten gehenden punktierten Implikationen sind trivial.

oo Korollar 1.1.8.

kL Satz 1.2.9.

1,17 ... Lemma 2.1.4, bzw. Lemma 2.1.4 gemeinsam mit (1.1.1).
2 . Lemma 2.1.5.

3 ... Lemma 2.1.6.

4 ... Lemma 2.1.8.

5 ... Korollar 2.1.9.

2.1.4 Lemma. Sei w € G und r > 0 derart dass U,(w) C G und sodass die
Formel (2.1.1) gilt. Dann gilt

z) = Zan(z —w)", zeU(w),
n=0

mit
1 f(©)

2mi oU, (w) ( —w)ntt

Insbesondere ist der Konvergenzradius dieser Potenzreihe grofier oder gleich r.

dc . (2.1.2)

an =

Beweis. Sei z € U,(w) festgehalten, dann gilt
1 1 o 1
(2 Cwtw—2 (—w 1-=2

Es ist |[Z=0] = == w‘, ¢ € U, (w), also ist die geometrische Reihe

= zZ—w\" 1
T;)(C—w) 11— (=Y

(—w

konvergent, und zwar gleichméBig fiir ¢ € OU,.(w). Es folgt

i P ioes sz ¢ n+1d<~<z7w)n.

dU (w) oUr(w)
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2.1.5 Lemma (von Goursat). Sei f analytisch in G. Dann gilt (CISO0).

Beweis. Die Stetigkeit von f folgt trivialerweise da f sogar differenzierbar ist.
Seien T' = (a, b, ¢) drei verschiedene komplexe Zahlen. Setze fiir ¢ € [0, 1]

y1(t) :== (1 = t)a+tb, y2(t) := (1 — )b+ te, v3(t) := (1 —t)c+ ta.

V3 Y2

a Y1 —

und sei {(T) := |b—a| + |c — b+ |a — ¢|, A(T) := co{a,b,c}, d(T) := max{|b —
al,|c —b|,|a — c|}. Dann gilt

3
WT)=> V(w), dT)=sup{lw—2z|:wzeA)}.

=1

Die erste Beziehung ist klar. Um die zweite einzusehen, sei z = Aa + ub + ve,
wobei A\, p, v € [0,1], A+ g+ v =1, und sei w € A(T). Dann gilt

w—2z=ANw=-—a)+ pw->0)+vw-c),

also |w — z| < max{|w — al, |w — b|, |w — ¢|}. Wendet man diese Ungleichung an
mit w anstelle von z und a (oder b, ¢) anstelle von w, so folgt

la — w| < max{0, |a — b|, |a — c|},
|b — w| < max{|b—al,0,b—c|},
lc — w| < max{|c—al,|c—b],0}.

Insgesamt also |w — z| < d(T'). Die umgekehrte Ungleichung ist klar.
Ist T = (a, b, c) gegeben, so definieren wir die Vierteilungen von T als

T= (o, 52, 50),  Tho= (52,5, 59)
Tyim (e ), Tiis (550540 )
C
T
ct+a (D
2
btc
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Offenbar gilt [(T;) = 11(T) und d(T;) = 3d(T).
Sind a, b, ¢ so dal A(T) C G, so gllt auch A(T;) CG,j=1,...,4. Setze

IS / f(Q)dc,

dann gilt offenbar I(T, f) = Zk 1 (Tk, f). Ist ko € {1,...,4} eine Zahl mit
[I(Thy, f)| = max{|I(Ty, )| : k=1,...,4}, so folgt also

(T, )l < 4T (Th,, )]

Wir definieren nun induktiv eine Folge (T(),,en, sodass T(®) = T und 7"+ =
[T(M)],, wobei k,, € {1,...,4} soist dass [I([T™)]y,, f)| = max{|T([T™)]y, )| :
k=1,...,4}. Dann gilt

1

S d(D), (T, ) < 41T, f)].

(T = (T, AT = o

Die Mengen A(T(")) sind eine absteigende Folge nichtleerer kompakter Mengen,
also existiert w € (), o A(T™).

Wir verwenden nun dass f an der Stelle w differenzierbar ist: Sei p: G — C
stetig, p(w) = 0, sodass f(z) = f(w) + f'(w)(z — w) + p(2)(z — w). Da das
Polynom f(w) + f'(w)(z —w) auf G eine Stammfunktion hat, gilt

1T, £) = T[T, () + £/(w)(z = w) +T(T0, plz) (= = w)) =

Es folgt

[L(T, )] < 41T, ) < 4 UT™)  max |p(z)] - d(T™) =
2EA(T(™)

=UT)d(T .
(T)(T) i [9(2)

Wegen d(T™) — 0 und der Stetigkeit von p, sowie p(w) = 0, folgt dass
max, ) |p(2)] — 0. Also erhalten wir I(7, f) = 0. O
2.1.6 Lemma. Es gilt ,,(CIS0)=(SF1)“

Beweis. Sei eine offene und konvexe Teilmenge G von G gegeben. Wiihle z € G,
und setze

/f Yd¢, z€@,

[20,7]

Dabei verstehen unter [zo,z] den Weg ~(t) := tz + (1 — t)zo, t € [0,1], also
die Verbindungsstrecke von zy zu z. Aufgrund der Konvexitit von G ist £,
wohldefiniert.

Wegen (CIS0) gilt

Fu(z)— /f )¢ — / £(¢ dC—/f )dc,

[20,2] [z0,w] [w, 2]
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und wir erhalten

Foy(2) = Fro (w) + f(w)(z = w) + p(2) (2 — w),

mit

{zlw I (O = fw)d¢, z#w

Wegen V([w, z]) = |z — w], gilt
p(2)] < max |f(¢) = f(w)].

(E€[w,z]
Da f bei w stetig ist, folgt lim,_,,, [p(z)| = 0. Also ist F, bei w differenzierbar
und F (w) = f(w). O
2.1.7 Lemma. Sei w € G, und g : G — C stetig. Erfillt g in G\ {w} die
Bedingung (CIS0), dann erfillt g sogar in ganz G die Bedingung (CIS0).
Beweis. Sei T = (a,b,c) mit A(T) C G gegeben. Wir unterscheiden drei Fille.

Fall 1; w ¢ A(T): Dann ist A(T) C G\ {w}, und daher gilt nach Vorraussetzung
éaA(T) f(C) dC =0.

Fall 2; w € A(T) \ OA(T): Fiir s € (0,1] setze hs(¢) = s({ — w) + w, und
betrachte die Dreiecke A(Ts) mit Ty := (hs(a), hs(b), hs(c)). Dann gilt stets
A(T,) C A(T) und w € A(T)\ OA(T,).

Da g in G\ {w} der Bedingung (CIS0) geniigt, gilt

o+ [a0ic+ [s0ac =0 [gtcrac+ [a@ac + [g(0rac =0

[a,b] [b,hs(b)] [hs(b),a] la,hs(D)]  [hs(b),hs(a)]  [hs(a),al

/ 9(O)dc + / 9(O)d¢ + / 9(C)d¢ = 0 / 9(O)dC + /g(<>d< T / 9(Q)dC =0
[b,c] [e,hs(c)] [hs(c),b] [b,hs(c)]  [hs(e),hs(b)]  [hs(b),b]

/ 9(O)d¢ + / 9(O)dc + / g(¢)dc = 0 / g(O)d¢ + / g(Q)d¢ + / 9(C)dC =0
[c,a] la,hs(a)] [hs(a),c] [e,hs(a)]  [hs(a),hs(c)]  [hs(e),c]

Summiert man diese Gleichungen auf, folgt

gf 9(¢) d¢ = 9(Q) dC.
AA(T) OA(Ts)
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Offenbar ist I(Ts) = s - I(T) und d(T;) = s - d(T'). Es folgt

CEOA(Ts) CeA(T)

b 9Od <uT) _max [9(0)] <5+ UT) max 9(Q)].
OA(Ts)

Lasst man nun s gegen 0 streben, so folgt %A(T) g(¢)d¢ =0.

Fall 3; w € OA: Wir verwenden die gleiche Argumentation mit geeigneten Drei-
eckswegen. In den folgenden beiden Skizzen zeigen wir den Fall ,w € (a,b)“

bzw. ,w = a*, die anderen Fille sind symmetrisch.
C

hs(c)
. )
h(b) N g, b
Wieder zeigt das gleiche Argument, dass ¢, A(T) g(¢)d¢ =0. 0

2.1.8 Lemma. Sei [ analytisch in G. Ist w € G und r > 0 sodass U, (w) C G,
so gilt (2.1.1).

Beweis. Wihle 7 > r sodass U, (w) C G und betrachte, fiir festes z € U,.(w),

die Funktion
© HOIB - e Up(w)\ {2}
9(¢) =
f'z) , (=2
Dann ist g an jeder Stelle ¢ € U, (w) \ {z} differenzierbar und an der Stelle
z stetig. Wegen der bereits bewiesenen Implikation ,,(DIFF1)=-(CIS0)“ kénnen
wir Lemma 2.1.7 anwenden. Es folgt, dass ¢ auf ganz U, (w) der Bedingung

(CIS0) geniigt.
Nach der bereits bewiesenen Implikation ,,(CIS0)=-(CIS1)“ gilt

9(¢)d¢ =0.
U (w)
Also ist
B Q)= fz) J©Q ¢
0= ¢ S ¢ - %I ¢ i
AU, (w) U (w) AU, (w)
- §1§ S e~ 502) 2mi - (00, (), 2) .
(—z —
U (w) =1

U
2.1.9 Korollar. Die Funktion f erfiille (SF0). Dann ist sie analytisch in G.

Beweis. Sei w € G, und wihle eine offene Umgebung U C G von w, sodass
flu eine Stammfunktion F' hat. Nun gilt auf U, nach Definition, F’ = f. Al-
so ist F' analytisch in U und damit nach der bereits bewiesenen Implikation
»(DIFF1)=(DIFF2)“ sogar beliebig oft differenzierbar. Wir erhalten, dass f|y
ebenfalls differenzierbar ist. 0
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2.2 Globale Versionen des Cauchy’schen Inte-
gralsatzes

Die Formel des folgenden Satzes fiir ,/ = 0“ nennt man manchmal auch die
globale Cauchy’sche Integralformel.

2.2.1 Satz (Cauchy’sche Integralformel, Homologieversion). Sei G C C offen
und f analytisch in G. Dann gilt:

(CIF3) Seien v1,...,7v, geschlossene rektifizierbare Wege in G, g
[ak, Br] = G, die gemeinsam nullhomolog in G sind. Dann ist fiir
jedes z € G\ Up—; ve([ow, Br]) und 1 € NU{0}

n n

FO=)Y nlw, 2) = %Z / (Cff))mdc.

k=1 k=1

Zum Beweis beniitzen wir das folgende Lemma.

2.2.2 Lemma. Sei G C C offen, v : [a, ] — G ein rektifizierbarer Weg in C,
und ¢ : G x y([o, B]) — C stetig. Weiters sei fiir jedes feste ¢ € y([a, f]) die
Funktion z v+ ¢(z,() analytisch in G. Dann ist die Funktion

f(2) = / (=0, z€G,

analytisch in G und es gilt

1@ = [ sroodc.

~

Beweis. Sei zyp € G und wihle » > 0 sodass U,(z9p) € G. Dann ist
quxma 8 gleichmiflig stetig und daher gilt fiir jede Folge (2, )nen mit
Zn — 20

lim  sup [$(zn,¢) — #(20,¢)[ = 0.

N0 cen([0,1])

Es folgt lim,, o f(2n) = f(20), d.h. [ ist stetig.
Sei T = (a,b,c) sodass A(T) C G. Wegen der Stetigkeit des Integranden
darf man die Integrationsreihenfolge vertauschen, und erhilt

b s@a= o ([ooa)i= [( § oeow) a0

AA(T) AA(T) v Y OA(T)

=0

Wegen ,,(CIS0)=-(DIFF1)“ ist f analytisch in G. Weiters ist, fiir » > 0 hinrei-
chend klein, wegen (1.1.1) und (2.1.2)

oy fla) _ 1 ¢(a, ¢) _
e = 27”'%91],,,(2) (o —2)? do= 27”'%91],,,(2) </y (o —2)? dC) do=
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_ (L P, Q) C
- (5= - e
5 \270 Jou, (2 (a—2z)2
0

Beweis (von Satz 2.2.1). Der wesentliche Teil ist die behauptete Formel fiir [ = 0
zu zeigen. Der Fall [ > 1 folgt dann sofort mittels Induktion unter Zuhilfenahme
von Lemma 2.2.2 und der Tatsache dass n(vyx, z) lokal konstant ist.

Schritt 1; Der Differenzenquotient ¢: Betrachte die Funktion ¢ : G x G — C
HOE O N
¢(Z5 w) = / = 7 #
f'(2) , Z=w

Wir zeigen, dass ¢ stetig ist.
In einem Punkt (zg,wp) mit zg # wg ist das klar. Sei zp € G, und wihle
r > 0 sodass U,(zp) € G und sodass

If(2) — f'(20)] <€, 2z €U (2)-

Dann ist fiir z € U,(z0) also |¢(z, 2) — ¢(z0, 20)| < €. Fiir z,w € Uy(29), 2z # w,
setze y(t) := (1 — t)w + tz, ¢t € [0, 1], dann gilt

Also folgt
1
d(z,w) — d(z0, 20) / zo))dt,
0

und daher |¢(z, w) — ¢(20, 20)| < €.

Schritt 2; Konstruktion einer in ganz C analytischen Funktion: Ist w € G fest-
gehalten, so ist nach Lemma 2.1.7 die Funktion z — ¢(z,w) analytisch in G.
Nach Lemma 2.2.2 ist die Funktion

9i=3 [elz0d. zeo,
kzl"/k

analytisch in G.
Betrachte die Funktion

d¢, z€C\ ([ [k, Be]) -
;/C Ukkk

Da é(() offenbar fiir (z,¢) € (C\Uj_; & ([ak, Be])) x Ur—; Vi ([ck, Br]) stetig ist
und ebenso fiir jedes feste ¢ analytisch in z, ist go nach Lemma 2.2.2 analytisch

in C\ Up_; v ([, Bk))-
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Sei H :={z € C\ Uj_; v&([ar, Bx]) : p_qn(yx, 2) = 0}. Nach Satz 1.3.9
ist H offen und enthélt das AuBere der Kreisscheibe Ug(0), R := max{|yx(t)] :
t € |ag, Bi),k=1,...,n}. Da die Wege 71, ..., 7V, gemeinsam nullhomolog in G
sind, ist weiters G U H = C.

Ist z € GN H, so gilt

Also ist durch

Jo(z), zeG
9(2) = {gg(z), z€H

eine Funktion auf G U H = C wohldefiniert. Da G und H offen sind und ¢g; und
g2 beide analytisch, ist g in C analytisch.

Schritt 3; Abschiitzung von g: Da lim|; ﬁ = 0 gleichmafig fiir { €

U, ([0, 1]) gilt, folgt

Z— 00

Nun enthélt H das gesamte AuBere einer Kreisscheibe, und wir schliessen dass

lim g(z) = lim g2(2) =0.

zZ— 00 Z2—>00

Sei w € C festgehalten, dann ist nach (CIF2) fiir jedes R > |w|

|2 9(9) 1 R
lg(w)| = ‘ZM?gUR(o) —w dg| < 27 R~ Ju] llgllfém(o‘-

Lésst man in dieser Beziehung R gegen oo streben, so folgt g(w) = 0. Da w
beliebig war, ist also die Funktion g identisch gleich Null.

Fiir z € G\ Up—; V& ([, Br]) gilt damit

0=;/Wdﬁ:_f(Z)QWiZn(’VM)—;/Zf@(dg‘,

k=1 Tk

d.h.

1Y ) = =5 [ L g

Pt 27mk:1 (—=z

n

g

2.2.3 Korollar (Cauchy’scher Integralsatz, Homologieversion). Sei G C C of-
fen und f analytisch in G. Dann gilt:
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(CIS2) Seien ~i,...,7vn geschlossene rektifizierbare Wege in G, g
[ak, Bk] — G, die gemeinsam nullhomolog in G sind. Dann ist

> [ f0)dc = 0.

Beweis. Wihle zg € G\ Uj_; & ([ak, Bk]), und wende die Cauchy’sche Integral-
formel an auf die Funktion g(z) := (z — 29) f(2). Es folgt

0= gz0) 3 nlesz0) = 52 > [ Qe
k= k:l,yk

1

2.2.4 Korollar. Sei G C C offen und f analytisch in G. Dann gilt:

(SF2)  Fir jede offene und homolog einfach zusammenhingende Teilmenge
G von G besitzt die Funktion f|s eine Stammfunktion.

Beweis. Wihle z € G, sowie zu jedem Punkt z € G eine rektifizierbaren Weg
v, der zg mit z verbindet. Setze

F. (2) ::/ f(O)d¢, zed.

z

Genauso wie in Lemma 2.1.6 zeigt man, dass F., eine Stammfunktion von f|z
ist. Il

2.2.5 Satz (Cauchy’scher Integralsatz, Homotopieversionen). Sei G C C offen
und f analytisch in G. Dann gelten:

(CIS3) Sei H :[0,1] x [0,1] — G eine Homotopie, und setze firt € [0, 1]

Vl(t) = H(t70)7 72(t) = H(lat)7 73(t) = H(O7t)ﬂ 74(t) = H(t71) .

H
1 — = Y4
V3
V2
S
0 1 ‘ i’
Dann gilt

[r@rac [r@rac= [ rac [

(CIS3’) Seien v und ¥ rektifizierbare geschlossene Wege in G die loop-
homotop in G sind. Dann gilt

[ #rac - / F(Q)dc.
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(CIS3”) Seien v und 7 rektifizierbare Wege in G, die den gleichen Anfangs-
punkt haben und auch den gleichen Endpunkt. Sind v und 7 FEP-
homotop in G, so gilt

[ o= / F(Q)dc.

Beweis. Ist G = C, so erfiillt f nach (CIS1) die gewiinschten Bedingungen. Sei
also G # C und setze m := d(C\ G, H([0,1] x [0,1])). Da H([0,1] x [0,1]) C G
und kompakt ist, ist m > 0. Wihle n € N so grof3, dass

2
|H(s,t) — H(u,v)| <m, |s—u|2+|t—v|2§ﬁ.
Setze -
zjk::H(i,f), 5, k=0,...,n.
n

Es gilt stets

A2 (5 ctnm <o

Nach Lemma 2.1.6 ist die Funktion
gl i= [ £Qde, € Unten)
[ijvz]

eine Stammfunktion von fly, (.,,). Setze
Ajk = <9jk(2j+1,k) - gjk(ij)) + (gjk(zj+1,k+1) - gjk(2j+1,k)>+

+(gjk(zj,k+1) - gjk(Zj+1,k+1)) + (gjk(zjk) - gjk(zj,k+1)) ;

dann ist A, = 0 fiir alle 7, k, also auch Z?;io Aji = 0.
Sei 29 € Up(2jk) N U (2j41,%), dann gilt fur z € Up, (2jx) N Up,(2541,%) dass

g (2) - / F(C)d¢ = const, gju1p() — / £(¢) d¢ = const.

[ZO 7Z] [ZO 72]

Also ist auch gjx(2)—gj+1,%(2) konstant auf U, (z5) U, (2j+1,1). Genauso folgt
dass gjx(2) — gj,k+1(2) konstant auf Uy, (zjx) N U (2),k+1) ist. Damit erhalten
wir

(gjk:(zjﬂ,kﬂ) - gjk(ZjJrl,k)) + (ngrl,lc(ZjJrl,k) - gj+1,k(zj+1,k+1)) =0,

(9jk(zj,k+1) - gjk(szrl,kJrl)) + (gj,k+1(zj+1,k+1) - 9j,k+1(2j,k+1)) =0.
Wir erhalten

n—1 n—1 n—1

OZZ Aji = Z <9jo(zj+1,0)—gjo(zjo)>+z (gn—l,k(zn,k+1)_gn—l,k(znk))+

7,k=0 7=0 k=0
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n—1 n—1
+ Z (gj,nq(zjn) - gj,n71(2j+1,n)) + Z (gok(ZOk:) - gOk(ZO,k+1))
j=0 k=0

Unter der Voraussetzung von (CIS3), dass 71, ..., 74 rektifizierbar sind, ist die
rechte Seite gleich

[r@ac [ s~ [ 10dc- [ sac.

und wir sehen, dass die in (CIS3) verlangte Gleichheit gilt.
Unter der Voraussetzung von (CIS3’), dass 71,74 rektifizierbar sind und
H(0,t) = H(L1,t), t € [0,1], folgt dass zor = znk, k =0,...,n, und wegen

gnfl,k(z) - gOk(Z) - COI’ISt, z e Um(ZOk) N Um(znfl,k) )
dass
(gnq,k(zn,kﬂ) - gnfl,k(znk)) + (QOk(ZOk) - gok(ZO,k+1)) =0.

Also schreibt sich die rechte Seite weiter als

an (gjo(zj+170) - gjO(ZjO)) +

n
=0 =0

:/f(g)dg—/f(odc,

und wir sehen, dass die in (CIS3’) verlangte Gleichheit gilt.
Die Giiltigkeit von (CIS3”) folgt schlieBlich sofort aus (CIS3) mit v = v,
A = 74, und 72,3 konstante Wege (Anfangspunkt bzw. Endpunkt). 0

(Q.j,n—l(zjn) - gj,n—l(zj+17n)) =

2.2.6 Korollar. Sei G C C offen.

(i) Jeder rektifizierbare geschlossene Weg in G der in G nullhomotop ist, ist
auch nullhomolog.

(i1) Ist G einfach zusammenhingend, so ist G auch homolog einfach zusam-
menhdngend.

Beweis. Ist w € C\ G, so ist die Funktion f(z) := .- analytisch in G.
Nach der Homotopieversion des Cauchy’schen Integralsatzes, ist daher fiir jeden
geschlossenen rektifizierbaren Weg + in G sicher n(y,w) = 0. Das zeigt (¢). Die
Behauptung (ii) folgt sofort aus (i). O

2.2.7 Bemerkung. Da konvexe Mengen, insbesondere Kreisscheiben und Drei-
ecke, einfach zusammenhéngend sind, impliziert jede der in diesem Abschnitt
genannten Eigenschaften Analytizitéit:

(CIF3) = (CIF2)
(SF2) = (SF1)
(CIS2) v (CIS3) v (CIS3') v (CIS3") = (CIS0)

/
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2.3 Analytizitat vs. Differenzierbarkeit im reel-
len

Sei G C C offen und f : G — C. Dann kann man natiirlich f auch auffassen als
Funktion zweier reeller Variablen mit Werten in R?: Schreibe dazu

z:=Rez, y:=Imz, wu(z,y):=Ref(r+1iy), v(z,y)=Im f(z+iy),

dann ist also f(z) = u(z,y) + v (z,y).

Die Tatsache, dass die Funktion f an einer Stelle w € G (komplex) differen-
zierbar ist, 148t sich nun mittels des Begriffs des totalen Differentials aus der
reellen Analysis beschreiben.

2.3.1 Proposition. Sei G C C offen, w =a+1ib € G, und f: G — C. Dann
stnd dquivalent:

(i) f ist an der Stelle w (komplex) differenzierbar.

x Re f(z + zy))
— 2.3.1
(y) (Im [ +iy) 231
ist an der Stelle (a,b) im Sinne der reellen Analysis differenzierbar und

das Differential df (a,b) ist ein skalares Vielfaches einer Rotation, d.h. die
Matrizdarstellung von df (a,b) beziiglich der kanonischen Basis ist von der

Gestalt .
df (a,b) =\ <c95u e ,u>
sing cosp

(i) Die Abbildung

mit gewissen A\, p € R, A > 0.

In diesem Fall ist \* = det df (a,b) = |f'(w)|? und p = arg f'(w), d.h. df (a,b)
entspricht der linearen Abbildung ,Multiplizieren mit f’(w)“

wen (5) = (i ial)

Beweis. Sei zuerst vorausgesetzt, dass (i¢) gilt. Dann haben wir
u(z,y) u(a,b) r—a
= d b 2.3.2
(o) = (o)) v (D7) voten. @32)
wobei (d(.,.) bezeichnet die euklidische Metrik am R?)

: ple,y)
ey A 0), @ 0)
Nun ist
xT—a\ cosp  —sinp\ (T—a\
df(a,b)(y_b> =A (sinu COS [t ) <y—b> -
_ (Re [(Acosp+ixsinp) - ((x —a) +i(y — b))])
Im [(Acos p+ ixsinp) - ((z — a) +1i(y — b))]



2.3. ANALYTIZITAT VS. DIFFERENZIERBARKEIT IM REELLEN 31

also erhalten wir aus (2.3.2)
f(z) = f(w) + (Acosp+ iAsinp) - (z —w) + p(Rez,Im 2) . (2.3.3)

Es folgt, dass f an der Stelle w differenzierbar ist, und dass f’(w) = Ae’A.

Ist umgekehrt f differenzierbar, und schreibt man f’(w) = Ae’*, so erhiilt
man die Beziehung (2.3.3) mit einem geeigneten Restterm p. Teilt man diese in
Real- und Imaginérteil auf, so folgt dass (2.3.1) differenzierbar ist und dass das
Differential die gewiinschte Gestalt hat. O

2.3.2 Korollar. Sei G C C offen und f : G — C. Setze u(z,y) := Re f(x +iy)
und v(z,y) = Im f(x+iy). Dann ist f genau dann analytisch in G, wenn u und
v im Sinne der reellen Analysis stetig differenzierbar sind, und

U (2, y) = vy(x,y), uy(z,y) = —ve(x,y), (z,y) mitz+iye G, (2.3.4)
erfillen.

Beweis. Sei vorausgesetzt, dass f analytisch ist. Da die Funktion f dann lokal
um jeden Punkt in eine Potenzreihe entwickelbar ist, sind u und v sicher beliebig
oft differenzierbar. Nach Punkt (4i) der obigen Proposition ist

ug(,y) = |/ (@ +iy)|* cosarg f'(x + iy) = vy(z,y) ,

uy(2,y) = | f'(x + iy)[* sinarg f'(x + iy) = —va(z,y).

Sind umgekehrt v und v stetig differenzierbar und gelten die Differentialglei-
chungen (2.3.4), so ist die Abbildung (2.3.1) sicher differenzierbar und ihr Dif-
ferential hat die gewiinschte Form

df (z,y) = (ux(x,y) u;,gxy)>

U
Die Beziehungen (2.3.4) nennt man auch die Cauchy-Riemann’schen Diffe-
rentialgleichungen.

2.3.8 Bemerkunyg.

(i) Fasst man eine analytische Funktion als Abbildung der Ebene in sich auf,
so ist sie winkeltreu.

(i4) Den obigen Zusammenhang zwischen Analytizitdt und reeller Differen-
zierbarkeit konnte man auch verwenden um gewisse Sétze der komplexen
Analysis herzuleiten. Zum Beispiel erhélt man aus den Green’schen For-
meln Varianten des Cauchy’schen Integralsatzes.

Nachteil dieser Methode ist, dass man den riesigen Apparat der mehrdi-
mensionalen reellen Analysis beniitzen miisste, wogegen die Sétze der kom-
plexen Analysis sich ja eigentlich h6chst elegant und unmittelbar beweisen
lassen. Vorteil hingegen wére, dass sich manche Resultate auf Funktionen
im R™ oder C" verallgemeinern lassen.
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(791) Wie wir im Beweis von Korollar 2.3.2 bemerkt haben, sind die Funktionen
u und v beliebig oft differenzierbar. Also erhélt man aus den Cauchy-
Riemann’schen Differentialgleichungen und dem Satz von Schwarz iiber
die gemischten partiellen Ableitungen

Uze = (Uz)o = (Vy)a = Vya = Vay = (Va)y = (—Uy)y = —Uyy,

und genauso vVy; = —vy,. Wir sehen, dass  und v harmonisch sind.

Viele Séitze der komplexen Analysis gehoren eigentlich in den Kontext der
harmonischen Funktionen. Zum Beispiel das Maximumprinzip Satz 3.3.1,
(i), oder die Poisson’sche Integraldarstellung Proposition 7.1.4. Wir gehen
darauf aber nicht ndher ein.

/



Kapitel 3

Eigenschaften analytischer
Funktionen

3.1 Identititssatz, Logarithmen

Wir beginnen mit einer ersten Folgerung aus der allgemeinen Cauchy’schen In-
tegralformel, den sogenannten Cauchy’schen Abschitzungen fiir die Ableitungen
einer analytischen Funktion.

3.1.1 Korollar. Sei G C C offen, f € H(G) und sei U,(w) € G. Dann gilt

k!
(k) <
| fB(w)] < s Cegmw)lf(é)\, keNg.

Beweis. Nach der Cauchy’schen Integralformel gilt

k! 7 k! max¢eav, (w) | f(C)]
(k) _ A S VA - . =
FP )] = ‘271'2' # (€ —wyFrn ] = g7 27 rhtl a
U (w)

k!
= — max
rk ¢ccou, (w)

£

0

3.1.2 Korollar. Sei f € H(C) und sei p > 0. Gibt es eine Konstante C > 0,
und eine Folge (R,)nen, R, > 0, von Radien mit R, — oo, sodass

[f(2) < Clzl?, |z| = Rn, n €N,
so ist f ein Polynom vom Grad héchstens [p].

)
Beweis. Die Taylorreihe ZZOZO %zk konvergiert in ganz C und stellt die
Funktion f dar. Nun gilt fiir jedes n € N

n -

k! _
|F*(0)] < RE CR’ = CK!RF.

n

Also folgt, mit n — oo, dass fiir k > p stets f*)(0) = 0. 0
Der folgende Spezialfall von Korollar 3.1.2 ist sehr oft gut einsetzbar:

33
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3.1.3 Korollar (Satz von Liouwville). Sei f € H(C) und sei sup, ¢ |f(2)] < o0.
Dann ist f konstant.

Beweis. Wende Korollar 3.1.2 an mit p = 0 und einer beliebigen Folge von
Radien. 0

Wir kommen zu einem Resultat, welches besonders deutlich aufzeigt, wie
stark die Eigenschaft analytisch zu sein ist.

3.1.4 Satz (Identitdtssatz). Sei G ein Gebiet, und seien f,g € H(G). Dann
stnd dquivalent:

(1) f=9
(i1) Es existiert ein Punkt w € G mit f®)(w) = ¢ (w), k € Ny.
(i4i) Die Menge {z € G : f(z) = g(2)} hat einen Hiufungspunkt in G.

Beweis. Es geniigt den Spezialfall ¢ = 0 zu betrachten, denn die allgemeine
Aussage folgt aus diesem durch Betrachtung von f — g. Sei also im folgenden
stets g = 0 vorausgesetzt. Wir zeigen (i) = (iii) = (i1) = (i).

Die Implikation (i) = (4i7) ist trivial. Es gelte (4i¢). Sei w € G ein Haufungs-
punkt von {z € G : f(z) = 0}. Angenommen es existiert eine Zahl n € Ny mit
fw)=...= fOD(w) =0, f)(w) # 0. Dann gilt also

(k+n)

fiir alle z in einer Umgebung U von w. Die Funktion

(k)

k+n

/!
Z k+n w)k

ist stetig in U, denn die Konvergenzradien der Potenzreihen fiir f und ¢ sind
gleich. Es gilt g(w) = %f(”) (w) # 0, also existiert eine Umgebung V' von w
sodass g(z) # 0, z € V. Also hat f in V hochstens eine Nullstelle, ndmlich w.
Ein Widerspruch, da w Haufungspunkt von der Menge der Nullstellen von f ist.
Es folgt f*)(w) = 0 fiir alle k € Ny.

Sei nun (4i) vorausgesetzt. Betrachte die Menge

M:={weqG: f®(w)=0keNy}.

Da jede der Funktionen f®), k € Ny, stetig ist, ist M in G abgeschlossen. Sei
w € M, dann gilt auf einer gewissen Umgebung U von w

[eS)
k=0

w)(sz)k:(), zeU.

Also ist U C M.
Da M # () ist und G zusammenhéingt folgt M = G. O
Sei G C C offen und f € H(G). Weiters sei w € C. Ein Punkt z € G heiflt
eine w-Stelle von f, wenn f(z) = w gilt.
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3.1.5 Korollar. Sei G ein Gebiet, f € H(G) nicht konstant, und w € C.
Dann hat die Menge der w-Stellen von f keinen Hdaufungspunkt in G. Ist a eine
w-Stelle, so existiert | € N mit

fla)=w, f'(a) = ... = f"(a) =0, fD(a) #0.
Die Funktion

h(z) :=
( ) f(ll)!(a) ’ s—a

{JEQZ_);)';” . z2eG\{a}

ist analytisch in G. Die Zahl l heifit die Vielfachheit der w-Stelle a.

Beweis. Die Tatsache dass f~!({w}) keinen Hiufungspunkt in G hat, sowie dass
es fiir jede w-Stelle eine Zahl [ mit der behaupteten Eigenschaft gibt, folgt wenn
man den Identitétssatz mit der konstanten Funktion g(z) = w anwendet. Be-
trachte nun die Funktion h. Diese ist stetig in G und, wegen der Quotientenregel,
analytisch in G'\ {a}. Nach Lemma 2.1.7, ist h daher in ganz G analytisch. []
Der Identitétssatz ist oft praktisch, denn er erlaubt es aus dem rellen be-
kannte Funktionalgleichungen zwischen analytischen Funktionen ins komplexe
zu iibertragen. Betrachte zum Beispiel die Funktionen sin z, cos z € H(C). Wir
wissen, dass fiir festes w € R und reelle Werte von z die Fuktionalgleichung

sin(z + w) = sin z cos w + cos z sinw

gilt. Da die linke und die rechte Seite analytisch sind folgt dass diese Beziehung
fiir alle z € C gilt. Betrachtet man nun die beiden Seiten der Gleichung fiir festes
z als Funktionen von w, so folgt genauso, dass die Gleichung fiir alle z,w € C
richtig ist.

Eine weitere Tatsache, die man natiirlich auch viel elementarer zeigen kann,
die nun aber ganz ohne weiteren Aufwand folgt, ist die Eindeutigkeit von
Stammfunktionen.

3.1.6 Korollar. Sei G ein Gebiet, f : G — C, und seien Fy, Fy Stammfunktio-
nen von f. Dann ist Fy — Fy konstant.

Beweis. Um dies zu sehen, sei w € G gewihlt, und ¢ := F(w) — Fy(w). Da
Fy, Fy differenzierbar und daher analytisch sind, ist die Taylorreihe von Fy — Fy
um w in einer ganzen Kreisscheibe um w konvergent. Nun gilt (F} — F)*®) =0,
k> 1, also ist Fy(z) — Fa(z) = c fiir alle z in dieser Kreisscheibe. O
Eine wichtige Konsequenz der Existenz von Stammfunktionen analytischer
Funktionen ist die Existenz von Logarithmen und allgemeinen Potenzen.

3.1.7 Korollar. Sei G C C offen und homolog einfach zusammenhdngend, und
sei f € H(G)*. Dann existiert eine Funktion g € H(G) mit f = exp(g). Die
Menge aller Funktionen h € H(G) mit f = exp(h) ist gegeben als {g + 2mik :
kelZ}.

Beweis. Wegen [ € H(G)* ist fT/ € H(G). Da G homolog einfach zusam-
menhéngend ist, existiert ¢ € H(G) mit ¢ = fT/ Betrachte die Funktion
fi= exp(g), dann ist fe H(G)*. Es gilt

f'(z) = exp(g(2)) - ' (2) = f(2)
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also ist

Es folgt f(z) = cf(2) fiir eine gewisse Konstante ¢ € C\ {0}. Die Funktion ¢ ist
nur bis auf eine additive Konstante durch ¢’ = fT festgelegt, also kbnnen wir g

so wihlen, da f(z) = f(z).

Die letzte Behauptung folgt da exp(w) = 1 genau dann, wenn w = 27ik mit
keZ. U

Man nennt eine Funktion h mit exp(h) = f auch einen Logarithmus von
f. Sei G C C offen, homolog einfach zusammenhéngend, und sei 0 ¢ G. Dann
ist idg € H(G)*. Eine Funktion g € H(G) mit z = exp(g(z)), z € G, nennt
man einen Zweig des Logarithmus auf G, und schreibt auch ¢(z) =: log z. Man
beachte, dass diese Schreibweise eigentlich irrefithrend ist, denn g ist ja nicht
eindeutig festgelegt. Erst wenn man sich an einer Stelle zg € G auf einen Wert
g(z0) = wo mit exp(wg) = z festlegt, ist g eindeutig auf ganz G bestimmt.

Sei nun g ein Zweig des Logarithmus auf GG, und schreibe z € G als z = re
mit r > 0, ¥ € R. Dann gilt

0

re'” = exp (Reg(z) +ilmg(z)) = exp (Reg(2)) - exp (ilmg(2)) ,

und daher Reg(z) = Inr und Im g(z) = ¥ + 27k mit einem k € Z.

3.1.8 Bemerkung. Sei G C C offen, homolog einfach zusammenhéngend, und
sei 0 € G. Weiters sei ¢ € C, und log z ein Zweig des Logarithmus auf G. Dann
bezeichnet man

z¢ :=exp(clogz), ze€G,

und spricht von einem Zweig der Potenz z¢. Auch diese Bezeichnung ist ir-
refithrend, da z¢ erst dann eindeutig festgelegt ist wenn man einen gewissen
Zweig des Logarithmus ausgew&hlt hat.

Schreibe wieder z = re'”, dann ist, fiir ein gewisses k € Z,

2¢ =exp (c(Inr + i + 2mik)) =
exp (Rec-Inr —Imc- (9 + 27k)) - exp (i(Rec- (9 + 27k) + Imc-Inr)) .
(3.1.1)

Zum Beispiel kénnte das Symbol 1 also die Werte exp(—2wk) fiir irgendein
k € Z bedeuten. Auch die, durch die Schreibweise z¢ suggerierten Rechenregeln
wie zum Beispiel 2¢ - w® = (2 - w)© sind im allgemeinen falsch.

Interessant sind jedoch die folgende Feststellungen, die man unmittelbar aus
der Formel (3.1.1) erhélt:

(1) Ist ¢ € Z, so ist der Wert von 2¢ eindeutig bestimmt, und zwar gilt

2 ...t 2 , ceN
c-mal
2¢=<1 , c=
[z-...-2]7Y, ce-N
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(73) Ist n € Nund ¢ := %, so besitzt z¢ genau n mogliche Werte. Ist wg einer
von diesen, so erhélt man alle moglichen Werte als

27rk
w =woe' » , k=0,....,n—1.

Diese Werte sind genau jene komplexen Zahlen w mit w™ = z. Dies zeigt,
. . . . 1 . .

dass die hier definierte ,,Funktion“ z» doch irgendwas mit der ,n-ten

Wurzel“ zu tun hat.

/

Wir wollen noch explizit festhalten:

3.1.9 Bemerkung. Sei G C C offen und homolog einfach zusammenhéngend, sei
f € H(G)* und n € N. Dann existiert g € H(G) mit ¢g" = f. /

3.2 Der Satz vom logarithmischen Residuum

3.2.1 Satz (vom logarithmischen Residuum). Sei G C C offen und g €
H(G)*. Weiters seien ay,...,an,b1,..., by paarweise verschiedene Punkte in
G, a1,... 00, B1, -, B € N, und v ein geschlossener rektifizierbarer Weg in
G der in G nullhomolog ist und so dass keiner der Punkte a;,b; in ([0, 1]) liegt.
Betrachte die Funktion

f(z):sz—az Hz—b Bfg (2).

Dann ist f € H(G\{al,...,an,bl,...,bm})* und es gilt

m

n(y,a;) = > Bin(y, b))
j=1

Beweis. Wir differenzieren f nach der Produktregel:

i(ﬁz—al ap(z —ag)**~ 1)ﬁz—b Pig(z)+

klz:

1

2mi
v

T - a0 S (T - b =00 = b)) g1+

i=1 =1 ;%
J
+ 11— a)* [Tz = b)"%4'(2)
i=1 j=1
Es folgt
f'2) N~ o 9'(2)
f(z)_;z—ak lzlz—bl g(z)

Da e H (G) ist und ~ in G nullhomolog, folgt wegen dem Cauchy’schen Inte-

gralsatz das f gg 6] é) d¢ = 0. Die behauptete Formel folgt nun aus der Definition

der Umlaufzahl 0
Dieser Satz hat einige wichtige Konsequenzen.
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3.2.2 Korollar. Sei G ein Gebiet, f € H(G), und w € C. Weiters sei v ein
geschlossener rektifizierbarer Weg in G der nullhomolog in G ist, und sodass
keine w-Stelle von f auf ~y liegt. Seien ay,as,... die (endlich oder abzihlbar
vielen) w-Stellen von [ in G mit entsprechenden Vielfachheiten oy, € N. Dann

gilt
- / ) 16 = Sawntosa)

Beweis. Sei zundchst angenommen, dass f nun endlich viele w-Stellen in G hat,
und seien diese a1, ..., a, mit Vielfachheiten aq, ..., a,. Dann ist
n
fz)—w=T](z—-a)*g(2)
i=1
mit g(z) € H(G)*. Die behauptete Formel folgt nun unmittelbar aus Satz 3.2.1.
Um den allgemeinen Fall zu behandeln konstruieren wir eine kleinere Menge

G C G auf welches wir den eben gezeigten Spezialfall anwenden kénnen. Dazu
sei R := max,c,1]|7(t)| und 6 := d(9G,~([0,1])). Betrachte die Menge

G = {z €G:d(z,0G) > g} NUszr(0).

Dann ist G C @ offen, G C G kompakt, und ~([0,1]) € G. Da f nicht konstant
ist, kann G nach dem Identitétssatz nur endlich viele w-Stellen von f enthalten.
Seinun z € G gegeben. Ist |z| > 2R, so liegt z in der unbeschriinkten Komponen-
te von C\ ([0, 1]) und daher ist n(z,v) = 0. Ist |z| < 2R, so muss d(9G,z) < §
gelten. Wéhle w € G mit |z — w| = d(0G, z), und sei W die Komponente von
C\ 7([0,1]) welche w enthilt. Wegen Us (w)NG =0, ist Us (w) € W. Daher ist
n(z,v) = n(w,7). Da v in G nullhomolog ist, ist n(w,~y) = 0. Wir sehen dass 7
auch in G nullhomolog ist. 0

Ist v zum Beispiel ein Kreis, y(t) := zo + re?™, so gilt n(7y,2) = 0 oder = 1
jenachdem ob z ausserhalb oder innerhalb von « liegt. Dann z&hlt das Integral
in Korollar 3.2.2 also gerade die Anzahl der w-Stellen von f innerhalb von
(inklusive Vielfachheiten).

3.2.3 Satz. Sei G C C offen, f € H(G), a € G, wy := f(a). Sei [ nicht
konstant in einer Umgebung von a und bezeichne o € N die Vielfachheit von
a als wqy-Stelle von f. Dann existieren Umgebungen U von wg und V' von a,
sodass fiir jedes w € U die Funktion f genau « einfache w-Stellen in V' hat.

Beweis. Seiy ein geschlossener rektifizierbarer Weg in G. Betrachte die Funktion

- / i de, we T\ a(0.1).

Diese ist wohldefiniert, da, wegen w ¢ f(v([0,1])), der Integrand eine stetige
Funktion von ¢ € ([0, 1]) ist.

Wir zeigen dass N(w) stetig ist: Sei w festgehalten und setze r :=
d(w, f(7([0,1]))), dann ist 7 > 0. Fiir [z —w| < § gilt [f({) —2| > §,¢ € ¥([0,1]),

und wir erhalten

N =Nl = 5| [ 1055~ =) %] =
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_ 1 (O —w) 1 maxceqy(po, [ (9]
- 2w‘j<f<c>—z><f<<>—w> C=a 5

|z —w[- V(7).

Seien nun f, a, wy, a wie im Satz angegeben. Da die wy-Stellen von f wie auch die
Nullstellen von f” isoliert in G liegen, existiert » > 0 sodass U,(a) C G, f(z) #
wo und f'(z) # 0 fiir z € Uy(a) \ {a}. Betrachte den Weg

~y(t) :=a+ 26277“, tel0,1].

Dann ist v ein geschlossener rektifizierbarer nullhomotoper Weg in G und es gilt

1, |z—a|<
n(%Z)={ -

0, |z—al>

[N SR

Sei € := Zd(wo, f(7([0,1]))), wegen unserer Wahl von r ist € > 0. Weiters ist
Uc(wo) N f(7(]0,1])) = 0, also ist die Funktion N(w) auf U.(wp) definiert und
stetig. Sie hat wegen Korollar 3.2.2 Werte in Z und mufl daher auf der zusam-
menhéngenden Menge U (wp) konstant sein. Nun gilt N(wy) = «, also folgt das
[ fiir jedes w € Uc(wo) genau « viele w-Stellen in Uz (a) besitzt wobei diese
entsprechend ihrer Vielfachheit oft gezdhlt werden. Wegen unserer Wahl von r
hat f in Uz(a)\ {a} nur einfache w-Stellen. Die Behauptung des Satzes folgt
mit den Umgebungen U := Uc(wo) und V' := Utz (a). O

3.2.4 Korollar. FEs gilt

(i) Satz von der Gebietsttreue: Sei G ein Gebiet und f € H(G) nicht kon-
stant. Dann ist f(G) ebenfalls ein Gebiet.

(#i) Satz von der inversen Funktion: Sei G C C offen, f € H(G), und sei f
injektiv. Dann ist f=1: f(G) — G analytisch. Es gilt stets (f~1)'(f(z)) =
ﬁ, z€QG.

Beweis. Um (i) zu sehen, sei wg € f(G). Wihle a € G mit f(a) = wo und sei U
die Umgebung aus Satz 3.2.3. Dann gilt U C f(G). Wir zeigen (i7): Zunéchst ist
stets f'(z) # 0, denn wire f’(a) = 0, so existieren nach Satz 3.2.3 fiir alle w aus
einer gewissen Umgebung von wyg := f(a) mindestens zwei einfache w-Stellen.
Ein Widerspruch, denn f ist injektiv. Weiters ist f(G) offen und f~1 stetig, da,
nach (i) angewandt auf f eingeschrinkt auf beliebige offene Teilmengen von G,
f offene Mengen auf offene Mengen abbildet.
Ist w,w € f(G), w= f(z), w= f(2), so gilt
(f D) — (f~H)(w) z— 2 [f(z)—f(i)}‘l

w—w f(z) = f(2) z—2
Lisst man hier v — w streben, so folgt wegen der Stetigkeit von f~! dass
2 — z, und daher (f~1)(w) = [f'(2)]~". O

Der Satz von der Gebietstreue wird oft auch als Satz von der offenen Abbil-
dung bezeichnet.

3.2.5 Bemerkung. Sei f € H(G). Wie wir gesehen haben impliziert die Eigen-
schaft ,,f injektiv®, dass f'(z) # 0, z € G. Im Gegensatz zur Situation bei
reellwertigen Funktionen einer reellen Verdnderlichen gilt hier die Umkehrung
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nicht. Eine lokale Version ist jedoch richtig: Sei zp € G und sei f'(z9) # 0,
dann existiert eine offene Umgebung W C G von 2o sodass f|w injektiv ist.
Um dies zu sehen wéhle U,V wie im Satz 3.2.3 mit wg := f(29) und setze

W=V U). /

3.2.6 Satz (von Rouché). Sei G C C offen, und seien f,g € H(G). Sei wei-
ters ~y ein geschlossener rektifizierbarer Weg in G, der in G nullhomolog ist.
Bezeichne mit ay, as, ... bzw. by, b, ... die (endlichen oder unendlichen) Folgen
der Nullstellen von f bzw. g in G, mit entsprechenden Vielfachheiten oy bzw.

Br. Gilt
1f(2) +9(2)| < [f(2)] +19(2)], 2 €~([0,1]),

> arn(y,ar) =Y Brnl(y,bi) .
k- k

so folgt

Beweis. Sei
G={2€G: |f(2) +9()| <[f ()| +9(2)], F(2) # 0,9(2) # 0},

dann ist G offen und v ein gebchIObbener rektifizierbarer Weg in G. Die Funktion
h(z) == i Ejg ist analytisch in G, und es gilt

|h(z) + 1] < |h(z)|+1, z€G.

Daher kann h(z) fiir z € G keine nichtnegative reelle Zahl sein, d.h. h(G) C
C\ [0, 00).

Sei nun log z ein Zweig des Logarithmus der in C\ [0, 00) analytisch ist. Dann
ist H(z) :=log(h(z)) € H(G), und es gilt

L WE Ve ) ¢
16 =55 = G0) 7 = 7o e

Die Funktion fT/ - % € H(G) hat also eine Stammfunktion, z.B. nimlich H. Es
folgt dass

FQ Q)
2 oun(ina) = 3 Aun ) /W(f«)g(o)dco'

k

3.3 Das Maximumprinzip

3.3.1 Satz (Mazimumprinzip). Sei G C C offen und f € H(G). Es gilt:

(1) Sei zusditzlich G zusammenhdngend. Ezistiert ein Punkt a € G mit
|f(a)] > |f(2)], z € G, so ist [ konstant. Die gleiche SchlufSfolgerung
gilt wenn man anstelle von |f(a)| > |f(2)|, z € G, entweder Re f(a) >
Re f(z), z € G, oder Im f(a) > Im f(2), z € G, voraussetzt.

(1) Sei G beschrinkt und habe f eine stetige Fortsetzung f auf G. Dann gilt

sup | f(z)| = Helgglf(é)k

zeG ¢
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(1ii) Sei G zusammenhdingend, und bezeichne mit oo G den Rand von G in Co,
d.h.

P oG , G beschrinkt
T 0GU {0}, G unbeschrinkt

Ist
M := sup limsup|f(z)] < o0,

€0 G *7a,
2€G
so folgt |f(2)| < M, z € G.

Beweis. Um (i) zu zeigen sei angenommen f ist nicht konstant und sei a € G.
Wegen dem Satz von der offenen Abbildung enthélt f(G) eine ganze Umgebung
von f(a), also sicher auch Punkte mit groBerem Betrag (bzw. groferem Real-
oder Imaginirteil).

Wir kommen zu (ii). Da f stetig ist und G kompakt gibt es eine Stelle
a € G mit |f(a)] = max,.z|f(z)]. Angenommen a € G, dann ist wegen (i)
die Funktion f auf der Zusammenhangskomponente G von G welche a enthilt
konstant. Nun ist G C dG da C lokal zusammenhiingend ist, und wir schlieBen
dass es einen Punkt @ in dG gibt mit |f(a)| = |f(a)|. Es folgt das |f| sein
Maximum sicher auch am Rand annimmt, also

sup /()] < gelgglf(é)h

Die umgekehrte Ungleichung gilt wegen der Stetigkeit von f .
Schliefllich kommen wir zum Beweis von (i2i). Sei § > 0 festgehalten und
betrachte die Menge

H:={z€G:|f(z)|>M+d},

und sei angenommen das H # ().

Da |f| stetig ist, ist H offen. Ist co & 05 G, so ist G und damit auch H
beschrénkt. Ist co € 0, G, so existiert R > 0 mit |f(z)| < M +4, z € G\ Ug(0),
also ist auch in diesem Fall H beschrinkt. Die Menge H ist daher kompakt,
und klarerweise gilt H C G = G U JG. Sei a € 9G, dann existiert € > 0 mit
|f(2)] < M+, 2 € GNU.(a), also ist a ¢ H. Wir schlieen dass H C G. Die
Funktion f|g ist analytisch und hat f| als stetige Fortsetzung, also folgt nach
(i) das

zsgng(z)l - gggglf(é“)l-

Ist ¢ € OH, so folgt ( ¢ H da H offen ist, und daher |[f({)] < M + ¢. Ein
Widerspruch, denn wegen der Definition von H und der Annahme H # () ist
Sup,epr |f(2)] > M +9. 0

Das Maximumprinzip ist ein Satz der eigentlich in den Kontext der harmoni-
schen bzw. subharmonischen Funktionen gehort. Darauf werden wir aber nicht
eingehen.

Die folgende Verallgemeinerung des Maximumprinzips spielt oft eine wich-
tige Rolle. Dabei wird die Voraussetzung an die Beschranktheit am Rand abge-
schwacht.

3.3.2 Satz (Prinzip von Phragmen-Lindeldf). Sei G C C offen und homolog
einfach zusammenhdngend, sei f € H(G), und M > 0. Es existiere ¢ € H(G)*
mit sup,cq |p(2)| < 0o, und Mengen A, B mit 0..G = AU B, sodass
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(7) limsup|f(z)| < M, a € A;
Zed
(i) Timsup| ()] - [p(=)]" < M, be B, n> 0.
B
Dann folgt |f(2)| < M, z € G.

Beweis. Setze K := sup,cq|¢(2)]. Da G homolog einfach zusammenhéngend
ist existiert ¢ € H(G) mit ¢ = exp(t)). Setze g(z) := exp(np(z)), z € G, dann
ist g € H(G) und es gilt |g(z)| = exp(nRe(2)) = [exp(Re(2))]" = |@(2)]".

Betrachte die Funktion F(t) := f(2)g(z)K~" € H(G). Es gilt |F(2)] =
[F )] - lp()|TK T < | f(2)], also folgt wegen (4)

limsup |F(z)| < M, a€A,
z—a,
z€G

und wegen (i)
limsup |F(2)|] <M-K™", beB.

z—b,
z€G

Aus Satz 3.3.1, (dii), erhalten wir [F(z)| < max{M, MK ™"}, z € G, und daher
[f(2)] < le(2)| " max{MK", M}, ze€G.
Fiir n — 0 erhélt man die gewiinschte Aussage. O

3.3.3 Korollar. Seia > % und f analytisch in dem Winkelraum
G:={z€eC:|ar z|<1}
o F1ar8 207"

und sei M > 0. Euxistieren Konstanten C > 0 und b € (0,a), sodass

(1) limsup|f(2)] < M, a € 0G;
z—a
zeG

(i) |f(2)] < Cexp(|2|*), 2 € G, |z| hinreichend grop;
so folgt |f(2)] < M, z € G.

Beweis. Sei ¢ € (b,a) festgehalten. Weiters sei logz € H(G) jener Zweig des
Logarithmus der Funktion z € H(G)* mit log1 = 0. Setze

©(z) :=exp ( —exp(clogz)) = exp(—z°), z€G.

Schreibt man z € G als z = re™ mit r > 0,]0] < 5=, 50 hat man log z = In 7+
und daher

lp(2)] = exp(— Reexp(clnr + icd)) = exp(—r° cos ) .

Wegen 0 < ¢ < a ist infjy|< = cosc =: p > 0. Insbesondere ist stets cosci) > 0
und daher |¢(z)| < 1. Klarerweise ist ¢ € H(G)*.
Sei nun 7 > 0 gegeben, dann gilt fiir |z| hinreichend grof}

[f(2)] - [@(2)]" < Cexp(r®) - exp(—r© cos cd)" =
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= Cexp (7“C(1"b_C — 1 cos 619)) < Cexp (rc(rb—c _ TIP)), ey

Wegen b < ¢ gilt 7°~¢ — 0 fiir 7 — oo, und daher

limsup| /()] - [p()]" =0
zeG

Mit der Zerlegung 0,,G = AU B, A := 0G, B := {o0}, sind also die Vorausset-
zungen von Satz 3.3.2 erfiillt, und wir schlieen da8 |f(z)| < M, z € G. O

Als eine Anwendung des Maximumprinzips bestimmen wir die Automorphis-
mengruppe des Einheitskreises. Sei G C C offen. Eine in GG analytische Funktion
f heifit ein Automorphismus von G, wenn f die Menge G bijektiv auf sich selbst
abbildet. Die Menge aller Automorphismen von G bezeichnet man als Aut(G).
Offenbar bildet sie mit der Operation der Hintereinanderausfithrung eine Halb-
gruppe. Wegen dem Satz von der inversen Funktion ist (Aut(G), o) tatséchlich
eine Gruppe.

Eine Charakterisierung von Aut(ID), wobei D die offene Einheitskreisscheibe
bezeichnet, erhélt man aus der folgenden, auch anderwertig sehr niitzlichen,
Aussage.

3.3.4 Korollar (Lemma von Schwarz). Sei f € H(D), und gelte |f(z)| < 1,
z € D, und f(0) = 0. Dann folgt |f(2)| < |z|, z € D, und |f'(0)] < 1. Gilt fiir
ein z € D\ {0} das |f(2)| = |z|, oder gilt |f'(0)| =1, so existiert c € C, |c| =1,
sodass f(z) = cz, z € D.

Beweis. Wegen f(0) = 0 ist die Funktion

@ , z2#0
9(z) = {f’(o), L—0

analytisch in D, vgl. Korollar 3.1.5. Nach dem Maximumprinzip gilt fiir jedes
re(0,1)
fOl 1
Z) <max ——= < —, |z <r
o) < max B < e

Lésst man r 7 1 streben, so folgt |g(z)| < 1, z € D. Also folgt |f(2)] < |z,
z € D, und |f'(0)] < 1. Gilt fiir ein z € D das |f(2)| = |z| oder gilt |f/(0)] =1,
so nimmt |g(z)| sein Maximum in einem inneren Punkt von D an, und daher ist
g konstant. I

3.3.5 Korollar. Fir a € D bezeichne
z—a
bo(2) i = ——, eD.
(2) 1-az
Dann gilt
Aut(D) = {cb, : a €D, || =1}.
Beweis. Wir zeigen, dass fiir jedes a € D und z € D gilt |b,(2)| < 1: Es ist

B |z — al?  (z—a)(z—a) |22 + |al? — az — @z

ba(2)|? = = = :
|ba(2))] 1—azl2 (1-az)(1—az) 1+|a?|z]2—az—az

also ist b, (2)] < 1 genau dann, wenn

1212 + |a|® — az —az < 1+ |a|?|2|? — az — @z.
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oder wenn 0 < 1+ |al?|z|? — |a]? — |2]|? = (1 — |a|?)(1 — |z|?). Diese Ungleichung
ist richtig fiir a, z € D.
Wir berechnen fiir a,z € D

z+a

= @ Z+a—a—aaz
1+az
(baob—a)(z)zl — z+ta :1_’_7 . - =%
— G5, az — az — aa

also ist b, € Aut(D) und (b,)~! = b_,. Wir sehen, dass in der behaupteten
Gleichheit die Inklusion ,,0¢ gilt.

Sei f € Aut(D) gegeben. Dann existiert a € D mit f(a) = 0. Betrachte die
Funktion g := fob_,, dann ist g € Aut(D) und es gilt g(0) = 0. Sei h € Aut(D)
das Inverse von g, sodass also g(h(z)) = z, z € D. Es ist h(0) = 0, und

1=¢'(h(2))h'(2), z€D.

Speziell fiir z = 0 haben wir 1 = ¢’(0)h/(0). Nach dem Lemma von Schwarz gilt
lg’(0)], |R/(0)] < 1. Wegen 1 = |¢'(0)] - |A'(0)| muB in beiden Ungleichungen die
Gleichheit gelten. Nach dem Lemma von Schwarz existiert ¢ € C, |¢| = 1, mit
g(z) = cz, z € D. Es folgt f(z) = cby(2), z € D. 0O
Die Funktionen b, heiflen auch Blaschke-Faktoren fiir den FEinheitskreis.

3.4 Isolierte Singularitéiten

3.4.1 Definition. Sei G C C offen und w € G. Ist f € H(G \ {w}), so sagen
wir f hat eine isolierte Singularitdt an der Stelle w. /

Die Funktion f habe an der Stelle w eine isolierte Singularitdt. Dann defi-
nieren wir eine Zahl N € Ny U {400} als

N :=inf{n € Ny : lim (z — w)" T f(z) =0} . (3.4.1)

3.4.2 Definition. Die isolierte Singularitit w heif3t
(i) hebbar, wenn N = 0.
(73) Polstelle der Vielfachheit N, wenn 0 < N < +o0.
(#i1) wesentliche Singularitit, wenn N = +00.

/

Die folgende Aussage zeigt, dass tatséchlich je grofler IV ist die Singularitét
umso gewichtiger ist.

3.4.3 Satz. Die Funktion f habe an der Stelle w eine isolierte Singularitit.
Dann ist w

(i) hebbar genau dann, wenn es eine Funktion g € H(G) gibt mit glc\ (wy = f-

(ii) eine Polstelle der Vielfachheit N genau dann, wenn es g € H(G) gibt mit
g(w) # 0 und

f(Z)Zig(jz z € G\ {w}.
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(1i) eine wesentliche Singularitit genau dann, wenn fir jede Umgebung U von
w in G das Bild f(U) dicht in C ist.

Beweis. Sei N definiert wie in (3.4.1), und sei vorausgesetzt dass N < +oo.
Betrachte die Funktion

hz) i {(z —w)N (), 2 € G\ fu)

0 , Z=w

Dann ist h stetig auf G und analytisch in G\ {w}. Nach Lemma 2.1.7 folgt dass
h € H(G). Weiters ist h(w) = 0, also ist

)

zZ—w

9(z) =

und offenbar gilt f(z) = (Z{(;))N, z € G\ {w}.

Ist N = 0, so ist g eine analytische Fortsetzung von f auf G, d.h. es gilt
»(1), =% Um ,(i7),=“ zu zeigen, sei angenommen dass N > 1. Wire g(w) = 0,
so wire lim, ., (z—w)"N f(2) = lim,_,, g(z) = 0, ein Widerspruch zur Definition
von N. Die Implikationen ,,(7), <, sowie ,,(i7), <, sind klar.

Es gilt, im Falle N = 0, dass

Jlim f(z) € C,

Z—w

€ HG),

und im Falle N > 1, dass
lim |f(2)] = .

zZ—w

Es gibt also eine Umgebung U von w, sodass

lim,_,,, 1, N=0

)

Insbesondere ist f(U) nicht dicht in C, und wir haben ,,(iii), <* gezeigt.

Sei nun angenommen, dass fiir eine gewisse Kugel U,.(w) das Bild f(U,(w))
nicht dicht in C ist. Wéhle eine Kugel U, (wg) C C\ f(U,(w)), und betrachte
die Funktion

z € Up(w) \ {w}

Dann ist h € H(U,(w) \ {w})*, und es gilt |Ah(z)\ < %, z € Urgw) \ {w}. Nach
der bereits bewiesenen Aussage (i), existiert A € H (U, (w)) mit Ay, (w)\{w} = h-
Es folgt R
zZ) = wo + - = ) S UT w wy .
) =t g = ()\ fu}
Da h nicht identisch Null ist, existiert n € Ny mit h(z) = (z — w)"h(z), h €
H(U,(w)), h(w) # 0. Wir erhalten

h 1
lim (z — w)" " f(2) = lim (z—w)w =0,
z—=w z—w h(Z)
also ist N < co. O

Die Implikation ,,(7), = heifit auch der Riemann’sche Hebbarkeitssatz, die
Implikation ,,(iii), = der Satz von Casorati-Weierstrafs.
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8.4.4 Bemerkung. Ist G C C offen und enthélt G das Komplement eines gewissen
Kreises Ug(0), d.h. ist G U {o0} C C4 eine offene Umgebung von oo, und ist
f € H(G), so sagt man f hat eine isolierte Singularitit bei oo. Diese heif3t
hebbar, Pol der Ordnung N, bzw. wesentlich, je nachdem ob die Zahl

N i=inf {n € N: lim 1) —o}

200 znt1
gleich 0, endlich und positiv, oder gleich co ist. Betrachtet man die Funktion
g(z) = f(1),s0ist g € H(U(0)) \ {0}. Weiters gilt

: 1 Lo fw)
n+1 _ —\n+l N
) = i )T = e

b

also stimmt die gerade fiir f definierte Zahl N mit der fiir g definierten Zahl N
aus (3.4.1) iiberein.

Insbesondere iibertriagt sich der Satz von Casorati-Weierstrafl: Sei f analy-
tisch auflerhalb eines gewissen Kreises Ur(0) und habe f bei oo eine wesentliche
Singularitét, dann ist f(C\ Ug(0)) dicht in C. /

Wir wollen anmerken, dass wir nur deswegen den Begriff der isolierten Sin-
gularitdt bei co gesondert definieren miissen, weil wir noch nicht erklart haben
was eine analytische Abbildung von G C C,, — Cy ist.

3.4.5 Korollar. FEs gilt
{az+b:aeC\{0},beC} =AutC={f e H(C): finjektiv}.

Beweis. Die Inklusionen ,,C* sind trivial. Sei f € H(C) injektiv. Die Menge
f(D) ist offen und es gilt f(D) N f(D°) = §. Nach dem Satz von Casorati-
Weierstraf ist co keine wesentliche Singularitit von f. Also gibt es ein n € Ny
mit lim, ﬁf(z) = 0. Wegen Korollar 3.1.2 ist f ein Polynom. Da f injektiv
ist, kann f nur Grad 1 haben. O

3.5 Die Laurententwicklung

Hat die Funktion f an der Stelle w eine isolierte Singularitéit, so gestattet sie
lokal um w eine Entwicklung in eine Reihe, &hnlich wie eine bei w analytische
Funktion eine Entwicklung in eine Potenzreihe gestattet.

3.5.1 Satz. Sei G C C offen, w € G, und sei f € H(G \ {w}). Dann existiert
eine Folge (an)nez, sodass die Reihe

LR(f’ Z) = Z Cln(Z - w)n

neZ

auf der grofiten punktierten Kreisscheibe Ur(w) \ {w} die ganz in G liegt lokal
gleichmifSig konvergiert und sodass f(z) = LR(f, z), z € Ugr(w)\{w}. Die Folge
(an)nez ist durch f eindeutig bestimmt, und es gilt

RO I
an_?'ﬂ'l % (C_w)n+1dCa nEZ,O<r<R
U, (w)

Die Reihe LR(f, z) heifit die Laurent-Reihe von f um die Stelle w.
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Beweis. Sei 0 < v’ < r < R. Wir betrachten die Funktion

1 fQ . 1 f(©)
FT/’T(Z)._% §£ C—zdc 2mi ?g C—zdc’

U, (w) U,/ (w)

Nach der Homologieversion der Cauchy’schen Integralformel gilt

— / —_
Foo(2) = 0 , |z—w|<7r oder|z—w|>r (3.5.1)
flz), r<l|lz—w|<r
Setze 0
1
fl,r(z) = 271'2 % C—izdc’ z € Ur(’lU),
UL (w)

1 -
farlz) = 5 §£ g(_ozdg, e C\ T ().
U (w)

Wegen Lemma 2.2.2 ist f1, € H(Uy(w)) und fo, € H(C\ U,(w))).
Sei z € C, dann gilt wegen der ersten Zeile in (3.5.1),

fir(2) = fiw(2), |z—w|<r <r<R,

Jor(2) = for(2), O0<r' <r<|z—w|.
Also sind durch

fi(z) = lim fir(2), 2 €Ur(w)  fo(2) =l fo0(2), 2 € C\ {u},
Funktionen f; € H(Ugr(w)) und fo € H(C\ {w}) wohldefiniert. Wegen der
zweiten Zeile in (3.5.1) gilt

f(2) = 1(2) = fa(2), 2z € Ur(w) \{w}.

Sei fi(z) = Y02y cn(z — w)™ die Taylorreihe von f; um w. Diese konvergiert
zumindest in Ugr(w).

Die Funktion fo erfiillt offenbar lim, ,~ f2(z) = 0, also hat die Funktion
f2(w+ 1) € H(C\ {0}) an der Stelle 0 eine hebbare Singularitéit und daher
existiert g € H(C) mit g(z) = fo(w + 1), z € C\ {0}. Weiters ist g(0) =
lim. o0 f(w+ 1) = 0. Sei g(2) = Yo", byz" die Taylorreihe von g um 0. Diese
konvergiert auf ganz C.

Setze nun

- Cn s n € Ny
"l =b_n, neZ\Ng

dann gilt, wenn man die Reihen fiir f; und fy addiert,

F(2)=) an(z—w)", z € Un(w)\{w},

neZ

und diese Reihe konvergiert lokal gleichméBig in Ug(w) \ {w}.
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Seinun ), a,(z—w)" irgendeine Reihe die auf einer Kreislinie |z —w| = r
gleichmiilig konvergiert und sei h(z) die dort dargestellte Funktion. Dann gilt
wegen Beispiel 1.2.5

h
o= S w) e =
I¢—w|=r I¢—w|=r FEE
= Zak §1§ (¢ —w)""1d¢ = 2miay, .
keZ

[¢—w|=r
U

3.5.2 Definition. Die Funktion f habe an der Stelle w eine isolierte Singula-
ritét. Sei f(2) = >, cz an(z —w)" die Laurent-Reihe von f um w. Dann heifit
der Koeffizient a_1 das Residuum von f an der Stelle w, und wir schreiben

a_1 =: Res(f,w).
/

3.5.3 Satz (Residuensatz). Sei G C C offen, seien wy,...,w, € G, f : G\
{wy,...,w,} = C analytisch, und v ein geschlossener rektifizierbarer Weg in
G\ {w,...,w,} derin G nullhomolog ist. Dann gilt

27_” / f (’Ya wk) Res(f, U}k) .

Beweis. Setze my, := n(v,wy), wihle r > 0 sodass die Kreisscheiben U, (w;)
paarweise disjunkt sind und ganz in G liegen, und setze

V() := wy + rpe ML € [0,1].

Dann ist

0 , k#J

n(’ykawj) = { .

—mg, k:.j

und daher B
’Yawj +Zn7k7w] 7 ]:Lan
k=1

Ist w ¢ G so gilt n(y,w) = n(yn,w) = ... = n(y,,w) = 0. Es folgt, da f

analytisch in G\ {wy,...,w,} ist, dass

[+ [ s =o.
v k=13,
Nun gilt

/f )dC = /Zanc ) dc—Zan/c w)" dC+

nez n<—1

+ Res(f, wk)/ - + Zan/(C — wy)" d¢ = —2mimy, Res(f, wg) .
o n>0

g‘_



Kapitel 4

Lokal gleichméaflige
Konvergenz

4.1 Der metrische Raum C(G, X)

Wir kennen aus der Analysis zwei Konvergenzbegriffe fiir Folgen von Funktio-
nen, die punktweise- bzw. die gleichméfige Konvergenz. Im Kontext analytischer
Funktionen ist ersterer zu schwach und zweiterer zu stark. Man kann eine Folge
fn € H(C) konstruieren, die auf C punktweise gegen die, nicht einmal stetige,

Funktion
1, z2=0
)= {O, o

konvergiert. Andererseits wird man von einem dem Kontext analytischer Funk-
tionen angepaflten Konvergenzbegriff zumindest erwarten, dass die Partialsum-
men einer Potenzreihe, dem Prototyp analytischer Funktionen, gegen die Funk-
tion konvergieren. Nun konvergiert aber zum Beispiel f,, = Zzzo %’T auf jeder
kompakten Menge gleichmifig, aber nicht gleichméBig auf ganz C, gegen exp(z).

Wir studieren zunéchst lokal gleichméfiige Konvergenz auf dem Raum aller
stetigen Funktionen.

4.1.1 Definition. Sei G C C offen, und sei (X, d) ein vollsténdiger metrischer
Raum.

(1) Wir bezeichnen mit C(G, X) die Menge aller stetigen Funktionen von G
nach X.

(#4) Eine Folge (f5)nen von Funktionen aus C(G, X), heifit lokal gleichmdfig
konvergent gegen f € C(G, X), wenn gilt: Fiir jeden Punkt w € G existiert
eine Umgebung U,, € G von w, sodass (fy|v,, )nen gleichméBig gegen f|y,
konvergiert.

/

Man spricht manchmal auch von kompakter Konvergenz oder normaler Kon-
vergenz. Die Bezeichnung , kompakte Konvergenz*“ ist aus der folgenden Aussage
motiviert.

49



50 KAPITEL 4. LOKAL GLEICHMASSIGE KONVERGENZ

4.1.2 Lemma. Seien f,, f € C(G,X), n € N. Dann konvergiert (f,)nen genau
dann lokal gleichmdf$ig gegen f, wenn gilt: Fir jede kompakte Menge K C G
konvergiert (fnli)nen gleichmdflig gegen f|k .

Beweis. Jeder Punkt von G besitzt eine kompakte Umgebung U die ganz in G
liegt. Also folgt aus der Bedingung des Lemmas, dass f,, — f lokal gleichméfig.

Sei umgekehrt vorausgesetzt, dass f,, — f lokal gleichméafig, und sei eine
kompakte Teilmenge K von G gegeben. Zu jedem Punkt w € K wéhle eine
Umgebung U,, sodass fn|u, — flu, gleichmifig. Sei V,, offen, w € V,, C U,,
dann gilt (J,,cx Vi 2 K. Also existieren endlich viele Punkte wy, ..., w, € K
mit V,,, U...UV,, 2D K. Es folgt dass f,|x — f|k gleichmiBig. 0

Im Sinne einer ,guten“ Konvergenztheorie ist es interessant festzustellen,
dass lokal gleichméflige Konvergenz von einer Metrik induziert wird. Um dies
zu sehen beniitzen wir die folgende Aussage.

4.1.3 Lemma. Sei G C C offen. Dann existiert eine Folge (K, )nen von kom-
pakten Teilmengen von G mit

(1) Upen Kn =G.

(i) K, C Int K;,11,n € N, wobei Int K,, 11 die Menge aller inneren Punkte
von K11 bezeichnet.

Beweis. Setze
K= {z€Gd(=,C\G) > 1) nT,(0).

Dann ist K, beschrinkt und, als Durchschnitt abgeschlossener Mengen, auch
abgeschlossen, und damit kompakt. Ist w € G gegeben, so ist d(w,C\ G) > 0,
also existiert n € N mit w € K,,. Schlielich ist

1
Kn Q {Z cG: d(Z,C\G) > m} mUn-i,-l(O) g KTL+17

und die Menge in der Mitte dieser Ungleichungskette ist offen. Also folgt K,, C
Int Kn+1 . |:|

Sei eine Folge (K, )nen mit den beiden Eigenschaften aus Lemma 4.1.3 fest-
gehalten. Dann ist durch

o0

o 1 de(flk,,9K,)
P19 =D 5T g flenghey 19 € G,

n=1

wobei dos (f| i, 9| i) := sup,c g d(f(2), g(2)), eine Metrik auf C(G, X') definiert*.
Um den metrischen Raum (C(G, X), p) nidher zu untersuchen beniitzen wir
das folgenden Lemma.

4.1.4 Lemma. Es gilt

(1)) Ve>030>0,KCG kompaktVf,g € C(G,X):
doo(flis9lK) <6 = p(f,9) <e.

*Die Metrik p héngt natiirlich von der Wahl der Folge (Ky)nen ab.
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(i) V0 >0,K CG kompakt 3¢ > 0Vf, g€ C(G,X):
p(f.9) <e = doo(flk,9lK) < 9.

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Wihle N € N mit ZZO:NH 2% < 5, und wihle

§ > 0 sodass 1= < § wenn z € [0,0). Setze K := Ky. Seien f,g sodass
doo(flK,9|K) < 0, dann ist doo(f|Kk,, 9|k, ) <0, n=1,..., N, und daher

1 deo(flrangli) nm L
A9 = 2 T i aln,) 22272 =

n=1
Seien umgekehrt 6 und K gegeben. Wegen K C G = J,,cny K = U, e Int K
existiert N € N sodass K C Ky. Wihle € > 0 sodass 0 < 1% < ¢ wenn

s €[0,2N¢). Dann folgt t < § wenn %th < 2Ne. Seien f, g mit p(f,g) < €, dann
ist

doo (fl x> 9lKN)
1 +d00(f|KN7g|KN)

< 2Ne,

und wir erhalten

0

4.1.5 Satz. Sei G C C offen, und (K, )nen eine Folge von kompakten Teilmen-
gen von G mit den Eigenschaften aus Lemma 4.1.3. Dann gilt:

i) Fine Folge (fn)nen, fn € C(G, X), konvergiert bzgl. p gegen eine Funktion
p
f € C(G,X) genau dann, wenn sie lokal gleichmdfig gegen f konvergiert.

(ii) Fine Folge (fn)nen, fn € C(G,X), ist Cauchy-Folge bzgl. p genau dann,
wenn fir jede kompakte Teilmenge K von G die Folge (fn|k)nen eine
Cauchy-Folge bzgl. do, ist.

(¢i1) Fir jede kompakte Menge K C G ist die Einschrinkungsabbildung

LK.{ (C(G,X),p) — (C(K,X),dw)
' = flx

stetig.

(iv) Eine Menge W C C(G, X) ist offen in (C(G, X), p) genau dann, wenn es
fiir jedes f € W ein § > 0 und K C G kompakt gibt sodass

{9€C(G,X): doo(flrc,9li) <5} CW.

(v) Der metrische Raum (C(G, X), p) ist vollstindig.

Beweis. Fiir den Beweis von (i) und (i), sei eine Folge (f,,)nen von Funktionen
aus C(G, X) und f € C(G, X) gegeben.

Ist eine kompakte Teilmenge K von G, und § > 0 gegeben, wihle € > 0 wie
in Lemma 4.1.4, (i7). Ist (f,)nen konvergent bzgl. p gegen die Funktion f, so
existiert N € N mit p(f,, f) <€, n > N. Daraus folgt

doo(fn|Kaf|K)<5a n>N,
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und wir sehen dass f,|x gleichméfig gegen f|x konvergiert. Ist (f,)nen eine
Cauchy-Folge bzgl. p, so existiert N € N mit p(fn, fm) < €, n,m > N. Daraus
folgt

doo(fn|vam‘K)<5v n7m2N7

und wir sehen dass (f, |k )nen eine Cauchy-Folge bzgl. do, ist.

Umgekehrt, sei € > 0 gegeben, und wihle § > 0 und K C G kompakt wie
in Lemma 4.1.4, (¢). Ist (fn|x)nen konvergent bzgl. do, gegen f|x, so existiert
N € N mit doo(fn, f) < d, n > N. Daraus folgt

p(fnvf)<€a nZNa

und wir sehen dass f, bzgl. p gegen f konvergiert. Ist (f,|x)nen eine Cauchy-
Folge bzgl. ds, so existiert N € N mit doo (fn|x, fm|Kx) < 0, n,m > N. Daraus
folgt

p(f'ﬂ?fm)<6’ n7m2N7

und wir sehen dass (f,)nen eine Cauchy-Folge bzgl. p ist.

Die Eigenschaft (ii¢) folgt nun unmittelbar: Sei K C G kompakt. Ist f,, — f
bzgl. p, so folgt fnlxk — f|lx bzgl. doo. Das bedeutet gerade, dass die Ein-
schrankungsabbildung stetig ist.

Fiir den Beweis von (iv) sei W C C(G, X) und f € W gegeben. Ist W offen
bzgl. p, so existiert ¢ > 0 mit {g € C(G,X) : p(f,g) < ¢} € W. Wegen Lemma
4.1.4, (i), folgt die Existenz von § und K mit {g € C(G,X) : doo(flk,9/K) <
d} € W. Umkehrt, seien 6 und K gegeben mit {g € C(G, X) : doo(f|x, 9|K) <
d} € W. Wihlt man e wie in Lemma 4.1.4, (i), so folgt {g € C(G, X) : p(f,g) <
et CW.

Wir kommen zum Beweis der Vollstandigkeit von (C(G, X), p). Sei (fn)nen
eine Cauchy-Folge bzgl. p. Dann ist fiir jede kompakte Teilmenge K von G, die
Folge (fn|K)nen eine Cauchy-Folge bzgl. d.. Daher existiert fX € C(K, X) mit

fole — 5 bzgl. do .

Insbesondere sehen wir, dass fiir jedes x € K die Folge (f,,(z))nen in X konver-
giert. Da jeder Punkt € G in irgendeiner kompakten Teilmenge liegt, konver-
giert also (f,,)nen punktweise. Setze

f(z) = lim f,(z), ze€G.

n— oo

Da gleichméfige Konvergenz sicher punktweise Konvergenz impliziert, schliessen
wir, dass fiir jede kompakte Teilmenge K C G gilt f|lx = fX. Sei w € G
gegeben, und wihle eine kompakte Umgebung U,, von w die ganz in G liegt.
Dann gilt f,|u, — flu, gleichméBig, und wir schliessen dass f stetig ist und
fn lokal gleichméBig gegen f konvergiert. 0

4.1.6 Bemerkung. Der obige Satz zeigt insbesondere das die Eigenschaften
»(fr)nen ist konvergent gegen f“, | (fn)nen ist Cauchy-Folge“, W ist offen®,
, W ist abgeschlossen®, ,, W ist kompakt“, nicht von der Wahl der Folge (K},)nen
in der Konstruktion von p abhéngen. /
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4.2 Analytische und meromorphe Funktionen

4.2.1 Der Raum H(G)

Sei G C C offen. Dann ist H(G) € C(G, C). Wenn wir von Konvergenz in H(G),
offenen Mengen in H(G), etc. sprechen, so meinen wir, wenn nichts anderes
explizit gesagt wird, immer bzgl. einer von C(G,C) induzierten Metrik p.

4.2.1 Satz. Sei G C C offen.

(i) H(G) ist ein abgeschlossener Teilraum von C(G,C). Insbesondere ist
H(G) wvollstindig.

(i3) Ist fr, — f in H(G), so folgt fy(Lk) — f*) in H(G) fiir jedes k € N.

Beweis. Sei f,, € C(G,C) und f,, — f € C(G,C). Dann gilt fiir jeden rektifi-
zierbaren Weg v in G dass f,|, — f|y gleichméBig. Daher folgt

n— oo

lim [ fu(¢)d¢ = / Q) de.

~

Fiir den Beweis von (7) seien nun f,, € H(G), n € N, gegeben. Ist A := A(a, b, ¢)
ein Dreieck welches ganz in G liegt so folgt also

b 1 = tim f fuc)dc o,
OA 0A

und wir schliessen dass f € H(G).

Sei wy € G und wihle r > 0 sodass U,(wo) C G. Ist f, — f in C(G,C),
so folgt das fulou, (we) = [flov, (we) gleichméBig, und daher auch dass fiir jedes
feste w € Uy (wo)

fn(€) f(©)

(€ —w)k+t ‘3Ur(w0) (¢ —w)ktt ’8Ur(wo)

gleichmiflig. Diese (gleichméfige) Konvergenz ist sogar gleichmifig fir w €
Uz (wp). Also ist

: fa(Q) _ 0
nh—>ngo % Wd< - % (Ciw)lﬂ,l g,

aUr(wo) BUT(IU())

gleichmiBig fiir w € Uz (wp).

Fiir den Beweis von (i) seien nun f, € H(G), n € N, mit f,, — f in H(G)
gegeben. Dann hat man wegen der allgemeinen Cauchy’schen Integralformel also
limy, o0 £ (w) = ,(Lk)(w) gleichméBig in Ut (wo). O

Oft ist es praktisch zu verwenden, dass sich aufgrund der Cauchy’schen Inte-
gralformel die Konvergenz analytischer Funktionen nach innen fortsetzen 14ft.

4.2.2 Lemma. Sei f, € H(G), n € N, gegeben. Weiters sei w € G und r > 0,
sodass U,(w) C G. Ist die Folge (fnlou, (w))nen auf OUp(w) gleichmdfig kon-
vergent, 50 ist (fnlu, (w))nen in H(Ur(w)) konvergent.
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Beweis. Wegen dem Maximumprinzip gilt

sup [fn(2) = fm(2)| = max Ifn() fm ()]

z€Ur(w) el (w
Also ist (fulv, (w))nen eine Cauchy-Folge in H (U, (w)). O

4.2.3 Korollar. Sei G C C offen, und sei M eine abgeschlossene Teilmenge von
G die keinen Hiufungspunkt in G hat. Ist f,, € H(G) und gilt fole\v — flawm

in H(G\ M), so hat f eine Fortsetzung f € H(G) und es gilt f, — f.

Beweis. Zu jedem Punkt w € M existiert 7 > 0 sodass U,.(w)\{w} C G\M. [

Sei G ein Gebiet und sei g : G — C analytisch und nicht konstant. Fiir
w € Cund D C G kompakt, bezeichnen wir mit N(w, g, D) € Ny die Anzahl
der w-Stellen von g in D gezéhlt gemaf ihrer Vielfachheit.

4.2.4 Satz (von Hurwitz). Sei G ein Gebiet, seien f, f € H(G) mit f, — f,
und sei vorausgesetzt dass f micht konstant ist. Weiters sei w € C. Ist v > 0
und zy € G sodass D := U,(z9) C G und sodass auf OU,(zy) keine w-Stelle von
f liegt, so existiert N € N mit

N(w, fn,D) = N(w, f,D), n>N.

Beweis. Sei y(t) := 29 + re®™, ¢ € [0,1]. Dann gilt nach Korollar 3.2.2

N(w, f,D 2m/f

Da f,, — f gleichmiBig auf OU,(zo), hat, fﬁr hinreichend grofe Indizes n auch
die Funktion f,, keine w-Stellen auf dU,(zy), und daher gilt genauso

f/
N(w, f. D) = 5 / o

Wegen f, — f folgt auch f, — f’ also N(w,f,,D) — N(w,f,D). Da
N(w, fn, D) nur ganzzahlige Werte annehmen kann, folgt die Behauptung. []

4.2.5 Korollar. Sei G ein Gebiet, seien f,,f € H(G) mit f,, — f, und sei
vorausgesetzt dass f nicht konstant ist. Dann gilt:

(i) Ist A C C festgehalten und gilt f,(G) C A, n € N, so folgt dass auch
1(G) C A.
(i1) Ist jede Funktion f,, n € N, injektiv, so ist auch [ injektiv.
Beweis. Um (i) zu sehen, sei w ¢ A gegeben. Nach dem Satz von Hurwitz gilt
fiir jede ganz in G liegende Kreisscheibe D dass, fiir hinreichend grofie Indizes
n’

N(w, f,D) = N(w, f,,D) =0.

Fiir (i) sei angenommen dass f ist nicht injektiv ist. Dann gibt es 21,22 € G,
z1 # 22, mit f(z1) = f(z2) =: w. Wihle disjunkte abgeschlossene Kreisscheiben
D1, Dy um 21 bzw. 2zo. Dann gilt, fiir hinreichend grofie Indizes n,

N(wafn7D1):N(w7f7D1> >07 N(w7fn7D2):N(w7f7D2) >0.

Also ist f,, fiir grole Werte von n, nicht injektiv, ein Widerspruch. 0
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4.2.2 Der Raum M(G)

4.2.6 Definition. Sei G C C offen. Eine Funktion f heiit meromorph in G,
wenn sie in G mit Ausnahme isolierter Singularitidten, die alle Pole sind, ana-
lytisch ist. Die Menge aller in G meromorphen Funktionen bezeichnen wir mit

M(G). /

4.2.7 Definition. Sei G C C offen. Wir bezeichnen mit D¢g die Menge aller
Abbildungen ¥ : G — Z mit der Eigenschaft dass

suppd :={z € G: ¥(z) # 0}

keinen Haufungspunkt in G hat. Man spricht von einer Abbildung ¢ € Dg auch
als einem Divisor in G.
Fiir 91,75 € Dg sind Summe und Produkt punktweise definiertt, d.h.

(191 + 192)(2) = 191(2) + 192(2), (191 . ’192)(2) = 191(2) . 192(2) .
Weiters schreiben wir ¥ < o, wenn 94 (z) < ¥2(2), z € G. /

Mit einer meromorphen Funktion ist wie folgt ein Divisor assoziiert, ihr
Nullstellendivisor: Sei f € M(G)\{0}. Fir w € Gsei f(z) = > 02 an(z—w)"
die Laurent-Entwicklung von f mit Anschlufistelle w. Setze

Yy(w) :=min{n € Z : a,, # 0}.

4.2.8 Bemerkung. Sei f € M(G). Nach dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz ist
f genau dann analytisch an einer Stelle w, wenn ¢ ¢(w) > 0. Wir sehen, dass

H(G)={f € M(G): ¥;>0}.
/

Man kann eine Funktion f € M(G) zu einer Funktion f : G — C fortset-

zen, ndmlich durch
f(2) = {OO  9s) <0 (4.2.1)

Wenn nichts anderes explizit gesagt wird, sei C,, im folgenden immer mit der
chordalen Metrik x versehen.

4.2.9 Lemma. Identifiziert man M(G) wie oben mit einer Menge von Funk-
tionen von G nach Cy, so gilt M(G) C C(G,Cx).

Beweis. Sei f € M(G) und w € G. Ist f an der Stelle w analytisch, so folgt
lim,_,,, f(2) = f(w) beziiglich der euklidischen Metrik von C. Daher gilt auch
lim, ., f(2) = f(w) beziiglich der chordalen Metrik, d.h. lim,_,,, f(z) = f(w)
in (Coo, X)- Sei nun w ein Pol von f und schreibe

f(2) = (z—w)™ ™) fi(2),
sodass f1 analytisch und fi(w) # 0 ist. Dann gilt also
lim | f(2)| = o0,

zZ—w

TBeachte hier, dass die Vereinigung zweier diskreter Mengen wieder diskret ist.
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d.h. lim,_,,, f(z) =00 in Cn. O
Wenn wir von Konvergenz in M (G), offenen Mengen in M (G), etc. sprechen,
so meinen wir, wenn nichts anderes explizit gesagt wird, immer bzgl. einer von

C(G,Cy) induzierten Metrik.

4.2.10 Bemerkung. Sei f € H(G\{w}), und habe f an der Stelle w eine wesent-
liche Singularitét. Dann ist f € C(G\ {w}, Cw), besitzt aber keine Fortsetzung
g € C(G,C). Dies folgt, da nach dem Satz von Casorati-Weierstrafl der Grenz-
wert lim,_,,, f(2z) nicht existieren kann. /

4.2.11 Lemma. Die Menge M(G) ist, mit den punktweise erklirten algebrai-
schen Operationen, eine C-Algebra. Sie umfasst die Algebra H(G). Es gilt

Vptg(w) = min{dp(w), dg(w)},  Ipg(w) = Jp(w) + Jg(w).
Ist G ein Gebiet, so ist M(G) sogar ein Kérper, und es gilt

Vi (w) = =dp(w), feM(@G)\{0}.

1
¥
Beweis. Seien f,g € M(G). Dann ist die Menge der gemeinsamen Analyti-
zitdtspunkte von f und g, als Vereinigung zweier diskreter Mengen, ebenfalls
diskret.

Die Funktionen f 4+ g und f - ¢ sind sicher analytisch an jeder Stelle wo
beide, f und g, analytisch sind. Sie sind also analytisch in G mit (moglicher)
Ausnahme isolierter Singularitdten. Sei nun w € G, und seien

o0 oo

f(Z) = Z an(z_w)nv g(z) = Z bn(z_w)nv

n=1f(w) n=1vg4(w)
die entsprechenden Laurent- (bzw. Potenzreihen-) entwicklungen. Setze a,, := 0,
n < V¢(w) und b, := 0, n < ¥y(w). Dann gilt

e}

f(2) +9(2) = > (an +bn)(z = w)".

n=min{d ¢ (w),94(w)}

Also hat f + g keine wesentliche Singularitdt an der Stelle w, und es gilt
Vpyg(w) > min{df(w), dy(w)}. Weiters haben wir

(f9)(2) = (z=w)? (060D N7 g (o) =000 3Ty (zma)n o),
n="9;(w) n=vy(w)

Daher hat fg keine wesentliche Singularitét an der Stelle w, und es gilt 9 ¢4 (w) =
95(w) + Vg w).

Sei nun zusétzlich vorausgesetzt dass G ein Gebiet ist, und sei f € M(G) \
{0}. Dann hat die Menge der Nullstellen von f keinen Héufungspunkt in G. Ist
w € G weder Null- noch Polstelle von f, so ist % analytisch an der Stelle w. Wir
sehen bereits, dass f in G nur isolierte Singularitéiten hat. Sei w € G, und sei
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die entsprechende Laurent- (bzw. Potenzreihen-) entwicklung. Dann gilt

(l)(z) _ (z_w)—ﬂf(w){ i an(z — w)" @]

n=0 7 (w)

und daher hat + an der Stelle w keine wesentliche Singularitit. Wir sehen wei-
ters, dass ﬂ%(w) = —vs(w). O

Ist G kein Gebiet, so besitzt H(G) nichttriviale Nullteiler: Sei G = G; U
G mit Gy, Gs offen, disjunkt und nichtleer. Dann gilt fiir die entsprechenden
Indikatorfunktionen x¢a, - xa, = 0.

4.2.12 Korollar. Sei G ein Gebiet und f,g € M(G). Dann ist 5 € H(G)
genau dann, wenn vy > 9.

Beweis. Da M(G) ein Korper ist, ist £ 5 € M(G). Weiters haben wir
vy = 19f -y,

also ¥y > 0 genau dann, wenn vy > v,. 0
g

4.2.18 Bemerkung. Der Satz von Hurwitz impliziert sofort die folgende Aussage:
Seien f, € H(G), n € N, f € H(G) nicht konstant, und sei lim,_,~ f, = f in
H(G). Dann existiert fiir jedes w € G ein Index N, sodass Uy, (w) = ¥ f(w),
n > Ny.

Mit der gleichen Beweisidee (Satz vom Logarithmischen Residuum) kann
man auch Polstellen zéhlen, und erhilt die folgende Aussage: Seien f,, € M(G),
n € N, f € M(G) nicht konstant, und sei lim, o f, = f in M(G). Dann
existiert fiir jedes w € G ein Index N,, sodass V¢, (w) =V ¢(w), n > N,. /

4.2.14 Satz. Sei G ein Gebiet. Dann gilt
M(G) =M(G)U{x}, HG)=H(G)U{x}.

wobei die Abschlisse in C(G,Cu) zu verstehen sind und ,00“ die konstante
Funktion mit dem Wert oo bezeichnet.

Beweis. Sei f, € M(G), n € N, und sei f, — [ in C(G,Cs). Sei
w € G mit f(w) # oo. Dann existiert » > 0 sodass U.(w) C G und
x(f(z), f(w)) < %x(oo, ( ), z € U.(w). Weiters existiert N € N mit
X(fn(2), f(2)) < ix(oo, f(w)), n > N, z € Uy(w). Insgesamt erhilt man
X(fa(2), f(w)) < Fx(00, f(w)), n > N, z € Up(w), und daher x(fa(2),00) >
2x (00, f(w)) > 0. Innerhalb jedes festen Kreises sind die Metriken x und d
dquivalent, also folgt dass fn\m = f |m gleichméBig beziiglich d. Also ist
f analytisch in U, (w).
Sei nun w € G sodass f(w) = co. Da stets gilt X(zl’ 22) = x(z1, 22) wobei
é = 0, % := oo, ist die Funktion % € C(G,Cy) und es gilt f% — % in
C(G,Cy). Nach dem vorigen Beweisschritt ist % auf einer gewissen Umgebung
U, (w) analytisch. Daher ist entweder f € M (U,(w)) oder f(z) = 00, z € Uy (w).
Betrachte die Menge A := {w € G : f(w) = oo}. Hat sie keinen Haufungs-
punkt in G, so folgt mit Bemerkung 4.2.10 dass f € M(G). Ist w € G ein
Hiufungspunkt von A, dann ist, da [ stetig ist, f(w) = co. Da es eine Folge
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Wy, — W, Wy, # w, gibt mit f(w,) = oo, kann nicht f € M(U,(w)) sein. Also
folgt nach dem letzten Absatz f(z) = oo, z € U,.(w).

Sei nun angenommen dass tatséichlich A einen Haufungspunkt wg € G hat.
Ist z € G, so wihle einen Weg v : [0,1] — G mit y(0) = wp, (1) = z. Sei
to := max{t € [0,1] : f(y(u)) = 00,0 < u < t}. Ist v(tg) = wo, so ist y(to) ein
Hiaufungspunkt von A. Ist () # wo, so ist ebenfalls v(ty) ein Haufungspunkt
von A, denn ([0, %9]) € A und ist zusammenhéngend. Wire ¢y < 1, so konnten
wir nach dem vorigen Absatz ein € > 0 finden, sodass f(y(tg + $)) = 00, 0 <
s < €, ein Widerspruch. Also ist tg = 1, d.h. f(z) = co. Wir sehen das f = occ.

Wir haben gezeigt dass M(G) C M(G) U{oc}. Sei f,, € H(G), fn, — f, mit
f # oc. Dannist f € M(G). Sei w € G und withle r > 0 sodass f auf U,.(w)\{w}
analytisch ist. Sei 0 < 7/ < r, dann ist f, — f gleichmifig auf OU,.(w) und

daher ist sup nen  |fn(2)] =8 M < oo. Nach dem Maximumprinzip ist auch
z€0U,./ (w)
sup nen |fn(2)] = M und daher auch sup,cy , () [f(2)| < M. Also ist f auf
zeU,s (w) "

U, (w) analytisch. Es folgt f € H(G). D.h. wir haben H(G) C H(G) U {co}.
Das die konstante Funktion oco tatséchlich zu H(G) gehort sieht man, da
zum Beispiel lim,, o, n = 00 in C(G, Cy). 0

4.3 Kompaktheit

4.3.1 Der Satz von Arzela-Ascoli

Im Kontext der Funktionentheorie hat es sich eingebiirgert das folgende Syn-
onym fiir relativ kompakte Funktionenfamilien zu verwenden.

4.3.1 Definition. Sei 7 C C(G, X). Dann heifit F eine normale Familie, wenn
F in C(G, X) kompakt ist. /

Da C(G, X) ein vollstdndiger metrischer Raum ist, sind fiir eine Familie
F C C(G, X) dquivalent:

(i) F ist normal.

(#4) F ist total beschrinkt, d.h. zu jedem e > 0 existieren endlich viele Kugeln
mit Radius € die F iiberdecken.

(#i7) Jede Folge (fn)nen aus Funktionen f,, € F hat eine konvergente Teilfolge.

4.3.2 Bemerkung. Eine Familie F C C(G, X) ist normal genau dann, wenn es
fiir jedes § > 0 und K C G kompakt, endlich viele Elemente f1,..., f, € F gibt
sodass

FC U {feC(GX) du(flr, frlx) <0} .

k=1
Denn: totale Beschrianktheit in der Metrik p von C(G, X) bedeutet, dass es zu

jedem e > 0 endlich viele f1,..., f, € F gibt mit

FolJ{fec@ X)) p(f.fr) <}
k=1

Wegen Lemma 4.1.4 ist das gleichbedeutend mit der genannten Bedingung. — //
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Eine Familie F heifit gleichgradig stetig an der Stelle w, wenn gilt (d be-
zeichnet die Metrik von X)

Ve>030>0VfeF,z2eG: |z—w|<d = d(f(2), f(w)) <e.
Sei ' C G, dann heifit F gleichgradig stetig auf E, wenn gilt
Ve>036>0VfeF,z,weE: |z—w|<d§ = d(f(2), f(w)) <e.

Genauso wie man zeigt, dass eine stetige Funktion auf jeder kompakten Teilmen-
ge ihres Definitionsbereiches gleichméflig stetig ist, sieht man dass eine Familie
F C O(G, X) die in jedem Punkt von G gleichgradig stetig ist auch auf jeder
kompakten Teilmenge von G gleichgradig stetig ist.

Wir zeigen nun eine an unsere Situation angepasste Version des Satzes von
Arzela-Ascoli.

4.3.3 Satz (von Arzela-Ascoli). Sei G C C offen, (X, d) ein vollstindiger me-
trischer Raum, und sei F C C(G,X). Dann ist F normal genau dann, wenn
die folgenden beiden Bedingungen erfullt sind:

(1) Fiir jedes z € G ist {f(z) : f € F} in X relativ kompakt.
(ii) F ist an jeder Stelle z € G gleichgradig stetig.

Beweis. Wir setzen voraus, dass (7) und (i4) gilt. Sei {z1, z2, ...} eine abzéhlbare
dichte Teilmenge von G, zum Beispiel alle Punkte aus G mit rationalen Real-
und Imaginérteil. Fir z € G setze X(z) := {f(2) : f € F}, dann ist X (z) ein
kompakter metrischer Raum. Daher ist auch

Vo= [ X ()
=1

ein kompakter metrischer Raum, denn zum Beispiel induziert ja
dy ((a)ien, (b)ien) = Yoy %% die Produkttopologie und diese
ist nach dem Satz von Tychonoff kompakt.

Sei nun (f,)nen eine Folge in F. Dann ist ((f,(x;))ien)nen eine Folge in
Y und hat daher eine konvergente Teilfolge ((fn,(21))ien)ren. Die Teilfolge
(fny)ken von (fr)nen hat also die Eigenschaft an jeder Stelle x; zu konvergieren.

Sei nun K C G kompakt und € > 0 gegeben. Wihle eine Menge Ky aus der
Definition von p mit K C Int K. Da Ky kompakt ist, ist die Folge (fn, )ken
auf Ky und damit auch auf Int Ky gleichgradig stetig. Wihle 6 > 0 sodass

Vz,w e Int Ky, k € N, |z —w| <& :  d(fn,(2), far(w)) <e.

Da Int Ky offen ist und {z; : [ € N} dicht in G, existiert zu jedem y € K
eine Kugel Us(z;(y)) mit x,) € Int K, y € Us(xy(,)). Also konnen wir endlich
viele Kugeln Us(xy;), j = 1,...,n, wihlen mit z;; € Int Ky die K iiberdecken.
Wihle M € N so dass

Vk7iZM,j:1,...7TLZ d(fnk(le);fnJ(xll))<€
Sei nun z € K. Wihle j sodass x € Us(xy,), dann gilt fiir k,4 > M

d(fnk (JJ), fnz (JI)) < d(fnk (x)v fnk (a:lj)) + d(fnk (xlj)7 fm (xlj))+
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+d(fnz (xlj)7 fnl (37)) < 3e.

Also ist die Folge (fn,|r)ren gleichméBige Cauchy-Folge. Nach Satz 4.1.5 ist
(fny)rken in C(G, X) konvergent. Wir haben gezeigt, dass F normal ist.

Sei nun umgekehrt F normal. Da fiir jedes feste w € G die Abbildung
f = f(w) auf O(G, X) stetig ist, ist {f(w) : f € F} kompakt. Damit folgt
(7). Sei w € G und € > 0 gegeben. Wihle eine kompakte Umgebung K von
w und, entsprechend Bemerkung 4.3.2 endlich viele Funktionen f1,..., f,, mit
FCUp_{f €C(G,X) :doo(fl|k, fr|ic) < €}. Wiihle 6 > 0 sodass Us(w) C K,
und

Vz e Us(w),k=1....,n: d(fu(z), fu(w)) <e.

Ist f € F so withle k mit doo (f|x, fx|K) < €. Fiir z € Us(w) gilt dann
d(f(2), f(w)) < d(f(2), fr(2)) +d(fr(2), fs(w))+

Td(fi(w), f(w)) < 3c.
Also gilt (u4). O
4.3.4 Korollar. Normalitat ist eine lokale Eigenschaft, d.h.: Fine Familie F C

C(G, X) ist genau dann normal, wenn jeder Punkt w € G eine offene Umgebung
U., besitzt, sodass

Flo, ={flv, : f€F}
in C(Uy, X) normal ist.

Beweis. Die beiden Bedingungen (i) und (i7) im Satz von Arzela-Ascoli sind
lokale Bedingungen. 0

4.3.2 Normalitit in H(G)

4.3.5 Definition. Eine Familie F C C& heiit lokal beschrdinkt, wenn es zu
jedem Punkt w € G eine offene Umgebung U,, von w in G gibt, sodass

sup {|f(z)|: fEF,z€ Uy} < 0.
/

Das iibliche Kompaktheitsargument zeigt, dass eine Familie genau dann lokal
beschrénkt ist, wenn fiir jede kompakte Menge K C G gilt sup{|f(z)| : [ €
F,ze K} < 0.

4.3.6 Satz (von Montel). Sei F C H(G). Dann ist F genau dann normal
(beziiglich der Topologie von C(G,C)), wenn F lokal beschrinkt ist.

Beweis. Sei F normal, und sei K C G kompakt. Da die Einschrankungsab-
bildung stetig ist, ist {f|x : f € F} kompakt, und daher auch beschrinkt, in
(C(K,C),dso)-

Sei umgekehrt F lokal beschréankt. Dann ist & auch punktweise beschréinkt,
d.h. die Voraussetzung (i) im Satz von Arzela-Ascoli ist erfiillt. Sei w € G und
wihle r > 0 sodass U,.(w) C G. Fiir z,2" € Uz (w) gilt dann wegen

1 1 z—2z

(—z (-2 ((—2)(C-2)
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dass

1@ -1 =5 ¢ Lac- § L
U, (w) U, (w)

il JQ)(= — ) i L1
5l L < g e w1501z g -

U, (w)

=2 max 1AL 12— 2.

T ¢€oU, (w)
Ist M := sup{|f(¢)] : ¢ € AU, (w),f € F}, so folgt also |f(z) — f(2)] <

Miz—2|, feF, 24 € Uz (w). Wir sehen, dass auch die Voraussetzung (77)
erfiillt ist. Also ist F normal.

O

4.3.7 Korollar. Sei F C H(G) normal. Dann ist auch die Familie
f/::{f/: f€.7:}
normal.

Beweis. Sei w € G gegeben. Wéhle r > 0 sodass U,(w) C G. Dann ist

{flov,w) : f€F}

gleichméBig beschrénkt. Nach der allgemeinen Cauchy’schen Integralformel, ist
damit

{F'(z): feF}
auf der Menge Ur (w) gleichméflig beschréinkt. 0

4.3.8 Korollar (Satz von Vitali). Sei G ein Gebiet, und sei (fn)nen eine Folge
in H(G) sodass {fy : n € N} lokal beschrinkt ist. Dann sind dquivalent:

(1) (fn)nen ist konvergent.

(i) Es existiert ein Punkt ¢ € G sodass fiir jedes k € N die Folge (fék)(c))neN
konvergiert.

(1ii) Die Menge A := {w € G : Flim,, o0 fn(w)} hat einen Héiufungspunkt in
G.

Beweis. Klarerweise impliziert (7) sowohl (i) als auch (éi7). Sei nun (i¢) oder

(#it) vorausgesetzt. Sei (fn, )ren eine Teilfolge von (fy,)nen. Dann existiert nach

dem Satz von Montel eine gegen eine Funktion f € H(G) konvergente Teilfolge
(fnk]. )jenvon (fn, )ren. Nun gilt, im Falle von (i),

fP(e) = lim ) (¢) = lim f{(c),
j—o0 J n—o00
bzw., im Falle von (#ii),
f(w) = lim f,, (w)= lim f,(w), weA.
J—00 J n—oo

Nach dem Identitdtssatz ist also f fiir jede Teilfolge (f,, )ken die gleiche Funk-
tion. Also gilt f, — f. 0
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4.3.9 Korollar (Satz von Osgood). Sei f, € H(G) und sei f, — f punkt-
weise in G. Dann existiert G C G offen und dicht sodass fn|s — flg lokal

gleichmdpig. Insbesondere ist f auf G analytisch.
Beweis. Betrachte die Mengen

Ty :{z€G:sup|fu(z)| <N}, NEN,
neN

und setze R
G:= | Intg Ty
NeN

Klarerweise ist G eine offene Teilmenge von G. Jeder Punkt von G hat eine
Umgebung die ganz in einem Ty liegt, also ist {fn|s : n € N} auf G lokal
beschrénkt. Nach dem Satz von Vitali ist (fy|a)nen konvergent in H(G).

Wir miissen zeigen, dass G dicht in G ist. Dazu sei eine offene und nichtleere
Teilmenge U von G gegeben. Da jede Funktion f,, stetig ist, ist jede Menge Tx
abgeschlossen in der Spurtopologie von G. Da (f,)nen punktweise konvergiert,
insbesondere also punktweise beschrankt ist, gilt

UTN:G.

NeN

Daraus erhalten wir, dass die Mengen Ty N U, N € N, alle bzgl. der Spurtopo-
logie von U abgeschlossen sind, und dass |Jycn(Tv NU) = U gilt.

Nach dem Satz von Bairet existiert Ny € N, sodass das Innere (bzgl. der
Spurtopologie von U) von T, NU nichtleer ist. Da U eine offene Teilmenge von
G ist, ist jede bzgl. der Spurtopologie von U offene Teilmenge von U auch bzgl.
der Topologie von G offen. Insbesondere ist (Intg T, ) NU # 0. Wir schliessen,
dass G dicht in G ist. O

4.3.3 Normalitit in M(G)

Wir wollen nun normale Familien in M (G) studieren. Dazu benotigt man den
Begriff der sphdrischen Ableitung: Ist f € M(G), so definieren wir f* : G —
[0,00) als

e 95 20
ff(z) = m7 Vf(z) = —1
0 s ﬁf(z) < -1

4.3.10 Lemma. Sei f € M(G). Dann ist f* € C(G,R), und es gilt (%)ﬁ = f&
Ist f, — f in M(G), so folgt das auch f% — f* lokal gleichmifig.

Beweis. Die Tatsache dass f* stetig ist, erhilt man aus der folgenden Rechnung:
Schreibe “ a
fO=—"—+...+—+fi(¢
== ¢z THl

mit m € N, a,,, # 0, f1 analytisch bei z. Man berechnet
A/ _ e o+ e - A

LHIFOP 14 o o+ 2+ Q)

TWir verwenden hier die Variante fiir lokalkompakte Réume!
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¢ — 2| mag .+ aa(C— )™ = HOE 2™
= 2P 4 fam - ar(C— 2™+ AQE - 27|

also ist

b AFQL o m=2
SRTHIFQOF ~ |2

lam[ "’
Wir zeigen f#(2) = (%)ﬁ(z) Im Fall f(z) # 0, 00 berechnet man

f'(2)
diied 2/ /(=)

() - -
7 TGP T e

= 1*(2).

Ist 7(2) > 2, so ist Y1 (2) < —2 und daher FH(z) = 0= ($)*(2). Ist ¥5(2) =1,
f(¢) =a1(¢ —2) +azx(¢ — 2)? + ..., dann ist

1
GRRT *Zb

n=0

also gilt f#(z) = 2|a;| = (%)u(z)

Sei schliefllich f,, — f in M(G). Ist f(w) # oo, so sind auf einer gewissen
Umgebung und fiir hinreichend grofies n alle f,, analytisch und konvergieren
gleichmiBig gegen f. Dann folgt dass auch f], — f’ gleichméBig, und daher
fE — f¥ gleichmiBig. Ist f(w) = oo, so wenden wir dieses Argument mit = %
an. |

Die sphirische Ableitung sollte man eigentlich in einem mehr geometrischen
Kontext betrachten, wir gehen darauf aber nicht ein.

4.3.11 Lemma. Sei f € M(G), Uy(w) C G und z1, 22 € Up(w). Dann gilt

X(f(21), f(22)) <2 max fH(w) - |21 — 2

zeUr (w)

Beweis. Sei zunichst angenommen dass f(z1), f(z2) # oo. Die Verbindungs-
strecke [z1, z2] liegt ganz in U, (w). Da es in U, (w) nur endlich viele Polstellen von
f gibt, kénnen wir einen Polygonzug v wihlen, der ganz in U,.(w) verlduft, der z;
und zo verbindet, auf dem keine Polstellen liegen und dessen Linge < 2|z; — 29|
ist.

Sei € > 0 gegeben. Da f und f’ auf v gleichmiiig stetig sind, konnen wir
so in Strecken [wo, w1], ..., [wp—1,wy] zerlegen, dass fiir alle k = 1,...,n gilt

‘ 1+ | f(wg)?
VI+1f(wi)Py/T+ [ f(wr—1)]?

—1’<e,

1
Wk — Wg—1

‘f(wk) — f(we—1)

Wg — Wg—1

)| = | | (©O-r) i <e.

[wr—1,wi]

Setze Bx := /1 +[f(wi) Py/1 + [ f(wg—1)[?. Es gilt

(s F(22) < 3 x(Fwn), Fwe 1) Z%, — flwn)| <
k=1

k=1
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Wg—1

<Zﬂk‘f o Jlwr_1) f(wk—l)‘-|wk—wk_1|+kz_:15k|f/(wk_1)|.|wk_wk_1

§2€i|wk—ﬁ:ﬁc—1|+ max fﬁ( )i(w>\wk—wk—1\§
k=1

z€Ur(w — B
< 4de|zy — zo| + max  fF(2) - (€4 1)2|z — 2.
zeU,(w)

Da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
Da beide Seiten der Ungleichung stetig von z; und z abhéngen, gilt sie auch
falls einer (oder beide) der Punkte 21, zo Polstellen von f sind. 0

4.3.12 Satz (von Marty). Sei F C M(G). Dann ist F genau dann normal
(beziiglich der Topologie von C(G,Cy)), wenn die Familie {f* : f € F} lokal
beschrdnkt ist.

Beweis. Sei angenommen das {f* : f € F} lokal beschrinkt ist. Wegen Lemma
4.3.11 ist F an jeder Stelle von w € G gleichgradig stetig. Da C., kompakt ist,
ist fiir jedes w € G die Menge {f(w) : f € F} relativ kompakt. Nach dem Satz
von Arzela-Ascoli ist F normal in C(G, Co).

Ist umgekehrt die Menge {f* : f € F} nicht lokal beschrinkt, so existiert
eine kompakte Menge K C G und eine Folge f,, € F mit max,cx f#(2) — oo.
Daher kann (f,,)nen keine konvergente Teilfolge haben. |

4.3.13 Korollar. Sei F C H(G). Dann ist F genau dann normal in C(G,C),
wenn F normal in C(G,Cy) ist und es einen Punkt zo € G gibt sodass {f(zo) :
f € F} beschrankt ist.

Beweis. Sei zuerst angenommen, dass F in C(G, C) normal ist. Nach dem Satz
von Montel ist dann F lokal gleichmé&flig beschrankt. Insbesondere ist F an einer
(sogar an jeder) Stelle zyp von G beschriankt. Da F C H(G), ist

2|1'(2)|
L+ [f(2)]*

Wegen Korollar 4.3.7 und dem Satz von Marty ist daher F auch normal in
C(G,Cu).

Umgekehrt sei F normal in C(G,Cy). Sei (fn)nen eine Folge in F, dann
existiert eine Teilfolge (fy, )ren welche in C(G, Co) gegen eine Funktion f kon-
vergiert. Nach Satz 4.2.14 ist f € H(G)U{oo}. Da die Familie F an einer Stelle
beschrinkt ist, kann die Grenzfunktion aber nicht identisch gleich oo sein. Also

ist f € H(G). 0

fi(z) = fer.

4.4 Vorgegebene Nullstellen und Hauptteile
4.4.1 Der Satz von Weierstrafl

Das Ziel in diesem Abschnitt ist es den folgenden Satz zu beweisen.

4.4.1 Satz (Produktsatz von Weierstraf$). Sei G C C offen und ¢ € Dg, ¥ > 0.
Dann existiert f € H(G) mit 9 = Jy.
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Da suppd keinen H&aufungspunkt in G hat, kann diese Menge nur aus
hochstens abzéhlbar vielen Elementen bestehen, vgl. Lemma 4.1.3. Wir konnen
also eine (endliche oder unendliche) Folge aq, aq, as, ... bilden sodass supp ¢ =
{a,} und sodass jeder Punkt z € supp? in der Folge der a, genau 9¥(z)-mal
vorkommt.

Ist die Folge der a,, endlich, aq,...,ay, d.h. suchen wir eine Funktion f €
H(G) die nur endlich viele Nullstellen hat, so ist das Problem trivial. Denn dann
konnen wir fiir f das Polynom

1) =T~ an)
k=1

wihlen. Wir wollen also im folgenden stets annehmen dass die Folge der a,,
unendlich ist. Weiters kénnen wir stets voraussetzen dass ¢#(0) = 0 ist, denn
haben wir f mit ¥¢(2) = 9J(z), z # 0, und ¥5(0) = 0 gefunden, so leistet
2%(0) f(2) das Gewiinschte.

Man konnte versuchen das Produkt [],~, (z —ax) zu betrachten. Dieses wird
jedoch im allgemeinen nicht konvergent sein. Die Idee ist es nun die Konver-
genz zu erzwingen, indem man konvergenzerzeugende Faktoren dazugibt. Setze
Ep(z) := (1 —z) und

22 ZP
E,(z) ::(1—z)exp(z—i—5—&—...—}—;)7 peN.

Die Funktionen £, heilen auch Weierstrafische Elementarfaktoren.

4.4.2 Lemma. Sei |z| <1 und p € Ng. Dann gilt
1= Ep(2)] < [z

Beweis. Fiir p = 0 ist nichts zu zeigen, sei also p > 1. Es gilt E,(0) = 1 und
man berechnet

E;(z):(—l)exp(er...Jr%)Jr(lfz)exp(er...+%)(l+z+...+zp71):

zP 2P
:exp(z+...+—)[fl+1fzp} =—2Pexp(z+...+ —).
p p
Also hat E}(z) eine Nullstelle der Ordnung p bei z = 0, und daher 1 — E,(z)
eine Nullstelle der Ordnung p + 1. Wie man, durch einsetzen in die Exponen-
tialreihe, sieht ist in der Potenzreihenentwicklung von exp(z + ...+ %) um 0
jeder Koeflizient nichtnegativ. Also ist auch in

1 _Ep(z) = n
p(z) = T Z)anz

stets a, > 0. Es folgt, dass fiir |z] <1 gilt

lo(2)] < o(l2]) < (1) =1.
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Wir wollen an die folgende elementare Aussage iiber Konvergenz von Pro-
dukten erinnern: Seien f,, stetige komplexwertige Funktionen, und sei die Reihe
ZZO=1 fn absolut und gleichméssig konvergent. Dann ist fiir hinreichend grofles
N auch die Reihe >\ log(1+ f,,) absolut und gleichméBig konvergent. Weiters
ist das Produkt [[ 2, (1 + f,) gleichméBig konvergent.

Beweis (von Satz 4.4.1, G = C). Da die Folge (ay,)nen keinen Haufungspunkt
in G = C hat, gilt |a,| — oco. Wihle nun eine Folge (py,)nen sodass fiir jedes

r>0
i r Pn+1
Z (—) < 0.
n=1 |an|

Eine solche Folge existiert, zum Beispiel kann man p,, = n wihlen: Denn wegen
|a,| — oo gilt ab einem gewissen Index N sicher g < L und damit

an| — 2
o0 oo
r \nt+l 1
Z(m) 522n+1<00~
n=N n=N

Wegen Lemma 4.4.2 ist fiir jedes z mit |z] < r, und n so grofl daB |a,| > r,

pn+1 r \Pntl
S (7) ’
|an|

z

Qn

‘ z

1—- Epn(a*) <

n

und wir sehen, dass die Reihe

o0

z
’1 - Epn (a)

auf der Scheibe U,.(0) gleichméiBig konvergiert. Damit folgt, dass auch das Pro-
dukt

F(z) = ﬁ B, (i) (4.4.1)

fiir |z| < r gleichmiBig konvergiert. Da r > 0 beliebig war, ist f € H(C). Weiters
ist f(z) = 0 genau dann wenn fiir ein n € N gilt das FE, (=) = 0 ist, d.h. wenn
z € {an : n € N}. Da jede Zahl w € supp® genau 9(w)-mal in der Folge (a, )nen
vorkommt und E, (=) bei a,, eine einfache Nullstelle hat, hat f an der Stelle
w tatsichlich eine Nullstelle der Ordnung ¥(w), vgl. Bemerkung 4.2.13. O
Ein Produkt der Gestalt (4.4.1) heifit auch ein kanonisches Produkt zu ¥.
Beweis (von Satz 4.4.1, G # C). Wir unterteilen supp? in zwei Klassen.
Némlich jene Punkte die sich gegen den endlichen Rand von G héufen, und
jene die dies nicht tun und daher gegen oo streben miissen. Dazu setze

KN::{ZEG: d(z,(C\G)Z%,NSMSN—Fl}.

dann ist jedes K, und damit auch jede endliche Vereinigung U?\/:1 Ky eine
kompakte Teilmenge von G. Setze

A :=suppdn U Ky, B:= (supp9) \ A.
N=1
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Wir zeigen, dass A keinen endlichen Haufungspunkt hat: Angenommen w € C
ist Haufungspunkt von A, dann existieren unendlich viele Punkte in AN Uy (w).
Sei h € N, h > |w| 4 1. Die Menge Uﬁ,:l Ky kann nur endlich viele Punkte aus
A enthalten, also existiert z € ANUy (w) mit z € J§_,, o Kn. Ein Widerspruch,
denn einerseits ist |z| < |w| + 1, andererseits |z| > |w| + 2.

Schreibe B wieder als Folge by,bs,... an wobei jedes w € B genau ¥(w)-
mal vorkommt. Wir zeigen, dass falls diese Folge iiberhaupt unendlich ist,
lim,, 0 d(b,,C \ G) = 0. Angenommen es existierte eine Teilfolge by, mit
d(by,,C\ G) > e> 0. Sei N € N mit 3 < e. Die Menge

M:={z€G:d(z,C\ Q) >¢]z| <N}

ist eine kompakte Teilmenge von G, kann also nur endlich viele Punkte der
Menge {b,, : k € N} enthalten. Da jeder feste Punkt in der Folge (b)) nur
endlich oft vorkommt, kann M auch nur endlich viele der Folgenglieder b,,
enthalten. Nun gilt

G\M C{zeG:d(z,C\Q) <e}U [j K,.

Da die erste Menge auf der rechten Seite keine Punkte b, enthilt, miissen alle
bn, in U,y Kn, und damit in A liegen, ein Widerspruch.
Betrachte die Divisoren ¥4 und 9p die definiert sind als

Ia(z) = {19(,2)7 z€ A

0 , zeC\4A
¥(z), z€B

0 =

5(2) {O , z€G\B

Dann ist ¥4 € D¢, 95 € Dg und 95 hat die Eigenschaft das lim,, o d(b,, C\
G) = 0, wenn es iiberhaupt unendlich viele Punkte in suppdp gibt. Wiihle,
nach dem bereits bewiesenen Teil G = C“ des Satzes eine Funktion fs €
H(C) C H(G) mit ¥y, = V4. Ist supp?p endlich, so wihle ein Polynom fp €
H(C) C H(G) mit ¥y, = Up. Ist supp¥p unendlich, wihle ¢, € C\ G mit
|bn, — cn| < 2d(by,C\ G), und setze

ooy = [T 2 (222)
n=1 n

Wir zeigen, dass fp € H(G). Sei K C G kompakt, dann gilt

1 2
(K,C\G) = d(K,C\G)

by, —cn

< |bn - Cn|d d(bn,C\G) — 0.

zZ—cCp

Also gilt, fiir hinreichend groBe Indizes n, dass [22=| < 1 2 € K. Wegen
bn —Cp, n+1 1\ n+1
el <(3) zer

Z—cp
ist das obige Produkt auf K gleichméBig konvergent. Offenbar gilt ¥;, = Up.
Setzt man f := fa- fp, so folgt ¥y =94 +Vp =7. 0
Wir wollen noch eine gebriuchliche Variante des Produktsatzes von Weier-
strafl fiir G = C formulieren.

bnfcn

zZ—cCy
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4.4.3 Korollar. Sei f € H(C) und sei (ay) die (endliche oder unendliche)
Folge der Nullstellen von f, wobei jede Nullstelle gemdfs threr Vielfachheit oft
vorkommt. Sei p, € Ny eine Folge sodass fiir jedes r > 0

S e

|an|

Dann existiert g € H(C) sodafl

f(z) = 2% O)GXp Hlf—exp(ai+...+i(i)p"),

Pn an

wobei das Produkt (falls es tiberhaupt ein unendliches Produkt ist) lokal
gleichmdfig in C konvergiert.

Beweis. Sei fi :=][,(1—-Z) exp( ot ( Zn)p") Nach dem Beweis von
Satz 4.4.1 ist dieses Produkt lokal glelchmaﬁlg konvergent auf C, d.h. f, € H(C),

und es gilt 9y, |c\ 10y = Vrlc\ o3 Also ist zﬂf%zf)l(z) € H(C)* und 148t sich daher

in der Form exp(g) schreiben. |
Weiters erhalten wir eine Aussage iiber die Struktur von M(G).

4.4.4 Korollar. Sei G eine Gebiet. Dann ist M(G) ist der Quotientenkérper
von H(QG).

Beweis. Nach Lemma 4.2.11 ist M(G) ein Kérper der H(G) umfasst. Sei
f € M(G) \ {0}, und setze ¥(z) := —min{df(z),0}. Dann existiert nach dem
Produktsatz von Weierstrafl eine Funktion g € H(G) mit 9, = 9. Betrachte nun
h:= fg. Dann ist h € M(G), und es gilt

Iy = Vg +19=max{19f,0} >0.

Also ist h € H(G). 0

4.4.2 Der Satz von Mittag-Leftler

Betrachte eine analytische Funktion f auf G \ {w}, und sei die Laurent-
Entwicklung von f um w

z):Zan(z—w

nez

n

Wie wir in Satz 3.5.1 gesehen haben konvergiert die Reihe ) _;a,(z — w)
lokal gleichméfig auf C \ {w}. Man nennt diese Reihe den Hauptteil von f an
der Stelle w.

4.4.5 Definition. Sei w € C. Eine Reihe der Gestalt ) _a,(z —w)", welche
in C\ {w} lokal gleichmiBig konvergiert, heifit ein Hauptteil in w. Sei G C C
offen und (a1, g1), (a2,92),... eine (endliche oder unendliche) Folge von Paa-
ren wobei aj,as,... paarweise verschiedene Punkte von G sind die in G kei-
nen Haufungspunkt haben und wobei g, ein Hauptteil in a, ist. Dann heifit
(a1,91), (a2, 92),- .. eine Hauptteilverteilung in G. /
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Ist f eine Funktion die auf der offenen Menge G mit Ausnahme von isolierten
Singularitdten analytisch ist, so bestimmt sie nach dem oben Gesagten eine
Hauptteilverteilung.

4.4.6 Satz (von Mittag-Leffler). Sei G C C offen und sei (a1,91), (az,92),. ..
eine Hauptteilverteilung in G. Dann existiert eine Funktion f € H(G \
{a1,as,...}) die fiir jedes n an der Stelle a,, den Hauptteil g, hat.

Besteht die gegebene Hauptteilverteilung aus nur endlich vielen Paaren
(a1,91), .-, (an,gn), so ist die Aussage klar, denn dann leistet die Funktion

N
F(2) = gnl2)

das Gewiinschte. Hat man unendlich viele Paare (ay,gn), so mufl die Rei-
he 37, gn(z) nicht konvergieren. Man erzwingt ihre Konvergenz indem man
geeignete analytische konvergenzerzeugende Summanden dazugibt. Natiirlich
muss man sich {iberzeugen, dass immer noch die gewiinschte Hauptteile her-
auskommen.

4.4.7 Lemma. Sei (ay,q1),(a2,92),... eine Hauptteilverteilung in G, seien
hn, € H(G), und sei die Reihe

1) =3 (9a(2) — ha(2))
n=1
auf G\ {a, : n € N} lokal gleichmdfSig konvergent. Dann ist f € H(G \ {ay, :
n € N}) und der Hauptteil von f an der Stelle a,, ist gleich gn,.

Beweis. Da alle Summanden in G\ {a,, : n € N} analytisch sind und die Reihe
lokal gleichméflig konvergiert, ist f € H(G \ {a, : n € N}). Sei ng € N, dann
ist die Reihe > %=1, (gn(2) — hn(2)) eine Folge von Funktionen analytisch auf

n#ng
G\{an :n e N,n #£np} diein G\ {a, : n € N} lokal gleichmiBig konvergiert.
Daher konvergiert sie sogar auf G \ {a,, : n € N,n # ng} lokal gleichméfig und
stellt daher eine dort analytische Funktion dar, vgl. Korollar 4.2.3. Also ist

1) = gna(2) + (= P (2) + 3 (90(2) = han(2)))

n=1,

n;én(}
und daher ist der Hauptteil von f in a,, gleich g, . N
Beweis (von Satz 4.4.6, G = C). Sollte 0 € {a, : n € N} sein, so sei 0BdA
a; = 0. Dann ist also fiir n > 2 stets 0 € C\ {a,,} und wegen g, € H(C\ {a,})
konvergiert die Taylorreihe von g,, mit Anschlusstelle 0 im Kreis U},,|(0) lokal
gleichméBig gegen ¢,,. Es gibt also ein Polynom h,,, zum Beispiel ein Taylorpo-
lynom hinreichend groflen Grades, sodass

1
2
Sei K C C kompakt. Wegen a,, — oo existiert N € N sodass K C Uja,j,n > N.
2

Dann ist die Reihe ), < v (9n — h»n) auf K gleichméfig konvergent. Wir kénnen
also Lemma 4.4.7 mit den Polynomen h,,, n > 1, und hg := 0 anwenden. 0
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Beweis (von Satz 4.4.6, G # C). Wir zerlegen die Menge {a, : n € N} wie
im Beweis des Produktsatzes von Weierstral in eine Teilfolge (a,; ) die keinen
endlichen Haufungspunkt hat und eine Teilfolge (an;/) die, falls sie unendlich ist,
limy, 00 d(any, C\ G) = 0 erfiillt. Nach dem ersten Beweisteil gibt es eine auf
C\{an;,any, ...} analytische Funktion fi(z) die an den Stellen a,,, die Haupt-
teile g,; hat. Wir miissen also noch eine Funktion fo € H(G'\ {any,any,...})
konstruieren die an den Stellen a,; die Hauptteile g,» hat. Ist a,y,any, ...
endlich so ist f2(2) = > gny(2) eine solche.

Sei uns also eine Hauptteilverteilung (a,,gn), n € N, gegeben mit
lim,, oo d(an,,C\ G) = 0. Wihle ¢, € G mit d(a,,C\ G) = |a, — ¢,|. Die
Funktion g, ist analytisch in C\ Uj,, —e, |(¢x) und erfiillt lim._, gn(2) = 0. Sie
148t sich darstellen als Y, bp(z — ¢,) %, denn G, (2) := gn(c, + 1) ist analy-
tischin U__1_ (0), G,(0) = 0, und 1Bt sich daher als Potenzreihe Y77 | by 2"

an—cn

darstellen. Diese Reihe ist auf U__1  (0) lokal gleichméifig konvergent, daher

Tan—cn]
konvergiert Y, _ o by (2 — ¢,) 7" gleichméBig auf C\ Usjq, —c,,|(cn)-
Sei h,, eine Partialsumme dieser Reihe mit

1 -
|9n(2) — hn(2)] < on” z€C\ U2|a,,ﬁcn|(cn) .

Dann ist h,, € H(G). Sei K C G kompakt, dann existiert N € N sodass K C
C\ Uy, —c,|(cn), n > N. Also konvergiert

Y (9n(2) = hul2))

n>N
gleichméfig auf K. Wir kénnen nun wieder Lemma 4.4.7 anwenden. O

4.4.8 Korollar. Sei G C C offen, und sei (a1, §1), (az,§2), ... eine (endliche
oder unendliche) Folge von Paaren sodass a1, as, ... paarweise verschieden sind
und keinen Hdufungspunkt in G haben, und sodafs

Moy

gn(2)= Y bi(z—an)*

k=—o00

wobei my, € Z und die Reihe auf C\ {a,} lokal gleichmdfig konvergiert. Dann
existiert eine Funktion f € H(G \ {a1,aq9,...}) deren Laurent-Entwicklung an
der Stelle a,, die Gestalt

1) = a(2)+ 32 Bulz —an)t
k>my,
hat.
Beweis. Sei F(z) € H(G) sodass

my+1, z=a,,my, >0
Ur(z) = {
0 , sonst
Sei g, der Hauptteil der Laurentreihe von %" an der Stelle a,,. Sei weiters f; €
H(G\ {a1,a2,...}) sodass der Hauptteil von f an a, gleich g, ist. Dann hat
die Funktion f(2) := f1(2) - F(z) die gewiinschte Eigenschalft. O
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4.5 Der Riemannsche Abbildungssatz

4.5.1 Satz (Riemann’scher Abbildungssatz). Sei G ein Gebiet, G # (),C. Wei-
ters habe G die Eigenschaft, dass jede Funktion f € H(G)* eine Quadratwurzel
besitzt, d.h. dass eine Funktion g € H(G) existiert mit g*> = f. Dann existiert
eine analytische Funktion die G bijektiv auf den FEinheitskreis D abbildet.

Beweis. Sei a € G fest gewihlt. Wir betrachten die Familie F aller Funktionen
f € H(G) die G injektiv in den Einheitskreis abbilden und f(a) = 0 erfiillen.

Schritt 1, F # (: Wahle b € C\ G, dann ist z — b € H(G)*. Also existiert
h € H(G) mit h(z)? = z — b. Dann ist h injektiv, liegt in H(G)*, und hat die
Eigenschaft dass h(G) N (—h(G)) = (. Denn ist ¢ = h(z) = —h(w), so folgt z =
¢?>+b=w, also h(z) = 0 und damit z = b, ein Widerspruch. Wihle w € —h(G),
dann existiert » > 0 sodass U,(w) C —h(G) und daher U,(w) N h(G) = (. Die
Funktion a(z) := - ist also in H(h(Q)), ist injektiv, und |o(z)| < 1,z € h(G).
Also bildet die Funktion ra o h das Gebiet G injektiv nach I ab. Sei fiir d € D
d—=z

= — € Aut(D),
az) = 2 € aw)

vgl. Korollar 3.3.5. Dann ist

g_r _oraoheF.

h(a)—w

Schritt 2, 3g € F : |¢'(a)] = maxser|f'(a)]: Da |f(z)] < 1 fur alle f € F,
z € D, ist F eine normale Familie und, nach den Cauchyschen Abschiitzungen ist
supse 7 |f'(a)] < co. Da F # () und aus injektiven Funktionen besteht ist auch
sup e 7 | f'(a)| > 0. Sei g,, € F eine Folge mit g;,(a) — supcx |f’(a)|, und wihle
eine konvergente Teilfolge, g, — ¢g. Dann ist g € H(G), g(G) € D, g(a) = 0 und
g'(a) = sup;cx|f'(a)]. Also ist g nicht konstant, nach dem Maximumprinzip
haben wir g(G) C D, und nach Korollar 4.2.5 ist ¢ injektiv. Wir sehen dafl
geF.

Schritt 3, g(G) = D: Dazu sei zunéchst b € D, b # 0, beliebig. Wéhle ¢ € D mit
¢® = b, und betrachte

L:=gyo(g2)=gpoQogec.

wobei Q(z) := 22. Dann ist L € H(D) und es gilt L(0) = g,(c?) = 0. Weiters
ist L(c) = g»(0) = b # 0, also ist L nicht konstant. Wegen L(ID) C I folgt nach
dem Lemma von Schwarz dass |L'(0)] < 1.

Sei nun angenommen b € D\ g(G). Dann ist b # 0, und gy 0 g € H(G)*. Sei
h € H(G) mit h? = gyog und h(a) = ¢, und setze ¢ := g.oh. Dann gilt ¢ € F: Da
g und gy injektiv sind, ist auch h injektiv. Es gilt |h(2)|?> = |gr0g(2)] < 1,2 € G,
und daher auch h(G) C D. SchlieBlich ist h(a) = ¢. Nun ist, wie eine Rechnung
zeigt, stets gq o g4 = id, und wir erhalten

Lop=gyoQogc.ogcoh=g,0Qoh=gyogyog=g.

Es folgt
g'(a) = L'(p(a)) - ¢'(a) = L'(0) - ¢'(a),
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und daher |¢'(a)| < |¢'(a)]. Ein Widerspruch zur Maximalitéitseigenschaft von
g U

Wir erhalten als erstes Korollar eine Aussage die topologische und analy-
tische Eigenschaften von Gebieten in C sowie algebraischen Eigenschaften von
H(G) verbindet.

4.5.2 Korollar. Sei G ein Gebiet, G # (). Dann sind dquivalent:

(1) G =C oder G ist analytisch und bijektiv auf D abbildbar.

(1) G ist einfach zusammenhdngend.
(ii7) G ist homolog einfach zusammenhdngend.

(iv) Jede Funktion f € H(G)* besitzt einen Logarithmus.

(v) Jede Funktion f € H(G)* besitzt eine Quadratwurzel.
Beweis. Die Implikation (i) = (i7) gilt, da eine analytische und injektive Ab-
bildung nach dem Satz iiber die Inverse Funktion ein Homéomorphismus ist.
(17) = (4i7) ist Korollar 2.2.6, (i), (i#i) = (iv) ist Korollar 3.1.7, (iv) = (v) ist
Bemerkung 3.1.9. SchlieBlich ist (v) = (i) der Riemannsche Abbildungssatz. []

Wir wollen anmerken, dass die beiden Moglichkeiten in (i) einander aus-

schliefen. Denn ist f € H(C) und f(C) C D, so ist nach dem Satz von Liouville
f konstant.

Als zweites Korollar erhalten wir die Struktur von Aut G fiir einfach zusam-
menhéngende Gebiete.

4.5.3 Korollar. Sei G C C einfach zusammenhdingend. Dann gilt
Aut G = AutDD.

Beweis. Sei f : G — D analytisch und bijektiv. Dann ist die Abbildung h —
f~loho f ein Isomorphismus von AutD auf AutG. O

4.6 Der Fundamental Normality Test

4.6.1 Satz (Fundamental Normality Test). Sei G ein Gebiet, a,b,c, € C, drei
verschiedene Werte. Die Familie F aller Funktionen f € M(G) die die Werte
a, b, c nicht annehmen ist normal.

Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir uns iiberlegen, dass er tatséchlich
wesentlich stérker ist als der Satz von Montel.

4.6.2 Korollar. Sei G ein Gebiet, zg € G, C > 0, und a,b € C, a # b. Dann
ist die Famalie

F:={f € H(G): f nimmt die Werte a,b nicht an, |f(z0)| < C}

normal in C(G,C).
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Beweis. Es ist F C M(G), und die Funktionen aus F nehmen die Werte a,b
und oo nicht an. Daher ist F normal in C(G, Cy,). Nachdem F an der Stelle zg
beschrinkt ist, folgt daraus Normalitit in C(G, C). 0

Sei nun F C H(G) lokal gleichméBig beschrénkt. Zu w € G wihle eine Kreis-
scheibe U, (w) mit U,(w) C G. Dann ist die Familie 7, := {f|y, | : f € F}
beschriankt. Die Funktionen dieser Familie nehmen daher keinen Wert ausser-
halb einer gewissen Kreisscheibe an (insbesondere lassen sie drei verschiedene
Werte aus). Nach dem Fundamental Normality Test ist also F,, normal. Wir
sollten explizit bemerken, dass das eben durchgefithrte Argument kein neuer
Beweis des Satzes von Montel ist, da wir im nun folgenden Beweis des Funda-
mental Normality Tests diesen verwenden. Es zeigt aber deutlich auf um wieviel
stiarker der FNT im Vergleich zu Montel ist.

Zum Beweis des FNT verwenden wir das folgende Lemma.

4.6.3 Lemma (Lemma von Zalcman). Sei F C M(G) nicht normal. Dann
existiert eine Folge (zp)nen, 2n € G, mit z, — z € G, eine Folge (rp)nen,
ry > 0 mit r, — 0, sowie eine Folge f, € F, sodass die Funktionen

gn(C) = fn(zn + TnC)
gegen eine nichtkonstante Funktion g € M(C) konvergieren fiir die
g"0)=1, g*(z) <1, z€C,

gilt.
Ist dabei F C H(G), so ist g € H(C).

Beweis. Da F nicht normal ist, gibt es nach dem Satz von Marty K C G
kompakt, w,, € K und f, € F mit f(w,) — occ.

Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass w, — 0 € G
und U;(0) € G. Das kann immer durch eine Translation bzw. Streckung erreicht
werden. Setze

Ry, := max fi(2)(1 - |2]).

[z[<1

Wegen w,, — 0 und f%(w,) — oo gilt auch R, — oco. Sei 2,, |2,| < 1, so dass
R, = fH(2,)(1 — |24]). Da fi(2,) > R, folgt das auch f%(z,) — co. Setze

1
T = .
Da rpR, =1— |z, ist U, g, (zn) C U1(0) C G.
Betrachte die Funktionen

gn(Q) := fn(zn +70(), ‘C| <R,.

Es gilt g} (C) = rnff(2n +1n0).

Sei nun R > 0 festgehalten. Wahle Np € N so daB R, > R+ 1, n > Ng,
dann ist g, fiir n > Npg stets auf Ur(0) definiert und meromorph. Nach der
Definition von R, gilt f%(2, +7,()(1 — |2, + 74C|) < Ry, und wir erhalten

Rn Tn Rn Tn Rn

~

i < = -
gn(C) - T’I’L 1 - ‘Z'n, + T’n<| n 1 - ‘Z’n«| - TnR Tan o TnR
1 1

=1"= gl—i’ |{| < R,n> Ng.

R, R+1

(4.6.1)
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Nach dem Satz von Marty ist {g, : n > Ng} eine normale Familie in
C(Ur(0),Co).

Wir konstruieren induktiv Folgen (n(l, k))ren, | € N. Sei n(1, k) derart dass
Ny <n(1,1), n(1,k) < n(l,k+ 1), und sodass die Folge (g, (1,))ren auf Ui (0)
konvergiert. Sei nun fiir ein [ > 1 die Folge (n(l, k))ren schon konstruiert. Dann
wihle eine Teilfolge (n(l 4+ 1,k))ken von (n(l, k))gen sodass N1 < n(l+1,1),
n(l+1,k) <n(l+1,k+1), und sodass (gn(+1,k))ren auf Up;1(0) konvergiert.

Betrachte nun die Diagonalfolge (g (x,x))xen- Da (n(k, k))r>; eine Teilfolge
von (n(l, k))ren ist, ist sie auf jedem Kreis U;(0) ab dem Index [ definiert und
konvergent. Also ist eine Funktion g € M(C) U {cc} durch

9(¢) = Hm gng 1) (C)

wohldefiniert, und es gilt g(¢) = lim— 00 g,k (¢), [¢] < 1.
Ist ¢ € C fest, so gilt, wegen (4.6.1) mit R =1, fiir alle I > |(], kK € N,
l -1

. # < (1=
(9 (l,k)) (C) > ( Rn(l,k)

und wir erhalten g#(¢) < 1. Da ¢, (0) = rn fi(2,) = 1, n € N, folgt das g*(0) = 1.
Insbesondere ist g nicht konstant. Damit haben wir auch g # oc.

Ist F C H(G), so sind alle Funktionen g, sogar analytisch. Da H(G) in
M (G) abgeschlossen ist, ist auch die Grenzfunktion analytisch. O
Beweis (von Satz 4.6.1). Da wegen des Satzes von Marty, eine Familie normal
ist genau dann wenn jeder Punkt eine Umgebung U besitzt sodass die Familie
{flu : f € F} normal ist, bzw. genau dann wenn die Familie { f(az+0) : f € F}
wobei a, 8 € C, a # 0, normal ist, kénnen wir voraussetzen dass G = Uy (0) = D.
Da jede Mobiustransformation A(z) = z‘z—ig ein Homémorphismus von Cy, auf
sich ist, ist F genau dann normal wenn {Ao f : f € F} normal ist. Daher kénnen
wir voraussetzen dass a = 0, b = 1, ¢ = oco. Wir betrachten also die Familie F
aller auf I analytischen und nullstellenfreien Funktionen die den Wert 1 nicht
annehmen.

Sei k € N und F, die Familie aller 2*-ten Wurzeln von Funktionen aus F.
Keine Funktion aus Fj, kann eine 2*-te Einheitswurzel als Wert annehmen, da
ja keine Funktion aus F den Wert 1 annimmt. Wir zeigen, dass Normalitét von
Fir Normalitdt von F impliziert. Sei (f,)nen eine Folge in F, und wihle 2*-te
Wurzeln F,, von f,,. Dann ist F,, € F, und daher existiert eine in M (D) kon-
vergente Teilfolge, sagen wir F;,, — F. Da alle F,,, analytisch sind, ist entweder
F analytisch oder F' = co. Im ersten Fall folgt, da multiplizieren in H (D) stetig
ist, dass auch f,, — F2". Im zweiten Fall folgt wegen |f,, (2)| = |F,, 2", dass
auch f,, — oo.

Sei nun indirekt angenommen F ist nicht normal. Dann ist fiir jedes k € N
auch Fj nicht normal. Sei g, die Grenzfunktion aus dem Lemma von Zalcman
angewendet mit der Familie Fj. Dann ist g, € H(C), nicht konstant, und es gilt
g,ﬁ(() <1, g,uc(O) = 1. Da g; Grenzwert von Einschrankungen von Funktionen
aus Fy ist, kann nach dem Satz von Hurwitz g; keine 2¥-te Einheitswurzel als
Wert annehmen.

Nach dem Satz von Marty ist die Familie {gj : ¥ € N} normal in C(C, Cy,).
Sei g ein Grenzwert von einer Teilfolge von (gi)ren. Dann ist g € H(C) U {o0},
und ¢#(0) = 1. Insbesondere ist also g nicht konstant, und daher g € H(C).



4.6. DER FUNDAMENTAL NORMALITY TEST ()

Sei kg € N, dann nimmt g, fiir & > ko keine 2¥-te Einheitswurzel als Wert
an. Nach dem Satz von Hurwitz hat auch g diese Eigenschaft. Da kg beliebig
war nimmt g keine 2/-te Einheitswurzel, j € N, als Wert an. Nach dem Satz
von der offenen Abbildung nimmt g daher keinen Wert w mit |w| = 1 an.
Da ¢g(C) C C4 zusammenhingend ist, folgt dass entweder g(C) C D oder
g(C) € Cs \ D. Nach dem Satz von Liouville angewendet auf g bzw. é ist g
konstant. Ein Widerspruch. 0

Wir erhalten eine Verschéarfung des Satzes von Vitali.

4.6.4 Korollar (Satz von Caratheodory-Landau). Sei G ein Gebiet, a,b € C
mit a # b, und sei (fn)nen eine Folge in H(G) sodass a,b & fn(G), n € N.
Dann sind dquivalent:

(1) (fn)nen ist konvergent.

(13) Es existiert ein Punkt c € G sodass fiir jedes k € N die Folge (f,(lk)(c))neN
konvergiert.

(i7i) Die Menge A := {w € G : Ilim,,o0 fr(w)} hat einen Hiufungspunkt in
G.

Beweis. Verwende im Beweis des Satzes von Vitali anstelle von Montel den
FNT in der Form von Korollar 4.6.2. N

4.6.5 Satz (von Picard). Sei f meromorph auf einer punktierten Scheibe W :=
Us(20)\{z0}. Wenn f drei verschiedene Werte a, b, c € Co, nicht annimmt, dann
besitzt [ eine Fortsetzung zu einer meromorphen Funktion auf Us(zo).

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei zg = 0 und a = 0, b = 1,
c=00. 80 <r, <1, > rp1, n — 0, und setze g,(z) := f(rnz),
z € W. Dann ist g, analytisch und nimmt die Werte 0, 1 nicht an. Nach dem
Fundamental Normality Test existiert eine Teilfolge g, die lokal gleichméfig in
C(W,Cx) gegen eine Funktion g € H(W) U {oo} konvergiert.

Sei zunéchst angenommen dass g € H(W). Wiihle p € (0,0) fest und setze
M := max|;|—, [g(z)| + 1. Dann gibt es N € N sodass [gn, (2)] < M, k > N,
|z| = p. Also ist

P M, |2l = rapp, k=N

Nach dem Maximumprinzip folgt dass
|f(Z)‘§M, Tnk+1p§|z|§rnkp) k>N.

Da r,, — 0 folgt |f(z)] < M, 0 < |z] < rypyp. Nach dem Riemann’schen
Hebbarkeitssatz besitzt f eine analytische Fortsetzung auf Us(0).

Sei g = oco. Dann ist fiir n hinreichend gro8 |g,, (z)| > 1, |z| = p, und daher
|ﬁ| < 1, |z| = rn,p- Da f nullstellenfrei ist, ist % analytisch in W und wir

folgern genauso wie oben dass % eine analytische Fortsetzung auf Us(0) hat. [J

4.6.6 Korollar (Kleiner Satz von Picard). Fine nichtkonstante Funktion die
in ganz C analytisch ist nimmt jeden Wert mit hdochstens einer Ausnahme an.

Beweis. Da f € H(C) ist, nimmt f aufgefasst als Funktion f : C — Cy
den Wert oo sowieso nicht an. Wiirde es zusétzlich zwei Werte a,b € C geben
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die nicht angenommen werden, so wiirde die Funktion f(1) € H(C\ {0}) eine

meromorphe Fortsetzung nach 0 haben. Sei f(1) = >, a,z" die Laurent-

Entwicklung von f(1) um 0, dann gilt also

f(z) = Z arz™% 2] >0.

k>m

Da f analytisch bei 0 ist folgt ax, = 0, k > 1, und damit ist f ein Polynom. Ein
Polynom nimmt aber jeden Wert an. 0

4.6.7 Korollar (Satz von Schottky). Firr, R > 0 bezeichne
S R) = {f € HUR(0) : 0,1 ¢ f(Ur(0)), |£(0)] <7}
Dann gibt es jedem r > 0 und p € (0,1) eine Konstante L(r,p) > 0 sodass
[f()| < L(r.p), |2l <pR, feS(rR).

Beweis. Nach Korollar 4.6.2 ist S(r,1) normal in C(D,C), und nach Montel
daher lokal beschrénkt. Also ist fiir jedes » > 0 und p € (0,1)

L(r,p) =sup {|f(2)] : f€S(r1), |z <p} <oo.

Sei nun f € S(r, R), dann ist g(z) := f(Rz) € S(r,1). Daher gilt
z
[f()=lg(H)l < L(r,p), |2l < pR.

U

4.6.8 Korollar (Satz von Landau). Seien ag € C und a; € C\ {0}. Dann
existiert eine Konstante M (ap,a1) > 0, sodass jede Funktion f die auf einer
Kreisscheibe Ug(0) mit R > M (ag, a1) analytisch ist und f(0) = ag, f/(0) = a1,
erfullt, die Werte 0 und 1 annehmen muss.

Beweis. Sei f € H(Ug(0)) mit f/(0) #0 und 0,1 & f(Ug(0)). Dann gilt

oy = | L f(Q) 1 R L(fO), 5  2L(f0), 1)
6U§(0)
und daher L(170) 1)
R )
=7 0)
2L(Jao),3)

Die Behauptung folgt nun mit M (ag,a1) := @ O



Kapitel 5

Riemannsche Flachen

5.1 Riemannsche Flichen und analytische Funk-
tionen

Wir werden auf 2-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeiten eine analyti-
sche Struktur definieren.

5.1.1 Definition.

(i) Sei X ein Hausdorffscher topologischer Raum. Ein Paar (U, ¢) heifit eine
Karte, wenn U C X offen, ¢(U) C C offen, und ¢ : U — ¢(U) ein

Homoomorphismus ist.

(79) Zwei Karten (Uy, ¢—) und (Us, ¢2) eines Hausdorff-Raumes X heiflen ana-
lytisch vertrdglich, wenn Uy N U = () oder die Abbildung

$20 &7 oy (tnrty) ¢ 81(U1 NU2) = ¢2(Ur N Us)

analytisch ist. Da ¢ 0 ¢f1 bijektiv ist, ist in diesem Fall auch die Inverse
$1 0 ¢y ' analytisch.

(74i) Eine Familie A = {(U,, ¢o) : o € A} von Karten heifit ein Atlas auf X,
wenn J,c4 Ua = X ist und je zwei Karten aus 2 analytisch vertraglich
sind.

/

5.1.2 Definition. Eine Riemannsche Fliche ist ein Paar (X,2) wobei X ein
Hausdorffscher topologischer Raum ist und 2( ein Atlas auf X. /

5.1.3 Beispiel. Sei X eine offene Teilmenge von C versehen mit der Spurtopolo-
gie. Dann ist 2 := {(X,id)}, wobei id als Abbildung von X nach C betrachtet
wird, ein Atlas auf X. /

5.1.4 Beispiel. Sei Co, = CU {00}, vermoge der stereographischen Projektion
also die Riemannsche Zahlenkugel. Wir definieren (C* := C\ {0})

Uy :=C, ¢ :=id

7
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1 *
U2 =C*U {OO}, ¢2(Z) = {z ’ zeC (511)
0, z=o00
Dann ist ¢1(U1 N UQ) = ¢2(U1 N UQ) =C* und
—1 1 *
(br007)(z) = 1, z€C".
Wir sehen, dass 2 := {(Uy, ¢1), (Uz, ¢2)} ein Atlas auf C, ist. /

5.1.5 Beispiel. Seien wy,ws € C linear unabhiingig iiber R, und bezeichne L :=
Zwn + Zwsy. Die Faktormenge C/L heifit der komplexe Torus.

Bezeichne mit 7 : C — C/L die kanonische Projektion. Wir versehen C/L mit
der finalen Topologie beziiglich 7, d.h. eine Menge W C C/L ist offen genau
dann, wenn 71 (W) C C offen ist.

Ist VCC, soist mH(m(V)) = Uper(w+ V). Wir sehen, dass offene Teil-
mengen von C unter 7 auf offene Teilmengen von C/L abgebildet werden. Die
Projektion 7 ist also nicht nur stetig, sondern auch offen.

Bezeichne mit A die Menge aller offenen Teilmengen von C die mit jeder
Aquivalenzklasse modulo L hochstens einen Punkt gemeinsam haben. Es gibt
viele Mengen mit dieser Eigenschaft, zum Beispiel jede Kugel mit hinreichend
kleinem Radius. Fiir jedes V' € A ist w(V') offen und 7|y eine bijektive stetige
und offene Abbildung von V' auf 7(V'), also ein Homdomorphismus.

Wir definieren nun

A= {(x(V),(n|y)™"): Ve A}.
Offenbar ist | Jy,c 4 7(V) = C/L. Seien V1, V5 € A, und betrachte die Abbildung

o= (mlv) "o (mh) Vi ((mha) Tl (V2) = () il (V1)) N V2.

Dann gilt stets ¥(z) = z mod L. Da L diskret ist und ¢ stetig, folgt dass ¢
auf jeder Komponente konstant ist, und daher analytisch. Also ist 2 ein Atlas.

/

Riemannsche Flachen haben eine wichtige Zusammenhangseigenschaft.

5.1.6 Lemma. Sei (X,2l) eine Riemannsche Fliche. Dann ist X lokal bogen-
weise zusammenhdngend. Jede Zusammenhangskomponente von X ist offen und
bogenweise zusammenhdngend.

Beweis. Da jeder Punkt eine Umgebung besitzt die homdomorph zu einer offe-
nen Teilmenge von C ist, ist X lokal bogenweise zusammenhéingend. Die zweite
Behauptung folgt mit Lemma 1.3.2. 0

Mit Riemannschen Fliachen kénnen diverse Konstruktionen ausgefiihrt wer-
den. Wir erwéhnen an dieser Stelle nur die beiden folgenden.
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5.1.7 Lemma. Sei (X,2) eine Riemannsche Fliche, und sei Y C X offen.
Versieht man 'Y mit der Spurtopologie von X und definert man

B:={(UNY,¢luny) : (U,¢) Karte von X}

so ist (Y,*B) eine Riemannsche Fldche.

Beweis. Klar. N
Sind X,Y topologische Rédume und p : Y — X. Dann heifit p ein lokaler

Homdomorphismus, wenn jeder Punkt y € Y eine offene Umgebung V' besitzt,

sodass p(V)) C X offen ist, und p|y : V — p(V) ein Homdomorphismus ist.

5.1.8 Lemma. Sei X eine Riemannsche Fliche, Y ein Hausdorff-Raum, und
p: Y — X ein lokaler Homéomorphismus. Dann kann Y zu einer Riemann-
schen Fldche gemacht werden, und zwar derart dass p analytisch ist.

Beweis. Sei (U, ¢) eine Karte von X und = € U. Wihle V' C Y offen, mit
x € p(V) C U, sodass ply ein Homomorphismus von V' auf p(V) ist. Dann ist
(V,¢ o ply) eine Karte auf Y. Hat man zwei in dieser Weise erhaltene Karten
(V17¢1 Op|V1)7 (‘/2’¢2 Op|V2)7 mit V3 N Vs 7é (2)7 so gilt

(62 0plvs) © (i1 0P|v1)_1 =¢ooo;",

und diese Abbildung ist analytisch.
Es ist fiir jede Karte (U, ¢) von X die Abbildung ¢ o p eine Karte von Y,
und daher ist p € Hol(Y, X). O

5.1.9 Definition. Seien (X7,2(), (X2, %) Riemannsche Flichen und f : X; —
Xo. Dann heifit f analytisch, wenn f stetig ist und fiir je zwei Karten (Uy, ¢1) €
Ay, (U, ¢p2) € A mit Uy N f~1(Us) # () die Abbildung

paofodit (UL Nf 1 (Uz) = C

analytisch ist. Die Menge aller analytischen Abbildungen von (X;,%2l;) nach
(X2,%s) bezeichnen wir mit Hol((X1,%2l1), (X2,2Az)). /

Wir werden im folgenden oft von einer Riemannschen Fliche X sprechen
und dabei den Atlas von X nicht explizit anfithren. Man beachte, dass dies
nur dazu dient die Notation abzukiirzen, tatsdchlich hdngen alle eingefiithrten
Begriffe von dem gegebenen Atlas ab.

5.1.10 Lemma. Seien Xy, Xo Riemannsche Flichen und f: X1 — X5. Dann
ist f € Hol(X1, X2) genau dann, wenn gilt: Fiir jeden Punkt x € X, existieren
Karten (Uy, ¢1), (Ua, ¢2) von X1 bzw. Xy und eine offenen Umgebung U C X3
von x, sodaff U C Uy, f(U) CUs, und ¢pg0 fo ¢f1\¢1(U) analytisch ist.

Beweis. Sei vorausgesetzt, dass f der Bedingung des Lemmas geniigt. Sei x €
X1 und wéhle (Uy, ¢1), (Us, ¢2),U wie angegeben. Dann ist ¢o o f o ¢1_1|¢1(U)
analytisch und daher stetig. Da ¢ und ¢! Homéomorphismen sind und ¢, (U)
offen, folgt dass f an der Stelle x stetig ist.

Seien nun (Vq,%1), (Va,12) Karten von X; bzw. Xo mit Vi N f=1(Va) # 0.
Wegen der Stetigkeit von f folgt dass Vi N f~1(Va) offen ist. Sei z € 91(Vy N
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f~1(Va)), und wihle (Uy, ¢1), (Uz, ¢2),U wie angegeben fiir den Punkt x :=
Y7 1(2). Dann ist

Yoo foyrt =(hody)o(paofodrt)o(prowi!)

wobei auf einen geeigneten Definitionsbereich eingeschrankt wird: Setze D :=
Y1 (UNVEN f~1(Vy)), dann ist D offen, nichtleer, und alle Zusammensetzungen
sind wohldefiniert

$roprt ¢20fopi !
— —

—1
D G (UNVLOf7H(W)) 6 (Us N 1R) V2%
Als Zusammensetzung analytischer Funktionen ist also ¢90 fot); ! |p analytisch.
Ist umgekehrt f € Hol(X;,X5), und © € X; gegeben, so withle Karten
(U1, 01), (Uz, p2) von X3 bzw. Xo mit € Uy und f(z) € Us, und setze U :=
Uy N f~1(Us). Da f stetig ist, ist U eine offene Umgebung von z, und da f
analytisch ist, ist die Funktion ¢5 o f o (;51_1| ¢, (U) analytisch. 0

5.1.11 Beispiel. Sei X C C offen und f : X — C. Dann ist f € H(X), genau
dann wenn f € Hol(X, C). Das ist trivial, denn die einzigen Karten von X bzw.
Csind id : X — C bzw. id : C — C. /

5.1.12 Beispiel. Sei X C C offen. Die Menge aller komplexwertigen Funktio-
nen f die auf einer Teilmenge dom f von X definiert sind steht in bijektiver

Beziehung zur Menge aller Funktionen f : X — C., und zwar vermoge der
Identifikation f — f mit

~:Z'_>{f(z), z € dom f
oo , z¢domf

Dann ist f € M(X), genau dann wenn f € Hol(X, Cy). /

Beweis. Sei zuerst f € M(X), und bezeichne mit D die Menge der Singula-
ritdten von f. Fiir z € X \ D wihle

(Ulad)l) = (Xa 1d)7 (U27¢2) = (Cvld)’ U:= UT(Z),

wobei r > 0 so klein ist, dass U,.(z) € X\ D. Es ist U,.(z) = id*(U,(2)) offen in
der Riemannschen Fliche X. Weiters ist U C Uy, f(U) C Uy, und ¢po0 fog; = f
analytisch. Sei nun z € D. Wéhle (Uy, ¢1) = (X,id), (Us, ¢2) die Karte (5.1.1),
und U := U,(z) wobei r > 0 so klein ist, dass U \ {z} C X \ D und f(z) # 0,
x € U,(z). Eine solche Wahl von r ist méglich da lim,_,, |f(z)| = co. Dann ist

(¢z°fo¢11)(x):{f<lw>7 z €U\ {2}

0 , z==z

und diese Funktion ist nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz analytisch. Wir
sehen, dass f € Hol(X,Cq).

Umgekehrt sei f so, dass f € Hol(X,C). Sei z € X gegeben. Ist f(z) # 00,
so wihle eine offene Umgebung U von z mit f (x) # o0, x € U. Dann gilt fiir
die Karten (Uy, ¢1) = (X,id), (Uz, ¢2) := (C,id) dass U C Uy N f~(Us) und
f = ¢o0 fop;" analytisch. Ist f(z) = oo, so withle eine offene Umgebung U
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von z mit f(x) # 0, z € U. Dann gilt fiir die Karten (U3, ¢;) := (X,id) und
(Us, ¢2) aus (5.1.1), dass U C Uy N f~1(Us). Weiters ist fiir x € U

20~o -1 ) = ﬁ’ Ji(x)#oo
(620 fodr")(x) {O | ) e

Diese Funktion ist, wieder nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz, analytisch.
Also ist f: X \ f~1(0co) — C meromorph. O

5.1.18 Beispiel. Seien wy,wy € Ciiber R linear unabhéngig und L := Zwi +Zws.
Dann steht die Menge aller Funktionen f : C/L — C, in bijektiver Beziehung
mit der Menge aller L-periodischen Funktionen

K(L):={FeM(C): F(z+w)=F(z),2ze Cwe L},

nédmlich vermoge der Beziehung f — fom: Esist fonm € K(L), genau dann
wenn f € Hol(C/L,C).

Um dies einzusehen geniigt es zu bemerken, dass nach Beispiel 5.1.12 fiir
eine Karte (U, ¢) von C/L die Funktion fo¢lzu Hol(U,C,) gehort, genau

dann wenn f|s-1 () meromorph ist. /

5.2 Einige Sitze iiber analytische Funktionen

Viele Aussage iiber analytische Funktionen lassen sich unmittelbar auf analyti-
sche Funktionen zwischen Riemannschen Flachen iibertragen. Denn im lokalen
ist eine Abbildung in Hol(X,Y) ja gerade eine analytische Funktion zwischen
gewissen Teilmengen von C.

5.2.1 Proposition. Seien X,Y,Z Riemannsche Flichen. Dann gilt:
(i) Hol(X,C) ist eine C-Algebra.
(7)) Sind f € Hol(X,Y), g € Hol(Y, Z), so ist go f € Hol(X, Z).

(7i1) Der Identitétssatz: Sei X zusammenhingend. Sind f,g € Hol(X,Y) und
hat die Menge {x € X : f(x) = g(x)} eine Hiufungspunkt, so folgt f = g.

(tv) Der Satz von der offenen Abbildung: Sei f € Hol(X,Y) nicht konstant.
Dann ist f offen.

(v) Das Maximumprinzip: Ist f € Hol(X,C) nicht konstant, so besitzt |f]| :
X — [0,00) kein Mazimum.

(vi) Ist f € Hol(X,Y) injektiv, so ist f~1 € Hol(f(X), X).

Beweis. Die Aussagen (i) und (i) sind klar.

Wir kommen zum Beweis des Identitdtssatzes. Betrachte die Menge M :=
{r € X : f(x) = g(z)}. Dann ist klarerweise M abgeschlossen. Sei z( ein
Héufungspunkt von M. Zu 27 € X existiert nach Lemma 5.1.6 eine stetige
Kurve 7 : [0,1] = X mit (0) = z¢ und (1) = ;.

Ist z € X, so existierten Karten (U, ¢1) und (Vy,¥,) von X bzw. Y mit z €
U, und f(z) € V,. Bezeichne die Zusammenhangskomponente von U, N f~1(V;,)
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welchen den Punkt 2 enthélt mit Uy. Es gilt v([0, 1]) € U,e(0,1) Uyr)- Dav([0,1])
kompakt ist, kénnen wir endlich viele Werte tq,...,t, finden, sodafl

2([0,1])) C UL U...UU,,

wobei U; 1= U, ;). Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit kénnen wir dabei
annehmen, dass {1 = 0 ist. Bezeichne entsprechend V; := V.1 ), ¢; := ¢ 1))
und 1/)]' = 1/}7(,3],).

Die Menge {z € ¢1(U;) : 10 fop; ! =1h10go¢; '} hat in ¢;(U;) einen
Héaufungspunkt, nimlich ¢;(xg). Nach dem Identitéitssatz der Funktionentheorie
folgt dass fly, = ¢lu,. Ist v([0,1]) C Ui, so folgt insbesondere dass f(x1) =
g(x1) und wir sind fertig. Ist v([0,1]) € Un, so existiert ein Index k € {2,...,n}
mit U, N U; # 0, denn andernfalls hiitten wir die zusammenhingende Menge
~([0,1]) in die zwei nichtleeren offenen Mengen ~([0,1]) N Uy und ([0, 1]) N
(UyU...UU,) zerlegt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei k& = 2. Die
Menge {z € ¢2(Us) : a0 fopy' = hgogo¢p,'} enthilt eine nichtleere
offene Menge, néamlich ¢o(U; N Usz). Es folgt dass f|y, = g|u,, insgesamt also
flu,uv, = glu,uu, - Verfihrt man nach dem selben Schema weiter, so erhilt man
in hochstens n Schritten dass f(z1) = g(z1).

Um (iv) einzusehen, geniigt es zu bemerken, dass fiir je zwei Karten das Bild
der analytischen Funktion 1o fo¢ ! offen ist, und das 1 ein Hom&omorphismus
ist.

Das Maximumprinzip ist nun klar. Um (vi) zu sehen, bemerke man dass
f(X) offen ist, daher eine Riemannsche Fléche, und dass fiir je zwei Karten die
Funktion v o f o ¢! analytisch und injektiv ist. Damit ist auch ¢ o f=1o¢~1!
analytisch. O

Ein Phianomen das in der klassischen Funktionentheorie nicht auftritt, ist die
Moglichkeit, dass der Definitionsbereich einer analytischen Funktion kompakt
ist. Im Rahmen der Riemannschen Fléichen ist dies jedoch sehr wohl moglich,
wie wir an den Beispielen von C, bzw. C/L sehen, und ist tatsichlich ein
sehr interessanter Fall. Die folgende Aussage ist einfach, wir wollen sie trotzdem
explizit herausstellen, da sie sich mit diesem Fall beschéftigt.

5.2.2 Proposition. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Dann gilt:

(1) Sei Y eine zusammenhingende Riemannsche Fliche. Ist f € Hol(X,Y)
nicht konstant, so ist f surjektiv und Y kompakt.

(i1) Esist Hol(X,C) = C.

Beweis. Zu (i): die Menge f(X) ist offen und kompakt, daher gleich Y. Zu (i7):
C ist nicht kompakt. O

5.3 Die Riemannsche Fliache der Umkehrfunkti-
on

Sei X C C offen und f € H(X). Setze Y := f(X),

L(f) = graph f = {(z, f(2)) : € X},
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und bezeichne mit 71 : T'(f) — X bzw. 7 : T'(f) — Y die Projektionen auf die
jeweiligen Komponenten

Da f eine Funktion ist, ist 71 bijektiv. Wir kénnen also auf I'( f) eine Topologie
definieren durch die Vorgabe dass m; ein Homdomorphismus wird.
Fiir z € X und 7 > 0 derart dass f|y, () injektiv ist, definieren wir

U,,:= Fl_l(Ur(Z)), Gopi=T2lU,

Weiters sei
Q[(f) = {(Uz,ra¢z,r) : f‘UT(z) anektlv} .

5.3.1 Proposition. Sei X C C offen, f € H(X), und sei vorausgesetzt dass
f'(z) #0, z € X. Dann ist (T'(f),A(f)) eine Riemannsche Fliche. Es gilt
71 € Hol(T'(f), X), n;* € Hol(X,T(f)), und my € Hol(T'(f),Y).

Beweis. Zunéchst ist m; nach Definition ein Homéomorphismus von I'(f) und
X, und daher ist I'( f) Hausdorff und U. , offen. Es gilt ¢. . = (f|v,(»)) om1|u. ..
und ¢, (U.,r) = f(Ur(2)). Nun ist f|y, (») analytisch und injektiv, also ist auch
(flo, )"« f(Ur(2)) = Ur(2) analytisch. Es folgt dass ¢. ,(U.,,) offen ist und
¢ ein Hombomorphismus. Es ist also jedes Paar (U, ,, ¢. ) eine Karte.

Sei z € X gegeben. Da f'(z) # 0 ist, gilt fiir jedes hinreichend kleine r > 0
dass f|y, () injektiv ist. Es gibt also Karten die den Punkt z enthalten.

Seien (U r, ¢. ) und (Uy,s, Ow,s) gegeben, und sei angenommen, dass U, N
Uw,s # 0. Nun ist

(P2 © D)6 o (U o) = T20 (T2l (U2 AUw.) = idny. UL -

Insbesondere ist (¢.,, 0 ¢\ )|s., . (v, U,..) analytisch.
Die Abbildung my : T'(f) — Y ist trivialerweise analytisch, denn sie ist ja
lokal genau eine Karte. Die Abbildung 7y : I'(f) — X ist analytisch, da [y, _ o
;i = (f|Ur(z))*1. Nach Proposition 5.2.1, (vi), ist auch 7 ! analytisch. 0

5.3.2 Bemerkung. Man bezeichnet (I'(f),20(f)) auch als die Riemannsche
Fliche der Umkehrfunktion von f.

Um diese Namensgebung zu motivieren, betrachte eine (nichtkonstante) ana-
lytische Funktion f : X — f(X), X, f(X) C C. Ist f injektiv, so wissen wir dass
die Umkehrfunktion f~!: f(X) — X ebenfalls analytisch ist. Ist f nicht injek-
tiv, d.h. gibt es Punkte w € f(X) mit mehreren Urbildern z;, ¢ € I, so blidht
man den Bildbereich kiinstlich auf, d.h. macht man aus dem einen Punkt w
viele Punkte (z;,w), ¢ € I. Damit erzwingt man, dass f bijektiv wird. Natiirlich
ist der Bildbereich nunmehr ein anderer.

Mathematischer formuliert, wir haben eine Riemannsche Fliche (n&mlich
I'(f)), eine analytische Abbildung 5 : T'(f) — f(X), und eine bijektive und
analytische Abbildung F' : X — DI(f) (nimlich F := 7;'), die genau wie f
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agiert in dem Sinne dass

fU)
X%f(X)

/

Wir wollen diese Konstruktion fiir den Fall von f(z) = e® bzw. f(z) = 2",
n € N, auch noch anders interpretieren. Beschéftigen wir uns zunéchst mit
f(z) = e*: Betrachte Y := Z x C*. Wir versehen jetzt Y aber nicht mit der
Produkttopologie, sondern mit einer anderen Topologie. Fiir (k,z) € Z x C*
und 0 < r < |z| definiere

U2y o { DX TR 2) . 2 ¢ (=00,0)
"I () x ) NTD) U ({k+ 1) x (U(:)NCT)), 2 € (~o0,0)

Dann bilden die U(k, z) := {U,(k,z) : 0 < r < |z|} Umgebungsbasen einer
Topologie auf Z x C*. Bezeichnet 72 die Projektion 72 : Z x C* — C*, so ist
72 ein lokaler Homdomorphismus. Tatséichlich bildet 72 die Umgebung U,.(k, 2)
bijektiv und bistetig auf U,.(z) ab. Weiters kénnen wir einen Atlas definieren als

= {(UT(k:,z),WQ\UT(k’Z)) c(k2)€ZxC0<r< |z|}

Beachte hier, dass die Kartenwechsel immer die Identitét sind, also sicher ana-
lytisch. Wir haben somit Y zu einer Riemannschen Fliche gemacht.

Sei nun @ : I'(e*) — Y die Abbildung

®((z,e%)) = ({I;n—ﬁz},ez) .

Dann ist & bijektiv, und wir haben das folgende Diagramm:

I(e?) —2  >7xC*
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Es folgt, dass ® eine bianalytische Abbildung von I'(e*) auf Y ist.

Im Fall f(z) = 2™ geht man ganz genauso vor, nur dass man anstelle von
Z x C* die Menge Z := Z, x C* verwendet. Die Definitionen von Topologie
und Atlas sind dann die gleichen. Der Isomorphismus zwischen I'(2") und Z ist

gegeben durch
o) = (2] ).

wobei wir hier arg z € [0, 27) wéhlen.

Im Fall ,n = 2“ kann man sich die Riemannsche Fliche der Umkehrfunk-
tion von 2" im R3 nur als Fliche mit einer scheinbaren Selbstiiberschneidung
veranschaulichen.

5.3.3 Bemerkung. Man kann zeigen dass, zumindestens lokal um jeden Punkt,
die Riemannsche Fliche der Umkehrfunktion einer beliebigen analytischen
Funktion stets die in den obigen Beispielen beschriebene Gestalt hat. /
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Kapitel 6

Analytische Fortsetzung

6.1 Analytische Fortsetzung innerhalb von C

Sei G C C offen, und f € H(G). In diesem Kapitel wollen wir die Frage unter-
suchen, ob man f zu einer analytischen Funktion auf einem groferen Bereich
fortsetzen kann.

Zunéichst betrachten wir Fortsetzung auf Bereiche G C C mit G 2 G. Fiir
eine Funktion f kann Fortsetzung moglich sein.

6.1.1 Beispiel. Betrachte die Funktion f die durch die Potenzreihe

flz) =) 2" (6.1.1)
n=0

definiert ist. Der Konvergenzradius dieser Reihe ist gleich 1, also ist f auf dem
offenen Einheitskreis D definiert.

Die Summe der Reihe (6.1.1) kann man explizit ausrechnen (geometrische
Reihe), nidmlich gilt

1
= D.
f@)=7— =€
Definiert man eine Funktion F auf dem Gebiet C\ {1} als F(z) := 12, so ist
F analytisch und es gilt F|p = f. Wir haben also eine Fortsetzung von f auf
den groBeren Bereich C\ {1} gefunden. /

Es kann aber auch passieren, dass sich eine Funktion nicht weiter fortsetzen
l&sst.

6.1.2 Beispiel. Betrachte die Funktion f die durch die Potenzreihe

definiert ist. Der Konvergenzradius dieser Reihe ist gleich 1, also ist f wieder
auf D definiert.

Angenommen es existiert ein Gebiet G C C, D € G, und F € H(G) mit
F|p = f. Da G zusammenhiingend ist und I echt umfasst, ist 9D N G nichtleer.

87



88 KAPITEL 6. ANALYTISCHE FORTSETZUNG

Da G offen ist, und die Menge aller Einheitswurzeln dicht in JD ist, existiert
eine Einheitswurzel ¢ € G N ID. Es gilt

lim f = lim F =F(().
r% (r¢) T1/ml (r¢) (€)
Wiahle m € N mit (" = 1, dann ist

rO™ =1, n>m,

und damit .
FrQy =D Q"+ Y
n=0 n=m

Geht man zum Limes r 7 1 iiber, so folgt mit dem Satz von der monotonen
Konvergenz dass

lim | ()| = o0,

ein Widerspruch.
In diesem Beispiel ist der Einheitskreis also in gewissem Sinne eine natiirliche
Grenze der Funktion f. /

Manchmal st68t man jedoch auf Grenzen, die eigentlich nicht das natiirliche
Ende des Definitionsbereiches der Funktion markieren.

6.1.3 Beispiel. Betrachte G := C \ (—o0,1], dann ist G einfach zusam-
menhéingend. Die Funktion 1 — z ist in G analytisch und nullstellenfrei, al-
so hat sie einen Logarithmus in G: Wiéhle eine Funktion f € H(G) mit
1—z=-exp(f(2)), z€G.

Angenommen es existiert ein Gebiet G C C, G € G, und F € H(G) mit
F|g = f. Dann ist GN(—o00,1] # 0. Der Punkt 1 kann nicht zu G gehéren, denn

1
. / . —
lim [£()] = lim | 7= z‘ B
zeG z€G

Also ist G'N (—oo, 1) # 0, und wir kénnen eine Kreislinie 0U,.(1) mit r > 0,

finden, die ganz in G verlduft.

Nun gilt F’(z) = f/(z) = 1 fiir alle z € G, und nach dem Identitétssatz

(beachte dass G sicher zusammenhingend ist) gilt daher F’(z) = L sogar

fir alle z € G. Daher F ist eine Stammfunktion der Funktion %z auf G.

T
Insbesondere folgt
1
——d( =0.
?gw.(l) 1-¢

Ein Widerspruch, denn wir wissen dass diese Integral den Wert —2mi hat.
Betrachte nun die Funktion g(z) := =Y 7, % Der Konvergenzradius die-
ser Potenzreihe ist gleich 1, also ist g € H(D). Es gilt

f/(z):—Zz”ﬂ:—iliZ =4 (2), zeGND.
n=1

Da DNCY bzw. DN C~ zusammenhingende Teilmengen von G'ND sind, folgt

f(z)=g(z)+Cy, zeDNCY,  f(z)=gz)+C_, zeDNC",
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mit gewissen Konstanten C'y, C_ € C. Beachte dass, wegen dem oben gezeigten,
sicher C # C_ ist.

Wir kénnten also, wenn wir die Werte von f in der unteren Halbebene einfach
einmal ignorieren, sehr wohl von der oberen Halbebene kommend die Funktion f
auf DNC— analytisch fortsetzen, namlich durch die Definition F(z) := g(2)+C,.
Das gleiche gilt natiirlich auch fiir die untere Halbebene. Das Interval (—oo, 1)
ist also in gewissem Sinne keine natiirliche Grenze fiir die Funktion f.

/

Dieses Beispiel legt es nahe dass der natiirliche Definitionsbereich der be-
trachteten Funktion f nicht eine Teilmenge von C ist, sondern eine gewissen
Riemannsche Flidche. Und dies ist tatséchlich so, denn f ist ein Zweig der Um-
kehrfunktion von h(z) := 1 — exp z.

6.2 Uberlagerungen
6.2.1 Definition. Seien X,Y,Z topologische Rdume, und seien 7 : ¥ — X

und f: Z — X stetig. Eine stetige Abbildung F' : Z — Y heif$t ein lifting von
f,wenn wo F = f, d.h. also

Y
F/1
, s
/
ZT>X

/
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Hat man X, Y, Z und f gegeben, so muf} es nicht notwendig ein lifting geben.
Existiert ein lifting, so muf} dieses nicht eindeutig sein. Eine Eindeutigkeitsaus-
sage kann man unter relativ allgemeinen Voraussetzungen erhalten. Die Frage
nach der Existenz ist unangenehmer.

6.2.2 Proposition. Seien X,Y Hausdorff, m: Y — X ein lokaler Homdéomor-
phismus, Z zusammenhdngend und f : Z — X stetig. Sei zg € Z und seien
Fy, Fy liftings von f mit Fy(z9) = Fa(z0). Dann ist Fy = Fy.

Beweis. Sei A:={z € Z: Fi(z) = F3(z)}. Diese Menge ist abgeschlossen und
nichtleer. Sei z € A und setze y := Fy(z) = F»(z). Wihle eine offene Umgebung
V von y sodass 7|y ein Homdomorphismus von V' auf die offene Menge U :=
m(V) ist. Da Fy, Fy stetig sind, gibt es eine offene Umgebung W von z mit
Fi(W),F,(W) CU. Nun ist o Fj = f, also Fj|lw = (7|v) o flw, j = 1,2.
Wir sehen dass W C A. Also ist A auch offen, und da Z zusammenhiingt, folgt
A=27. O

Es ist eine wichtige Tatsache, dass das lifting einer Homotopie in X, falls es
existiert, eine Homotopie in Y ist.

6.2.3 Satz (Monodromiesatz). Seien X und Y Hausdorff-Riume und w:Y —
X ein lokaler Homdomorphismus. Seien g, v1 Wege in X mit gleichem Anfangs-
und Endpunkt a bzw. b die FEP-homotop in X sind, und sei H : [0,1] x [0,1] —
X eine FEP-Homotopie zwischen vy und v1. Sei ¢ € Y mit w(c) = a, und sei
angenommen, dass jeder Weg ~vs(.) := H(.,s), s € [0,1], ein lifting T : [0,1] —
Y mit T'5(0) = ¢ besitzt. Dann haben I'y und T'y den gleichen Endpunkt und sind
FEP-homotop.

Beweis. Sei K :[0,1] x [0,1] — Y definiert als K(t,s) := I's(t). Wegen der
Eindeutigkeit des liftings I'y ist K wohldefiniert.

Im ersten Schritt zeigen wir, dass, fiir ein gewisses ¢ > 0, die Abbildung
K stetig auf [0,¢€] x [0, 1] ist. Dazu wiihle offene Umgebungen U von a und V
von ¢, sodass 7|y ein Homdomorphismus von V' auf U ist. Es gilt H({0} x
[0,1]) = {¢} € U. Da H stetig ist und [0, 1] kompakt, existiert e > 0 sodass
H([0,€] x [0,1]) C U. Betrachte die Abbildung K := (7|v)™* o Hlp.qx[0,1]-
Diese ist stetig. Nun ist fiir jedes s € [0,1] die Abbildung ¢ — K(t,s) ein
lifting von 7s[[o,q mit Anfangspunkt c. Wegen der Eindeutigkeit des liftings
folgt K (t,s) = T4(t), t €[0,€], s € [0,1]. Also ist K stetig auf [0,¢] x [0,1].

Im zweiten Schritt zeigen wir, dass K iiberall stetig ist. Angenommen es
existiert ein Punkt (¢,0) wo K nicht stetig ist. Sei

7:=inf {t € [0,1] : K nicht stetig an (t,0)}.

Nach dem ersten Schritt gilt 7 > € > 0. Sei V' eine offene Umgebung von
K(1,0) und U eine offene Umgebung von w(K(7,0)) = v,(7), sodass m|y ein
Homd&omorphismus von V' auf U ist. Wihle 6 > 0, sodass H (I5(7) x I5(c)) C U,
wobei Ig(u) := [0,1] N (u — B,u + ). Die Kurve I' := (7|y) ™" 0 yg|r,(r) ist
ein lifting von ~, mit I'(7) = K(7,0) = T'x(7). Also ist I'(t) = T',(¢) fiir alle
t € Is5(7). Insbesondere ist K(t,0) € V, t € I5(7).

Wiéhle ¢, € I5(7), t1 < 7, dann ist K an der Stelle (¢1,0) stetig, und daher
gibt es o > 0 sodass K(t1,1,(0)) C V. Da n(K(t,s)) = H(t,s) und da |y
bijektiv ist, folgt dass

Fs(tl)ZK(tl,S):(7T|V)71(H(t1,8)), SEIQ(O').
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Also ist, wegen der Eindeutigkeit des liftings, I's(t) = (v|y) 1 (H(t1,5)), t €
Is(o). Wir sehen, dass K(t,s) = (n]v) Y (H(t,5)), t € I5(7), s € I,(c). Insbe-
sondere ist K stetig an jeder Stelle (¢,0), t € I5(7), ein Widerspruch.

Wir haben jetzt gezeigt, dass I'g und I'y homotop sind. Da 7 ein lokaler
Homgomorphismus ist, ist die Menge 7~ 1({b}) diskret. Nun ist K ({1} x [0,1])
eine zusammenhiingende Teilmenge von 7~ !({b}), und daher einpunktig. D.h.
alle Wege I's haben den selben Endpunkt. Il

Wir kommen zur Frage nach der Existenz von liftings. Im allgemeinen ist
die Situation dabei iiberhaupt nicht klar. Aber man kann doch eine Klasse von
yeuten Abbildungen 7 angeben, fiir die oft liftings existieren.

6.2.4 Definition. Sei X ein topologischer Raum. Ist Y ein weiterer topologi-
scher Raum und 7 : Y — X, dann heifit 7 eine Uberlagerungsabbildung, wenn
surjektiv ist und gilt: Jeder Punkt x € X hat eine offene Umgebung U, sodass
sich 7=1(U) als disjunkte Vereinigung 7~ '(U) = [J,c;V; mit offenen Mengen
V; schreiben 148t und zwar derart dass 7|y, : Vi — U fiir jedes k € I ein
Homo6omorphismus ist.

In diesem Fall heifit das Paar (Y,7) eine Uberlagerung von X. Eine offene
Umgebung U mit der genannten Eigenschaft heifit trivialisierend. /

6.2.5 Beispiel.
(i) Sei X := C. Betrachte Y := Z x C versehen mit der Produkttopologie
und sei 7w die Projektion auf die zweite Komponente, 7 (n, z) := z. Dann

ist (Y, ) eine Uberlagerung von X, denn zu gegebenem Punkt z wihle
U=Cund Vy :={k} xC, k€Z.

ZxC

e

(i) Sei X :=C*, Y :=C, n(z) :=€*. Fiir z € X, sei

U:={weC": argw € (argz — g,argz+ g)}

V= {ze(C: Imz e (argx—%,arg:c—l—%)—l—?kﬂ}, keZ,

wobel wir arg z in (—m, 7] wéhlen.
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(7i1) Sei X :=C*, Y := C*, und m(z) := z™ wobei n € N. Fiir x € X, sei

g,argz—i— g)},

R argx+g)+2km'} k=0,...,n-1

U:.= {w €eC*: argw € (argx —

Vi={2€C:argz € (

n

C*

t

v

n
c* /
/
In einem ersten Schritt zeigen wir, dass fiir Uberlagerungsabbildungen Wege
stets ein lifting besitzen.

6.2.6 Lemma. Sei7:Y — X eine Uberlagerungsabbildung. Ist v ein Weg in
X und yo € 71 (7(0)), so existiert ein lifting T von v mit T'(0) = yo.

Beweis. Sei~y:[0,1] — X ein Weg, v(0) =: 2. Da [0, 1] kompakt ist, existieren
to,...,tp, mit 0 =1ty <t; <...<t, =1und trivialisierende Mengen Uy, ..., U,
mit y([tk—1,t]) CUr, k=1,...,n.

Wir zeigen induktiv dass (o, ein lifting mit Anfangspunkt yo besitzt. Fiir
k = 0 ist das trivial. Sei angenommen I'y_; ist ein lifting von [, ,) mit
Anfangspunkt yo. Schreibe 7= (Uy) = U, ¢;, Vii, dann gilt Ty (t—1) € Vi,
fiir ein gewisses ig € Ii. Definiere I'y als

_ JTe-a(t) , te0,t51]
Fult) = {(ﬂvk,io)l oy(t), tE€ [th1,ts]

Dann ist 'y ein lifting von ~[j,;,] mit Anfangspunkt yo. O
Diese Aussage kann nun auf eine groflere Klasse von stetigen Abbildungen
als Wege ausgedehnt werden.
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6.2.7 Proposition. Sei 7 : Y — X eine Uberlagerunsabbildung. Sei weiters
Z einfach zusammenhdngend und lokal bogenweise zusammenhdngend. Ist f :
Z — X stetig, und zo € Z, yo € Y, sodass f(z0) = 7(yo), dann existiert ein
lifting F : Z —'Y wvon f mit F(20) = yo.

Beweis. Sei z € Z, wihle einen Weg v mit Anfangspunkt 2z und Endpunkt z,
und setze « := f o~. Dann ist @ ein Weg in X mit Anfangspunkt f(zg). Sei
I':[0,1] = Y das lifting von v mit I'(0) = yo, und definiere F'(z) := I'(1).

Als erstes miissen wir zeigen, dass F' wohldefiniert ist. Sei dazu +' ein anderer
Weg der zp mit z verbindet, und sei o und I wie oben konstruiert. Da Z
einfach zusammenhéngend ist, sind v und +" FEP(!)-homotop. Ist H eine FEP-
Homotopie zwischen v und +/, so ist f o H eine FEP-Homotopie zwischen o und
o'. Nach dem Monodromiesatz gilt I'(1) = I'(1).

Die Tatsache dass w o F' = f ist klar aus der Definition. Wir miissen noch
zeigen, dass I stetig ist. Sei dazu z € Z gegeben. Seien U und V offene Um-
gebungen von w(F(z)) = f(z) bzw. F(z), sodass 7|y ein Homdomorphismus
von V auf U ist. Da Z lokal bogenweise zusammenhéngend ist, existiert eine
bogenweise zusammenhéingende Umgebung W von z mit f(W) C U. Seien v, «,
I' wie in der Definition von F(z), 2’ € W, und sei v ein Weg in W der z mit 2’
verbindet, o := f o4/. Dann gilt stets o/([0,1]) € U, also ist I := (7)1 o/
ein lifting von o/ mit TV(0) = F(z) = I'(1). In der Definition von F(z’) ver-
wenden wir nun den Weg 7/ - v der entsteht wenn man zuerst v durchlduft und
danach noch 4'. Dieser verbindet zp mit 2/, und sein lifting ist TV - T. Es folgt
F(2') =T'(1) € V. Also haben wir F(W) C V. O

6.2.8 Bemerkung. Fine Anwendung dieses Satzes liefert die Existenz von Lo-
garithmen stetiger Funktionen: Sei X C C einfach zusammenhingend, und sei
[+ X — C stetig und nullstellenfrei. Dann existiert eine Funktion ¥ : X — C
sodass f(z) = ef?) 2 € X. Um dies zu sehen, betrachte die Uberlagerungsab-
bildung 7 (y) := e¥, und wilhle fiir F' ein lifting von f. /

6.3 Funktionskeime, Fortsetzung lings Wegen

Sei X eine Riemannsche Fliche, und sei & € X. Auf der Menge aller Paare
(U, f) wo U eine offene Umgebung von z ist und f € Hol(U, C), definieren wir
eine Relation ~, wie folgt:

(U, f1) ~a (Uz, f2) = FVoffen,z e VCU NUz: filv = faolv

Diese Relation ist klarerweise eine Aquivalenzrelation. Eine Aquivalenzklasse
[(U, f)]~, heit ein Funktionskeim an der Stelle x. Die Menge aller Funktions-
keime an der Stelle z bezeichnen wir mit O,,, weiters sei

O(X) := Umexox :
O heifit das Biindel der Funktionskeime auf X. Wir kénnen in natiirlicher Weise
eine Abbildung wx : O(X) — X definieren, und zwar wie folgt: Sei y € O(X),
dann existiert genau ein € X mit y € O,.. Setze wx (y) := x. Diese Abbildung
heifit auch die Biindelprojektion von O(X).
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Wir wollen nun auf O(X) die Struktur einer Riemannschen Fléche definieren.
Fiir U C X offen und f € Hol(U, C) setze

N, f) = {lU,fl~, : beU}.

Die Menge aller solcher Mengen N (U, f) bildet die Basis einer Topologie To(x).
Um dies zu sehen seien N (U, f1) und N(Usz, f2) gegeben mit N (U, f1) N
N(Us, f2) # 0. Wahle y € N(Uy, f1) N N(Uz, f2), y = [(V,g)]~,. Dann gilt
x € Uy NUz und (Uy, f1) ~z (V,9), (U, f2) ~ (V,g). Es existiert also eine
offene Umgebung Vj von = mit Vo C VNU; NU; und glv, = filw, = f2lv,-
Daher ist

N(V079|V0) - N(Ulﬂ fl) N N(U27f2) :

6.3.1 Lemma. Die oben auf O(X) definierte Topologie ist Hausdorff. Die
Biindelprojektion wx : O(X) — X st ein lokaler Homdomorphismus.

Beweis. Seien y; € O, C O(X), y2 € O,, € O(X), zwei verschiedene Funk-
tionskeime. Ist ;1 # w9, so kénnen wir, da X Hausdorff ist, Representanten
y1 = [(Ur, f1)l~,, und yo = [(Us, f2)]~,, wihlen mit Uy N Uy = . Dann gilt
offenbar N(Uy, f1) N N(Us, f2) = 0. Betrachte nun den Fall, dass z1 = x5 =: .
Sei U eine offene und zusammenhingende Umgebung von . Angenommen es
ist ]\f([]7 f1|U) N N(U, f2|U) 7é (Z), dann wahle z € N(U, f1|U) N N(U, f2|U)7
z = [(V,h)]~,. Dann ist (U, f1|v) ~a (V. h) und (U, f2|v) ~a (V,h), also auch
(U, filu) ~a (U, f2|lu), d.h. f; und fo stimmen auf einer gewissen offenen Um-
gebung von a iiberein. Nach dem Identitéitssatz gilt daher f1|y = fo|y. Es folgt
dass auch (U, fily) ~z (U, f2|lr) und damit (Ui, f1) ~z (Us, f2), ein Wider-
spruch.

Fiir jede Menge N (U, f) ist mx|n(v,s) eine Bijektion von N (U, f) auf die in
X offene Menge U. Die Spurtopologie auf N (U, f) ist gegeben durch die Umge-
bungen N(V, f) mit V C U offen. Daher ist 7x |y (.|, ein lokaler Homéomor-
phismus. 1l

Vermoge Lemma 5.1.8 wird nun O(X) zu einer Riemannschen Fléche. Ein
Atlas von O(X) ist gegeben durch {mx|n(v,f)}. Wir erhalten insbesondere aus
Lemma 5.1.8:

6.3.2 Korollar. FEs ist 1x € Hol(O(X),X). Ist U C X offen, und f €
Hol(U,C), so ist nx|nw,r) : N(U, f) = U analytisch und bijektiv. Weiters
ist (mx|nw,p) " € HOl(U, N(U, f)). O

Wir kénnen auch in natiirlicher Weise eine Abbildung ax : O(X) — C
definieren: Ist y € O(X), so wihle einen Representanten (U, f), d.h. y =
(U, )~y und setze ax(y) := f(mx(y)). Beachte hier, dass der Wert

f(mx(y)) nicht von der Wahl des Representanten abhéngt.

6.3.3 Lemma. Sei U C X offen, f € Hol(U,C). Dann gilt ax|nw,s = fo
x|nw,p)- Bs ist ax € Hol(O(X),C).

Beweis. Seiy € N(U, f), dann ist y = [(U, f)]~, - Nach der Definition von
ax haben wir ax(y) = f(rx(y)).

Es folgt das ax o (mx|n(,5) " = f ist, und damit analytisch. Da der Atlas
von O(X) gerade durch die 7x|y,s) gegeben ist, folgt dass ax analytisch
ist. 0



6.3. FUNKTIONSKEIME, FORTSETZUNG LANGS WEGEN 95

6.3.4 Definition. Sei y € O(X), a := wx(y), und sei v : [0,1] — X ein Weg in
X mit y(0) = a. Weiters sei I ein lifting von v mit I'(0) = y. Dann heifit I'(1)
die analytische Fortsetzung von y lings . /

Die Biindelprojektion 7y ist keine Uberlagerungsabbildung. Eine analytische
Fortsetzung ldngs eines Weges muss nicht existieren. Wenn sie existiert ist sie,
da O(X) und X Hausdorff sind, jedoch eindeutig.

6.3.5 Bemerkung. Wir wollen uns iiberlegen, warum wir in dieser Definition
von ,analytischer Fortsetzung langs v* sprechen. Sei also y € O, v ein Weg
mit Anfangspunkt a, und T' ein lifting von v mit I'(0) = y. Schreibe T'(¢) =
(Ut fi)l~y - Ist t € [0,1], so existiert € > 0 sodass I'(s) € N(Uy, fi), s € Le(t).
Also ist [(Us, fs)l~, ., = [(Uts ft)l~,.,» d-h. es existiert eine Umgebung V' von
v(s) mit fslv = felv.

Uty
@ Uty UtS

/

Wegen seiner traditionellen Bedeutung wollen wir den Monodromiesatz fiir
den Fall ,O(X)“ explizit formulieren.

6.3.6 Korollar (Monodromiesatz fiir analytische Funktionen). Sei X eine Rie-
mannsche Fliche, vo,v1 FEP-homotope Wege, und sei y € O, o) ein Funktion-
keim. Sei H eine FEP-Homotopie zwischen vy und 71, und sei vorausgesetzt,
dass y fir jedes s € [0,1] eine analytische Fortsetzung T's lings jedes Weges
vs(.) := H(.,s). Dann stimmen die analytischen Fortsetzungen von y lings o
und ldngs vy tberein. 0

Man erhélt nun, dass, unter bestimmten Voraussetzungen, Funktionskeime
zu global definierten analytischen Funktionen fortsetzen werden kénnen.

6.3.7 Korollar. Sei X eine einfach zusammenhdngende Riemannsche Fliche,
a € X, undy € O,. Sei vorausgesetzt, dassy eine analytische Fortsetzung langs
jedes Weges mit Anfangspunkt a besitzt. Dann existiert F' € Hol(X, C), sodass
(Xv F) ~a Y-

Beweis. Sei v € X gegeben. Fiir einen Weg v, der a mit x verbindet, existiert
ein lifting I'; mit I';(0) = y. Definiere nun F(z) := ax(I's(1)). Nach dem
Monodromiesatz ist der Wert ax (I';(1)) nicht von der Wahl von ~, abhingig,
es ist also eine Funktion F': X — C wohldefiniert.

Sei (U, f) ein Representant von I'; (1) mit U bogenweise zusammenhéngend.
Fir y € U wihle einen Weg v, , der ganz in U verlduft und der x mit y
verbindet. Das lifting T';, ,, von vy, , mit ', (0) = I';(1) ist gegeben als Ty, , (t) :=
(U, f)l~,, - Verwendet man den Weg vz - 7 um F(y) zu berechnen, so
sieht man dass F(y) = f(y). Wir haben also F|y = f|y und es folgt F €
Hol(X, C). 0
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6.4 Maximale analytische Fortsetzung

6.4.1 Definition. Seien X und Y Riemannsche Fliachen. Eine Abbildung p :
Y — X heifit lokal bianalytisch, wenn jeder Punkt y € Y eine offene Umgebung
V besitzt, sodass p(V) C X offen ist, p|y bijektiv, und ply € Hol(V,p(V)).
Dann ist auch (p|y)~! € Hol(p(V), V). /

Wir bemerken, dass eine lokal bianalytische Abbildung insbesondere analy-
tisch ist. Weiters induziert eine lokal bianalytische Abbildung fiir jedes y € Y

eine Abbildung zwischen O,,) und O,, ndmlich

*{ O:v(y) - Oy
PV W0 ey, = [(0v) U Np(V)), fop)la,

wobei V eine offene Umgebung von y ist sodass p(V') offen und p|y bianalytisch
ist. Man sieht leicht ein, dass p* bijektiv ist, die Abbildung

{ AQy - Op(y)
PO h = o), folplv)™h)

wo V C V und V wie oben sind, ist ndmlich eine Inverse.

Da das Biindel O(Y") die disjunkte Vereinigung der O, ist, kénnen die Abbil-
dungen p, : O, — Oy, der einzelnen Fasern zu einer Abbildung O(Y") — O(X)
zusammengefasst werden*. Wir bezeichnen diese wieder mit p,. Man hat dann
die Diagramme

D« Px

oY) L= 0(X) oy)—" L oK)

6.4.2 Lemma. Seien XY Riemannsche Flichen und p:Y — X lokal biana-
lytisch. Dann ist p, € Hol(O(Y), O(X)).

Beweis. Auf den Mengen N (U, f) sind Karten durch die jeweilige Biindelpro-
jektion gegeben. Das linke der beiden obigen Diagramme, und die Tatsache dass
p analytisch ist, zeigt die Behauptung. [l

Wir wollen nun untersuchen wie weit sich ein gegebener Funktionskeim fort-
setzen 1af3t.

6.4.3 Definition. Sei X eine Riemannsche Fliche, a € X, und f, € O,.

(i) Eine analytische Fortsetzung von f, ist ein Tupel (Y, p, F, b) bestehend aus
einer zusammenhéngenden Riemannschen Fliche Y, einer lokal bianaly-
tischen Abbildung p : Y — X, einer Funktion F' € Hol(Y,C), und einem
Punkt b € Y, sodass

pb) =a wnd p.([(Y,F)]~,) = fa

(7) Eine analytische Fortsetzung (Y, p, F,b) von f, heifit mazimal, wenn sie
die folgende universelle Eigenschaft hat: Fiir jede analytische Fortsetzung
(Z,q,G,c) von f, existiert & € Hol(Z,Y) sodass ®(c) =bund Fod = G.

*Fiir p* ist dieses im allgemeinen nicht moglich, da p nicht injektiv zu sein braucht.
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(73i) Zwei analytische Fortsetzungen (Y,p, F,b) und (Z,q,G,c) heifien biana-
lytisch dquivalent, wenn es eine analytische und bijektive Abbildung
®:7Z =Y gibt mit ®(¢c) =bund Fo® =G.

/

Die universelle Eigenschaft einer maximalen analytischen Fortsetzung ldsst
sich auch durch das folgende Diagramm ausdriicken:

Die untere Hélfte dieses Diagramms ist stérker als die in der Definition gefor-
derte Eigenschaft ®(c) = b, folgt aber wegen der Eindeutigkeit des liftings denn
X,Y sind Hausdorff, Z ist zusammenhéngend, und p ein lokaler Homdomor-
phismus.

6.4.4 Satz. Sei X eine Riemannsche Fldche, a € X, und f, € O4. Dann
existiert eine maximale analytische Fortsetzung von f,. Diese ist, bis auf biana-
lytische Aquivalenz, eindeutig. Man spricht auch von der Riemannschen Fliche
des Funktionskeims f,.

Beweis. Wir zeigen als erstes die Existenz einer maximalen analytischen Fort-
setzung. Dazu bezeiche Y die Zusammenhangskomponente von O(X) welche
den Punkt f, enth&lt. Dann ist Y, als offene Teilmenge der Riemannschen
Fliche O(X), selbst auch eine Riemannsche Fliche. Klarerweise ist Y zusam-
menhéngend. Wir betrachten das Tupel (Y, x|y, ax|y, fa). Nach Korollar 6.3.2
ist mx|y lokal bianalytisch, und nach Lemma 6.3.3 ist ax|y € Hol(Y,C).
Offenbar ist f, € Y und wx(f,) = a. Um 7%(f,) zu berechnen, schrei-
be fo = [(U, f)]~, mit U zusammenhingend. Dann ist N(U, f) C Y, und
nach Lemma 6.3.3 gilt f o 7x|nw, ) = ax|nw,p). Also ist 7% ([(U, f)]~,) =
[(N(U, f),ax)]~,,- Wir sehen, dass (Y,7x|y,ax|y, fa) eine analytische Fort-
setzung von f, ist.

Sei (Z,q, G, ¢) eine andere analytische Fortsetzung von f,. Definiere ® := ¢, 0
(mzIN(z,c)) ", dann ist @ € Hol(Z,O(X)). Es gilt fo = ¢.([(Z, G)]~.) = ®(c),
also ist f, € ®(Z). Da ® stetig ist, ist ®(Z) zusammenhingend. Es folgt dass
®(Z) CY. Wir haben nun das folgende Diagramm:

X



98 KAPITEL 6. ANALYTISCHE FORTSETZUNG

Wir kommen zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage. Seien dazu (Y, p, F,b) und
(Z,q,G, ¢) zwel maximale analytische Fortsetzungen. Dann haben wir also ® €
Hol(Z,Y) und ¥ € Hol(Y, Z) mit

Es sind ¥ o ® und idz liftings der Abbildung ¢ : Z — X

Z
Yod
lq
idz
Z?X

und es gilt ¥ o®(c) = ¢. Da X und Z Hausdorff sind und Z zusammenhiingend,
folgt dass W o & = idy. Genauso erhélt man ® o ¥ = idy, also ist ® bijektiv.
Klarerweise ist ®(c) =bund F o ® =G. O

6.4.5 Bemerkung. Auf einer Riemannschen Fliche sind die Zusammenhangs-
komponenten bogenweise zusammenhingend. Die maximale analytische Fort-
setzung eines Funktionskeimes f,, ist also gleich der Menge aller Funktionskei-
me die man von f, mittels analytischer Fortsetzung langs Wegen erhalten kann.

/



Kapitel 7

Werteverteilung und
Wachstum

7.1 Die Poisson-Jensen Formel

Es besteht ein Zusammenhang zwischen der Grofie des Betrages einer Funktion,
und der Anzahl ihrer Nullstellen bzw. Polstellen. Grob gesprochen gilt, zum
Beispiel fiir eine Funktion f € H(C): Schnelles Wachstum von max|.|—, [ f(2)],
r — 00, bedeutet das f auch viele Nullstellen hat.

Das Instrument, um diesen Zusammenhang quantitativ zu fassen, ist die
Poisson-Jensen Formel.

7.1.1 Satz (Poisson-Jensen Formel). Sei G C C offen, f € M(G), und R >0
sodass Ur(0) C G. Weiters bezeichne a,, p=1,...,m, und b,, v =1,...,n,
die Null- bzw. Polstellen von f in Ug(0), jeweils aufgezihlt gemdfs ihrer Viel-
fachheit.

Dann gilt, fiir jeden Punkt z = re* € Ug(0) mit f(2) # 0,00,

2T

: /10 |f(Re')| L
— f(Re do+
& R2 —2Rrcos(0 — ) + 12

27
3o | | - Lo [

log | f(2)] =

Beweis.

Schritt 1: Wir betrachten zuerst den Fall, dass f in Ur(0) weder Null- noch
Polstellen hat. Die Funktion f ist in G meromorph, und daher kénnen sich die
Null- bzw. Polstellen in G nicht hiufen. Also kénnen wir einen Radius R’ > R
wihlen, sodass Ug/(0) C G, und sodass f in Ug/(0) \ Ur(0) keine Null- bzw.
Polstellen hat. Sei

GZ:UR/(O)\ U {tw:tZl}.
wedUR(0)
f(w)€{0,00}

99
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Seien wy,...,w, die Null- und Polstellen von f auf OUg(0), sei § > 0, und
bezeichne mit 5 den Weg in G der aus der Kreislinie QUx(0) besteht mit Aus-
nahme der Bégen mit Radius ¢ um die Punkte w;, und der die Punkte w; auf
Kreisbogen ;5 mit Radius 0 innen umlauft.

w3

Die Funktion f ist in G analytisch und nullstellenfrei. Da mit jedem Punkt aus
G auch die gesamte Verbindungsstrecke dieses Punktes mit dem Nullpunkt in
G liegt, ist G einfach zusammenhéngend. Wir kénnen also einen Logarithmus

von f in H(G) wihlen, zum Beispiel

f(©)
[0,2] f(C)

log f(z) := dcg . (7.1.1)

Sei z € Ugr(0) gegeben, dann ist die Funktion g(¢) := log f({) 1};{_';'; auf G\

{R;} analytisch. Da |R;| > R ist, ist der Weg 75 in diesem Gebiet nullhomotop,
und wir erhalten aus der Cauchy’schen Integralformel

2 22
tog £(2) = 9(2) = 5 [ log S(0) oo+ .

s

Das Integral léings der Kreisbogen ;s kann man abschétzen durch

RZ—|z2 1
log f(Q)—g——=+ - d¢ <
/YM R2—-7Z( (—=z
R? — |22 1
< dw- max |lo - max |————— -
- |<fwj|:6| 8 /)l lc—wj|=s| R*? =2 (—=z

Wir lassen nun 6 gegen 0 streben. Der letzte Faktor bleibt klarerweise be-
schrénkt. Da f bei w; eine Null- oder Polstelle hat, ist % von der Form
c—aw,- +0(1), ¢ = wj, und damit ist |log f(¢)| = O(log d). Insgesamt sehen wir,
dass das Integral lings ;s gegen Null strebt. Es folgt

1 R? — |z 1
g f(:) = 5 [ low FOTE e,

OUR(0)
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wobei sich das Integral z.B. als Cauchy’scher Hauptwert versteht. Schreibt man
z =re' und ¢ = Re', so folgt
(R? —20)(¢ — 2) = R(R — re" ¢~ ") (Re® — re?) =
= Re™(R* — 2Ry cos(0 — ) +12),

und damit
1 27 R2 9
X -7
1 =— |1 v . 1.2
og f(2) 27 / og /(e )R2 —2Rrcos(6 — ) + 12 de (7.12)
0

Nimmt man die Realteile, so erhélt man die behauptete Formel.

Schritt 2: Sei nun f beliebig. Betrachte die Funktion

n

o) = 1(2) H o [H )

dann ist g € M(G), und hat in Ug(0) weder Null- noch Polstellen. Weiters gilt,
fiir ( = Re'” und = € Ug(0),

‘R(Qfx)‘ B Rew*x’ B ‘R—zei‘p B

R2—z¢ | |R—7Teiv| |R—7zeir ’

also ist |g(¢)| = |f(¢)] langs OUR(0). Wendet man die bereits bewiesene Formel
auf ¢ an, so folgt die Behauptung. 0
7.1.2 Korollar (Jensen Formel). Sei G C C offen, f € M(G), und R > 0
sodass Ur(0) € G. Bezeichne mit a,, p=1,...,m, undb,, v =1,...,n, wieder

die Null- bzw. Polstellen von f in Ur(0), aufgezihlt gemdf ihrer Vielfachheit.
Weiters sei X := 0¢(0), und bezeichne mit ¢\ den entsprechenden Koeffizienten
in der Laurent-Entwicklung von f um 0. Dann gilt

27
1 v
log |ea| = o /1og\f(Re“"|d<p+ZlogR Zlg' | —AlogR.
0

Beweis. Die Funktion g(z) := RAZfA(Z) ist meromorph in G, und hat bei 0 weder
eine Null- noch eine Polstelle. Weiters ist |g(¢)| = | f({)], |[¢| = R. Die Poisson-

Jensen Formel zugewandt auf g und z = 0 zeigt die gewiinschte Formel. Il
7.1.8 Bemerkung. Die Funktion
. . 2 _ 2
P(re’ Re'?) = [ 0<r<R, 0pecR,

R2 — 2Rrcos(0 — @) + 12’

heiit der Poisson-Kern fiir die Kreisscheibe Ugr(0). Wir wollen bemerken, dass

. . ) _ .
P(re’, Re'?) =ReC+Z =Re <1+ : ), (= Re™, z=re".

(—z (—=z
Daraus erhélt man unmittelbar die Abschétzung
R—r ; ; R+r
<|p i0 Re®®
Ry = (PO R S
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Weiters sieht man aus der Poisson-Jensen Formel, angewendet mit der konstan-
ten Funktion f(z) := e, dass
1 2

. i6 ip _
o J, P(re , Re )d<p 1.

/

Mit Hilfe der Poisson-Jensen Formel kann man einige Integraldarstellungen
analytischer Funktionen herleiten.

7.1.4 Proposition (Poisson’sche Integraldarstellung). Sei R > 0, und sei f :
Ur(0) — C eine stetige Funktion mit f|y, ) € H(Ug(0)). Dann gilt

27
f(z) = %/f(Rew)P(rew,Rew) dp, z=re" € Ur(0).
0

Beweis. Fir 0 < t < 1 setze fi(z) := f(tz), dann ist f € H(U;-15(0)). Wir
erhalten aus der Formel (7.1.2), angewendet mit der Funktion exp f; und der
Kreisscheibe Ug(0),

27
log ((exp fi(2)) = %/log (exp fi(Re'?)) P(re', Re'?) dp.
0

Wegen unserer Wahl (7.1.1) des Zweiges vom Logarithmus, gilt
log(exp(fi(2)) = fi(z) — fi(0), 2z € U-15(0),

und wir schliessen, dass

2m

fi(z) = —/ft(Rew)P(reie,Rew) dep .
0

Da f auf Ugr(0) stetig ist, gilt lim; 1 fi|lov,0) = flovk(o) gleichméaBig. Lésst
man in der obigen Formel nun ¢ gegen 1 streben, so folgt die Behauptung. []

7.1.5 Korollar. Sei R > 0, und sei f : Ur(0) — C eine stetige Funktion mit
flug) € H{UR(0)). Dann gilt

21 .
1 Re™ + z )
=1 - | = ~. ip
f(z)_ZImf(0)+27r/Rei<P—z Re f(Re"?)dy, z€ Ugr(0).
0
Beweis. Betrachte die Funktion
27 .
1 Re' + z .
=5 — == v .
g(2) :=iIm f(0) + 5 / Toiv — Re f(Re*Y)dp, z € Ugr(0)
0

Diese ist analytisch in Ur(0), und es gilt wegen der Poisson’schen Integraldar-
stellung von f

2 i

1 Re'? + z s

Reg(z) = Q/Rem ‘Re f(Re'”) dp = Re f(z).
0
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Weiters ist
27
g(0) =iIm f(0) + %/Ref(Rew) dp =iIm f(0) + Re f(0) = f(0).
0

Es folgt, z.B. mit Hilfe des Maximumprinzips fiir Re(g — f), dass f = g. 0
Eine weitere Folgerung aus Satz 7.1.1 ist:

7.1.6 Proposition (Ungleichung von Caratheodory). Sei f analytisch auf ei-
nem Gebiet welches die Kreisscheibe Ur(0) umfasst, und bezeichne

A f) = maxRe f(2). - M f) = max |£(2)].

Dann gilt
2r
M(r, f) < [f(0)| + 7= (AR, f) =Re f(0)), 0<r<R.
Beweis. Nach Korollar 7.1.5 angewendet mit ,, f, |z| < R* sowie ,, f, z = 0%, gilt
1 27TR i
F) = ilm f(0) + — [ 2 TZ Re f(Re?) dy =

27r Rei — z
(7.1.3)

el — z

27

1 Rew +z ;

_ i

2 / v 1) Re f(Re*)dy, |z| < R.
0

Re'? 42 o 2z
Bemerke, dass 35512 — 1 = 57—

Wendet man diese Formel speziell mit der konstanten Funktion ,,f(z) = 1¢
an, so erhéalt man

z
——dp =0 R.
/Rew—z v > el <
0

Wir kénnen (7.1.3) also weiter umformen zu

£ = £0) + o= [ o (Re f(Re") = A(R. ) dy.
0

und erhalten, wegen (r := |z|)
2| <2 IRef(RA¥) — AR, )| = A(R, f) ~ Re f(Re™)
Ret? — 2| = R—7’ T ’ '

dass
27

[ (A1) - Re () g =

= [FO)]+ 52— (AR, ) ~ Re f(0)) .

1 2r

RS 1FO)+ 5

U

Es ist eine interessante Aussage, dass sich eine Darstellung wie in Korollar
7.1.5 auch unter einer anderen Voraussetzung als Stetigkeit am Rand zeigen
lasst.



104 KAPITEL 7. WERTEVERTEILUNG UND WACHSTUM

7.1.7 Satz (Herglotz’sche Integraldarstellung). Sei R > 0 und f € H(Ug(0))
eine Funktion mit nichtnegativen Realteil, d.h. Re f(z) > 0, z € Ur(0). Dann
ezistiert ein eindeutig bestimmtes endliches positives Borel Maf$ i auf der Kreis-
linie OUR(0), sodass

C+z
(—=z

F(2) = iTm £(0) +

0UR(0)

du(C), =z € Ur(0).

Beweis. Fiir den Beweis der Existenz von p betrachte wieder die Funktionen
fi(z) == f(tz), t € (0,1). Nach Korollar 7.1.5 gilt

27 .
1 Re' + z

27 | Rei¥ — z
0

filz) = iTm £(0) + ‘Re f(Re'®) .

Sei y; das Bildma$ auf OUg(0) des absolut stetigen MaBes 5= Re fi(Re™?) dp
vermoge der Abbildung ¢ + Re'?, dann kénnen wir also schreiben

folz) = iTm £(0) + /

OUR(0)

(t=z
C_Zdut(é)-

Es ist p; ein positives Maf}, und seine Totalvariation ist gleich
Il = [ du(©) = Re £(0) = Re f(0).
9UR(0)

Nach dem Satz von Banach-Alaoglu existiert eine Folge (¢, )neny mit ¢, 7 1,
sodass (fit, )nen schwach-* gegen ein gewisses positives endliches Borel Mafl p
konvergiert. Es folgt, fiir jedes z € Ugr(0),

£6) = Jim fi2) = fim [im @)+ [ S dn(o)] -
9UR(0)
im0+ [ .
OUR(0)

Wir kommen zum Beweis der Eindeutigkeit von p. Sei dazu allgemein angenom-
men, dass p ein endliches komplexes Borel Maf auf 0Ur(0) ist, mit

C(+=z
(—=z

9UR(0)

du(¢) =0, zeUg(0).

Setzt man z = 0, so folgt fBUR(O) du(¢) = 0. Schreibt man nun Efi =1+ g—z

so erhéalt man

A Lm0 =0, =eUn0)\ {0}.

Ur(0) ¢—=z

Sei A C C(OUR(0)) die Menge aller Funktionen ¢ mit faUR(o) o(¢)du(¢) = 0.
Dann ist A ein abgeschlossener linearer Teilraum von C(0Ug(0)). Nach dem
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oben gesagten, enthilt dieser die Funktion 1, und alle Funktionen ({ — 2)~!,
z € Ug(0) \ {0}. Nun ist, in der Norm von C'(0Ug(0)),

n

1 1 1
lim = -, lim I | = .
— yeeRn — 25 — n
=0 C o C zj paarzx}veisezv;izchieden j=1 C Zj (C Z)
Macht man eine Partialbruchzerlegung, so sieht man dass H;L:1 ﬁ € A. Insge-

samt folgt, dass A alle rationalen Funktionen die keine Polstellen in Co, \ Ur(0)
haben enthélt. Nach dem Satz von Stone-Weierstrafl ist A = C(OUgR(0)). [J

7.2 Nevanlinna’s 15* Fundamental Theorem

7.2.1 Definition. Sei G C C offen und f € M(G). Fiir R > 0 mit Ug(0) C G,
bezeichne mit by, ...,b, die Polstellen von f in Ug(0), aufgezihlt gemifl ihrer
Vielfachheit, und setze (log™ 2 := max{logz,0})

27 n
moo(R7 f) = % /10g+ |]0(Rt’:’“p)‘d()07 Noo(R, f) = Z]Og
0 v=1

R’
b

Dann heif3t
Too(R»f> = moo(Ra f) + NOO<R’ f)

die Nevanlinna Charakteristik von f. Wir schreiben weiters, fiir a € C,

Ma(R, f) = Mmoo (R, ﬁ) No(R, f) == Nuo (R, ﬁ) ,

Tu(R, f) = Ta (R,ﬁ).
/

Der Wert mo (R, f) gibt eine durchschnittliche Grofie von f ldngs der Kreis-
linie |z| = R an, und der Wert Noo(R, f) zdhlt die Pole von f. Insgesamt ist
also Too (R, f) ein MaB fiir die Gréfle von f, das sich zusammensetzt aus den
beiden Komponenten ,,wie nahe bei oo ist f* und ,,wie oft wird oo angenom-
men*. Dementsprechend ist dann T, (R; f) ein Maf dafiir wie nahe f dem Wert
a kommt.

7.2.2 Lemma. Seien aq,...,ar € C, dann gilt

k k
log™ ‘ H a;| < ZlogJr la;|
i=1 i=1

k
log™ ‘ Z a;
i=1

Beweis. Ist \Hle a;| > 1, so haben wir

k k k k
10g+’Hai zlog’Hai :Zlog|ai\§210g+\ai|.
i=1 i=1 i=1 i=1

k
<log™ (k max la;]) < ZlogJr la;| + logk .
’ i=1
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Anderenfalls steht links 0 und die Ungleichung gilt trivialerweise.
Wegen der Monotonie von log™ und der bereits gezeigten Ungleichung gilt

k k

log* ’ > _ai| <log" Y lai| <log® (k max |ai|) <
1=1 1=1 -

k
+ + _ .
<log™ k + log 11;1?£(k\a1|§logk+éllog |a] .
1=
U

Wir erhalten einige Rechenregeln fiir die Nevanlinna Charakteristik.

7.2.3 Korollar. Sei G C C offen und f € M(G). Fir R > 0 mit Ur(0) C G
gilt
k

i=1

;0w
- 13-
O

~~ ~~ ~~ ~~
IN

i(2)

3
8

k

i=1

/ PN
S
I
—

3
8
i

k

ZNOO(Rv fl(z)) )
i=1

k

> Nuo(R, fi(2)) .-
i=1

&
—~
=
—
ot
X

@
Il
-

a
—~
=
'M?T
ey
O

I
IN

und daher

k k
Too (R £:2)) < D ToclR £i(2)).
i=1

=1
k k
T (R;fiz)) < ;Toouz, fi(2)) + log k.

Beweis. Die Aussage fiir my, folgende unmittelbar aus Lemma 7.2.2, und die
Behauptung fiir N, wegen

Op.q(w) = Vp(w) +9g(w), Fpig(w) < max {d(w), dg(w)} < Ip(w) + dg(w).

Die Aussagen fiir T, sind dann klar. O
Aus der Jensen Formel erhilt man nun recht einfach das 15 Fundamental
Theorem von Nevanlinna:

7.2.4 Satz (First Fundamental Theorem). Sei G C C offen und f € M(QG).
Fiir R >0 mit Ug(0) C G gilt

Ta(Rv f) = Too(Rv f) - log |f(0) - a| + Ea(R, f)

Der Restterm e, kann dabei abgeschitzt werden durch |eq(R, f)| < log™ |a| +
log 2.
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Beweis. Esist logz = log™ z—log™ %, x > 0. Die Jensen Formel angewandt auf
die Funktion f—a schreibt sich daher als (bezeichne mit aq, .. ., a,, die a-Stellen

von f)

2w

1 . - a - b

log | £(0) — al :%/log|f(Re“P) —a’dcp—&—Zlog’E“’ - Zlog‘ﬁ‘ =

0 p=1 v=1
2w 2

_1 + ipy _ _ 1 +‘ 1 ‘
_27r/ og ’f(Re ) a‘dgp 27r/10g F(Re?) —a dp+
0

0
m a n b
+ ) log |5l =) log|£|=
MZ::l ‘R ; ’R‘
:moo(Raf_a) _ma(va) _Na(Raf)+Noo(R7f) =
=Too(R, f —a) = Tu(f).

Wegen Korollar 7.2.3 gilt

Too(R, f —a) < Too(R, f) + To (R, —a) +log2 = Too (R, f) + log™ |a| + log 2.
Andererseits ist
Too(R, f) = Too (R, (f —a) +a) < Too(R, f —a) +log™ |a| +log 2,
und insgesamt folgt
|Too(R, [ — a) = Too(R, f)| < log™ |a| +log 2.

Die gewiinschte Formel erhilt man nun, indem man €, (R, f) := Too (R, f —a) —
T (R, f) setzt. 0

7.2.5 Bemerkung. Sei f € M(C). Lisst man im 15 Fundamental Theorem R
gegen oo streben, so sieht man dass

To(R, f) = T (R, f) + O(1).
D.h. die Funktion f € M(C) kommt jedem Wert gleich nahe*. /

Ist f € H(G), so konnen wir die Grofle von f in natiirlicher Weise auch
anders messen: Fiir R > 0 mit Ur(0) C G, setze

M(R, f) := max |f(z)| = max z)|.
(R.f) = max|F(2)] = _max /()
Es gilt der folgende Zusammenhang zwischen M (R, f) und dem durch T, ge-
gebenen Groflenmalf.

7.2.6 Proposition. Sei G C C offen, f € H(G), und sei R > 0 mit Ur(0) C G.
Dann gilt, fir 0 <r <R,

Toolr, ) < logh M(r, ) < 75

*Man kann zeigen, dass fiir f € M (C) die Nevanlinna Charakteristik stets gegen unendlich
strebt (auBer fiir konstante Funktionen).
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Beweis. Da f analytisch ist, ist N (7, f) = 0, also folgt

27

Tl f) = moc(r ) = 5= [ og* £(re®)] dp < log™ M(r, ).
0

Ist M(r, f) < 1, so ist die zweite Ungleichung trivial. Betrachte also den Fall
dass M(r, f) > 1. Wahle 2o mit |z| = r, sodass [f(z)| = M(r, f). Da f keine

Pole hat folgt mit der Poisson-Jensen Formel (zq = re®)

2m
1 , , .
log* M(r: f) =log |F(z0)] < 5 [ log | f(Re"")|P(re, Re'®) di <
0
2
1 o AT R+r R+
< — * i = = .
< o [ o8 1R T dp = T (R ) = G T (R )
0

U
Insbesondere erhélt man fiir f € H(C), dass das asymptotische Wachstum
von M und T fiir R — oo im wesentlichen gleich ist.

7.2.7 Korollar. Sei f € H(C), k > 0, und betrachte die Werte

Too(r, f)

Cl = limsu CQ = limsu
k ’
r—00 T r—00

log™ M(r, f)
rk '

Dann gilt C1 < Cy und Cy < (2k + 1)e- Ch.

Beweis. Aus der ersten Ungleichung in Proposition 7.2.6 erhdlt man unmittelbar
C, < Cs.

Wir verwenden nun die zweite Ungleichung aus Proposition 7.2.6 mit R =
r(1+ ). Es folgt

1 R+r (1+i)k.k(

S log" M(r, ) € o T (R, ) = B k(24 1) TR ).

k

Nun gilt stets (14 £)" <e. O

7.2.8 Bemerkung. Wie Korollar 7.2.7 zeigt sind die Werte C7 und Cs stets
gemeinsam gleich 0, positiv und endlich, oder gleich co. Falls sie positiv und
endlich sind koénnen sie jedoch durchaus verschieden sein.

Betrachte zum Beispiel die Funktion f(z) = e* und k = 1. Dann ist Cy = 1,
aber

—un

27
1 ret® 1 r
Tl f) =moc(r. ) = o= [log™ e = o [ reosipdp =L
0

[SE]

also C; = % /
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7.3 Wachstum vs. Nullstellenverteilung

Eine auf ganz C analytische Funktion heifit ganze Funktion.

7.3.1 Definition. Sei f eine ganze Funktion die nicht identisch gleich Null ist.
Dann heifit die Zahl

loglog M (r, f)

p(f) = lim sup og € [0,00]
die Ordnung von f.
Fiir die Nullfunktion f = 0 setzt man manchmal p(f) := —oo. /

Die Ordnung einer ganzen Funktion misst das Wachstum von f im Vergleich
mit der Exponentialfunktion, denn es gilt
p(f)=inf{a € R: IR >0 mit [f(z)| < el#l% ) |z| > R} =
=inf{aeR: [f(z)| = O(e‘z‘a)7 z— o0} =
=inf{a € R: logM(r, f) = O(r®), r — oo}

7.3.2 Beispiel.
(1) Ist f ein Polynom, so gilt lim,_, M) ¢ (0,0), und daher p(f) = 0.

rgrad f

(74) Sei @ ein Polynom und f := exp @. Dann gilt lim, % € (0, 00),

und daher p(f) = grad Q.
/

7.3.3 Lemma. Seien f und g ganze Funktionen. Dann gilt

p(f - 9)sp(f +g) < max{p(f),plg)}.

Beweis. Wegen |fg| = |f| - |g| ist M(r, fg) < M(r, f)YM(r, f), und daher
log M(r, fg) < log M(r, f) +log M(r,g) .

Ist a > 0 und log M (r, f),log M (r, f) = O(r®), so ist also auch log M (r, fg) =

O(r®). Wir erhalten p(f - ¢g) < max{p(f), p(9)}.
Wegen [f +g| <[f]+ |g] ist

M(r, f+g) < M(r, f) + M(r,g) < 2max{M(r, f), M(r,g)},

und daher log M (r, f +¢g) < log2+max{log M (r, f),log M (r,g)}. Es folgt, dass
p(f +g) < max{p(f), p(g)}- O

Wir wollen nun zeigen, dass die Nullstellen einer ganzen Funktion endlicher
Ordnung nicht beliebig dicht sein kénnen; sie miissen mit einer gewissen Min-
destgeschwindigkeit gegen unendlich streben. Um diese Aussage zu prézisieren,
bendétigen wir ein quantitatives Mafl fiir das Wachstum einer Folge komplexer
Zahlen.

7.3.4 Definition. Sei a1, as, ... eine (endliche oder unendliche) Folge komple-
xer Zahlen, mit |a;| < |az] < ... und a,, — co. Dann setzten wir
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n(r (an)a) = £k s lar] <7}, N, (an)n) = / ol (ndn) gy,

(i)
p1((an)n) :=inf {a >0: Z

—— < oo} € [0,00],

k, a0 ]
. 1
p((an)n) == inf {p € Ny : Z Tax 1 < oo} € NgU{oo}.
k,ak730

Die Zahl p1((an)n) heifit der Konvergenzexponent der Folge (ay),, die Zahl
p((an)n) ihr Geschlecht. /

Das Geschlecht einer Folge ist natiirlich ein groberes Mafl als ihr Konver-
genzexponent. Wir werden es jedoch spéter benotigen. Offenbar gilt

p((an)n) < pl((an)n) < p((an)n) +1.

Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, auf welche Folge wir uns beziehen, so
schreiben wir auch nur n(r), N(r) oder py,p.

7.3.5 Lemma. Sei ay,as, ... eine (endliche oder unendliche) Folge komplezxer
Zahlen, a, # 0, mit |a1| < |az| < ... und a, — oo.

(i) Es gilt

Z log n(r)loga < N(ar), a > 1.

lag|<r

(13) Sei a > 0. Dann ist

oo

1 n(t)
Z <00 <= dt < 00.
|ak|a ta+1
k 0
Beweis. Seien aq,...,a, jene Folgenglieder mit |ax| < r, und seien ki, ..., kn,
sodafl k,,, = n und
lar| = ... = ag, | < |k, 1] = ... = |ar,| < ... <|ak,,_,+1|=... = |axk,,|-
Setze weiters ko := 0, t; := |ag,|, j =0,...,m, und t;,41 == 7.

Es gilt n(t) = kj, t € [t;,t;41), 7 =0,...,m, und daher
Z / k-(logtj+1 flogtj) =
j=0 t;

( Ifl logt1 + Ifl log tg) -+ ( kQ 10g tg -+ kQ 10g tg) + ...+

+(—kmlogtm+kmlogtm+1 = Z (kj —kj_1)logt, +nlogr—210g fax]”

k=1



7.3. WACHSTUM VS. NULLSTELLENVERTEILUNG 111

Sei nun « > 1. Da n(t) monoton wachsend und nichtnegativ ist, gilt
ar dt T dt
n(r)loga = n(r) / " < /n(t)T < N(ar).

Wir kommen zum Beweis von (ii). Eine Partialsumme — 1aBt sich
lak|<T Jay]
anschreiben als
T

T
> i = [ w0 = o va [ e @3
|ak|ST 0 0

Ist >, ﬁ < o0, so folgt wegen n(T) > 0, dal auch bfta%n(t) dt < oo. Sei

umgekehrt das Integral konvergent. Da n(t) wachsend ist gilt

1 1.1 7 i (t) T (t)
&(1_2?)ﬁ”(T):"(T)/ta+1 dtg/taﬂ dtg/ta“ .
T T 0

also ist T~ *n(T") beschréankt. Damit ist auch die rechte Seite von (7.3.1) be-
schrankt, also ), m < 00. 0

7.3.6 Definition. Sei f € H(C) \ {0}. Bezeichne mit as,as, ... die Folge der
Nullstellen von f, aufgezahlt geméif ihrer Vielfachheit, und so nummeriert dass
la1| < las| < .... Dann setzen wir

’I’L(’I“, ) = n(r, (an)n)a N(T’ f) = N(Tv (an)n) )

p1(f) == p1((an)n), p(f) :=p((an)n)-
/!

7.3.7 Proposition. Sei [ eine ganze Funktion endlicher Ordnung (die nicht
identisch verschwindet). Dann gilt, fiir jedes ¢ > 0,

n(r, f)

ro(Hde <0

lim sup
r—00

Weiters gilt pr(f) < p(f)-

Beweis. Dividiert man f durch ein Polynom, so &ndert das nichts an Ordnung,
Konvergenzexponent, sowie den asymptotischen Ungleichung fiir n(r, f). Also
koénnen wir fiir den gesamten Beweis voraussetzen dass f(0) = 1.

Die Jensen-Formel schreibt sich als

27
1 .
N =5 [ loslfre)]do.
0

rP(f)te

Sei € > 0, und wihle R sodafl M(r, f) < e
N(r, f) <log M(r, f) < rPH)*€ und daher

fir r > R. Dann folgt also

n(r, f) < —=N(2r, f) < Pt > R.

1 on(f)+e
log 2

log 2
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: . i p(f)+e
Also ist lim sup,_, :;E%)Q < 2

log2 *
Ist @ > p(f) + ¢, so ist
Oon 9p(f)+e T
tP(Hte—a=1 g )
/ t”Jrl ~ log2 / <%
R R
Es folgt p1(f) < p(f) + €. Da € beliebig war folgt p1(f) < p(f). O

7.4 Der Produktsatz von Hadamard

Der Produktsatz von Hadamard ist eine Verscharfung des Produktsatzes von
Weierstraf fiir Funktionen mit endlicher Ordnung. Er besteht aus zwei Teilen.

7.4.1 Satz (Hadamard I). Sei (ay,)n eine (endliche oder unendliche) Folge
komplexer Zahlen, a, # 0, mit |a1| < |az| < ... und a, — oco. Weiters sei
m € Ny, und @ ein Polynom.

Ist p1((an)n) < oo, dann ist das Produkt

F(2) = 2 eQ()H e ( ) (7.4.1)

konvergent, und stellt eine ganze Funktion endlicher Ordnung dar. Es gilt

p(f) = max { grad @, Pl((an)n)} . (7.4.2)

7.4.2 Satz (Hadamard II). Sei f eine ganze Funktion die nicht identisch ver-
schwindet. Bezeichne mit (ay), die (endliche oder unendliche) Folge der von
Null verschiedenen Nullstellen von f, aufgezdhlt gemdfs ihrer Vielfachheit und
angeordnet nach aufsteigenden Betrdgen, und setze m := 94(0).

Ist p(f) < oo, dann gilt p(f) < p(f), und es existiert ein Polynom Q mit
grad Q < p(f), sodafy f durch die Formel (7.4.1) dargestellt wird.

Beweis (von Satz 7.4.1). Sei eine Folge (a, ), mit den genannten Eigenschaften
gegeben. Die Tatsache, dass das Produkt in (7.4.1) lokal gleichméBig aus ganz
C konvergiert, ist aus dem Beweis des Weierstrafi’schen Produktsatzes (Fall
G = C) bereits bekannt. Also definiert die rechte Seite von (7.4.1) tatsdchlich
eine ganze Funktion. Die wesentliche Aufgabe ist die Grofle des kanonischen
Produktes [],, Ep((an)n)(é) abzuschétzen. Dazu betrachten wir zunédchst die
einzelnen Faktoren.

Schritt 1; Abschitzung eines FElementarfaktors: Sei p € Ny und w € C.
Dann ist der Weierstrafi’sche Elementarfaktor E,(w) definiert als E,(w) =

(1 — w)exp(w + %2 + ...+ “’Tf)) Eine Abschétzung fiir kleine Werte von w
erhéilt man wie folgt: Die Funktion

0 k

w
92 ==Y i<,

k=1
ist analytisch auf U;(0), und dort ein Zweig des Logarithmus log(1 —w). Es folgt
dass, fiir |w| <1,

Ep(w):exp(—iu;>-exp(w+u;—&—...—!—I;p):exp(— i %)

k=1 k=p+1
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Daher ist
‘10g|Ep(w)\‘ - ‘Re (— y u )‘ Z |w|? = |“" . wl < 1. (7.4.3)
k=p+1 |
Eine Abschitzung fiir grofe Werte von w, némlich fiir |w| > 3, w # 1, kann

man bei p > 0 elementar erhalten: Es ist 2|w| > 1, und damit gilt

op— k|w‘p <
(7.4.4)

aT\)—\

P P
|wl*
log |Ep(w)| < log|l —w|+ kg_l k <log(1+ |w|) + E_

1
< ul + 2l < (27 + 2)ul?, ol 2 5w AL p >0,

Schritt 2; Abschitzung des kanonischen Produktes: Schreibe p := p((ay)n). Fiir
z & {ay1,aq,...} ist

tog |TT2:(;-)| = X2 tos|B()1+ X0 log|By()] (745)
" a5l a1 221

Um die erste Summe in (7.4.5) abzuschéitzen, verwenden wir (7.4.3). Schreibe
ro:= |z|, rn = |ay|, und p1 = p1((an)n). Ist p1 = p + 1, so gilt (beachte
1-[Z| > 3)

> loglB()<2 Y (%)”“g

n mit n mit
lan|>2|z| |an|>2|z|

1
< rPr -ZZTPH =0(r").

Betrachte den Fall dass p; < p+1. Dann gilt, fiir e > 0 so klein dass p1+€ < p+1,

1 Tn p+1l—p1—e¢
3 log | B, (— )|<2rp+1 3 F<27> _

n mit n mit
lan|>2|2]| [an|>2]|z]|
1
— 9,.p+1 p1te—p—1
= 2rPT(2r) E e S
3 T
n mit
\an|>2|2|
p1te  9p1t+e—p p1te
<r -2 E rp1+€—0(r ).
n

Wir kommen zur zweiten Summe in (7.4.5). Sei e > 0. Ist p = 0, so haben wir,
log(1+77)

da lim, e ——= =0,
z r r \pP1te pr \p1te
log | E,(Z)| < 1 (1 7) (7) (l) <
Z gl p(an)| - Z & Jr?“n Tn T o
n mit n mit
lan|<2|z| lan|<2|z|
r 4 4 1
<log (14 Z)otegore Y Lo
1 n mit T'n
Ian\<2\ \
log(1+ L) 1
+2 + +2
< e re o2 Z 7,£1+6 - O(rpl E) .
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Im Fall p > 0 verwenden wir die Formel (7.4.4). Setze A := 2P~1 + 2P dann gilt

< 1 1 /2r\pPite—p
S lglB (<A Y <A Y ()T =

T T
n mit n mit n mit n n
lan|<2|z| lan|<2|z| lan|<2|z|
1
_ D p1te—p
= ArP(2r) E IER: <

n mit n
lan|<2|z|

1
< ppite. gopter NT (et

Insgesamt folgt, dass fiir alle hinreichend kleinen Werte von € > 0
TIz(2)| <o ™™, 2 ¢faa.. ),
Qn

mit einer gewissen Konstanten C' > 0. Fiir z € {a1,a,...} ist [[, E,(Z) =0,
und diese Abschétzung daher trivialerweise erfiillt. Wir sehen, dass das Produkt
IL, Ep( i) eine ganze Funktion von endlicher Ordnung ist, und dass

p(HEp(£)> <pr. (7.4.6)

Schritt 3; Die Gleichheit (7.4.2): Mit Beispiel 7.3.2 und Lemma 7.3.3 erhalten
wir aus (7.4.6) sofort

p(f) < max{grad @, p1((an)n)} -

Wir wissen aus Proposition 7.3.7, dass p1((an)n) = pi(f) < p(f). Im Fall
grad Q < pi((an)n) folgt bereits dass die Gleichheit (7.4.2) gilt. Sei grad @ >
p1((an)n). Dann ist wegen (7.4.6), mit ¢ := grad @,

. log M(r,exp Q) log M (r, 2™ [, Ep(ai))
lim —————= € ( -

0,00), lim =0,
r—00 rd r—00 rd
also
log M log M log M (r, 2™ [, Ep(Z
hm 0g (TV f) — hm og (T7 exp Q) + g ( H p( A )) ] c (07 OO) )
r—00 rd r—00 rd rd
Wir schliessen, dass p(f) = g. O

Beweis (von Satz 7.4.2). Sei eine ganze Funktion f von endlicher Ordnung
gegeben.

Schritt 1: Wir betrachten als erstes den Fall, dass f keine Nullstellen hat. Dann
existiert ein auf ganz C analytischer Logarithmus von f, d.h. eine Funktion
Q € H(C) mit f = exp@. Nun gilt

log|f(2)] = ReQ(z2).
Fiir € > 0, existiert Ry > 0 mit

max Re Q(z) = log M(r, f) < Pt r >Ry,

|z|=r
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Wendet man die Ungleichung von Caratheodory an mit R := 2r, so folgt fiir
T 2 RQ

Q(:)] < 1QO)+2( max ReQ(2)—ReQ(0)) < [Q(0)|=2Re Q(0)+2(2r)/+ =

|z|=27

€ € |Q(O)‘ — QRGQ(O)
= re (2p(f)+ i ro(f)+e )7 |zl =7

Nach Korollar 3.1.2 ist @ ein Polynom vom Grad grad @ < p(f) + €. Da ¢
beliebig war, folgt grad @ < p(f). Wir haben eine Darstellung der gewiinschten
Form gefunden.

Schritt 1: Sei nun erlaubt, dass f Nullstellen besitzt, und bezeichne mit (ay),
die (endliche oder unendliche) Folge der von Null verschiedenen Nullstellen von
f, aufgezéhlt gemé&f ihrer Vielfachheit und nach aufsteigenden Betrdgen ange-
ordnet. Nach Proposition 7.3.7 gilt

p(f) < pa(f) < p(f)-
Wie wir in Satz 7.4.1 gezeigt haben, ist

2
P(Z) = Zﬁf(o) H Ep(f) (a)
eine ganze Funktion mit Ordnung p;(f). Setze
9(2) = f(2) - P(2)7",
dann ist g € H(C)*.
Sei € > 0. Wegen Korollar 7.2.7 und p1(f) < p(f) haben wir

Too (1, . Too(r, P
(r J:)<oo, lim sup (r, P)

lim sup —2rms msup —

700

Nach dem 1%* Fundamental Theorem, vgl. Bemerkung 7.2.5, gilt daher

lim su L}o (r, %) = limsu To(r, P)
SID = o(hre ISP T () T
Insgesamt folgt lim sup,._, . fj‘{gf) < o0, und damit, wieder nach Korollar 7.2.7,
I log M (r, g)
HHLSUD = o re

Wir schliessen, dass die Funktion g von endlicher Ordnung ist, und dass p(g) <
p(f) gilt. Nach dem ersten Beweisteil, lidsst sich ¢ in der Form exp ) mit einem
Polynom @ vom Grad héchstens p(f) schreiben. 0

7.5 Analytische Fouriertransformationen

Sei a > 0 und f € L?*(—a,a). Dann ist die Fouriertransformierte von f fiir jede
komplexe Zahl z € C durch das Integral

F(z):= 3 f(t)e = at

wohldefiniert.



116 KAPITEL 7. WERTEVERTEILUNG UND WACHSTUM

7.5.1 Lemma. Sei f € L?(—a,a), und bezeichne F(z) die Fouriertransformier-
te von f. Dann ist F eine ganze Funktion, erfillt |F(z)] < Ce®*l, 2z € C, mit
einer gewissen Konstanten C > 0, und F|g € L*(R).

Beweis. Fiir jedes R > 0 gilt
[f(Oe™ | <f(B)]e™", 2] <R, t€(—a,a).

Daher ist F' auf jeder Kreisscheibe Ugr(0) analytisch (Fubini und Morera). Wei-
ters gilt

e < [ "L F@)le dr < / “lf@lde- e, zec,

—a —a

und, wegen der Isometrie der Fouriertransformation,
/\F(t)|2dt:27r/ FOP dt < .
R —a
U

Es ist eine interessante Tatsache, dass die Umkehrung dieses Lemmas gilt.

7.5.2 Satz (von Paley-Wiener/I). Sei F eine ganze Funktion, sodass mit einer
gewissen Konstanten C' > 0

IF(2)] < Ceol?l, 2 e, /R|F(t)|2dt <o,
Dann existiert eine Funktion f € L*(—a,a) mit
F(z) = ’ fte ™ adt, zeC.
Beweis. Unser Ziel ist es eine Funktion ® zu konstruieren, die auf C\ [—ia, ia]

analytisch ist, und mit deren Hilfe man die Fouriertransformierte von F' berech-
nen kann.

Schritt 1; Vier Funktionen: Dazu betrachte die vier Funktionen

D,(z2): / F(z)e **dx, Rez>0

0
Di(2) : —/ F(—z)e"*dx, Rez<0
0
o)

D (z) = —i/ F(—iz)e”* dz, Imz>a
0
d_(z2):= Z/ F(iz)e ™ dr, Imz < —a
0

Liegt ein Punkt z in der Halbebene C, . := {z € C: Rez > ¢}, ¢ > 0, so gilt
Re(—x2) = —zRez < —xe, > 0. Damit erhalten wir

|F(z)e™| < |F(z)]- e, z€Cpe £>0.

Da F|g o) € L*([0,00)) ist, ist die Funktion auf der rechten Seite in L' ([0, 00)).
Wir schliessen, dass die Funktion @, in der Halbebene C, := {z € C: Rez >
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0} wohldefiniert und analytisch ist. Genauso sieht man ein, dass ®_ in der
Halbebene C; := {z € C: Rez < 0} wohldefiniert und analytisch ist.

Liegt ein Punkt z in der Halbebene H, . :={2 € C: Imz >a+e¢}, e >0,
so gilt Re(izx) = —zImz < —z(a +€), x > 0. Damit erhalten wir

|F(7ix)eiz‘”| < Cet®.em2ate) — e e H, ., £>0.

Also ist die Funktion ¢, wohldefiniert und analytisch in der Halbebene Hy :=
{z € C: Imz > a}. Fur die Funktion ®_ geht man analog vor, und erhélt dass
®_ wohldefiniert und analytisch in der Halbebene H_ := {z € C: Imz < a}
ist.

Schritt 2; Der Cauchy’sche Integralsatz: Fiir R > 0 seien v, r, Y4,r, Und Y4 r
die Wege

Yrr(t):=t, 0<t<R
Yir(t) :=—it, 0<t<R
Yarnlt) = R, —2 <420

Diese Wege beranden ein geschlossenes Torteneck im vierten Quadranten. Nach
dem Cauchy’schen Integralsatz gilt

/F(g)e*42d4+ / F(()e %% d¢ = /F(g)e*@dg. (7.5.1)

Y+.R Y+r,R Yr.R

H.NC,

’ Yr,R R

T+.R

—iR

Wir lassen R — oo streben. Es ist

R—o0 R—o0
Yr,R

R
lim F({)e™%*d¢ = lim /F(:c)e*“ de = ®,.(z2), z€C,,
0
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R—o00 R—o0
Y+, R

R
lim F(¢)e %*d¢ = lim (—z’)/F(—m)eW de =&, (2), z€Hy.
0

SchlieBlich schétzen wir das Integral lings des Kreisbogens 7, g ab, wenn z auf

dem Strahl arg z = % liegt. Sei z = re’. Dann gilt

. - 1
Re ( — RelsOrezz) = —Rrcos(p + £> < —Rrﬁ, —g <t<0,
und damit
0
‘ /F(C)e‘cz dC‘ = ’ F(Re™ exp ( — Rei“’rei%) iRe™ dp <
TR -4
< I . eaR efR'r‘% ‘R="R eR(afr%)
-2 2
Wir sehen, dass fiir r > av/2
lim [ F(¢)e *d¢=0.
R—o0
TR
Die Bezichung (7.5.1) ergibt nun
D,.(2) =P (2), z€C,NH,, argz = % .
Nach dem Identitédtssatz folgt daraus bereits
@, lc.nu, = Pilc,nm, -
Mit der gleichen Argumentation erhalten wir
Q.lc,nu. = @_|c,nu_, Pilcinm, = Pyloinm,, Pilcina. = _|cinm_ -

Aufgrund dieser Ubereinstimmungen ist durch die Vorschrift

®,.(z2), z€C,
(IJ(z) — D)(2) , z€eC
®.(z), zeHy
®_(z), zeH_

eine Funktion ® wohldefiniert, und diese ist analytisch in C\ [—ia, ia].

Schritt 3; Die Fouriertransformierte: Fiir ¢ > 0 setze F.(zx) := F(x)e ¢l*|,
x € R. Dann ist F. € L'(R) und die Foriertransformierte von F' berechnet sich
als

oo (oo}

E(t) = / F.(x)e ™ dx = / F(x)e sl*lemit gy =
o0 0
= /F(x)e_x(g"'”) dx + / F(2)e* ™ dx = ®,(c + it) — O(—e + it) =
0 —0oo

= P(e 4 it) — P(—e +it)
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Wir lassen nun € — 0 streben. Nach dem Satz von der beschrinkten Konvergenz
ist

lim ||F. — F|l2 =0,

e—0

und daher auch lim._,q ||1/*"; -F l2 = 0. Andererseits gilt wegen obiger Rechnung

lim F.(t) =0, |t|>a.
e—0

Wir schliessen, dass FI(t) = 0, || > a fii. In anderen Worten F € L%(—a,a).
Setzt man f(t) := 5=F(—t), so ist f € L?(—a,a) und nach der Umkehrformel

w
fiir die Fouriertransformierte gilt

F(z) = f(z), zeRfil.

Nun sind F und f beides ganze Funktionen, und es folgt dass bereits F(z) = f (2)
fiir alle z € C. 0

Hat man eine Funktion f € L?(0,00), so ist die Fouriertransformierte von
f keine ganze Funktion mehr. Aber es ist (wir wechseln hier aus technischen
Griinden von ,z“ zu ,—z*“) das Integral

F(z):= /000 f(t)e dt

zumindest noch auf der oberen Halbebene C* := {z € C: Im z > 0} konvergent.

7.5.3 Lemma. Sei f € L?(0,00), und bezeichne F(z) die Funktion F(z) :=
Io° f(t)e'= dt. Dann ist F € H(C"), und erfillt

sup/ |F(x +iy)|* de < oo
y>0J -0
Beweis. Fiir jedes € > 0 gilt

Re(itz) = —tImz < —te, Imz >¢.

Daher ist F' auf jeder Halbebene CI := {z € C: Imz > ¢} analytisch (Fubini
und Morera). Es ist fiir y > 0

—

Pz +iy) = [f(H)e~"](-x), z€eR,

und daher
/ |F(z + zy)|2 dex = 271'/ |f(t)e_ty’2 dt < 27r||f||§ .
N 0

0

Es ist wieder interessant, dass die Umkehrung gilt. Die Beweismethode um
dies einzusehen ist #hnlich wie im vorherigen Satz.

7.5.4 Satz (von Paley-Wiener/II). Sei F € H(C"), und gelte

sup/ |F (2 +iy)|? de < oc.

y>0J —o00
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Dann existiert eine Funktion f € L*(0,00), sodass

o0
F(z):= / fet=dt, zeCt.
0
Beweis. Sei C' der Wert des Supremums in der Voraussetzung. Fiir y > 0 setze
Fy(z) = F(z+1y), x€R.
Dann ist also F,, € L?(R) und es gilt ||[F, |2 < C.

Schritt 1; Der Cauchy’sche Integralsatz: Fiir y,y’ € R, 0 <y <y, und o, 8,7 €
R, o < B, betrachte die Funktionen

Gy () = e [Fyxian)] (1),
(I)y’y’w(t) = / F(Oe_itc dc .

[y +iy,y+iy’]

Dann berechnet man
B ) B _ .
Iyap(t) = ety/ F,(x)e™ " do = / F(z + iy)e @) gp —

= / F(Q)e e dc.
[otiy, B+iy]

Der Cauchy’sche Integralsatz, angewendet mit dem Integranden F(¢)e~%¢ und
dem geschlossenen Weg der die Berandung des Rechtecks mit den Ecken a +
w, B+ iy, B+ iy, a + iy’ durchlduft, liefert

Iy:0,6() = Gyri0,6() — Py yrip(t) + Py yria(t) . (7.5.2)
Schritt 2; « — —o0, B — 4o00: Es gilt

Jm [Fyxa,s) = Fyll2 =0,
B—+o0

also folgt dass auch
lim {|[FyX(a,8)] = Fyll2 = 0.

a—
B—+o00
Daher kann man aus je zwei Folgen a,, — —oo und 3, — +oo Teilfolgen

auswéahlen mit

kllrr;o [FyX(ank 7&%)](15) =F,(t), teRfi.,
und damit -
. ot ..
klirgo Jysan, Bn, () = €V Ey(t), tERLL

Die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung zeigt

2 —q 2
|(I’y7y’w(t)| = ’ / F(Q)e & d(‘ =
[y+iy,y+iy’]

’

y v y
. . 2

= ‘ /F(W + du)e” ) idu‘ < / |F(y +iu) | du - /ezt“ du

y y y

’
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Setze Ay .y i= fyy/ |F (v + iu)|? du, dann gilt mit Fubini

/ vy (0) dy = / / F(y+iu) |2d7du< (v —y)C.

Also existieren Folgen a,, — —oo und 3, — +o0o sodass

lim Ay yria,(t) = lim Ay 5. (t) =0.

n—oo n— o0

Fiir diese Folgen gilt damit auch

lim @, .0, (t) = lim @, .5 (1) =0, teR.

n—oo n— o0

Lésst man nun in (7.5.2) lings geeigneter Teilfolgen o und 8 gegen —oo bzw.
400 streben, so erhédlt man

ety}/?;(t) = ety/l;y\/(t), teRfi., O0<y<y'.

Schritt 3; Berechnung der Fouriertransformierten: Setze g(t) := etﬁ'\l(t). Wir
wissen aus dem vorigen Schritt, dass g nicht von y abhéngt: g(t) = €'Y F,(t) f.ii.
Es gilt also fiir jedes y > 0

oo

/ e g (1) /IF |2dt—27r/ |Fy ()2 da < 27C.

Mit y — oo erhélt man nun g(t) = 0, ¢ < 0 £.ii., und mit y — 0 erhéilt man dann
fO lg(t)]? dt < 2w C. Damit folgt auch

F,(t)=0, t<0fii,y>0, F,cL'(R), y>0.

Die Umkehrformel fiir die Fouriertransformation liefert nun (z = x + iy)

oo

F(:) = Fy(o) = - [ By dt =
0

Il
o —y

g(t)e . " dt = /g(t)eitz dt, zeC".
0
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