
Komplexe Analysis

SS 2011

Harald Woracek





Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1

1.1 Komplexe Zahlen und Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Kurvenintegrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3 Topologie der Ebene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 Der Analytizitätsbegriff 17
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Kapitel 1

Einleitung

Dieses Kapitel dient zur Wiederholung einiger Begriffe. Daher werden wir viele
Aussagen nicht beweisen oder nur anschaulich motivieren.

1.1 Komplexe Zahlen und Funktionen

1.1.1 Der Körper C

1.1.1 Definition. Setze C := R× R und definiere für (x, y), (u, v) ∈ C

(x, y) + (u, v) := (x+ u, y + v),

(x, y) · (u, v) := (xu− yv, xv + yu),

(x, y) := (x,−y),
d
(
(x, y), (u, v)

)
:=

√
(x− u)2 + (y − v)2,

Weiters setzen wir 0 := (0, 0), 1 := (1, 0), i := (0, 1). Die Menge C heißt der
Körper der komplexen Zahlen. �

1.1.2 Satz. Es gilt:

(i) Das Tupel 〈C,+, ·, 0, 1〉 ist ein algebraisch abgeschlossener Körper.

(ii) Die reellen Zahlen R sind, vermöge der Einbettung x 7→ (x, 0), ein Un-
terkörper von C. Fasst man C als R-Vektorraum auf, so gilt dimR C = 2.

(iii) Das Paar 〈C, d〉 ist ein vollständiger metrischer Raum.

(iv) Die Operationen + : C× C → C, · : C× C → C,

− :

{
C× C → C
(z, w) 7→ z − w

·−1 :

{
C \ {0} → C \ {0}

z 7→ z−1

sind stetig.

(v) Die komplexe Konjugation (x, y) 7→ (x, y) ist ein stetiger Körperautomor-
phismus von C der R punktweise festläßt.

❑
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.1.3 Bemerkung. Offenbar ist {1, i} eine Basis von C als R-Vektorraum. Es
läßt sich also jede komplexe Zahl z in eindeutiger Weise als

z = x · 1 + y · i = x+ iy

mit gewissen x, y ∈ R anschreiben. Man bezeichnet x als den Realteil von z, und
y als den Imaginärteil von z, und schreibt x = Re z, y = Im z. Weiters spricht
man von z als der zu z konjugiert komplexen Zahl . Schliesslich setzen wir

|z| := d(z, 0) =
√

(Re z)2 + (Im z)2 =
√
z · z ,

und bezeichnen |z| als den Betrag der komplexen Zahl z. �

Veranschaulicht man C als die Ebene R × R, so spricht man von der
Gauß’schen Zahlenebene:

•

•
z

z
Im z

Re z

|z|

Die algebraische Operation der Addition erhält man in diesem Bild wie folgt:

•

•

•

z

z + w

w

1.1.2 Differenzierbarkeit

1.1.4 Definition. Sei G ⊆ C offen, f : G → C, und w ∈ G. Dann heißt f
differenzierbar an der Stelle w, wenn der Limes

lim
z→w

f(z)− f(w)

z − w

in C existiert∗.
Ist f differenzierbar an der Stelle w, so bezeichnet man den Wert des obigen

Limes mit f ′(w) und spricht von der Ableitung von f an der Stelle w. �

Wie für Funktionen einer reellen Veränderlichen zeigt man dass f : G → C
an einer Stelle w genau dann differenzierbar ist, wenn es eine Zahl α ∈ C und
eine stetige Funktion ρ : G→ C mit g(w) = 0 gibt, sodass

f(z) = f(w) + α(z − w) + ρ(z)(z − w), z ∈ G .

∗Beachte hierbei, dass z innerhalb von G irgendwie gegen w streben darf, und nicht etwa
an gewisse Geraden oder Kurven gebunden ist.
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In diesem Fall ist α = f ′(w). Offenbar ist eine an der Stelle w differenzierbare
Funktion auch an der Stelle w stetig.

Es gelten die folgenden Rechenregeln.

1.1.5 Proposition. Sei G ⊆ C offen, f, g : G → C, und w ∈ G. Weiters sei
G̃ ⊆ C offen mit f(w) ∈ G̃, und h : G̃ → C. Sei vorausgesetzt, dass f und
g beide differenzierbar an der Stelle w sind, und dass h differenzierbar an der
Stelle f(w) ist. Dann gilt:

(i) Die Funktionen f + g und f · g sind an der Stelle w differenzierbar, und

(f + g)′(w) = f ′(w) + g′(w), (f · g)′(w) = f ′(w)g(w) + f(w)g′(w) .

(ii) Ist g(w) 6= 0, so ist die Funktion f
g
auf einer Umgebung von w wohldefi-

niert, and der Stelle w differenzierbar, und

(f
g

)′

(w) =
f ′(w)g(w)− f(w)g′(w)

g(w)2
.

(iii) Die Funktion h ◦ f ist an der Stelle w differenzierbar, und

(h ◦ f)′(w) = h′
(
f(w)

)
· f ′(w) .

❑

1.1.3 Potenzreihen

Eine Reihe der Gestalt f(z) =
∑∞
n=0 an(z− z0)n mit an ∈ C, n ∈ N0, heißt eine

Potenzreihe mit Anschlußstelle z0.

1.1.6 Proposition. Sei f(z) =
∑∞
n=0 an(z − z0)

n eine Potenzreihe.

(i) Es existiert eine eindeutige Zahl R ∈ [0,∞], sodass diese Reihe für jedes
z ∈ UR(z0) konvergiert†, und für jedes z ∈ C \ UR(w) divergiert. Diese
Zahl R heißt der Konvergenzradius der Potenzreihe f(z).

(ii) Die Reihe f(z) ist auf jeder kompakten Teilmenge der Kreisscheibe UR(z0)
absolut und gleichmäßig konvergent, und stellt daher auf UR(z0) eine ste-
tige Funktion dar. Man sagt, dass eine Potenzreihe auf ihrem Konvergenz-
kreis lokal gleichmäßig konvergiert.

(iii) Der Konvergenzradius der Potenzreihe f(z) läßt sich aus den Koeffizienten
an berechnen durch die Formel

R =
1

lim supn→∞
n
√
|an|

.

❑

Es ist eine interessante Beobachtung, dass die von einer Potenzreihe darge-
stellte Funktion differenzierbar ist.

†Wir bezeichnen stets mit Ur(w) die offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt w und Radius r,
d.h. Ur(w) := {z ∈ C : |z − w| < r}. Formal setzt man noch U∞(w) := C.
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1.1.7 Proposition. Sei f(z) =
∑∞
n=0 an(z − z0)

n eine Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius R > 0. Dann ist f an jeder Stelle von UR(z0) differenzierbar, und
es gilt

f ′(z) =
∞∑

n=1

ann(z − z0)
n−1 .

Beweis. Wegen der in Proposition 1.1.6, (iii), angegebenen Formel für den
Konvergenzradius einer Potenzreihe, ist der Konvergenzradius der Reihe g(z) :=∑∞
n=1 ann(z − z0)

n−1 ebenfalls gleich R.

Sei w ∈ UR(z0). Dann gilt, für z ∈ UR(z0), z 6= w,

f(z)− f(w)

z − w
− g(w) =

∞∑

n=1

an

[ (z − z0)
n − (w − z0)

n

z − w
− n(z − w)n−1

]
,

und

(z − z0)
n − (w − z0)

n

z − w
− n(z − w)n−1 =

=

{
0 , n = 1

(z − w)
∑n−1
k=1 k(w − z0)

k−1(z − z0)
n−k−1 , n ≥ 2

.

Sei r := max{|z − z0|, |w − z0|}, dann gilt

∣∣∣f(z)− f(w)

z − w
− g(w)

∣∣∣ ≤ |z − w|
∞∑

n=2

|an|(n− 1)2rn−2 .

Da r < R ist, ist die Reihe auf der rechten Seite konvergent. Es folgt

lim
z→w

(f(z)− f(w)

z − w
− g(w)

)
= 0 .

❑

1.1.8 Korollar. Sei f(z) =
∑∞
n=0 an(z − z0)

n eine Potenzreihe mit Konver-
genzradius R > 0. Dann ist f in UR(z0) beliebig oft differenzierbar, und es gilt

f (k)(z) =
∞∑

n=k

ann(n− 1) · . . . · (n− k + 1)(z − z0)
n−k, k ∈ N0 .

Insbesondere ist

an =
f (n)(z0)

n!
, n ∈ N0 . (1.1.1)

Wir sehen dass die Taylorreihe von f gleich
∑∞
n=0 an(z− z0)n ist, insbesondere

wird f durch seine Taylorreihe dargestellt.

Beweis. Die erste Behauptung folgt mittels vollständiger Induktion, die Formel
(1.1.1) dann durch einsetzen von z = z0. ❑



1.1. KOMPLEXE ZAHLEN UND FUNKTIONEN 5

1.1.4 Die Exponentialfunktion

Zitat

This is the most important function in mathematics. It is defined,
for every complex z, by the formula

exp(z) :=

∞∑

n=0

zn

n!
. (1.1.2)

Um diese Definition zu rechtfertigen beachte man, daß die Reihe (1.1.2) Kon-
vergenzradius ∞ hat. Auf Grund der absoluten Konvergenz ist die folgende
Umformung gerechtfertigt:

∞∑

k=0

ak

k!

∞∑

m=0

bm

m!
=

∞∑

n=0

1

n!

n∑

k=0

n!

k!(n− k)!
akbn−k =

∞∑

n=0

(a+ b)n

n!
.

Es gilt also das Additionstheorem

exp(a) · exp(b) = exp(a+ b) .

Wir definieren eine Zahl e durch

e := exp(1) .

Diese Zahl heißt Eulersche Zahl .

1.1.9 Bemerkung. Es ist exp(0) = 1. Wegen dem Additionstheorem gilt

exp(x) = ex, x ∈ Z .

�

1.1.10 Satz. Es gilt:

(i) Für jedes z gilt exp(z) 6= 0.

(ii) Es ist

exp′(z) = lim
h→0

exp(z + h)− exp(z)

h
= exp(z) .

Beachte nochmals, daß in diesem Limes h ∈ C (!) gegen Null strebt.

(iii) Die Funktion exp(z) eingeschränkt auf die reelle Achse ist eine monotone
positive Funktion. Es gilt

lim
x→+∞

exp(x) = +∞, lim
x→−∞

exp(x) = 0 .

(iv) Es existiert genau eine positive reelle Zahl, wir bezeichnen sie mit π, sodaß

exp(iπ) + 1 = 0

gilt, und sodaß exp(z) = 1 ist genau dann wenn z ∈ 2πi · Z.
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(v) exp : C → C ist eine periodische Funktion mit Periode 2πi, d.h.

exp(z + 2πi) = exp(z), z ∈ C .

(vi) Die Abbildung t 7→ exp(it) bildet die reelle Achse surjektiv auf die Ein-
heitskreislinie ab.

(vii) Ist w ∈ C \ {0}, so existiert z ∈ C mit w = exp(z).

❑

Wir werden im folgenden anstelle von exp(z) auch oft die abkürzende
Schreibweise (!) exp(z) =: ez verwenden.

Aus der Exponentialfunktion erhält man auch die Cosinus- bzw. Sinusfunk-
tion. Diese sind, in gewissen Sinne,

”
Real-“ und

”
Imaginärteil“ von exp(iz).

Definiere

cos z :=
exp(iz) + exp(−iz)

2
=

∞∑

n=0

(−1)n
z2n

(2n)!

sin z :=
exp(iz)− exp(−iz)

2i
=

∞∑

n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!

Beachte, dass gilt
cos z + i sin z = exp(iz) .

1.1.5 Polarkoordinaten

Betrachte die Abbildung

Φ :

{
[0,∞)× R → C

(r, ϕ) 7→ r cosϕ+ ir sinϕ = reiϕ

Diese ist surjektiv. Ist I irgendein halboffenes Intervall der Länge 2π, so ist
Φ|(0,∞)×I eine Bijektion von (0,∞)×I auf C\{0}. Man spricht von der Darstel-
lung der komplexen Zahlenebene durch Polarkoordinaten mit einem Argument
in I.

Ist z ∈ C \ {0} und (r, ϕ) ∈ Φ−1({z}), so gilt r = |z|. Man bezeichnet ϕ als
Argument der komplexen Zahl z und schreibt ϕ = arg z. Diese Schreibweise ist
eigentlich irreführend, denn der Wert von ϕ ist durch z nur bis auf ganzzahlige
Vielfache von 2π bestimmt,

”
arg“ ist also keine (!) Funktion.

Die algebraische Operation der Multiplikation läßt sich in Polarkoordinaten
wie folgt interpretieren.

•

•
z ·w

z

w
•

|z|·|w|

|w|
|z|φ+ψ ψ

φ

•

•

|z| = 1

z

1
z

1
|z|

φ|z|

−φ
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1.1.6 Die Riemannsche Zahlenkugel

Betrachte die Einheitssphäre im R3:

S2 :=
{
(X,Y, Z) ∈ R3 : X2 + Y 2 + Z2 = 1

}
,

und definiere eine Abbildung ι : C → S2 wie folgt:

Z

X

Y

z

ι(z)

•

•

•

N

D.h. man betrachte die komplexe Zahl z als Punkt in der (X,Y )-Ebene, und
schneide die Gerade durch die Punkte N = (0, 0, 1) und z mit S2 \ {N}. Dann
erhält man genau einen Punkt und dieser sei ι(z). In Formeln schreibt sich ι als
(x := Re z, y := Im z)

X =
2x

1 + x2 + y2
, Y =

2y

1 + x2 + y2
, Z =

x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1
.

Die Abbildung ι ist eine Bijektion von C auf S2 \ {N}. Ihre Inverse σ = ι−1 :
S2 \ {N} → C heißt stereographische Projektion.

Sei dR3 : R3 × R3 → [0,∞) die euklidische Metrik am R3, d.h.

dR3

(
(X1, Y1, Z1), (X2, Y2, Z2)

)
:=

√
(X2 −X1)2 + (Y2 − Y1)2 + (Z2 − Z1)2

Dann ist 〈S2, dR3〉 ein kompakter metrischer Raum.
Die Abbildung ι ist ein Homöomorphismus von 〈C, d〉 auf 〈S2 \ {N}, dR3〉.

Achtung: ι ist sogar gleichmäßig stetig, nicht (!) jedoch σ. Definiert man

χ(z, w) := dR3

(
ι(z), ι(w)

)
, z, w ∈ C ,

so erhält man also eine Metrik auf C die die gleiche Topologie erzeugt wie d,
aber nicht zu d äquivalent ist. Man bezeichnet χ als chordale Metrik auf C.
Explizit ist χ gegeben als

χ(z, w) =
2|z − w|√

1 + |z|2
√
1 + |w|2

.

Wir werden oft C vermöge ι als Teilmenge von S2 betrachten. Um bequemlich-
keitshalber die Einbettung ι notationell zu unterdrücken, defieren wir

C∞ := C ∪ {∞} ,
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wobei
”
∞“ ein formales Element ist, das nicht zu C gehört. Setzt man nun χ

fort auf C∞ durch

χ(z,∞) := dR3(ι(z), N), χ(∞,∞) := 0 ,

so ist die Abbildung λ : C∞ → S2

λ(z) :=

{
ι(z) , z ∈ C

N , z = ∞

eine Isometrie von 〈C∞, χ〉 auf 〈S2, dR3〉.

1.2 Kurvenintegrale

Sei [a, b] ⊆ R. Eine Partition des Intervalls [a, b] ist eine endliche Menge
{t0, . . . , tn} ⊆ [a, b] mit a = t0 < t1 < . . . < tn = b. Die Menge aller Parti-
tionen von [a, b] bezeichnen wir mit P.

1.2.1 Definition. Sei γ : [a, b] → C eine stetige Funktion. Dann heißt

V (γ) := sup
{t0,...,tn}∈P

n∑

i=1

|γ(ti)− γ(ti−1)| ∈ [0,∞]

die Totalvariation von γ. Ist V (γ) <∞, so heißt γ von beschränkter Variation.
�

Man bezeichnet oft auch V (γ) als
”
Länge von γ“ und nennt γ rektifizierbar

wenn V (γ) <∞. Dies motiviert sich daraus, dass V (γ) offenbar das Supremum
aller der Kurve γ eingeschriebenen Polygonzüge ist.

Ist P = {t0, . . . , tn} eine Partition von [a, b], so bezeichne ν(P ) die Zahl

ν(P ) := max |ti − ti−1| .

Man nennt ν(P ) auch die Feinheit der Partition.
Seien nun f, g : [a, b] → C und P = {t0, . . . , tn} ∈ P gegeben. Weiters sei

Z = {u1, . . . , un} ⊆ [a, b] mit ui ∈ [ti−1, ti], man spricht auch von einer Menge
von Zwischenstellen. Die Riemannsche Zwischensumme ist

S(f, g, P, Z) :=

n∑

i=1

f(ui)
(
g(ti)− g(ti−1)

)
.

1.2.2 Satz. Seien f, g : [a, b] → C, f stetig, g von beschränkter Variation. Dann
existiert der Limes

lim
P∈P

ν(P )→0

S(f, g, P, Z) =:

b
ˆ

a

f dg

gleichmäßig bezüglich der Zwischenstellen Z. Explizit heißt das

∃A ∈ C ∀ǫ > 0 ∃δ > 0 ∀P ∈ P ∀Z Zwischenstellen für P :

ν(P ) < δ =⇒ |S(f, g, P, Z)−A| < ǫ .

Man bezeichnet
´ b

a
f dg als das Riemann-Stieltjes Integral von f nach g. ❑
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1.2.3 Bemerkung. Die Menge P ist eine gerichtete Menge mit der mengentheo-
retischen Inklusion. Es existiert der Limes limν(P )→0 S(f, g, P, Z) genau dann
wenn der Limes limP∈(P,⊆) S(f, g, P, Z) existiert und in diesem Fall sind die
beiden gleich. �

Wir stellen einige Eigenschaften von Integralen zusammen. Dabei setzen wir
voraus, dass alle auftretenden Ausdrücke existieren:

(i)
b́

a

fdg =
ć

a

fdg +
b́

c

fdg

(ii)
b́

a

(f + h)dg =
b́

a

fdg +
b́

a

hdg,
b́

a

(λf)dg = λ
b́

a

fdg.

(iii)
∣∣∣
b́

a

fdg
∣∣∣ ≤ ‖f‖∞V (g), wobei ‖f‖∞ := supx∈[a,b] |f(x)|.

(iv) Ist fn → f gleichmäßig auf [a, b], so folgt
b́

a

fndg →
b́

a

fdg.

(v) Ist g stückweise stetig differenzierbar, so ist g von beschränkter Variation

und es gilt
b́

a

fdg =
b́

a

f(t)g′(t)dt.

1.2.4 Definition. Sei G ⊆ C offen. Eine stetige Abbildung γ : [0, 1] → G heißt
ein Weg in G. Er heißt rektifizierbar , wenn V (γ) < ∞ ist. Weiters heißt der
Weg γ geschlossen, wenn γ(0) = γ(1) ist.

Ist γ ein rektifizierbarer Weg in G und ist f : G→ C stetig, so heißt

ˆ

γ

f(ζ) dζ :=

1
ˆ

0

(f ◦ γ) dγ

das Kurvenintegral von f längs γ. �

1.2.5 Beispiel. Sei γ(t) := e2πit, t ∈ [0, 1], also γ([0, 1]) die Einheitskreislinie,
die von γ(t) einmal in positiver Richtung durchlaufen wird. Sei f(z) := zn mit
n ∈ Z. Dann ist

ˆ

γ

zn dz =

1
ˆ

0

e2πint2πie2πitdt = 2πi

1
ˆ

0

e2πi(n+1)tdt =

=




2πi e

2πi(n+1)t

2πi(n+1)

∣∣∣
1

0
, n 6= −1

2πi , n = −1
=

{
0 , n 6= −1

2πi , n = −1

�

1.2.6 Bemerkung. Wir treffen zwei notationelle Vereinbarungen.

(i) Ist γ ein geschlossener rektifizierbarer Weg der ein gewisses Gebiet D
berandet, so verwendet man auch das Symbol

fl

∂D
anstelle von

´

γ
. Wir

gehen nicht näher auf die (äußerst komplexe) Frage ein was es eigentlich
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bedeutet dass γ das Gebiet D berandet, bzw. dass D innerhalb von γ liegt.
Wir verwenden das Symbol

fl

∂D
nur für Kreisscheiben oder Dreiecke, wo

es in offensichtlicher Weise zu interpretieren ist.

Zum Beispiel wäre für D := {z ∈ C : |z| < 1}, also
fl

∂D
f(ζ) dζ =

´

γ
f(ζ) dζ mit dem Weg γ(t) := e2πit, t ∈ [0, 1].

(ii) Sind a, b ∈ C, so schreiben wir
´

[a,b]
f(ζ) dζ für das Integral von f längs der

Strecke von a nach b, also für
´

γ
f(ζ) dζ mit dem Weg γ(t) := (1− t)a+ tb,

t ∈ [0, 1].

�

1.2.7 Bemerkung. Sei f : [a, b] → C stetig, g : [a, b] → C von beschränkter
Variation und ǫ > 0 gegeben. Dann existiert eine Funktion ĝ : [a, b] → C mit
den folgenden Eigenschaften:

(i) ĝ ist stetig differenzierbar;

(ii) ‖g − ĝ‖∞ < ǫ;

(iii) ∣∣∣
b
ˆ

a

f dg −
b
ˆ

a

f dĝ
∣∣∣ < ǫ .

Tatsächlich wähle man eine hinreichend feine Partition {t0, . . . , tn} und wähle
für ĝ den entsprechenden Polygonzug durch die Punkte g(ti), i = 0, . . . , n, mit

”
geglätteten Ecken“.

Wir begnügen uns mit dieser Anschauung; explizite Formeln kann man zum
Beispiel genauso finden wie man C∞-Zerlegungen der Eins konstruiert. �

Wir erinnern noch an den Begriff der Stammfunktion, und seine Bedeutung
zur Berechnung von Kurvenintegralen.

1.2.8 Definition. Sei G ⊆ C offen, und f, F : G → C. Ist F an jeder Stelle
differenzierbar und gilt F ′(z) = f(z), z ∈ G, so heißt F eine Stammfunktion
von f auf G. �

1.2.9 Satz. Sei f : G→ C stetig und γ : [0, 1] → G ein rektifizierbarer Weg in
G. Ist F : G→ C eine Stammfunktion von f , so gilt

ˆ

γ

f(ζ) dζ = F (γ(1))− F (γ(0)) .

❑

1.3 Topologie der Ebene

1.3.1 Zusammenhang

1.3.1 Definition. Sei (X, T ) ein topologischer Raum, und sei G ⊆ X.

(i) G heißt zusammenhängend wenn gilt: Sind A,B ⊆ G bezüglich der Spur-
topologie offen, und ist A ∩B = ∅ und A ∪B = G, so folgt dass entweder
A = G oder B = G ist.
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(ii) Wieder nennen wir eine stetige Abbildung γ : [0, 1] → G einen Weg in G.
Ebenso nennen wir wieder den Weg γ geschlossen, wenn γ(0) = γ(1) ist.

(iii) G heißt bogenweise zusammenhängend , wenn es für je zwei Punkte z, w ∈
G einen Weg γ in G gibt, mit z = γ(0) und w = γ(1).

(iv) (X, T ) heißt lokal bogenweise zusammenhängend , wenn die Topologie T
eine Basis aus bogenweise zusammenhängenden Mengen besitzt.

�

Es ist natürlich völlig irrelevant, dass wir als Definitionsbereich eines Weges
das Interval [0, 1] verwenden. Man kann genauso irgendwelche Intervalle [α, β]
mit α < β zulassen. Triviales Beispiel für einen Weg wäre ein konstanter Weg
der in einem Punkt x0 von G sitzenbleibt, d.h. die stetige Funktion γ(t) := x0,
t ∈ [0, 1].

1.3.2 Lemma. Sei (X, T ) ein topologischer Raum, und G ⊆ X. Ist G bogenwei-
se zusammenhängend, so ist G auch zusammenhängend. Ist X lokal bogenweise
zusammenhängend und G offen, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Für die erste Behauptung sei indirekt angenommen dass G = A ∪ B
mit A,B ⊆ G offen, disjunkt und nichtleer. Wähle x ∈ A, y ∈ B, und einen
Weg γ in G mit γ(0) = x, γ(1) = y. Dann sind γ−1(A), γ−1(B) ⊆ [0, 1] offen,
disjunkt, nichtleer, und überdecken [0, 1]. Ein Widerspruch, da das Intervall
[0, 1] zusammenhängend ist.

Für die Umkehrung sei eine zusammenhängend Teilmenge G gegeben. Ist
G = ∅, so ist G trivialerweise bogenweise zusammenhängend. Sei also G 6= ∅.
Wähle z0 ∈ G, und betrachte die Menge

M :=
{
z ∈ G : ∃Weg γ in G mit γ(0) = z0, γ(1) = z

}
.

Wir zeigen zunächst die folgende Aussage: Jede offene und bogenweise zusam-
menhängende Menge die mit M nichtleeren Schnitt hat und die in G liegt, ist
bereits ganz in M enthalten. Dazu sei U ⊆ G offen und bogenweise zusam-
menhängend und z ∈ M ∩ U gegeben. Wähle einen Weg γ in G der z0 mit z
verbindet. Für w ∈ U wähle einen Weg γ̂ in U der z mit w verbindet. Der Weg
den man erhält, wenn man zuerst γ und danach γ̂ entlangläuft, verläuft dann
ganz in G und verbindet z0 mit w. Also haben wir w ∈M .

Sei nun z ∈ M . Da G offen und X lokal bogenweise zusammenhängend ist,
existiert eine offene und bogenweise zusammenhängende Menge U mit z ∈ U ⊆
G. Nach dem eben gezeigten, folgt U ⊆M . Wir schliessen, dass M offen ist. Sei
z ∈ G \M , und wähle wieder U offen und bogenweise zusammenhängend mit
z ∈ U ⊆ G. Nach dem oben gezeigten, folgt U ∩M = ∅, also U ⊆ G \M . Wir
schliessen, dass auch G \M offen ist. Da G zusammenhängend ist, und M 6= ∅,
folgt dass G \M = ∅. ❑

1.3.3 Definition. Sei G ⊆ C.

(i) G heißt ein Gebiet , wenn G offen und zusammenhängend ist.

(ii) G heißt sternförmig , wenn es einen Punkt z0 ∈ G gibt sodass für jedes z ∈
G die gesamte Verbindungsstrecke [z, z0] = {(1−t)z+tz0 : t ∈ [0, 1]} liegt.
Einen Punkt mit dieser Eigenschaft nennt man auch Sternmittelpunkt von
G.



12 KAPITEL 1. EINLEITUNG

(iii) G heißt konvex wenn mit je zwei Punkte z, w aus G auch die gesamte
Verbindungsstrecke [z, w] in G liegt.

�

1.3.4 Bemerkung.

(i) Eine sternförmige Teilmenge G von C ist bogenweise zusammenhängend.
Denn sei z0 ein Sternmittelpunkt von G. Dann ist für jedes z ∈ G ist die
Strecke γ(t) := (1 − t)z + tz0, t ∈ [0, 1], ein Weg in G der z mit dem
Sternmittelpunkt z0 verbindet. Sind nun z, w ∈ G, so erhält man einen
Weg in G der z mit w verbindet indem man zuerst die Strecke von [z, z0]
und dann die Strecke [z0, w] durchläuft.

(ii) Jede nichtleere konvexe Teilmenge von C ist sternförmig. Denn man kann
jeden beliebigen Punkt aus G als Sternmittelpunkt verwenden.

(iii) Der Raum C, und damit jede offene Teilmenge von C mit der Spurtopo-
logie, ist lokal bogenweise zusammenhängend. Denn Kreisscheiben bilden
eine Umgebungsbasis und sind konvex.

(iv) Jedes Gebiet ist bogenweise zusammenhängend.

�

1.3.5 Lemma. Sei G ein Gebiet, und seien z0, z1 ∈ G. Dann existiert ein
rektifizierbarer Weg γ : [0, 1] → G mit γ(0) = z0, γ(1) = z1.

Beweis. DaG bogenweise zusammenhängend ist, existiert ein Weg γ̂ : [0, 1] → G
mit γ̂(0) = z0 und γ̂(1) = z1. Setze r := d(γ̂([0, 1]),C \G). Da γ̂([0, 1]) kompakt
ist, ist r > 0. Weiters existieren, wieder da γ̂([0, 1]) kompakt ist, t1, . . . , tn ∈ [0, 1]
sodass

z0 = γ̂(0) ∈ Ur(γ̂(t1)) ,

Ur(γ̂(tk)) ∩ Ur(γ̂(tk+1)) 6= ∅, k = 1, . . . , n− 1 ,

z1 = γ̂(1) ∈ Ur(γ̂(tn)) .

Wähle wk ∈ Ur(γ̂(tk)) ∩ Ur(γ̂(tk+1)), dann liegt der Polygonzug

γ := z0 w1 γ̂(t2)w2 γ̂(t3)w3 · · · γ̂(tn−1)wn−1 z1

ganz in G. ❑

1.3.2 Homotopie

1.3.6 Definition. Sei (X, T ) ein topologischer Raum, und sei G ⊆ X.

(i) Seien γ0, γ1 Wege in G. Dann heißen γ0 und γ1 homotop in G, wenn es
eine stetige Abbildung H : [0, 1]× [0, 1] → G gibt mit

H(t, 0) = γ0(t), t ∈ [0, 1] und H(t, 1) = γ1(t), t ∈ [0, 1] .

Man bezeichnet in diesem Fall eine Abbildung H mit den geforderten
Eigenschaften als eine Homotopie in G zwischen γ0 und γ1 inG. Manchmal
spricht man von den Wegen γs(t) := H(t, s), s ∈ (0, 1), als Zwischenwege.
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(ii) Seien γ0, γ1 Wege in G die den gleichen Anfangspunkt sowie den gleichen
Endpunkt haben, d.h. mit

γ0(0) = γ1(0) und γ0(1) = γ1(1) .

Dann heißen γ0 und γ1 FEP-homotop in G (Fixed-EndPoint–homotopic),
wenn es eine Homotopie H in G zwischen γ0 und γ1 in G gibt sodass auch
alle Zwischenwege den entsprechenden Anfangs- bzw. Endpunkt haben,
d.h. sodass

H(0, s) = γ0(0), H(1, s) = γ0(1), s ∈ [0, 1] .

Man spricht von einer solchen Homotopie H dann als FEP-Homotopie.

(iii) Zwei geschlossene Wege γ0, γ1 in G heißen loop-homotop in G, wenn es
eine Homotopie H in G zwischen γ0 und γ1 in G gibt sodass auch alle
Zwischenwege geschlossen sind, d.h. sodass

H(0, s) = H(1, s), s ∈ [0, 1] .

Man spricht von einer solchen Homotopie H dann als loop-Homotopie.

(iv) Ein geschlossener Weg heißt nullhomotop in G, wenn er loop-homotop in
G zu einem konstanten Weg ist.

(v) Eine Teilmenge G ⊆ X heißt einfach zusammenhängend , wenn G zusam-
menhängend ist, und jeder geschlossene Weg in G nullhomotop in G ist.

�

Man kann leicht zeigen, dass ein geschlossener Weg genau dann nullhomotop
ist, wenn er sogar FEP-homotop zu einem konstanten Weg ist.

1.3.7 Beispiel. Sei G ⊆ C sternförmig. Dann ist G einfach zusammenhängend.
Denn zunächst ist G, wie in Bemerkung 1.3.4 gesagt, zusammenhängend. Sei
nun γ ein geschlossener Weg in G. Wähle einen Sternmittelpunkt z0 von G,
dann ist die Abbildung

H :

{
[0, 1]× [0, 1] → G

(t, s) 7→ (1− s)γ(t) + sz0

eine loop-Homotopie in G von γ zu dem konstanten Weg mit Bildpunkt z0. �

1.3.3 Umlaufzahl und Homologie

1.3.8 Definition. Sei γ ein rektifizierbarer geschlossener Weg in C. Weiters sei
w ∈ C \ γ([0, 1]). Dann heißt

n(γ,w) :=
1

2πi

ˆ

γ

dζ

ζ − w

die Umlaufzahl von γ um w. �

1.3.9 Satz. Sei γ ein rektifizierbarer geschlossener Weg in C. Dann gilt:
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(i) Für jedes w ∈ C \ γ([0, 1]), ist n(γ,w) eine ganze Zahl.

(ii) Die Funktion

n(γ, .) :

{
C \ γ([0, 1]) → Z

w 7→ n(γ,w)

ist stetig.

(iii) Die Funktion n(γ, .) ist auf jeder Zusammenhangskomponente von C \
γ([0, 1]) konstant.

(iv) Auf der unbeschränkten Zusammenhangskomponente von C \ γ([0, 1]) hat
n(γ, .) den Wert 0.

Beweis. Sei w ∈ C \ γ([0, 1]) gegeben.
Wir betrachten zuerst den Fall, dass γ stetig differenzierbar ist. Sei g :

[0, 1] → C die Funktion

g(t) :=

t
ˆ

0

γ′(s)

γ(s)− w
ds .

Dann ist g stetig differenzierbar und es gilt g(0) = 0, g(1) =
´

γ

dζ
ζ−w , g

′(t) =

γ′(t)
γ(t)−w . Es folgt

d

dt

(
e−g(t)(γ(t)− w)

)
= −g′(t)e−g(t)(γ(t)− w) + e−g(t)γ′(t) =

= e−g(t)
[
− γ′(t)

γ(t)− w
(γ(t)− w) + γ′(t)

]
= 0 ,

und daher dass e−g(t)(γ(t) − w) konstant für t ∈ [0, 1] ist. Wegen γ(0) = γ(1)
folgt

1 = e−g(0) = e−g(1) = exp
(
−
ˆ

γ

dζ

ζ − w

)
.

Also ist
´

γ

dζ
ζ−w ∈ 2πi · Z.

Sei nun γ irgendein rektifizierbarer geschlossener Weg. Nach Bemerkung
1.2.7 existiert eine Folge γn von geschlossenen stetig differenzierbaren Wegen
mit w 6∈ γn, n ∈ N, und

lim
n→∞

ˆ

γn

dζ

ζ − w
=

ˆ

γ

dζ

ζ − w
.

Es folgt dass
´

γ

dζ
ζ−w ∈ 2πi · Z.

Wir zeigen dass n(γ, .) : C \ γ([0, 1]) → Z stetig ist. Sei w0 ∈ C \ γ([0, 1]),
und setze r := d(γ([0, 1]), w0). Sei 0 < δ < r

2 , dann gilt für |w − w0| < δ

2π
∣∣n(γ,w)− n(γ,w0)

∣∣ =
∣∣∣
ˆ

γ

( 1

ζ − w
− 1

ζ − w0

)
dζ

∣∣∣ =
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=
∣∣∣
ˆ

γ

w − w0

(ζ − w)(ζ − w0)
dζ

∣∣∣ ≤ sup
t∈[0,1]

∣∣∣ w − w0

(γ(t)− w)(γ(t)− w0)

∣∣∣ · V (γ) ≤

≤ δ
2

r2
V (γ) .

Ist nun G eine Komponente von C \ γ([0, 1]), so ist {n(γ,w) : w ∈ G} eine
zusammenhängende Teilmenge von 2πi · Z und besteht daher aus nur einem
Punkt, d.h. n(γ, .) ist konstant auf G.

Ist G die unbeschränkte Komponente von C \ γ([0, 1]), so existiert R > 0
sodaß {z ∈ C : |z| > R} ⊆ G. Sei |w| > R, dann ist d(γ([0, 1]), w) > |w| − R,
und wir erhalten

2π|n(γ,w)| =
∣∣∣
ˆ

γ

dζ

ζ − w

∣∣∣ ≤ sup
t∈[0,1]

∣∣∣ 1

γ(t)− w

∣∣∣ · V (γ) ≤

≤ 1

|w| −R
V (γ) .

Für |w| → ∞ folgt n(γ,w) → 0 und, da n(γ,w) konstant auf G ist, n(γ,w) = 0
für alle w ∈ G. ❑

1.3.10 Definition. Sei G ⊆ C offen.

(i) Seien γ1, . . . , γn geschlossene rektifizierbare Wege in G. Dann sagen wir
γ1, . . . , γn sind (gemeinsam) nullhomolog in G, wenn

n∑

j=1

n(γj , w) = 0, w ∈ C \G .

(ii) G heißt homolog einfach zusammenhängend , wenn G zusammenhängend
ist und jeder geschlossene rektifizierbare Weg in G nullhomolog in G ist.

�
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Kapitel 2

Der Analytizitätsbegriff

2.1 Äquivalente Bedingungen für Analytizität

Nun kommen wir zur dem für diese Vorlesung zentralen Begriff der Analytizität.

2.1.1 Definition. Sei G ⊆ C offen, f : G → C. Ist f an jeder Stelle von G
differenzierbar, so heißt f analytisch in G. Wir bezeichnen die Menge aller in G
analytischen Funktion als H(G). �

An Stelle der Bezeichnung
”
analytisch“ wird in der Literatur oft auch holo-

morph oder regulär verwendet.

2.1.2 Bemerkung. Sei G ⊆ C offen.

(i) Die Menge H(G) ist, mit den punktweise erklärten algebraischen Opera-
tionen, eine kommutative C–Algebra. Sie besitzt ein Einselement, nämlich
die konstante Funktion 1. Die Einheitengruppe H(G)∗ := {f ∈ H(G) :
∃ g ∈ H(G) : fg = 1} ist gegeben als

H(G)∗ =
{
f ∈ H(G) : f(w) nullstellenfrei

}
.

(ii) Analytizität ist (naturgemäß) eine lokale Eigenschaft, d.h.: Eine Funktion
f : G → C ist genau dann in G analytisch, wenn jeder Punkt w ∈ G eine
offene Umgebung Uw besitzt, sodass f |Uw in Uw analytisch ist.

(iii) Eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius ist in ihrem Konver-
genzkreis analytisch. Insbesondere ist jede Polynomfunktion in ganz C
analytisch.

�

Es ist eine –um nicht zu sagen die (!)– Grundlage der Funktionentheorie, dass
sich Analytizität durch Bedingungen von verschiedenstem Typ charakterisieren
lässt.

2.1.3 Satz. Sei G ⊆ C offen, und f : G→ C. Dann sind äquivalent:

(CIF1) Für jeden Punkt w ∈ G gibt es einen Radius r > 0, sodass die
abgeschlossene Kreisscheibe Ur(w) ganz in G liegt und f sich in

17
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dem Inneren dieser Kreisscheibe darstellen lässt als

f(z) =
1

2πi

ffi

∂Ur(w)

f(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ Ur(w) . (2.1.1)

(PR1) Für jeden Punkt w ∈ G gibt es eine Potenzreihe
∑∞
n=0 an(z − w)n

mit Konvergenzradius R > 0, und einen Radius r ∈ (0, R], sodass
die Kreisscheibe Ur(w) ganz in G liegt und f sich auf dieser Kreis-
scheibe darstellen lässt als

f(z) =

∞∑

n=0

an(z − w)n, z ∈ Ur(w) .

(DIFF1)Die Funktion f ist analytisch in G.

(CIS1) Die Funktion f ist stetig in G. Für jede offene und konvexe Teil-
menge G̃ von G, und jeden geschlossenen rektifizierbaren Weg γ in
G̃ gilt

ˆ

γ

f(ζ) dζ = 0 .

(SF1) Für jede offene und konvexe Teilmenge G̃ von G besitzt die Funktion
f |G̃ eine Stammfunktion.

Die Bedingung (CIF1) heißt die lokale Cauchy’sche Integralformel , die Be-
dingung (CIS1) der lokale Cauchy’sche Integralsatz .

Zu den Bedingungen der in Satz 2.1.3 angegebenen Äquivalenzliste kann
man noch einige Verschärfungen bzw. Abschwächungen hinzufügen, welche sich
im Laufe des Beweises automatisch ergeben:

(CIF2) Für jeden Punkt w ∈ G und jeden Radius r > 0, sodass die abge-
schlossene Kreisscheibe Ur(w) ganz in G liegt, gilt die Darstellung
(2.1.1).

(PR2) Die Funktion f ist in G beliebig oft differenzierbar. Für jeden Punkt
w ∈ G konvergiert die Taylorreihe

∞∑

n=0

f (n)(w)

n!
(z − w)n

von f mindestens in der größten Kreisscheibe die ganz in G liegt,
und stellt dort die Funktion f dar.

(DIFF2)Die Funktion f ist in G beliebig oft differenzierbar.

(CIS0) Die Funktion f ist stetig in G. Für jedes abgeschlossene Dreieck ∆
mit ∆ ⊆ G ist

ffi

∂∆

f(ζ) dζ = 0 .

(SF0) Für jeden Punkt w ∈ G gibt es eine offene Umgebung U ⊆ G von
w, sodass f |U eine Stammfunktion hat.
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Mit essentiellen Verschärfungen der lokalen Cauchy’schen Integralformel bzw.
des lokalen Cauchy’schen Integralsatzes werden wir uns im nächsten Abschnitt
befassen. Die Implikation

”
(CIS0)⇒(DIFF1)“ heißt auch der Satz von Morera.

Der Rest dieses Abschnittes ist dem Beweis von Satz 2.1.3 gewidmet. Wir
führen ihn in mehreren Schritten. Dabei zeigen wir die folgenden Implikationen
(die punktiert gezeichneten sind trivial bzw. bereits bekannt):

(CIF2)

��

1′ // (PR2)

��

(DIFF2)

��
(CIF1)

1 // (PR1)

∗ 66

(DIFF1)
2

((RRRRRRBC@A
4

GF //

(CIS1)

��

(SF1)

��

∗∗oo

(CIS0)

3 66mmmmmmm
(SF0)

5

[[

�� . . . . . . alle nach unten gehenden punktierten Implikationen sind trivial.

* . . . . . . Korollar 1.1.8.
** . . . . . . Satz 1.2.9.
1,1’ . . . . . . Lemma 2.1.4, bzw. Lemma 2.1.4 gemeinsam mit (1.1.1).
2 . . . . . . Lemma 2.1.5.
3 . . . . . . Lemma 2.1.6.
4 . . . . . . Lemma 2.1.8.
5 . . . . . . Korollar 2.1.9.

2.1.4 Lemma. Sei w ∈ G und r > 0 derart dass Ur(w) ⊆ G und sodass die
Formel (2.1.1) gilt. Dann gilt

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − w)n, z ∈ Ur(w) ,

mit

an :=
1

2πi

ffi

∂Ur(w)

f(ζ)

(ζ − w)n+1
dζ . (2.1.2)

Insbesondere ist der Konvergenzradius dieser Potenzreihe größer oder gleich r.

Beweis. Sei z ∈ Ur(w) festgehalten, dann gilt

1

ζ − z
=

1

(ζ − w) + (w − z)
=

1

ζ − w
· 1

1− z−w
ζ−w

.

Es ist | z−w
ζ−w | =

|z−w|
r

, ζ ∈ ∂Ur(w), also ist die geometrische Reihe

∞∑

n=0

(z − w

ζ − w

)n
=

1

1− ( z−w
ζ−w )

konvergent, und zwar gleichmäßig für ζ ∈ ∂Ur(w). Es folgt

f(z) =
1

2πi

ffi

∂Ur(w)

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∞∑

n=0

1

2πi

ffi

∂Ur(w)

f(ζ)

(ζ − w)n+1
dζ · (z − w)n .

❑
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2.1.5 Lemma (von Goursat). Sei f analytisch in G. Dann gilt (CIS0).

Beweis. Die Stetigkeit von f folgt trivialerweise da f sogar differenzierbar ist.
Seien T = (a, b, c) drei verschiedene komplexe Zahlen. Setze für t ∈ [0, 1]

γ1(t) := (1− t)a+ tb, γ2(t) := (1− t)b+ tc, γ3(t) := (1− t)c+ ta .

a b

c

• •

•

γ1

γ2γ3

und sei l(T ) := |b− a|+ |c− b|+ |a− c|, ∆(T ) := co{a, b, c}, d(T ) := max{|b−
a|, |c− b|, |a− c|}. Dann gilt

l(T ) =
3∑

i=1

V (γi), d(T ) = sup{|w − z| : w, z ∈ ∆(T )} .

Die erste Beziehung ist klar. Um die zweite einzusehen, sei z = λa + µb + νc,
wobei λ, µ, ν ∈ [0, 1], λ+ µ+ ν = 1, und sei w ∈ ∆(T ). Dann gilt

w − z = λ(w − a) + µ(w − b) + ν(w − c) ,

also |w− z| ≤ max{|w− a|, |w− b|, |w− c|}. Wendet man diese Ungleichung an
mit w anstelle von z und a (oder b, c) anstelle von w, so folgt

|a− w| ≤ max{0, |a− b|, |a− c|} ,

|b− w| ≤ max{|b− a|, 0, |b− c|} ,

|c− w| ≤ max{|c− a|, |c− b|, 0} .
Insgesamt also |w − z| ≤ d(T ). Die umgekehrte Ungleichung ist klar.

Ist T = (a, b, c) gegeben, so definieren wir die Vierteilungen von T als

T1 :=
(
a, a+b2 , c+a2

)
, T2 :=

(
a+b
2 , b, b+c2

)

T3 :=
(
b+c
2 , c, c+a2

)
, T4 :=

(
c+a
2 , a+b2 , b+c2

)

T1

T4

T2

T3

T

c+a
2

b

c

a

b+c
2

a+b
2

•

•

•

•

•

•
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Offenbar gilt l(Tj) =
1
2 l(T ) und d(Tj) =

1
2d(T ).

Sind a, b, c so daß ∆(T ) ⊆ G, so gilt auch ∆(Tj) ⊆ G, j = 1, . . . , 4. Setze

I(T, f) :=

3∑

i=1

ˆ

γi

f(ζ) dζ ,

dann gilt offenbar I(T, f) =
∑4
k=1 I(Tk, f). Ist k0 ∈ {1, . . . , 4} eine Zahl mit

|I(Tk0 , f)| = max{|I(Tk, f)| : k = 1, . . . , 4}, so folgt also

|I(T, f)| ≤ 4|I(Tk0 , f)| .

Wir definieren nun induktiv eine Folge (T (n))n∈N0
sodass T (0) = T und T (n+1) =

[T (n)]kn wobei kn ∈ {1, . . . , 4} so ist dass |I([T (n)]kn , f)| = max{|I([T (n)]k, f)| :
k = 1, . . . , 4}. Dann gilt

l(T (n)) =
1

2n
l(T ), d(T (n)) =

1

2n
d(T ), |I(T, f)| ≤ 4n|I(T (n), f)| .

Die Mengen ∆(T (n)) sind eine absteigende Folge nichtleerer kompakter Mengen,
also existiert w ∈ ⋂

n≥0 ∆(T (n)).
Wir verwenden nun dass f an der Stelle w differenzierbar ist: Sei ρ : G→ C

stetig, ρ(w) = 0, sodass f(z) = f(w) + f ′(w)(z − w) + ρ(z)(z − w). Da das
Polynom f(w) + f ′(w)(z − w) auf G eine Stammfunktion hat, gilt

I(T (n), f) = I
(
T (n), f(w) + f ′(w)(z − w)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+I
(
T (n), ρ(z)(z − w)

)
=

= I
(
T (n), ρ(z)(z − w)

)
.

Es folgt

|I(T, f)| ≤ 4n|I(T (n), f)| ≤ 4nl(T (n)) max
z∈∆(T (n))

|ρ(z)| · d(T (n)) =

= l(T )d(T ) max
z∈∆(T (n))

|ρ(z)| .

Wegen d(T (n)) → 0 und der Stetigkeit von ρ, sowie ρ(w) = 0, folgt dass
maxz∈∆(T (n)) |ρ(z)| → 0. Also erhalten wir I(T, f) = 0. ❑

2.1.6 Lemma. Es gilt
”
(CIS0)⇒(SF1)“.

Beweis. Sei eine offene und konvexe Teilmenge G̃ von G gegeben. Wähle z0 ∈ G̃,
und setze

Fz0(z) :=

ˆ

[z0,z]

f(ζ) dζ, z ∈ G̃ ,

Dabei verstehen unter [z0, z] den Weg γ(t) := tz + (1 − t)z0, t ∈ [0, 1], also
die Verbindungsstrecke von z0 zu z. Aufgrund der Konvexität von Ĝ ist Fz0
wohldefiniert.

Wegen (CIS0) gilt

Fz0(z)− Fz0(w) =

ˆ

[z0,z]

f(ζ) dζ −
ˆ

[z0,w]

f(ζ) dζ =

ˆ

[w,z]

f(ζ) dζ ,
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und wir erhalten

Fz0(z) = Fz0(w) + f(w)(z − w) + ρ(z)(z − w) ,

mit

ρ(z) :=





1
z−w

´

[w,z]

(f(ζ)− f(w)) dζ , z 6= w

0 , z = w

Wegen V ([w, z]) = |z − w|, gilt

|ρ(z)| ≤ max
ζ∈[w,z]

|f(ζ)− f(w)| .

Da f bei w stetig ist, folgt limz→w |ρ(z)| = 0. Also ist Fz0 bei w differenzierbar
und F ′

z0
(w) = f(w). ❑

2.1.7 Lemma. Sei w ∈ G, und g : G → C stetig. Erfüllt g in G \ {w} die
Bedingung (CIS0), dann erfüllt g sogar in ganz G die Bedingung (CIS0).

Beweis. Sei T = (a, b, c) mit ∆(T ) ⊆ G gegeben. Wir unterscheiden drei Fälle.

Fall 1; w 6∈ ∆(T ): Dann ist ∆(T ) ⊆ G\{w}, und daher gilt nach Vorraussetzung
fl

∂∆(T )
f(ζ) dζ = 0.

Fall 2; w ∈ ∆(T ) \ ∂∆(T ): Für s ∈ (0, 1] setze hs(ζ) := s(ζ − w) + w, und
betrachte die Dreiecke ∆(Ts) mit Ts := (hs(a), hs(b), hs(c)). Dann gilt stets
∆(Ts) ⊆ ∆(T ) und w ∈ ∆(Ts) \ ∂∆(Ts).

•w

c
•

a •

b•

hs(c)•

hs(b)

•

hs(a)•

Da g in G \ {w} der Bedingung (CIS0) genügt, gilt
ˆ

[a,b]

g(ζ)dζ +

ˆ

[b,hs(b)]

g(ζ)dζ +

ˆ

[hs(b),a]

g(ζ)dζ = 0

ˆ

[a,hs(b)]

g(ζ)dζ +

ˆ

[hs(b),hs(a)]

g(ζ)dζ +

ˆ

[hs(a),a]

g(ζ)dζ = 0

ˆ

[b,c]

g(ζ)dζ +

ˆ

[c,hs(c)]

g(ζ)dζ +

ˆ

[hs(c),b]

g(ζ)dζ = 0

ˆ

[b,hs(c)]

g(ζ)dζ +

ˆ

[hs(c),hs(b)]

g(ζ)dζ +

ˆ

[hs(b),b]

g(ζ)dζ = 0

ˆ

[c,a]

g(ζ)dζ +

ˆ

[a,hs(a)]

g(ζ)dζ +

ˆ

[hs(a),c]

g(ζ)dζ = 0

ˆ

[c,hs(a)]

g(ζ)dζ +

ˆ

[hs(a),hs(c)]

g(ζ)dζ +

ˆ

[hs(c),c]

g(ζ)dζ = 0

Summiert man diese Gleichungen auf, folgt
ffi

∂∆(T )

g(ζ) dζ =

ffi

∂∆(Ts)

g(ζ) dζ .
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Offenbar ist l(Ts) = s · l(T ) und d(Tt) = s · d(T ). Es folgt
∣∣∣
ffi

∂∆(Ts)

g(ζ) dζ
∣∣∣ ≤ l(Ts) max

ζ∈∂∆(Ts)
|g(ζ)| ≤ s · l(T ) max

ζ∈∆(T )
|g(ζ)| .

Lässt man nun s gegen 0 streben, so folgt
fl

∂∆(T )
g(ζ) dζ = 0.

Fall 3; w ∈ ∂∆: Wir verwenden die gleiche Argumentation mit geeigneten Drei-
eckswegen. In den folgenden beiden Skizzen zeigen wir den Fall

”
w ∈ (a, b)“

bzw.
”
w = a“, die anderen Fälle sind symmetrisch.

c
•

a •

b•
w
•

hs(c)•

hs(a)

•

hs(b)
•

c
•

w = a
•

b•

hs(c)•

hs(b)

•

Wieder zeigt das gleiche Argument, dass
fl

∂∆(T )
g(ζ) dζ = 0. ❑

2.1.8 Lemma. Sei f analytisch in G. Ist w ∈ G und r > 0 sodass Ur(w) ⊆ G,
so gilt (2.1.1).

Beweis. Wähle r′ > r sodass Ur′(w) ⊆ G und betrachte, für festes z ∈ Ur(w),
die Funktion

g(ζ) :=

{
f(ζ)−f(z)

ζ−z , ζ ∈ Ur′(w) \ {z}
f ′(z) , ζ = z

Dann ist g an jeder Stelle ζ ∈ Ur′(w) \ {z} differenzierbar und an der Stelle
z stetig. Wegen der bereits bewiesenen Implikation

”
(DIFF1)⇒(CIS0)“ können

wir Lemma 2.1.7 anwenden. Es folgt, dass g auf ganz Ur′(w) der Bedingung
(CIS0) genügt.

Nach der bereits bewiesenen Implikation
”
(CIS0)⇒(CIS1)“ gilt

ffi

∂Ur(w)

g(ζ) dζ = 0 .

Also ist

0 =

ffi

∂Ur(w)

f(ζ)− f(z)

ζ − z
dζ =

ffi

∂Ur(w)

f(ζ)

ζ − z
dζ − f(z)

ffi

∂Ur(w)

dζ

ζ − z
=

=

ffi

∂Ur(w)

f(ζ)

ζ − z
dζ − f(z) 2πi · n(∂Ur(w), z)︸ ︷︷ ︸

=1

.

❑

2.1.9 Korollar. Die Funktion f erfülle (SF0). Dann ist sie analytisch in G.

Beweis. Sei w ∈ G, und wähle eine offene Umgebung U ⊆ G von w, sodass
f |U eine Stammfunktion F hat. Nun gilt auf U , nach Definition, F ′ = f . Al-
so ist F analytisch in U und damit nach der bereits bewiesenen Implikation

”
(DIFF1)⇒(DIFF2)“ sogar beliebig oft differenzierbar. Wir erhalten, dass f |U
ebenfalls differenzierbar ist. ❑
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2.2 Globale Versionen des Cauchy’schen Inte-

gralsatzes

Die Formel des folgenden Satzes für
”
l = 0“ nennt man manchmal auch die

globale Cauchy’sche Integralformel .

2.2.1 Satz (Cauchy’sche Integralformel, Homologieversion). Sei G ⊆ C offen
und f analytisch in G. Dann gilt:

(CIF3) Seien γ1, . . . , γn geschlossene rektifizierbare Wege in G, γk :
[αk, βk] → G, die gemeinsam nullhomolog in G sind. Dann ist für
jedes z ∈ G \⋃n

k=1 γk([αk, βk]) und l ∈ N ∪ {0}

f (l)(z)

n∑

k=1

n(γk, z) =
l!

2πi

n∑

k=1

ˆ

γk

f(ζ)

(ζ − z)l+1
dζ.

Zum Beweis benützen wir das folgende Lemma.

2.2.2 Lemma. Sei G ⊆ C offen, γ : [α, β] → G ein rektifizierbarer Weg in C,
und φ : G × γ([α, β]) → C stetig. Weiters sei für jedes feste ζ ∈ γ([α, β]) die
Funktion z 7→ φ(z, ζ) analytisch in G. Dann ist die Funktion

f(z) :=

ˆ

γ

φ(z, ζ) dζ, z ∈ G,

analytisch in G und es gilt

f ′(z) =

ˆ

γ

∂

∂z
φ(z, ζ) dζ .

Beweis. Sei z0 ∈ G und wähle r > 0 sodass Ur(z0) ⊆ G. Dann ist
φ|
Ur(z0)×γ([α,β])

gleichmäßig stetig und daher gilt für jede Folge (zn)n∈N mit
zn → z0

lim
n→∞

sup
ζ∈γ([0,1])

|φ(zn, ζ)− φ(z0, ζ)| = 0 .

Es folgt limn→∞ f(zn) = f(z0), d.h. f ist stetig.
Sei T = (a, b, c) sodass ∆(T ) ⊆ G. Wegen der Stetigkeit des Integranden

darf man die Integrationsreihenfolge vertauschen, und erhält

ffi

∂∆(T )

f(z) dz =

ffi

∂∆(T )

( ˆ

γ

φ(z, ζ) dζ
)
dz =

ˆ

γ

( ffi

∂∆(T )

φ(z, ζ)dz
)

︸ ︷︷ ︸
=0

dζ = 0 .

Wegen
”
(CIS0)⇒(DIFF1)“ ist f analytisch in G. Weiters ist, für r > 0 hinrei-

chend klein, wegen (1.1.1) und (2.1.2)

f ′(z) =
1

2πi

ffi

∂Ur(z)

f(α)

(α− z)2
dα =

1

2πi

ffi

∂Ur(z)

( ˆ

γ

φ(α, ζ)

(α− z)2
dζ

)
dα =
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=

ˆ

γ

( 1

2πi

ffi

∂Ur(z)

φ(α, ζ)

(α− z)2
dα

)
dζ =

ˆ

γ

∂

∂z
φ(z, ζ) dζ .

❑
Beweis (von Satz 2.2.1). Der wesentliche Teil ist die behauptete Formel für l = 0
zu zeigen. Der Fall l ≥ 1 folgt dann sofort mittels Induktion unter Zuhilfenahme
von Lemma 2.2.2 und der Tatsache dass n(γk, z) lokal konstant ist.

Schritt 1; Der Differenzenquotient φ: Betrachte die Funktion φ : G×G→ C

φ(z, w) :=

{
f(z)−f(w)

z−w , z 6= w

f ′(z) , z = w

Wir zeigen, dass φ stetig ist.
In einem Punkt (z0, w0) mit z0 6= w0 ist das klar. Sei z0 ∈ G, und wähle

r > 0 sodass Ur(z0) ⊆ G und sodass

|f ′(z)− f ′(z0)| < ǫ, z ∈ Ur(z0) .

Dann ist für z ∈ Ur(z0) also |φ(z, z)− φ(z0, z0)| < ǫ. Für z, w ∈ Ur(z0), z 6= w,
setze γ(t) := (1− t)w + tz, t ∈ [0, 1], dann gilt

f(z)− f(w) = f(γ(1))− f(γ(0)) =

ˆ

γ

f ′(ζ) dζ =

=

1
ˆ

0

f ′(γ(t))γ′(t)dt = (z − w)

1
ˆ

0

f ′(γ(t))dt .

Also folgt

φ(z, w)− φ(z0, z0) =

1
ˆ

0

(
f ′(γ(t))− f ′(z0)

)
dt ,

und daher |φ(z, w)− φ(z0, z0)| < ǫ.

Schritt 2; Konstruktion einer in ganz C analytischen Funktion: Ist w ∈ G fest-
gehalten, so ist nach Lemma 2.1.7 die Funktion z 7→ φ(z, w) analytisch in G.
Nach Lemma 2.2.2 ist die Funktion

g1(z) :=
n∑

k=1

ˆ

γk

φ(z, ζ) dζ, z ∈ G ,

analytisch in G.
Betrachte die Funktion

g2(z) :=
n∑

k=1

ˆ

γk

f(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ C \

n⋃

k=1

γk([αk, βk]) .

Da f(ζ)
ζ−z offenbar für (z, ζ) ∈ (C\⋃n

k=1 γk([αk, βk]))×
⋃n
k=1 γk([αk, βk]) stetig ist

und ebenso für jedes feste ζ analytisch in z, ist g2 nach Lemma 2.2.2 analytisch
in C \⋃n

k=1 γk([αk, βk]).
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Sei H := {z ∈ C \ ⋃n
k=1 γk([αk, βk]) :

∑n
k=1 n(γk, z) = 0}. Nach Satz 1.3.9

ist H offen und enthält das Äußere der Kreisscheibe UR(0), R := max{|γk(t)| :
t ∈ [αk, βk], k = 1, . . . , n}. Da die Wege γ1, . . . , γn gemeinsam nullhomolog in G
sind, ist weiters G ∪H = C.

Ist z ∈ G ∩H, so gilt

g1(z) =

n∑

k=1

ˆ

γk

f(z)− f(ζ)

z − ζ
dζ =

n∑

k=1

ˆ

γk

1

z − ζ
dζ −

n∑

k=1

ˆ

γk

f(ζ)

z − ζ
dζ =

= −f(z) · 2πi
n∑

k=1

n(γk, z)

︸ ︷︷ ︸
=0

−
n∑

k=1

ˆ

γk

f(ζ)

z − ζ
dζ = g2(z) .

Also ist durch

g(z) :=

{
g1(z) , z ∈ G

g2(z) , z ∈ H

eine Funktion auf G∪H = C wohldefiniert. Da G und H offen sind und g1 und
g2 beide analytisch, ist g in C analytisch.

Schritt 3; Abschätzung von g: Da lim|z|→∞
1

|ζ−z| = 0 gleichmäßig für ζ ∈⋃n
k=1 γk([0, 1]) gilt, folgt

lim
z→∞

g2(z) = 0 .

Nun enthält H das gesamte Äußere einer Kreisscheibe, und wir schliessen dass

lim
z→∞

g(z) = lim
z→∞

g2(z) = 0 .

Sei w ∈ C festgehalten, dann ist nach (CIF2) für jedes R > |w|

|g(w)| =
∣∣∣ 1

2πi

ffi

∂UR(0)

g(ζ)

ζ − w
dζ

∣∣∣ ≤ 1

2π

R

R− |w| max
|ζ|=R

|g(ζ)| .

Lässt man in dieser Beziehung R gegen ∞ streben, so folgt g(w) = 0. Da w
beliebig war, ist also die Funktion g identisch gleich Null.

Für z ∈ G \⋃n
k=1 γk([αk, βk]) gilt damit

0 =

n∑

k=1

ˆ

γk

f(z)− f(ζ)

z − ζ
dζ = −f(z)2πi

n∑

k=1

n(γk, z)−
n∑

k=1

ˆ

γk

f(ζ)

z − ζ
dζ ,

d.h.

f(z)

n∑

k=1

n(γk, z) =
1

2πi

n∑

k=1

ˆ

γk

f(ζ)

ζ − z
dζ .

❑

2.2.3 Korollar (Cauchy’scher Integralsatz, Homologieversion). Sei G ⊆ C of-
fen und f analytisch in G. Dann gilt:
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(CIS2) Seien γ1, . . . , γn geschlossene rektifizierbare Wege in G, γk :
[αk, βk] → G, die gemeinsam nullhomolog in G sind. Dann ist

n∑

k=1

ˆ

γk

f(ζ) dζ = 0 .

Beweis. Wähle z0 ∈ G\⋃n
k=1 γk([αk, βk]), und wende die Cauchy’sche Integral-

formel an auf die Funktion g(z) := (z − z0)f(z). Es folgt

0 = g(z0)

n∑

k=1

n(γk, z0) =
1

2πi

n∑

k=1

ˆ

γk

f(ζ) dζ .

❑

2.2.4 Korollar. Sei G ⊆ C offen und f analytisch in G. Dann gilt:

(SF2) Für jede offene und homolog einfach zusammenhängende Teilmenge
G̃ von G besitzt die Funktion f |G̃ eine Stammfunktion.

Beweis. Wähle z0 ∈ G̃, sowie zu jedem Punkt z ∈ G̃ eine rektifizierbaren Weg
γz der z0 mit z verbindet. Setze

Fz0(z) :=

ˆ

γz

f(ζ) dζ, z ∈ G̃ .

Genauso wie in Lemma 2.1.6 zeigt man, dass Fz0 eine Stammfunktion von f |G̃
ist. ❑

2.2.5 Satz (Cauchy’scher Integralsatz, Homotopieversionen). Sei G ⊆ C offen
und f analytisch in G. Dann gelten:

(CIS3) Sei H : [0, 1]× [0, 1] → G eine Homotopie, und setze für t ∈ [0, 1]

γ1(t) := H(t, 0), γ2(t) := H(1, t), γ3(t) := H(0, t), γ4(t) := H(t, 1) .

•

•

•

•

γ1

γ2

γ4

γ3

•

• •

•
0

1

1

H

Dann gilt
ˆ

γ1

f(ζ) dζ +

ˆ

γ2

f(ζ) dζ =

ˆ

γ3

f(ζ) dζ +

ˆ

γ4

f(ζ) dζ .

(CIS3’) Seien γ und γ̃ rektifizierbare geschlossene Wege in G die loop-
homotop in G sind. Dann gilt

ˆ

γ

f(ζ) dζ =

ˆ

γ̃

f(ζ) dζ .
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(CIS3”) Seien γ und γ̃ rektifizierbare Wege in G, die den gleichen Anfangs-
punkt haben und auch den gleichen Endpunkt. Sind γ und γ̃ FEP-
homotop in G, so gilt

ˆ

γ

f(ζ) dζ =

ˆ

γ̃

f(ζ) dζ .

Beweis. Ist G = C, so erfüllt f nach (CIS1) die gewünschten Bedingungen. Sei
also G 6= C und setze m := d(C \G,H([0, 1]× [0, 1])). Da H([0, 1]× [0, 1]) ⊆ G
und kompakt ist, ist m > 0. Wähle n ∈ N so groß, dass

|H(s, t)−H(u, v)| < m, |s− u|2 + |t− v|2 ≤ 2

n2
.

Setze

zjk := H
( j
n
,
k

n

)
, j, k = 0, . . . , n .

Es gilt stets

H
([ j
n
,
j + 1

n

]
×
[k
n
,
k + 1

n

])
⊆ Um(zjk) ⊆ G .

Nach Lemma 2.1.6 ist die Funktion

gjk(z) :=

ˆ

[zjk,z]

f(ζ) dζ, z ∈ Um(zjk)

eine Stammfunktion von f |Um(zjk). Setze

Ajk :=
(
gjk(zj+1,k)− gjk(zjk)

)
+
(
gjk(zj+1,k+1)− gjk(zj+1,k)

)
+

+
(
gjk(zj,k+1)− gjk(zj+1,k+1)

)
+
(
gjk(zjk)− gjk(zj,k+1)

)
,

dann ist Ajk = 0 für alle j, k, also auch
∑n−1
j,k=0Ajk = 0.

Sei z0 ∈ Um(zjk) ∩ Um(zj+1,k), dann gilt für z ∈ Um(zjk) ∩ Um(zj+1,k) dass

gjk(z)−
ˆ

[z0,z]

f(ζ) dζ = const, gj+1,k(z)−
ˆ

[z0,z]

f(ζ) dζ = const .

Also ist auch gjk(z)−gj+1,k(z) konstant auf Um(zjk)∩Um(zj+1,k). Genauso folgt
dass gjk(z) − gj,k+1(z) konstant auf Um(zjk) ∩ Um(zj,k+1) ist. Damit erhalten
wir

(
gjk(zj+1,k+1)− gjk(zj+1,k)

)
+
(
gj+1,k(zj+1,k)− gj+1,k(zj+1,k+1)

)
= 0 ,

(
gjk(zj,k+1)− gjk(zj+1,k+1)

)
+
(
gj,k+1(zj+1,k+1)− gj,k+1(zj,k+1)

)
= 0 .

Wir erhalten

0=
n−1∑

j,k=0

Ajk =
n−1∑

j=0

(
gj0(zj+1,0)−gj0(zj0)

)
+
n−1∑

k=0

(
gn−1,k(zn,k+1)−gn−1,k(znk)

)
+
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+

n−1∑

j=0

(
gj,n−1(zjn)− gj,n−1(zj+1,n)

)
+

n−1∑

k=0

(
g0k(z0k)− g0k(z0,k+1)

)

Unter der Voraussetzung von (CIS3), dass γ1, . . . , γ4 rektifizierbar sind, ist die
rechte Seite gleich

ˆ

γ1

f(ζ) dζ +

ˆ

γ2

f(ζ) dζ −
ˆ

γ4

f(ζ) dζ −
ˆ

γ3

f(ζ) dζ ,

und wir sehen, dass die in (CIS3) verlangte Gleichheit gilt.
Unter der Voraussetzung von (CIS3’), dass γ1, γ4 rektifizierbar sind und

H(0, t) = H(1, t), t ∈ [0, 1], folgt dass z0k = znk, k = 0, . . . , n, und wegen

gn−1,k(z)− g0k(z) = const, z ∈ Um(z0k) ∩ Um(zn−1,k) ,

dass
(
gn−1,k(zn,k+1)− gn−1,k(znk)

)
+

(
g0k(z0k)− g0k(z0,k+1)

)
= 0 .

Also schreibt sich die rechte Seite weiter als

n∑

j=0

(
gj0(zj+1,0)− gj0(zj0)

)
+

n∑

j=0

(
gj,n−1(zjn)− gj,n−1(zj+1,n)

)
=

=

ˆ

γ1

f(ζ) dζ −
ˆ

γ4

f(ζ) dζ ,

und wir sehen, dass die in (CIS3’) verlangte Gleichheit gilt.
Die Gültigkeit von (CIS3”) folgt schließlich sofort aus (CIS3) mit γ = γ1,

γ̃ = γ4, und γ2, γ3 konstante Wege (Anfangspunkt bzw. Endpunkt). ❑

2.2.6 Korollar. Sei G ⊆ C offen.

(i) Jeder rektifizierbare geschlossene Weg in G der in G nullhomotop ist, ist
auch nullhomolog.

(ii) Ist G einfach zusammenhängend, so ist G auch homolog einfach zusam-
menhängend.

Beweis. Ist w ∈ C \ G, so ist die Funktion f(z) := 1
z−w analytisch in G.

Nach der Homotopieversion des Cauchy’schen Integralsatzes, ist daher für jeden
geschlossenen rektifizierbaren Weg γ in G sicher n(γ,w) = 0. Das zeigt (i). Die
Behauptung (ii) folgt sofort aus (i). ❑
2.2.7 Bemerkung. Da konvexe Mengen, insbesondere Kreisscheiben und Drei-
ecke, einfach zusammenhängend sind, impliziert jede der in diesem Abschnitt
genannten Eigenschaften Analytizität:

(CIF3) =⇒ (CIF2)

(SF2) =⇒ (SF1)

(CIS2) ∨ (CIS3) ∨ (CIS3′) ∨ (CIS3′′) =⇒ (CIS0)

�
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2.3 Analytizität vs. Differenzierbarkeit im reel-

len

Sei G ⊆ C offen und f : G→ C. Dann kann man natürlich f auch auffassen als
Funktion zweier reeller Variablen mit Werten in R2: Schreibe dazu

x := Re z, y := Im z, u(x, y) := Re f(x+ iy), v(x, y) = Im f(x+ iy) ,

dann ist also f(z) = u(x, y) + iv(x, y).
Die Tatsache, dass die Funktion f an einer Stelle w ∈ G (komplex) differen-

zierbar ist, läßt sich nun mittels des Begriffs des totalen Differentials aus der
reellen Analysis beschreiben.

2.3.1 Proposition. Sei G ⊆ C offen, w = a + ib ∈ G, und f : G → C. Dann
sind äquivalent:

(i) f ist an der Stelle w (komplex) differenzierbar.

(ii) Die Abbildung (
x

y

)
7→

(
Re f(x+ iy)

Im f(x+ iy)

)
(2.3.1)

ist an der Stelle (a, b) im Sinne der reellen Analysis differenzierbar und
das Differential df(a, b) ist ein skalares Vielfaches einer Rotation, d.h. die
Matrixdarstellung von df(a, b) bezüglich der kanonischen Basis ist von der
Gestalt

df(a, b) = λ

(
cosµ − sinµ
sinµ cosµ

)

mit gewissen λ, µ ∈ R, λ ≥ 0.

In diesem Fall ist λ2 = det df(a, b) = |f ′(w)|2 und µ = arg f ′(w), d.h. df(a, b)
entspricht der linearen Abbildung

”
Multiplizieren mit f ′(w)“

df(a, b)

(
α

β

)
=

(
Re

[
f ′(w)(α+ iβ)

]

Im
[
f ′(w)(α+ iβ)

]
)
.

Beweis. Sei zuerst vorausgesetzt, dass (ii) gilt. Dann haben wir

(
u(x, y)

v(x, y)

)
=

(
u(a, b)

v(a, b)

)
+ df(a, b)

(
x− a

y − b

)
+ ρ(x, y) , (2.3.2)

wobei (d(., .) bezeichnet die euklidische Metrik am R2)

lim
(x,y)→(a,b)

ρ(x, y)

d((x, y), (a, b))
= 0 .

Nun ist

df(a, b)

(
x− a

y − b

)
= λ

(
cosµ − sinµ
sinµ cosµ

)(
x− a

y − b

)
=

=

(
Re

[
(λ cosµ+ iλ sinµ) · ((x− a) + i(y − b))

]

Im
[
(λ cosµ+ iλ sinµ) · ((x− a) + i(y − b))

]
)
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also erhalten wir aus (2.3.2)

f(z) = f(w) + (λ cosµ+ iλ sinµ) · (z − w) + ρ(Re z, Im z) . (2.3.3)

Es folgt, dass f an der Stelle w differenzierbar ist, und dass f ′(w) = λeiµ.

Ist umgekehrt f differenzierbar, und schreibt man f ′(w) = λeiµ, so erhält
man die Beziehung (2.3.3) mit einem geeigneten Restterm ρ. Teilt man diese in
Real- und Imaginärteil auf, so folgt dass (2.3.1) differenzierbar ist und dass das
Differential die gewünschte Gestalt hat. ❑

2.3.2 Korollar. Sei G ⊆ C offen und f : G→ C. Setze u(x, y) := Re f(x+ iy)
und v(x, y) = Im f(x+ iy). Dann ist f genau dann analytisch in G, wenn u und
v im Sinne der reellen Analysis stetig differenzierbar sind, und

ux(x, y) = vy(x, y), uy(x, y) = −vx(x, y), (x, y) mit x+ iy ∈ G , (2.3.4)

erfüllen.

Beweis. Sei vorausgesetzt, dass f analytisch ist. Da die Funktion f dann lokal
um jeden Punkt in eine Potenzreihe entwickelbar ist, sind u und v sicher beliebig
oft differenzierbar. Nach Punkt (ii) der obigen Proposition ist

ux(x, y) = |f ′(x+ iy)|2 cos arg f ′(x+ iy) = vy(x, y) ,

uy(x, y) = −|f ′(x+ iy)|2 sin arg f ′(x+ iy) = −vx(x, y) .

Sind umgekehrt u und v stetig differenzierbar und gelten die Differentialglei-
chungen (2.3.4), so ist die Abbildung (2.3.1) sicher differenzierbar und ihr Dif-
ferential hat die gewünschte Form

df(x, y) =

(
ux(x, y) uy(x, y)
vx(x, y) vy(x, y)

)

❑
Die Beziehungen (2.3.4) nennt man auch die Cauchy-Riemann’schen Diffe-

rentialgleichungen.

2.3.3 Bemerkung.

(i) Fasst man eine analytische Funktion als Abbildung der Ebene in sich auf,
so ist sie winkeltreu.

(ii) Den obigen Zusammenhang zwischen Analytizität und reeller Differen-
zierbarkeit könnte man auch verwenden um gewisse Sätze der komplexen
Analysis herzuleiten. Zum Beispiel erhält man aus den Green’schen For-
meln Varianten des Cauchy’schen Integralsatzes.

Nachteil dieser Methode ist, dass man den riesigen Apparat der mehrdi-
mensionalen reellen Analysis benützen müsste, wogegen die Sätze der kom-
plexen Analysis sich ja eigentlich höchst elegant und unmittelbar beweisen
lassen. Vorteil hingegen wäre, dass sich manche Resultate auf Funktionen
im Rn oder Cn verallgemeinern lassen.
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(iii) Wie wir im Beweis von Korollar 2.3.2 bemerkt haben, sind die Funktionen
u und v beliebig oft differenzierbar. Also erhält man aus den Cauchy-
Riemann’schen Differentialgleichungen und dem Satz von Schwarz über
die gemischten partiellen Ableitungen

uxx = (ux)x = (vy)x = vyx = vxy = (vx)y = (−uy)y = −uyy ,

und genauso vxx = −vyy. Wir sehen, dass u und v harmonisch sind.

Viele Sätze der komplexen Analysis gehören eigentlich in den Kontext der
harmonischen Funktionen. Zum Beispiel das Maximumprinzip Satz 3.3.1,
(i), oder die Poisson’sche Integraldarstellung Proposition 7.1.4. Wir gehen
darauf aber nicht näher ein.

�



Kapitel 3

Eigenschaften analytischer

Funktionen

3.1 Identitätssatz, Logarithmen

Wir beginnen mit einer ersten Folgerung aus der allgemeinen Cauchy’schen In-
tegralformel, den sogenannten Cauchy’schen Abschätzungen für die Ableitungen
einer analytischen Funktion.

3.1.1 Korollar. Sei G ⊆ C offen, f ∈ H(G) und sei Ur(w) ⊆ G. Dann gilt

∣∣f (k)(w)
∣∣ ≤ k!

rk
max

ζ∈∂Ur(w)
|f(ζ)|, k ∈ N0 .

Beweis. Nach der Cauchy’schen Integralformel gilt

∣∣f (k)(w)
∣∣ =

∣∣∣ k!
2πi

ffi

∂Ur(w)

f(ζ)

(ζ − w)k+1
dζ

∣∣∣ ≤ k!

2π
· 2πr · maxζ∈∂Ur(w) |f(ζ)|

rk+1
=

=
k!

rk
max

ζ∈∂Ur(w)
|f(ζ)| .

❑

3.1.2 Korollar. Sei f ∈ H(C) und sei ρ ≥ 0. Gibt es eine Konstante C > 0,
und eine Folge (Rn)n∈N, Rn > 0, von Radien mit Rn → ∞, sodass

|f(z)| ≤ C|z|ρ, |z| = Rn, n ∈ N ,

so ist f ein Polynom vom Grad höchstens [ρ].

Beweis. Die Taylorreihe
∑∞
k=0

f(k)(0)
k! zk konvergiert in ganz C und stellt die

Funktion f dar. Nun gilt für jedes n ∈ N

|f (k)(0)| ≤ k!

Rkn
· CRρn = Ck!Rρ−kn .

Also folgt, mit n→ ∞, dass für k > ρ stets f (k)(0) = 0. ❑
Der folgende Spezialfall von Korollar 3.1.2 ist sehr oft gut einsetzbar:

33
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3.1.3 Korollar (Satz von Liouville). Sei f ∈ H(C) und sei supz∈C |f(z)| <∞.
Dann ist f konstant.

Beweis. Wende Korollar 3.1.2 an mit ρ = 0 und einer beliebigen Folge von
Radien. ❑

Wir kommen zu einem Resultat, welches besonders deutlich aufzeigt, wie
stark die Eigenschaft analytisch zu sein ist.

3.1.4 Satz (Identitätssatz ). Sei G ein Gebiet, und seien f, g ∈ H(G). Dann
sind äquivalent:

(i) f = g.

(ii) Es existiert ein Punkt w ∈ G mit f (k)(w) = g(k)(w), k ∈ N0.

(iii) Die Menge {z ∈ G : f(z) = g(z)} hat einen Häufungspunkt in G.

Beweis. Es genügt den Spezialfall g = 0 zu betrachten, denn die allgemeine
Aussage folgt aus diesem durch Betrachtung von f − g. Sei also im folgenden
stets g = 0 vorausgesetzt. Wir zeigen (i) ⇒ (iii) ⇒ (ii) ⇒ (i).

Die Implikation (i) ⇒ (iii) ist trivial. Es gelte (iii). Sei w ∈ G ein Häufungs-
punkt von {z ∈ G : f(z) = 0}. Angenommen es existiert eine Zahl n ∈ N0 mit
f(w) = . . . = f (n−1)(w) = 0, f (n)(w) 6= 0. Dann gilt also

f(z) =
∞∑

k=n

f (k)(w)

k!
(z − w)k = (z − w)n

∞∑

k=0

f (k+n)(w)

(k + n)!
(z − w)k

für alle z in einer Umgebung U von w. Die Funktion

g(z) :=

∞∑

k=0

f (k+n)(w)

(k + n)!
(z − w)k

ist stetig in U , denn die Konvergenzradien der Potenzreihen für f und g sind
gleich. Es gilt g(w) = 1

n!f
(n)(w) 6= 0, also existiert eine Umgebung V von w

sodass g(z) 6= 0, z ∈ V . Also hat f in V höchstens eine Nullstelle, nämlich w.
Ein Widerspruch, da w Häufungspunkt von der Menge der Nullstellen von f ist.
Es folgt f (k)(w) = 0 für alle k ∈ N0.

Sei nun (ii) vorausgesetzt. Betrachte die Menge

M :=
{
w ∈ G : f (k)(w) = 0, k ∈ N0

}
.

Da jede der Funktionen f (k), k ∈ N0, stetig ist, ist M in G abgeschlossen. Sei
w ∈M , dann gilt auf einer gewissen Umgebung U von w

f(z) =

∞∑

k=0

f (k)(w)

k!
(z − w)k = 0, z ∈ U .

Also ist U ⊆M .
Da M 6= ∅ ist und G zusammenhängt folgt M = G. ❑
Sei G ⊆ C offen und f ∈ H(G). Weiters sei w ∈ C. Ein Punkt z ∈ G heißt

eine w-Stelle von f , wenn f(z) = w gilt.
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3.1.5 Korollar. Sei G ein Gebiet, f ∈ H(G) nicht konstant, und w ∈ C.
Dann hat die Menge der w-Stellen von f keinen Häufungspunkt in G. Ist a eine
w-Stelle, so existiert l ∈ N mit

f(a) = w, f ′(a) = . . . = f (l−1)(a) = 0, f (l)(a) 6= 0 .

Die Funktion

h(z) :=

{
f(z)−w
(z−a)l

, z ∈ G \ {a}
f(l)(a)
l! , z = a

ist analytisch in G. Die Zahl l heißt die Vielfachheit der w-Stelle a.

Beweis. Die Tatsache dass f−1({w}) keinen Häufungspunkt inG hat, sowie dass
es für jede w-Stelle eine Zahl l mit der behaupteten Eigenschaft gibt, folgt wenn
man den Identitätssatz mit der konstanten Funktion g(z) = w anwendet. Be-
trachte nun die Funktion h. Diese ist stetig in G und, wegen der Quotientenregel,
analytisch in G \ {a}. Nach Lemma 2.1.7, ist h daher in ganz G analytisch. ❑

Der Identitätssatz ist oft praktisch, denn er erlaubt es aus dem rellen be-
kannte Funktionalgleichungen zwischen analytischen Funktionen ins komplexe
zu übertragen. Betrachte zum Beispiel die Funktionen sin z, cos z ∈ H(C). Wir
wissen, dass für festes w ∈ R und reelle Werte von z die Fuktionalgleichung

sin(z + w) = sin z cosw + cos z sinw

gilt. Da die linke und die rechte Seite analytisch sind folgt dass diese Beziehung
für alle z ∈ C gilt. Betrachtet man nun die beiden Seiten der Gleichung für festes
z als Funktionen von w, so folgt genauso, dass die Gleichung für alle z, w ∈ C
richtig ist.

Eine weitere Tatsache, die man natürlich auch viel elementarer zeigen kann,
die nun aber ganz ohne weiteren Aufwand folgt, ist die Eindeutigkeit von
Stammfunktionen.

3.1.6 Korollar. Sei G ein Gebiet, f : G→ C, und seien F1, F2 Stammfunktio-
nen von f . Dann ist F1 − F2 konstant.

Beweis. Um dies zu sehen, sei w ∈ G gewählt, und c := F1(w) − F2(w). Da
F1, F2 differenzierbar und daher analytisch sind, ist die Taylorreihe von F1−F2

um w in einer ganzen Kreisscheibe um w konvergent. Nun gilt (F1−F2)
(k) = 0,

k ≥ 1, also ist F1(z)− F2(z) = c für alle z in dieser Kreisscheibe. ❑
Eine wichtige Konsequenz der Existenz von Stammfunktionen analytischer

Funktionen ist die Existenz von Logarithmen und allgemeinen Potenzen.

3.1.7 Korollar. Sei G ⊆ C offen und homolog einfach zusammenhängend, und
sei f ∈ H(G)∗. Dann existiert eine Funktion g ∈ H(G) mit f = exp(g). Die
Menge aller Funktionen h ∈ H(G) mit f = exp(h) ist gegeben als {g + 2πik :
k ∈ Z}.

Beweis. Wegen f ∈ H(G)∗ ist f ′

f
∈ H(G). Da G homolog einfach zusam-

menhängend ist, existiert g ∈ H(G) mit g′ = f ′

f
. Betrachte die Funktion

f̂ := exp(g), dann ist f̂ ∈ H(G)∗. Es gilt

f̂ ′(z) = exp(g(z)) · g′(z) = f̂(z)
f ′(z)

f(z)
,
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also ist
(f
f̂

)′

(z)
f ′(z)f̂(z)− f(z)f̂ ′(z)

f̂(z)2
= 0 .

Es folgt f(z) = cf̂(z) für eine gewisse Konstante c ∈ C \ {0}. Die Funktion g ist

nur bis auf eine additive Konstante durch g′ = f ′

f
festgelegt, also können wir g

so wählen, daß f(z) = f̂(z).

Die letzte Behauptung folgt da exp(w) = 1 genau dann, wenn w = 2πik mit
k ∈ Z. ❑

Man nennt eine Funktion h mit exp(h) = f auch einen Logarithmus von
f . Sei G ⊆ C offen, homolog einfach zusammenhängend, und sei 0 6∈ G. Dann
ist idG ∈ H(G)∗. Eine Funktion g ∈ H(G) mit z = exp(g(z)), z ∈ G, nennt
man einen Zweig des Logarithmus auf G, und schreibt auch g(z) =: log z. Man
beachte, dass diese Schreibweise eigentlich irreführend ist, denn g ist ja nicht
eindeutig festgelegt. Erst wenn man sich an einer Stelle z0 ∈ G auf einen Wert
g(z0) = w0 mit exp(w0) = z0 festlegt, ist g eindeutig auf ganz G bestimmt.

Sei nun g ein Zweig des Logarithmus auf G, und schreibe z ∈ G als z = reiϑ

mit r > 0, ϑ ∈ R. Dann gilt

reiϑ = exp
(
Re g(z) + i Im g(z)

)
= exp

(
Re g(z)

)
· exp

(
i Im g(z)

)
,

und daher Re g(z) = ln r und Im g(z) = ϑ+ 2πk mit einem k ∈ Z.

3.1.8 Bemerkung. Sei G ⊆ C offen, homolog einfach zusammenhängend, und
sei 0 6∈ G. Weiters sei c ∈ C, und log z ein Zweig des Logarithmus auf G. Dann
bezeichnet man

zc := exp(c log z), z ∈ G ,

und spricht von einem Zweig der Potenz zc. Auch diese Bezeichnung ist ir-
reführend, da zc erst dann eindeutig festgelegt ist wenn man einen gewissen
Zweig des Logarithmus ausgewählt hat.

Schreibe wieder z = reiϑ, dann ist, für ein gewisses k ∈ Z,

zc = exp
(
c(ln r + iϑ+ 2πik)

)
=

exp
(
Re c · ln r − Im c · (ϑ+ 2πk)

)
· exp

(
i(Re c · (ϑ+ 2πk) + Im c · ln r)

)
.

(3.1.1)
Zum Beispiel könnte das Symbol 1i also die Werte exp(−2πk) für irgendein
k ∈ Z bedeuten. Auch die, durch die Schreibweise zc suggerierten Rechenregeln
wie zum Beispiel zc · wc = (z · w)c sind im allgemeinen falsch.

Interessant sind jedoch die folgende Feststellungen, die man unmittelbar aus
der Formel (3.1.1) erhält:

(i) Ist c ∈ Z, so ist der Wert von zc eindeutig bestimmt, und zwar gilt

zc =





z · . . . · z︸ ︷︷ ︸
c-mal

, c ∈ N

1 , c = 0

[z · . . . · z︸ ︷︷ ︸
−c-mal

]−1 , c ∈ −N
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(ii) Ist n ∈ N und c := 1
n
, so besitzt zc genau n mögliche Werte. Ist w0 einer

von diesen, so erhält man alle möglichen Werte als

wk = w0e
i 2πk
n , k = 0, . . . , n− 1 .

Diese Werte sind genau jene komplexen Zahlen w mit wn = z. Dies zeigt,
dass die hier definierte

”
Funktion“ z

1
n doch irgendwas mit der

”
n-ten

Wurzel“ zu tun hat.

�

Wir wollen noch explizit festhalten:

3.1.9 Bemerkung. Sei G ⊆ C offen und homolog einfach zusammenhängend, sei
f ∈ H(G)∗ und n ∈ N. Dann existiert g ∈ H(G) mit gn = f . �

3.2 Der Satz vom logarithmischen Residuum

3.2.1 Satz (vom logarithmischen Residuum). Sei G ⊆ C offen und g ∈
H(G)∗. Weiters seien a1, . . . , an, b1, . . . , bm paarweise verschiedene Punkte in
G, α1, . . . , αn, β1, . . . , βm ∈ N, und γ ein geschlossener rektifizierbarer Weg in
G der in G nullhomolog ist und so dass keiner der Punkte ai, bj in γ([0, 1]) liegt.
Betrachte die Funktion

f(z) :=
n∏

i=1

(z − ai)
αi

m∏

j=1

(z − bj)
−βjg(z) .

Dann ist f ∈ H(G \ {a1, . . . , an, b1, . . . , bm})∗ und es gilt

1

2πi

ˆ

γ

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ =

n∑

i=1

αin(γ, ai)−
m∑

j=1

βjn(γ, bj) .

Beweis. Wir differenzieren f nach der Produktregel:

f ′(z) =

n∑

k=1

( n∏

i=1
i6=k

(z − ai)
αi · αk(z − ak)

αk−1
) m∏

j=1

(z − bj)
−βjg(z)+

+

n∏

i=1

(z − ai)
αi

m∑

l=1

( m∏

j=1
j 6=l

(z − bj)
−βj (−βl)(z − bl)

−βl−1
)
g(z)+

+

n∏

i=1

(z − ai)
αi

m∏

j=1

(z − bj)
−βjg′(z)

Es folgt

f ′(z)

f(z)
=

n∑

k=1

αk
z − ak

−
m∑

l=1

βl
z − bl

+
g′(z)

g(z)
.

Da g′

g
∈ H(G) ist und γ in G nullhomolog, folgt wegen dem Cauchy’schen Inte-

gralsatz das
´

γ

g′(ζ)
g(ζ) dζ = 0. Die behauptete Formel folgt nun aus der Definition

der Umlaufzahl. ❑
Dieser Satz hat einige wichtige Konsequenzen.
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3.2.2 Korollar. Sei G ein Gebiet, f ∈ H(G), und w ∈ C. Weiters sei γ ein
geschlossener rektifizierbarer Weg in G der nullhomolog in G ist, und sodass
keine w-Stelle von f auf γ liegt. Seien a1, a2, . . . die (endlich oder abzählbar
vielen) w-Stellen von f in G mit entsprechenden Vielfachheiten αk ∈ N. Dann
gilt

1

2πi

ˆ

γ

f ′(ζ)

f(ζ)− w
dζ =

∑

k

αkn(γ, ak)

Beweis. Sei zunächst angenommen, dass f nun endlich viele w-Stellen in G hat,
und seien diese a1, . . . , an mit Vielfachheiten α1, . . . , αn. Dann ist

f(z)− w =

n∏

i=1

(z − ai)
αig(z)

mit g(z) ∈ H(G)∗. Die behauptete Formel folgt nun unmittelbar aus Satz 3.2.1.
Um den allgemeinen Fall zu behandeln konstruieren wir eine kleinere Menge

Ĝ ⊆ G auf welches wir den eben gezeigten Spezialfall anwenden können. Dazu
sei R := maxt∈[0,1] |γ(t)| und δ := d(∂G, γ([0, 1])). Betrachte die Menge

Ĝ :=
{
z ∈ G : d(z, ∂G) >

δ

2

}
∩ U2R(0) .

Dann ist Ĝ ⊆ G offen, Ĝ ⊆ G kompakt, und γ([0, 1]) ⊆ Ĝ. Da f nicht konstant
ist, kann Ĝ nach dem Identitätssatz nur endlich viele w-Stellen von f enthalten.
Sei nun z 6∈ Ĝ gegeben. Ist |z| ≥ 2R, so liegt z in der unbeschränkten Komponen-
te von C \ γ([0, 1]) und daher ist n(z, γ) = 0. Ist |z| < 2R, so muss d(∂G, z) ≤ δ

2
gelten. Wähle w ∈ ∂G mit |z − w| = d(∂G, z), und sei W die Komponente von
C \ γ([0, 1]) welche w enthält. Wegen U δ

2
(w)∩ Ĝ = ∅, ist U δ

2
(w) ⊆W . Daher ist

n(z, γ) = n(w, γ). Da γ in G nullhomolog ist, ist n(w, γ) = 0. Wir sehen dass γ
auch in Ĝ nullhomolog ist. ❑

Ist γ zum Beispiel ein Kreis, γ(t) := z0 + re2πit, so gilt n(γ, z) = 0 oder = 1
jenachdem ob z ausserhalb oder innerhalb von γ liegt. Dann zählt das Integral
in Korollar 3.2.2 also gerade die Anzahl der w-Stellen von f innerhalb von γ
(inklusive Vielfachheiten).

3.2.3 Satz. Sei G ⊆ C offen, f ∈ H(G), a ∈ G, w0 := f(a). Sei f nicht
konstant in einer Umgebung von a und bezeichne α ∈ N die Vielfachheit von
a als w0-Stelle von f . Dann existieren Umgebungen U von w0 und V von a,
sodass für jedes w ∈ U die Funktion f genau α einfache w-Stellen in V hat.

Beweis. Sei γ ein geschlossener rektifizierbarer Weg inG. Betrachte die Funktion

N(w) :=
1

2πi

ˆ

γ

f ′(ζ)

f(ζ)− w
dζ, w ∈ C \ f(γ([0, 1])) .

Diese ist wohldefiniert, da, wegen w 6∈ f(γ([0, 1])), der Integrand eine stetige
Funktion von ζ ∈ γ([0, 1]) ist.

Wir zeigen dass N(w) stetig ist: Sei w festgehalten und setze r :=
d(w, f(γ([0, 1]))), dann ist r > 0. Für |z−w| < r

2 gilt |f(ζ)−z| > r
2 , ζ ∈ γ([0, 1]),

und wir erhalten

|N(z)−N(w)| = 1

2π

∣∣∣
ˆ

γ

f ′(ζ)
( 1

f(ζ)− z
− 1

f(ζ)− w

)
dζ

∣∣∣ =
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=
1

2π

∣∣∣
ˆ

γ

f ′(ζ)(z − w)

(f(ζ)− z)(f(ζ)− w)
dζ

∣∣∣ ≤ 1

2π

maxζ∈γ([0,1]) |f ′(ζ)|
r
2 · r |z − w| · V (γ) .

Seien nun f, a, w0, α wie im Satz angegeben. Da die w0-Stellen von f wie auch die
Nullstellen von f ′ isoliert in G liegen, existiert r > 0 sodass Ur(a) ⊆ G, f(z) 6=
w0 und f ′(z) 6= 0 für z ∈ Ur(a) \ {a}. Betrachte den Weg

γ(t) := a+
r

2
e2πit, t ∈ [0, 1] .

Dann ist γ ein geschlossener rektifizierbarer nullhomotoper Weg in G und es gilt

n(γ, z) =

{
1 , |z − a| < r

2

0 , |z − a| > r
2

Sei ǫ := 1
2d(w0, f(γ([0, 1]))), wegen unserer Wahl von r ist ǫ > 0. Weiters ist

Uǫ(w0) ∩ f(γ([0, 1])) = ∅, also ist die Funktion N(w) auf Uǫ(w0) definiert und
stetig. Sie hat wegen Korollar 3.2.2 Werte in Z und muß daher auf der zusam-
menhängenden Menge Uǫ(w0) konstant sein. Nun gilt N(w0) = α, also folgt das
f für jedes w ∈ Uǫ(w0) genau α viele w-Stellen in U r

2
(a) besitzt wobei diese

entsprechend ihrer Vielfachheit oft gezählt werden. Wegen unserer Wahl von r
hat f in U r

2
(a) \ {a} nur einfache w-Stellen. Die Behauptung des Satzes folgt

mit den Umgebungen U := Uǫ(w0) und V := U r
2
(a). ❑

3.2.4 Korollar. Es gilt

(i) Satz von der Gebietsttreue: Sei G ein Gebiet und f ∈ H(G) nicht kon-
stant. Dann ist f(G) ebenfalls ein Gebiet.

(ii) Satz von der inversen Funktion: Sei G ⊆ C offen, f ∈ H(G), und sei f
injektiv. Dann ist f−1 : f(G) → G analytisch. Es gilt stets (f−1)′(f(z)) =

1
f ′(z) , z ∈ G.

Beweis. Um (i) zu sehen, sei w0 ∈ f(G). Wähle a ∈ G mit f(a) = w0 und sei U
die Umgebung aus Satz 3.2.3. Dann gilt U ⊆ f(G). Wir zeigen (ii): Zunächst ist
stets f ′(z) 6= 0, denn wäre f ′(a) = 0, so existieren nach Satz 3.2.3 für alle w aus
einer gewissen Umgebung von w0 := f(a) mindestens zwei einfache w-Stellen.
Ein Widerspruch, denn f ist injektiv. Weiters ist f(G) offen und f−1 stetig, da,
nach (i) angewandt auf f eingeschränkt auf beliebige offene Teilmengen von G,
f offene Mengen auf offene Mengen abbildet.

Ist w, ŵ ∈ f(G), w = f(z), ŵ = f(ẑ), so gilt

(f−1)(w)− (f−1)(ŵ)

w − ŵ
=

z − ẑ

f(z)− f(ẑ)
=

[f(z)− f(ẑ)

z − ẑ

]−1

.

Lässt man hier ŵ → w streben, so folgt wegen der Stetigkeit von f−1 dass
ẑ → z, und daher (f−1)′(w) = [f ′(z)]−1. ❑

Der Satz von der Gebietstreue wird oft auch als Satz von der offenen Abbil-
dung bezeichnet.

3.2.5 Bemerkung. Sei f ∈ H(G). Wie wir gesehen haben impliziert die Eigen-
schaft

”
f injektiv“, dass f ′(z) 6= 0, z ∈ G. Im Gegensatz zur Situation bei

reellwertigen Funktionen einer reellen Veränderlichen gilt hier die Umkehrung
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nicht. Eine lokale Version ist jedoch richtig: Sei z0 ∈ G und sei f ′(z0) 6= 0,
dann existiert eine offene Umgebung W ⊆ G von z0 sodass f |W injektiv ist.
Um dies zu sehen wähle U, V wie im Satz 3.2.3 mit w0 := f(z0) und setze
W := V ∩ f−1(U). �

3.2.6 Satz (von Rouché). Sei G ⊆ C offen, und seien f, g ∈ H(G). Sei wei-
ters γ ein geschlossener rektifizierbarer Weg in G, der in G nullhomolog ist.
Bezeichne mit a1, a2, . . . bzw. b1, b2, . . . die (endlichen oder unendlichen) Folgen
der Nullstellen von f bzw. g in G, mit entsprechenden Vielfachheiten αk bzw.
βk. Gilt

|f(z) + g(z)| < |f(z)|+ |g(z)|, z ∈ γ([0, 1]) ,

so folgt ∑

k

αkn(γ, ak) =
∑

k

βkn(γ, bk) .

Beweis. Sei

G̃ :=
{
z ∈ G : |f(z) + g(z)| < |f(z)|+ |g(z)|, f(z) 6= 0, g(z) 6= 0

}
,

dann ist G̃ offen und γ ein geschlossener rektifizierbarer Weg in G̃. Die Funktion

h(z) := f(z)
g(z) ist analytisch in G̃, und es gilt

|h(z) + 1| < |h(z)|+ 1, z ∈ G̃ .

Daher kann h(z) für z ∈ G̃ keine nichtnegative reelle Zahl sein, d.h. h(G̃) ⊆
C \ [0,∞).

Sei nun log z ein Zweig des Logarithmus der in C\[0,∞) analytisch ist. Dann
ist H(z) := log(h(z)) ∈ H(G̃), und es gilt

H ′(z) =
h′(z)

h(z)
=

(f(z)
g(z)

)′ g(z)

f(z)
=
f ′(z)

f(z)
− g′(z)

g(z)
.

Die Funktion f ′

f
− g′

g
∈ H(G̃) hat also eine Stammfunktion, z.B. nämlich H. Es

folgt dass

∑

k

αkn(γ, ak)−
∑

k

βkn(γ, bk) =

ˆ

γ

(f ′(ζ)
f(ζ)

− g′(ζ)

g(ζ)

)
dζ = 0 .

❑

3.3 Das Maximumprinzip

3.3.1 Satz (Maximumprinzip). Sei G ⊆ C offen und f ∈ H(G). Es gilt:

(i) Sei zusätzlich G zusammenhängend. Existiert ein Punkt a ∈ G mit
|f(a)| ≥ |f(z)|, z ∈ G, so ist f konstant. Die gleiche Schlußfolgerung
gilt wenn man anstelle von |f(a)| ≥ |f(z)|, z ∈ G, entweder Re f(a) ≥
Re f(z), z ∈ G, oder Im f(a) ≥ Im f(z), z ∈ G, voraussetzt.

(ii) Sei G beschränkt und habe f eine stetige Fortsetzung f̂ auf G. Dann gilt

sup
z∈G

|f(z)| = max
ζ∈∂G

|f̂(ζ)| .
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(iii) Sei G zusammenhängend, und bezeichne mit ∂∞G den Rand von G in C∞,
d.h.

∂∞G :=

{
∂G , G beschränkt

∂G ∪ {∞} , G unbeschränkt

Ist
M := sup

a∈∂∞G

lim sup
z→a,
z∈G

|f(z)| <∞ ,

so folgt |f(z)| ≤M , z ∈ G.

Beweis. Um (i) zu zeigen sei angenommen f ist nicht konstant und sei a ∈ G.
Wegen dem Satz von der offenen Abbildung enthält f(G) eine ganze Umgebung
von f(a), also sicher auch Punkte mit größerem Betrag (bzw. größerem Real-
oder Imaginärteil).

Wir kommen zu (ii). Da f̂ stetig ist und G kompakt gibt es eine Stelle
a ∈ G mit |f(a)| = maxz∈G |f(z)|. Angenommen a ∈ G, dann ist wegen (i)

die Funktion f auf der Zusammenhangskomponente Ĝ von G welche a enthält
konstant. Nun ist ∂Ĝ ⊆ ∂G da C lokal zusammenhängend ist, und wir schließen
dass es einen Punkt â in ∂G gibt mit |f(â)| = |f(a)|. Es folgt das |f̂ | sein
Maximum sicher auch am Rand annimmt, also

sup
z∈G

|f(z)| ≤ max
ζ∈∂G

|f̂(ζ)| .

Die umgekehrte Ungleichung gilt wegen der Stetigkeit von f̂ .
Schließlich kommen wir zum Beweis von (iii). Sei δ > 0 festgehalten und

betrachte die Menge

H :=
{
z ∈ G : |f(z)| > M + δ

}
,

und sei angenommen das H 6= ∅.
Da |f | stetig ist, ist H offen. Ist ∞ 6∈ ∂∞G, so ist G und damit auch H

beschränkt. Ist ∞ ∈ ∂∞G, so existiert R > 0 mit |f(z)| < M +δ, z ∈ G\UR(0),
also ist auch in diesem Fall H beschränkt. Die Menge H ist daher kompakt,
und klarerweise gilt H ⊆ G = G ∪ ∂G. Sei a ∈ ∂G, dann existiert ǫ > 0 mit
|f(z)| < M + δ, z ∈ G ∩ Uǫ(a), also ist a 6∈ H. Wir schließen dass H ⊆ G. Die
Funktion f |H ist analytisch und hat f |H als stetige Fortsetzung, also folgt nach
(ii) das

sup
z∈H

|f(z)| = max
ζ∈∂H

|f(ζ)| .

Ist ζ ∈ ∂H, so folgt ζ 6∈ H da H offen ist, und daher |f(ζ)| ≤ M + δ. Ein
Widerspruch, denn wegen der Definition von H und der Annahme H 6= ∅ ist
supz∈H |f(z)| > M + δ. ❑

Das Maximumprinzip ist ein Satz der eigentlich in den Kontext der harmoni-
schen bzw. subharmonischen Funktionen gehört. Darauf werden wir aber nicht
eingehen.

Die folgende Verallgemeinerung des Maximumprinzips spielt oft eine wich-
tige Rolle. Dabei wird die Voraussetzung an die Beschränktheit am Rand abge-
schwächt.

3.3.2 Satz (Prinzip von Phragmen-Lindelöf ). Sei G ⊆ C offen und homolog
einfach zusammenhängend, sei f ∈ H(G), und M ≥ 0. Es existiere ϕ ∈ H(G)∗

mit supz∈G |ϕ(z)| <∞, und Mengen A,B mit ∂∞G = A ∪B, sodass
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(i) lim sup
z→a
z∈G

|f(z)| ≤M , a ∈ A;

(ii) lim sup
z→b
z∈G

|f(z)| · |ϕ(z)|η ≤M , b ∈ B, η > 0.

Dann folgt |f(z)| ≤M , z ∈ G.

Beweis. Setze K := supz∈G |ϕ(z)|. Da G homolog einfach zusammenhängend
ist existiert ψ ∈ H(G) mit ϕ = exp(ψ). Setze g(z) := exp(ηψ(z)), z ∈ G, dann
ist g ∈ H(G) und es gilt |g(z)| = exp(ηReψ(z)) = [exp(Reψ(z))]η = |ϕ(z)|η.

Betrachte die Funktion F (t) := f(z)g(z)K−η ∈ H(G). Es gilt |F (z)| =
|f(z)| · |ϕ(z)|ηK−η ≤ |f(z)|, also folgt wegen (i)

lim sup
z→a,
z∈G

|F (z)| ≤M, a ∈ A ,

und wegen (ii)
lim sup
z→b,
z∈G

|F (z)| ≤M ·K−η, b ∈ B .

Aus Satz 3.3.1, (iii), erhalten wir |F (z)| ≤ max{M,MK−η}, z ∈ G, und daher

|f(z)| ≤ |ϕ(z)|−ηmax{MKη,M}, z ∈ G .

Für η → 0 erhält man die gewünschte Aussage. ❑

3.3.3 Korollar. Sei a ≥ 1
2 und f analytisch in dem Winkelraum

G :=
{
z ∈ C : | arg z| < π

2a

}
,

und sei M ≥ 0. Existieren Konstanten C > 0 und b ∈ (0, a), sodass

(i) lim sup
z→a
z∈G

|f(z)| ≤M , a ∈ ∂G;

(ii) |f(z)| ≤ C exp(|z|b), z ∈ G, |z| hinreichend groß;

so folgt |f(z)| ≤M , z ∈ G.

Beweis. Sei c ∈ (b, a) festgehalten. Weiters sei log z ∈ H(G) jener Zweig des
Logarithmus der Funktion z ∈ H(G)∗ mit log 1 = 0. Setze

ϕ(z) := exp
(
− exp(c log z)

)
= exp(−zc), z ∈ G .

Schreibt man z ∈ G als z = reiϑ mit r > 0, |ϑ| < π
2a , so hat man log z = ln r+iϑ

und daher

|ϕ(z)| = exp(−Re exp(c ln r + icϑ)) = exp(−rc cos cϑ) .

Wegen 0 < c < a ist inf |ϑ|< π
2a

cos cϑ =: ρ > 0. Insbesondere ist stets cos cϑ ≥ 0
und daher |ϕ(z)| ≤ 1. Klarerweise ist ϕ ∈ H(G)∗.

Sei nun η > 0 gegeben, dann gilt für |z| hinreichend groß

|f(z)| · |ϕ(z)|η ≤ C exp(rb) · exp(−rc cos cϑ)η =
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= C exp
(
rc(rb−c − η cos cϑ)

)
≤ C exp

(
rc(rb−c − ηρ)

)
, z = reiϑ ∈ G .

Wegen b < c gilt rb−c → 0 für r → ∞, und daher

lim sup
z→∞
z∈G

|f(z)| · |ϕ(z)|η = 0 .

Mit der Zerlegung ∂∞G = A∪B, A := ∂G, B := {∞}, sind also die Vorausset-
zungen von Satz 3.3.2 erfüllt, und wir schließen daß |f(z)| ≤M , z ∈ G. ❑

Als eine Anwendung des Maximumprinzips bestimmen wir die Automorphis-
mengruppe des Einheitskreises. Sei G ⊆ C offen. Eine in G analytische Funktion
f heißt ein Automorphismus von G, wenn f die Menge G bijektiv auf sich selbst
abbildet. Die Menge aller Automorphismen von G bezeichnet man als Aut(G).
Offenbar bildet sie mit der Operation der Hintereinanderausführung eine Halb-
gruppe. Wegen dem Satz von der inversen Funktion ist 〈Aut(G), ◦〉 tatsächlich
eine Gruppe.

Eine Charakterisierung von Aut(D), wobei D die offene Einheitskreisscheibe
bezeichnet, erhält man aus der folgenden, auch anderwertig sehr nützlichen,
Aussage.

3.3.4 Korollar (Lemma von Schwarz ). Sei f ∈ H(D), und gelte |f(z)| ≤ 1,
z ∈ D, und f(0) = 0. Dann folgt |f(z)| ≤ |z|, z ∈ D, und |f ′(0)| ≤ 1. Gilt für
ein z ∈ D \ {0} das |f(z)| = |z|, oder gilt |f ′(0)| = 1, so existiert c ∈ C, |c| = 1,
sodass f(z) = cz, z ∈ D.

Beweis. Wegen f(0) = 0 ist die Funktion

g(z) :=

{
f(z)
z

, z 6= 0

f ′(0) , z = 0

analytisch in D, vgl. Korollar 3.1.5. Nach dem Maximumprinzip gilt für jedes
r ∈ (0, 1)

|g(z)| ≤ max
|ζ|=r

|f(ζ)|
|ζ| ≤ 1

r
, |z| ≤ r .

Lässt man r ր 1 streben, so folgt |g(z)| ≤ 1, z ∈ D. Also folgt |f(z)| ≤ |z|,
z ∈ D, und |f ′(0)| ≤ 1. Gilt für ein z ∈ D das |f(z)| = |z| oder gilt |f ′(0)| = 1,
so nimmt |g(z)| sein Maximum in einem inneren Punkt von D an, und daher ist
g konstant. ❑

3.3.5 Korollar. Für a ∈ D bezeichne

ba(z) :=
z − a

1− az
, z ∈ D .

Dann gilt
Aut(D) =

{
cba : a ∈ D, |c| = 1

}
.

Beweis. Wir zeigen, dass für jedes a ∈ D und z ∈ D gilt |ba(z)| < 1: Es ist

|ba(z)|2 =
|z − a|2
|1− az|2 =

(z − a)(z − a)

(1− az)(1− az)
=

|z|2 + |a|2 − az − az

1 + |a|2|z|2 − az − az
,

also ist |ba(z)| < 1 genau dann, wenn

|z|2 + |a|2 − az − az < 1 + |a|2|z|2 − az − az .
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oder wenn 0 < 1+ |a|2|z|2 − |a|2 − |z|2 = (1− |a|2)(1− |z|2). Diese Ungleichung
ist richtig für a, z ∈ D.

Wir berechnen für a, z ∈ D

(ba ◦ b−a)(z) =
z+a
1+az − a

1− a z+a
1+az

=
z + a− a− aaz

1 + az − az − aa
= z ,

also ist ba ∈ Aut(D) und (ba)
−1 = b−a. Wir sehen, dass in der behaupteten

Gleichheit die Inklusion
”
⊇“ gilt.

Sei f ∈ Aut(D) gegeben. Dann existiert a ∈ D mit f(a) = 0. Betrachte die
Funktion g := f ◦ b−a, dann ist g ∈ Aut(D) und es gilt g(0) = 0. Sei h ∈ Aut(D)
das Inverse von g, sodass also g(h(z)) = z, z ∈ D. Es ist h(0) = 0, und

1 = g′(h(z))h′(z), z ∈ D .

Speziell für z = 0 haben wir 1 = g′(0)h′(0). Nach dem Lemma von Schwarz gilt
|g′(0)|, |h′(0)| ≤ 1. Wegen 1 = |g′(0)| · |h′(0)| muß in beiden Ungleichungen die
Gleichheit gelten. Nach dem Lemma von Schwarz existiert c ∈ C, |c| = 1, mit
g(z) = cz, z ∈ D. Es folgt f(z) = cba(z), z ∈ D. ❑

Die Funktionen ba heißen auch Blaschke-Faktoren für den Einheitskreis .

3.4 Isolierte Singularitäten

3.4.1 Definition. Sei G ⊆ C offen und w ∈ G. Ist f ∈ H(G \ {w}), so sagen
wir f hat eine isolierte Singularität an der Stelle w. �

Die Funktion f habe an der Stelle w eine isolierte Singularität. Dann defi-
nieren wir eine Zahl N ∈ N0 ∪ {+∞} als

N := inf
{
n ∈ N0 : lim

z→w
(z − w)n+1f(z) = 0

}
. (3.4.1)

3.4.2 Definition. Die isolierte Singularität w heißt

(i) hebbar , wenn N = 0.

(ii) Polstelle der Vielfachheit N , wenn 0 < N < +∞.

(iii) wesentliche Singularität , wenn N = +∞.

�

Die folgende Aussage zeigt, dass tatsächlich je größer N ist die Singularität
umso gewichtiger ist.

3.4.3 Satz. Die Funktion f habe an der Stelle w eine isolierte Singularität.
Dann ist w

(i) hebbar genau dann, wenn es eine Funktion g ∈ H(G) gibt mit g|G\{w} = f .

(ii) eine Polstelle der Vielfachheit N genau dann, wenn es g ∈ H(G) gibt mit
g(w) 6= 0 und

f(z) =
g(z)

(z − w)N
, z ∈ G \ {w} .
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(iii) eine wesentliche Singularität genau dann, wenn für jede Umgebung U von
w in G das Bild f(U) dicht in C ist.

Beweis. Sei N definiert wie in (3.4.1), und sei vorausgesetzt dass N < +∞.
Betrachte die Funktion

h(z) :=

{
(z − w)N+1f(z) , z ∈ G \ {w}
0 , z = w

Dann ist h stetig auf G und analytisch in G\{w}. Nach Lemma 2.1.7 folgt dass
h ∈ H(G). Weiters ist h(w) = 0, also ist

g(z) :=
h(z)

z − w
∈ H(G) ,

und offenbar gilt f(z) = g(z)
(z−w)N

, z ∈ G \ {w}.
Ist N = 0, so ist g eine analytische Fortsetzung von f auf G, d.h. es gilt

”
(i),⇒“. Um

”
(ii),⇒“ zu zeigen, sei angenommen dass N ≥ 1. Wäre g(w) = 0,

so wäre limz→w(z−w)Nf(z) = limz→w g(z) = 0, ein Widerspruch zur Definition
von N . Die Implikationen

”
(i),⇐“, sowie

”
(ii),⇐“, sind klar.

Es gilt, im Falle N = 0, dass

∃ lim
z→w

f(z) ∈ C ,

und im Falle N ≥ 1, dass
lim
z→w

|f(z)| = ∞ .

Es gibt also eine Umgebung U von w, sodass

|f(z)|
{
≤ | limz→w f(z)|+ 1 , N = 0

≥ 1 , N ≥ 1

Insbesondere ist f(U) nicht dicht in C, und wir haben
”
(iii),⇐“ gezeigt.

Sei nun angenommen, dass für eine gewisse Kugel Ur(w) das Bild f(Ur(w))
nicht dicht in C ist. Wähle eine Kugel Ur0(w0) ⊆ C \ f(Ur(w)), und betrachte
die Funktion

h(z) :=
1

f(z)− w0
, z ∈ Ur(w) \ {w}

Dann ist h ∈ H(Ur(w) \ {w})∗, und es gilt |h(z)| ≤ 1
r0
, z ∈ Ur(w) \ {w}. Nach

der bereits bewiesenen Aussage (i), existiert ĥ ∈ H(Ur(w)) mit ĥ|Ur(w)\{w} = h.
Es folgt

f(z) = w0 +
1

h(z)
=
w0ĥ(z) + 1

ĥ(z)
, z ∈ Ur(w) \ {w} .

Da ĥ nicht identisch Null ist, existiert n ∈ N0 mit ĥ(z) = (z − w)nh̃(z), h̃ ∈
H(Ur(w)), h̃(w) 6= 0. Wir erhalten

lim
z→w

(z − w)n+1f(z) = lim
z→w

[
(z − w)

w0ĥ(z) + 1

h̃(z)

]
= 0 ,

also ist N <∞. ❑
Die Implikation

”
(i),⇒“ heißt auch der Riemann’sche Hebbarkeitssatz , die

Implikation
”
(iii),⇒“ der Satz von Casorati-Weierstraß .
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3.4.4 Bemerkung. IstG ⊆ C offen und enthältG das Komplement eines gewissen
Kreises UR(0), d.h. ist G ∪ {∞} ⊆ C∞ eine offene Umgebung von ∞, und ist
f ∈ H(G), so sagt man f hat eine isolierte Singularität bei ∞. Diese heißt
hebbar, Pol der Ordnung N , bzw. wesentlich, je nachdem ob die Zahl

N := inf
{
n ∈ N : lim

z→∞

f(z)

zn+1
= 0

}

gleich 0, endlich und positiv, oder gleich ∞ ist. Betrachtet man die Funktion
g(z) := f( 1

z
), so ist g ∈ H(U 1

R
(0)) \ {0}. Weiters gilt

lim
z→0

zn+1g(z) = lim
w→∞

(
1

w
)n+1g(

1

w
) = lim

w→∞

f(w)

wn+1
,

also stimmt die gerade für f definierte Zahl N mit der für g definierten Zahl N
aus (3.4.1) überein.

Insbesondere überträgt sich der Satz von Casorati-Weierstraß: Sei f analy-
tisch außerhalb eines gewissen Kreises UR(0) und habe f bei ∞ eine wesentliche
Singularität, dann ist f(C \ UR(0)) dicht in C. �

Wir wollen anmerken, dass wir nur deswegen den Begriff der isolierten Sin-
gularität bei ∞ gesondert definieren müssen, weil wir noch nicht erklärt haben
was eine analytische Abbildung von G ⊆ C∞ → C∞ ist.

3.4.5 Korollar. Es gilt
{
az + b : a ∈ C \ {0}, b ∈ C

}
= AutC =

{
f ∈ H(C) : f injektiv

}
.

Beweis. Die Inklusionen
”
⊆“ sind trivial. Sei f ∈ H(C) injektiv. Die Menge

f(D) ist offen und es gilt f(D) ∩ f(D
c
) = ∅. Nach dem Satz von Casorati-

Weierstraß ist ∞ keine wesentliche Singularität von f . Also gibt es ein n ∈ N0

mit limz→∞
1
zn
f(z) = 0. Wegen Korollar 3.1.2 ist f ein Polynom. Da f injektiv

ist, kann f nur Grad 1 haben. ❑

3.5 Die Laurententwicklung

Hat die Funktion f an der Stelle w eine isolierte Singularität, so gestattet sie
lokal um w eine Entwicklung in eine Reihe, ähnlich wie eine bei w analytische
Funktion eine Entwicklung in eine Potenzreihe gestattet.

3.5.1 Satz. Sei G ⊆ C offen, w ∈ G, und sei f ∈ H(G \ {w}). Dann existiert
eine Folge (an)n∈Z, sodass die Reihe

LR(f, z) :=
∑

n∈Z

an(z − w)n

auf der größten punktierten Kreisscheibe UR(w) \ {w} die ganz in G liegt lokal
gleichmäßig konvergiert und sodass f(z) = LR(f, z), z ∈ UR(w)\{w}. Die Folge
(an)n∈Z ist durch f eindeutig bestimmt, und es gilt

an =
1

2πi

ffi

∂Ur(w)

f(ζ)

(ζ − w)n+1
dζ, n ∈ Z, 0 < r < R .

Die Reihe LR(f, z) heißt die Laurent-Reihe von f um die Stelle w.
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Beweis. Sei 0 < r′ < r < R. Wir betrachten die Funktion

Fr′,r(z) :=
1

2πi

ffi

∂Ur(w)

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

ffi

∂Ur′ (w)

f(ζ)

ζ − z
dζ .

Nach der Homologieversion der Cauchy’schen Integralformel gilt

Fr′,r(z) =

{
0 , |z − w| < r′ oder |z − w| > r

f(z) , r′ < |z − w| < r
(3.5.1)

Setze

f1,r(z) :=
1

2πi

ffi

∂Ur(w)

f(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ Ur(w) ,

f2,r(z) :=
1

2πi

ffi

∂Ur(w)

f(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ C \ Ur(w) .

Wegen Lemma 2.2.2 ist f1,r ∈ H(Ur(w)) und f2,r ∈ H(C \ Ur(w))).
Sei z ∈ C, dann gilt wegen der ersten Zeile in (3.5.1),

f1,r(z) = f1,r′(z), |z − w| < r′ < r < R ,

f2,r(z) = f2,r′(z), 0 < r′ < r < |z − w| .
Also sind durch

f1(z) := lim
rրR

f1,r(z), z ∈ UR(w) f2(z) := lim
rց0

f2,r(z), z ∈ C \ {w} ,

Funktionen f1 ∈ H(UR(w)) und f2 ∈ H(C \ {w}) wohldefiniert. Wegen der
zweiten Zeile in (3.5.1) gilt

f(z) = f1(z)− f2(z), z ∈ UR(w) \ {w} .

Sei f1(z) =
∑∞
n=0 cn(z − w)n die Taylorreihe von f1 um w. Diese konvergiert

zumindest in UR(w).
Die Funktion f2 erfüllt offenbar limz→∞ f2(z) = 0, also hat die Funktion

f2(w + 1
z
) ∈ H(C \ {0}) an der Stelle 0 eine hebbare Singularität und daher

existiert g ∈ H(C) mit g(z) = f2(w + 1
z
), z ∈ C \ {0}. Weiters ist g(0) =

limz→∞ f(w+ 1
z
) = 0. Sei g(z) =

∑∞
n=1 bnz

n die Taylorreihe von g um 0. Diese
konvergiert auf ganz C.

Setze nun

an :=

{
cn , n ∈ N0

−b−n , n ∈ Z \ N0

dann gilt, wenn man die Reihen für f1 und f2 addiert,

f(z) =
∑

n∈Z

an(z − w)n, z ∈ UR(w) \ {w} ,

und diese Reihe konvergiert lokal gleichmäßig in UR(w) \ {w}.
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Sei nun
∑
n∈Z

αn(z−w)n irgendeine Reihe die auf einer Kreislinie |z−w| = r
gleichmäßig konvergiert und sei h(z) die dort dargestellte Funktion. Dann gilt
wegen Beispiel 1.2.5

ffi

|ζ−w|=r

h(ζ)

(ζ − w)n+1
dζ =

ffi

|ζ−w|=r

∑

k∈Z

αk(ζ − w)k−n−1 dζ =

=
∑

k∈Z

αk

ffi

|ζ−w|=r

(ζ − w)k−n−1 dζ = 2πiαn .

❑

3.5.2 Definition. Die Funktion f habe an der Stelle w eine isolierte Singula-
rität. Sei f(z) =

∑
n∈Z

an(z − w)n die Laurent-Reihe von f um w. Dann heißt
der Koeffizient a−1 das Residuum von f an der Stelle w, und wir schreiben

a−1 =: Res(f, w) .

�

3.5.3 Satz (Residuensatz ). Sei G ⊆ C offen, seien w1, . . . , wn ∈ G, f : G \
{w1, . . . , wn} → C analytisch, und γ ein geschlossener rektifizierbarer Weg in
G \ {w1, . . . , wn} der in G nullhomolog ist. Dann gilt

1

2πi

ˆ

γ

f(ζ) dζ =

n∑

k=1

n(γ,wk)Res(f, wk) .

Beweis. Setze mk := n(γ,wk), wähle rk > 0 sodass die Kreisscheiben Uri(wi)
paarweise disjunkt sind und ganz in G liegen, und setze

γk(t) := wk + rke
−2πimkt, t ∈ [0, 1] .

Dann ist

n(γk, wj) =

{
0 , k 6= j

−mk , k = j
,

und daher

n(γ,wj) +

n∑

k=1

n(γk, wj) = 0, j = 1, . . . , n .

Ist w 6∈ G so gilt n(γ,w) = n(γ1, w) = . . . = n(γn, w) = 0. Es folgt, da f
analytisch in G \ {w1, . . . , wn} ist, dass

ˆ

γ

f(ζ) dζ +

n∑

k=1

ˆ

γk

f(ζ) dζ = 0 .

Nun gilt
ˆ

γk

f(ζ) dζ =

ˆ

γk

∑

n∈Z

an(ζ − wk)
n dζ =

∑

n<−1

an

ˆ

γk

(ζ − wk)
n dζ+

+Res(f, wk)

ˆ

γk

dζ

ζ − wk
+

∑

n≥0

an

ˆ

γk

(ζ − wk)
n dζ = −2πimk Res(f, wk) .

❑



Kapitel 4

Lokal gleichmäßige

Konvergenz

4.1 Der metrische Raum C(G,X)

Wir kennen aus der Analysis zwei Konvergenzbegriffe für Folgen von Funktio-
nen, die punktweise- bzw. die gleichmäßige Konvergenz. Im Kontext analytischer
Funktionen ist ersterer zu schwach und zweiterer zu stark. Man kann eine Folge
fn ∈ H(C) konstruieren, die auf C punktweise gegen die, nicht einmal stetige,
Funktion

f(z) :=

{
1 , z = 0

0 , z 6= 0

konvergiert. Andererseits wird man von einem dem Kontext analytischer Funk-
tionen angepaßten Konvergenzbegriff zumindest erwarten, dass die Partialsum-
men einer Potenzreihe, dem Prototyp analytischer Funktionen, gegen die Funk-

tion konvergieren. Nun konvergiert aber zum Beispiel fn =
∑n
k=0

zk

k! auf jeder
kompakten Menge gleichmäßig, aber nicht gleichmäßig auf ganz C, gegen exp(z).

Wir studieren zunächst lokal gleichmäßige Konvergenz auf dem Raum aller
stetigen Funktionen.

4.1.1 Definition. Sei G ⊆ C offen, und sei 〈X, d〉 ein vollständiger metrischer
Raum.

(i) Wir bezeichnen mit C(G,X) die Menge aller stetigen Funktionen von G
nach X.

(ii) Eine Folge (fn)n∈N von Funktionen aus C(G,X), heißt lokal gleichmäßig
konvergent gegen f ∈ C(G,X), wenn gilt: Für jeden Punkt w ∈ G existiert
eine Umgebung Uw ⊆ G von w, sodass (fn|Uw)n∈N gleichmäßig gegen f |Uw
konvergiert.

�

Man spricht manchmal auch von kompakter Konvergenz oder normaler Kon-
vergenz . Die Bezeichnung

”
kompakte Konvergenz“ ist aus der folgenden Aussage

motiviert.

49
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4.1.2 Lemma. Seien fn, f ∈ C(G,X), n ∈ N. Dann konvergiert (fn)n∈N genau
dann lokal gleichmäßig gegen f , wenn gilt: Für jede kompakte Menge K ⊆ G
konvergiert (fn|K)n∈N gleichmäßig gegen f |K .

Beweis. Jeder Punkt von G besitzt eine kompakte Umgebung U die ganz in G
liegt. Also folgt aus der Bedingung des Lemmas, dass fn → f lokal gleichmäßig.

Sei umgekehrt vorausgesetzt, dass fn → f lokal gleichmäßig, und sei eine
kompakte Teilmenge K von G gegeben. Zu jedem Punkt w ∈ K wähle eine
Umgebung Uw sodass fn|Uw → f |Uw gleichmäßig. Sei Vw offen, w ∈ Vw ⊆ Uw,
dann gilt

⋃
w∈K Vw ⊇ K. Also existieren endlich viele Punkte w1, . . . , wn ∈ K

mit Vw1
∪ . . . ∪ Vwn ⊇ K. Es folgt dass fn|K → f |K gleichmäßig. ❑

Im Sinne einer
”
guten“ Konvergenztheorie ist es interessant festzustellen,

dass lokal gleichmäßige Konvergenz von einer Metrik induziert wird. Um dies
zu sehen benützen wir die folgende Aussage.

4.1.3 Lemma. Sei G ⊆ C offen. Dann existiert eine Folge (Kn)n∈N von kom-
pakten Teilmengen von G mit

(i)
⋃
n∈N

Kn = G.

(ii) Kn ⊆ IntKn+1, n ∈ N, wobei IntKn+1 die Menge aller inneren Punkte
von Kn+1 bezeichnet.

Beweis. Setze

Kn :=
{
z ∈ G : d(z,C \G) ≥ 1

n

}
∩ Un(0) .

Dann ist Kn beschränkt und, als Durchschnitt abgeschlossener Mengen, auch
abgeschlossen, und damit kompakt. Ist w ∈ G gegeben, so ist d(w,C \G) > 0,
also existiert n ∈ N mit w ∈ Kn. Schließlich ist

Kn ⊆
{
z ∈ G : d(z,C \G) > 1

n+ 1

}
∩ Un+1(0) ⊆ Kn+1 ,

und die Menge in der Mitte dieser Ungleichungskette ist offen. Also folgt Kn ⊆
IntKn+1. ❑

Sei eine Folge (Kn)n∈N mit den beiden Eigenschaften aus Lemma 4.1.3 fest-
gehalten. Dann ist durch

ρ(f, g) :=
∞∑

n=1

1

2n
d∞(f |Kn , g|Kn)

1 + d∞(f |Kn , g|Kn)
, f, g ∈ C(G,X) ,

wobei d∞(f |K , g|K) := supz∈K d(f(z), g(z)), eine Metrik auf C(G,X) definiert∗.
Um den metrischen Raum 〈C(G,X), ρ〉 näher zu untersuchen benützen wir

das folgenden Lemma.

4.1.4 Lemma. Es gilt

(i) ∀ ǫ > 0 ∃ δ > 0,K ⊆ G kompakt ∀f, g ∈ C(G,X) :

d∞(f |K , g|K) < δ =⇒ ρ(f, g) < ǫ .

∗Die Metrik ρ hängt natürlich von der Wahl der Folge (Kn)n∈N ab.
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(ii) ∀ δ > 0,K ⊆ G kompakt ∃ ǫ > 0 ∀f, g ∈ C(G,X) :

ρ(f, g) < ǫ =⇒ d∞(f |K , g|K) < δ .

Beweis. Sei ǫ > 0 gegeben. Wähle N ∈ N mit
∑∞
n=N+1

1
2n < ǫ

2 , und wähle
δ > 0 sodass x

1+x < ǫ
2 wenn x ∈ [0, δ). Setze K := KN . Seien f, g sodass

d∞(f |K , g|K) < δ, dann ist d∞(f |Kn , g|Kn) < δ, n = 1, . . . , N , und daher

ρ(f, g) =

∞∑

n=1

1

2n
d∞(f |Kn , g|Kn)

1 + d∞(f |Kn , g|Kn)
<

N∑

n=1

1

2n
ǫ

2
+

∞∑

n=N+1

1

2n
< ǫ .

Seien umgekehrt δ und K gegeben. Wegen K ⊆ G =
⋃
n∈N

Kn =
⋃
n∈N

IntKn

existiert N ∈ N sodass K ⊆ KN . Wähle ǫ > 0 sodass 0 < s
1−s < δ wenn

s ∈ [0, 2N ǫ). Dann folgt t < δ wenn t
1+t < 2N ǫ. Seien f, g mit ρ(f, g) < ǫ, dann

ist
d∞(f |KN , g|KN )

1 + d∞(f |KN , g|KN )
< 2N ǫ ,

und wir erhalten

d∞(f |K , g|K) ≤ d∞(f |KN , g|KN ) < δ .

❑

4.1.5 Satz. Sei G ⊆ C offen, und (Kn)n∈N eine Folge von kompakten Teilmen-
gen von G mit den Eigenschaften aus Lemma 4.1.3. Dann gilt:

(i) Eine Folge (fn)n∈N, fn ∈ C(G,X), konvergiert bzgl. ρ gegen eine Funktion
f ∈ C(G,X) genau dann, wenn sie lokal gleichmäßig gegen f konvergiert.

(ii) Eine Folge (fn)n∈N, fn ∈ C(G,X), ist Cauchy-Folge bzgl. ρ genau dann,
wenn für jede kompakte Teilmenge K von G die Folge (fn|K)n∈N eine
Cauchy-Folge bzgl. d∞ ist.

(iii) Für jede kompakte Menge K ⊆ G ist die Einschränkungsabbildung

ιK :

{
〈C(G,X), ρ〉 → 〈C(K,X), d∞〉

f 7→ f |K
stetig.

(iv) Eine Menge W ⊆ C(G,X) ist offen in 〈C(G,X), ρ〉 genau dann, wenn es
für jedes f ∈W ein δ > 0 und K ⊆ G kompakt gibt sodass

{
g ∈ C(G,X) : d∞(f |K , g|K) < δ

}
⊆W .

(v) Der metrische Raum 〈C(G,X), ρ〉 ist vollständig.

Beweis. Für den Beweis von (i) und (ii), sei eine Folge (fn)n∈N von Funktionen
aus C(G,X) und f ∈ C(G,X) gegeben.

Ist eine kompakte Teilmenge K von G, und δ > 0 gegeben, wähle ǫ > 0 wie
in Lemma 4.1.4, (ii). Ist (fn)n∈N konvergent bzgl. ρ gegen die Funktion f , so
existiert N ∈ N mit ρ(fn, f) < ǫ, n ≥ N . Daraus folgt

d∞(fn|K , f |K) < δ, n ≥ N ,
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und wir sehen dass fn|K gleichmäßig gegen f |K konvergiert. Ist (fn)n∈N eine
Cauchy-Folge bzgl. ρ, so existiert N ∈ N mit ρ(fn, fm) < ǫ, n,m ≥ N . Daraus
folgt

d∞(fn|K , fm|K) < δ, n,m ≥ N ,

und wir sehen dass (fn|K)n∈N eine Cauchy-Folge bzgl. d∞ ist.

Umgekehrt, sei ǫ > 0 gegeben, und wähle δ > 0 und K ⊆ G kompakt wie
in Lemma 4.1.4, (i). Ist (fn|K)n∈N konvergent bzgl. d∞ gegen f |K , so existiert
N ∈ N mit d∞(fn, f) < δ, n ≥ N . Daraus folgt

ρ(fn, f) < ǫ, n ≥ N ,

und wir sehen dass fn bzgl. ρ gegen f konvergiert. Ist (fn|K)n∈N eine Cauchy-
Folge bzgl. d∞, so existiert N ∈ N mit d∞(fn|K , fm|K) < δ, n,m ≥ N . Daraus
folgt

ρ(fn, fm) < ǫ, n,m ≥ N ,

und wir sehen dass (fn)n∈N eine Cauchy-Folge bzgl. ρ ist.

Die Eigenschaft (iii) folgt nun unmittelbar: Sei K ⊆ G kompakt. Ist fn → f
bzgl. ρ, so folgt fn|K → f |K bzgl. d∞. Das bedeutet gerade, dass die Ein-
schränkungsabbildung stetig ist.

Für den Beweis von (iv) sei W ⊆ C(G,X) und f ∈W gegeben. Ist W offen
bzgl. ρ, so existiert ǫ > 0 mit {g ∈ C(G,X) : ρ(f, g) < ǫ} ⊆W . Wegen Lemma
4.1.4, (i), folgt die Existenz von δ und K mit {g ∈ C(G,X) : d∞(f |K , g|K) <
δ} ⊆ W . Umkehrt, seien δ und K gegeben mit {g ∈ C(G,X) : d∞(f |K , g|K) <
δ} ⊆W . Wählt man ǫ wie in Lemma 4.1.4, (ii), so folgt {g ∈ C(G,X) : ρ(f, g) <
ǫ} ⊆W .

Wir kommen zum Beweis der Vollständigkeit von 〈C(G,X), ρ〉. Sei (fn)n∈N

eine Cauchy-Folge bzgl. ρ. Dann ist für jede kompakte Teilmenge K von G, die
Folge (fn|K)n∈N eine Cauchy-Folge bzgl. d∞. Daher existiert fK ∈ C(K,X) mit

fn|K −→ fK bzgl. d∞ .

Insbesondere sehen wir, dass für jedes x ∈ K die Folge (fn(x))n∈N in X konver-
giert. Da jeder Punkt x ∈ G in irgendeiner kompakten Teilmenge liegt, konver-
giert also (fn)n∈N punktweise. Setze

f(x) := lim
n→∞

fn(x), x ∈ G .

Da gleichmäßige Konvergenz sicher punktweise Konvergenz impliziert, schliessen
wir, dass für jede kompakte Teilmenge K ⊆ G gilt f |K = fK . Sei w ∈ G
gegeben, und wähle eine kompakte Umgebung Uw von w die ganz in G liegt.
Dann gilt fn|Uw → f |Uw gleichmäßig, und wir schliessen dass f stetig ist und
fn lokal gleichmäßig gegen f konvergiert. ❑

4.1.6 Bemerkung. Der obige Satz zeigt insbesondere das die Eigenschaften

”
(fn)n∈N ist konvergent gegen f“,

”
(fn)n∈N ist Cauchy-Folge“,

”
W ist offen“,

”
W ist abgeschlossen“,

”
W ist kompakt“, nicht von der Wahl der Folge (Kn)n∈N

in der Konstruktion von ρ abhängen. �
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4.2 Analytische und meromorphe Funktionen

4.2.1 Der Raum H(G)

Sei G ⊆ C offen. Dann ist H(G) ⊆ C(G,C). Wenn wir von Konvergenz in H(G),
offenen Mengen in H(G), etc. sprechen, so meinen wir, wenn nichts anderes
explizit gesagt wird, immer bzgl. einer von C(G,C) induzierten Metrik ρ.

4.2.1 Satz. Sei G ⊆ C offen.

(i) H(G) ist ein abgeschlossener Teilraum von C(G,C). Insbesondere ist
H(G) vollständig.

(ii) Ist fn → f in H(G), so folgt f
(k)
n → f (k) in H(G) für jedes k ∈ N.

Beweis. Sei fn ∈ C(G,C) und fn → f ∈ C(G,C). Dann gilt für jeden rektifi-
zierbaren Weg γ in G dass fn|γ → f |γ gleichmäßig. Daher folgt

lim
n→∞

ˆ

γ

fn(ζ) dζ =

ˆ

γ

f(ζ) dζ .

Für den Beweis von (i) seien nun fn ∈ H(G), n ∈ N, gegeben. Ist ∆ := ∆(a, b, c)
ein Dreieck welches ganz in G liegt so folgt also

ffi

∂∆

f(ζ) dζ = lim
n→∞

ffi

∂∆

fn(ζ) dζ = 0 ,

und wir schliessen dass f ∈ H(G).
Sei w0 ∈ G und wähle r > 0 sodass Ur(w0) ⊆ G. Ist fn → f in C(G,C),

so folgt das fn|∂Ur(w0) → f |∂Ur(w0) gleichmäßig, und daher auch dass für jedes
feste w ∈ Ur(w0)

fn(ζ)

(ζ − w)k+1

∣∣∣
∂Ur(w0)

−→ f(ζ)

(ζ − w)k+1

∣∣∣
∂Ur(w0)

gleichmäßig. Diese (gleichmäßige) Konvergenz ist sogar gleichmäßig für w ∈
U r

2
(w0). Also ist

lim
n→∞

ffi

∂Ur(w0)

fn(ζ)

(ζ − w)k+1
dζ =

ffi

∂Ur(w0)

f(ζ)

(ζ − w)k+1
dζ ,

gleichmäßig für w ∈ U r
2
(w0).

Für den Beweis von (i) seien nun fn ∈ H(G), n ∈ N, mit fn → f in H(G)
gegeben. Dann hat man wegen der allgemeinen Cauchy’schen Integralformel also

limn→∞ f
(k)
n (w) = f

(k)
n (w) gleichmäßig in U r

2
(w0). ❑

Oft ist es praktisch zu verwenden, dass sich aufgrund der Cauchy’schen Inte-
gralformel die Konvergenz analytischer Funktionen nach innen fortsetzen läßt.

4.2.2 Lemma. Sei fn ∈ H(G), n ∈ N, gegeben. Weiters sei w ∈ G und r > 0,
sodass Ur(w) ⊆ G. Ist die Folge (fn|∂Ur(w))n∈N auf ∂Ur(w) gleichmäßig kon-
vergent, so ist (fn|Ur(w))n∈N in H(Ur(w)) konvergent.
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Beweis. Wegen dem Maximumprinzip gilt

sup
z∈Ur(w)

|fn(z)− fm(z)| = max
ζ∈∂Ur(w)

|fn(ζ)− fm(ζ)| .

Also ist (fn|Ur(w))n∈N eine Cauchy-Folge in H(Ur(w)). ❑

4.2.3 Korollar. Sei G ⊆ C offen, und seiM eine abgeschlossene Teilmenge von
G die keinen Häufungspunkt in G hat. Ist fn ∈ H(G) und gilt fn|G\M → f |G\M

in H(G \M), so hat f eine Fortsetzung f̂ ∈ H(G) und es gilt fn → f̂ .

Beweis. Zu jedem Punkt w ∈M existiert r > 0 sodass Ur(w)\{w} ⊆ G\M . ❑
Sei G ein Gebiet und sei g : G → C analytisch und nicht konstant. Für

w ∈ C und D ⊆ G kompakt, bezeichnen wir mit N(w, g,D) ∈ N0 die Anzahl
der w-Stellen von g in D gezählt gemäß ihrer Vielfachheit.

4.2.4 Satz (von Hurwitz ). Sei G ein Gebiet, seien fn, f ∈ H(G) mit fn → f ,
und sei vorausgesetzt dass f nicht konstant ist. Weiters sei w ∈ C. Ist r > 0
und z0 ∈ G sodass D := Ur(z0) ⊆ G und sodass auf ∂Ur(z0) keine w-Stelle von
f liegt, so existiert N ∈ N mit

N(w, fn, D) = N(w, f,D), n ≥ N .

Beweis. Sei γ(t) := z0 + re2πit, t ∈ [0, 1]. Dann gilt nach Korollar 3.2.2

N(w, f,D) =
1

2πi

ˆ

γ

f ′(ζ)

f(ζ)− w
dζ .

Da fn → f gleichmäßig auf ∂Ur(z0), hat, für hinreichend große Indizes n auch
die Funktion fn keine w-Stellen auf ∂Ur(z0), und daher gilt genauso

N(w, fn, D) =
1

2πi

ˆ

γ

f ′n(ζ)

fn(ζ)− w
dζ .

Wegen fn → f folgt auch f ′n → f ′ also N(w, fn, D) → N(w, f,D). Da
N(w, fn, D) nur ganzzahlige Werte annehmen kann, folgt die Behauptung. ❑

4.2.5 Korollar. Sei G ein Gebiet, seien fn, f ∈ H(G) mit fn → f , und sei
vorausgesetzt dass f nicht konstant ist. Dann gilt:

(i) Ist A ⊆ C festgehalten und gilt fn(G) ⊆ A, n ∈ N, so folgt dass auch
f(G) ⊆ A.

(ii) Ist jede Funktion fn, n ∈ N, injektiv, so ist auch f injektiv.

Beweis. Um (i) zu sehen, sei w 6∈ A gegeben. Nach dem Satz von Hurwitz gilt
für jede ganz in G liegende Kreisscheibe D dass, für hinreichend große Indizes
n,

N(w, f,D) = N(w, fn, D) = 0 .

Für (ii) sei angenommen dass f ist nicht injektiv ist. Dann gibt es z1, z2 ∈ G,
z1 6= z2, mit f(z1) = f(z2) =: w. Wähle disjunkte abgeschlossene Kreisscheiben
D1, D2 um z1 bzw. z2. Dann gilt, für hinreichend große Indizes n,

N(w, fn, D1) = N(w, f,D1) > 0, N(w, fn, D2) = N(w, f,D2) > 0 .

Also ist fn, für große Werte von n, nicht injektiv, ein Widerspruch. ❑
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4.2.2 Der Raum M(G)

4.2.6 Definition. Sei G ⊆ C offen. Eine Funktion f heißt meromorph in G,
wenn sie in G mit Ausnahme isolierter Singularitäten, die alle Pole sind, ana-
lytisch ist. Die Menge aller in G meromorphen Funktionen bezeichnen wir mit
M(G). �

4.2.7 Definition. Sei G ⊆ C offen. Wir bezeichnen mit DG die Menge aller
Abbildungen ϑ : G→ Z mit der Eigenschaft dass

suppϑ := {z ∈ G : ϑ(z) 6= 0}

keinen Häufungspunkt in G hat. Man spricht von einer Abbildung ϑ ∈ DG auch
als einem Divisor in G.

Für ϑ1, ϑ2 ∈ DG sind Summe und Produkt punktweise definiert†, d.h.

(ϑ1 + ϑ2)(z) := ϑ1(z) + ϑ2(z), (ϑ1 · ϑ2)(z) := ϑ1(z) · ϑ2(z) .

Weiters schreiben wir ϑ1 ≤ ϑ2, wenn ϑ1(z) ≤ ϑ2(z), z ∈ G. �

Mit einer meromorphen Funktion ist wie folgt ein Divisor assoziiert, ihr
Nullstellendivisor : Sei f ∈M(G)\{0}. Für w ∈ G sei f(z) =

∑∞
n=−∞ an(z−w)n

die Laurent-Entwicklung von f mit Anschlußstelle w. Setze

ϑf (w) := min{n ∈ Z : an 6= 0} .

4.2.8 Bemerkung. Sei f ∈M(G). Nach dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz ist
f genau dann analytisch an einer Stelle w, wenn ϑf (w) ≥ 0. Wir sehen, dass

H(G) =
{
f ∈M(G) : ϑf ≥ 0

}
.

�

Man kann eine Funktion f ∈ M(G) zu einer Funktion f̂ : G → C∞ fortset-
zen, nämlich durch

f̂(z) :=

{
f(z) , ϑf (z) ≥ 0

∞ , ϑf (z) < 0
(4.2.1)

Wenn nichts anderes explizit gesagt wird, sei C∞ im folgenden immer mit der
chordalen Metrik χ versehen.

4.2.9 Lemma. Identifiziert man M(G) wie oben mit einer Menge von Funk-
tionen von G nach C∞, so gilt M(G) ⊆ C(G,C∞).

Beweis. Sei f ∈ M(G) und w ∈ G. Ist f an der Stelle w analytisch, so folgt
limz→w f(z) = f(w) bezüglich der euklidischen Metrik von C. Daher gilt auch

limz→w f(z) = f(w) bezüglich der chordalen Metrik, d.h. limz→w f̂(z) = f̂(w)
in 〈C∞, χ〉. Sei nun w ein Pol von f und schreibe

f(z) = (z − w)ϑf (w)f1(z) ,

sodass f1 analytisch und f1(w) 6= 0 ist. Dann gilt also

lim
z→w

|f(z)| = ∞ ,

†Beachte hier, dass die Vereinigung zweier diskreter Mengen wieder diskret ist.
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d.h. limz→w f̂(z) = ∞ in C∞. ❑
Wenn wir von Konvergenz inM(G), offenen Mengen inM(G), etc. sprechen,

so meinen wir, wenn nichts anderes explizit gesagt wird, immer bzgl. einer von
C(G,C∞) induzierten Metrik.

4.2.10 Bemerkung. Sei f ∈ H(G\{w}), und habe f an der Stelle w eine wesent-
liche Singularität. Dann ist f ∈ C(G \ {w},C∞), besitzt aber keine Fortsetzung
g ∈ C(G,C∞). Dies folgt, da nach dem Satz von Casorati-Weierstraß der Grenz-
wert limz→w f(z) nicht existieren kann. �

4.2.11 Lemma. Die Menge M(G) ist, mit den punktweise erklärten algebrai-
schen Operationen, eine C-Algebra. Sie umfasst die Algebra H(G). Es gilt

ϑf+g(w) ≥ min{ϑf (w), ϑg(w)}, ϑfg(w) = ϑf (w) + ϑg(w) .

Ist G ein Gebiet, so ist M(G) sogar ein Körper, und es gilt

ϑ 1
f
(w) = −ϑf (w), f ∈M(G) \ {0} .

Beweis. Seien f, g ∈ M(G). Dann ist die Menge der gemeinsamen Analyti-
zitätspunkte von f und g, als Vereinigung zweier diskreter Mengen, ebenfalls
diskret.

Die Funktionen f + g und f · g sind sicher analytisch an jeder Stelle wo
beide, f und g, analytisch sind. Sie sind also analytisch in G mit (möglicher)
Ausnahme isolierter Singularitäten. Sei nun w ∈ G, und seien

f(z) =

∞∑

n=ϑf (w)

an(z − w)n, g(z) =

∞∑

n=ϑg(w)

bn(z − w)n ,

die entsprechenden Laurent- (bzw. Potenzreihen-) entwicklungen. Setze an := 0,
n < ϑf (w) und bn := 0, n < ϑg(w). Dann gilt

f(z) + g(z) =

∞∑

n=min{ϑf (w),ϑg(w)}

(an + bn)(z − w)n .

Also hat f + g keine wesentliche Singularität an der Stelle w, und es gilt
ϑf+g(w) ≥ min{ϑf (w), ϑg(w)}. Weiters haben wir

(fg)(z) = (z−w)ϑf (w)+ϑg(w)·
∞∑

n=ϑf (w)

an(z−w)n−ϑf (w)·
∞∑

n=ϑg(w)

bn(z−w)n−ϑg(w) .

Daher hat fg keine wesentliche Singularität an der Stelle w, und es gilt ϑfg(w) =
ϑf (w) + ϑg(w).

Sei nun zusätzlich vorausgesetzt dass G ein Gebiet ist, und sei f ∈ M(G) \
{0}. Dann hat die Menge der Nullstellen von f keinen Häufungspunkt in G. Ist
w ∈ G weder Null- noch Polstelle von f , so ist 1

f
analytisch an der Stelle w. Wir

sehen bereits, dass f in G nur isolierte Singularitäten hat. Sei w ∈ G, und sei

f(z) =

∞∑

n=ϑf (w)

an(z − w)n ,
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die entsprechende Laurent- (bzw. Potenzreihen-) entwicklung. Dann gilt

( 1

f

)
(z) = (z − w)−ϑf (w)

[ ∞∑

n=ϑf (w)

an(z − w)n−ϑf (w)
]−1

,

und daher hat 1
f
an der Stelle w keine wesentliche Singularität. Wir sehen wei-

ters, dass ϑ 1
f
(w) = −ϑf (w). ❑

Ist G kein Gebiet, so besitzt H(G) nichttriviale Nullteiler: Sei G = G1 ∪
G2 mit G1, G2 offen, disjunkt und nichtleer. Dann gilt für die entsprechenden
Indikatorfunktionen χG1

· χG2
= 0.

4.2.12 Korollar. Sei G ein Gebiet und f, g ∈ M(G). Dann ist f
g

∈ H(G)
genau dann, wenn ϑf ≥ ϑg.

Beweis. Da M(G) ein Körper ist, ist f
g
∈M(G). Weiters haben wir

ϑ f
g
= ϑf − ϑg ,

also ϑ f
g
≥ 0 genau dann, wenn ϑf ≥ ϑg. ❑

4.2.13 Bemerkung. Der Satz von Hurwitz impliziert sofort die folgende Aussage:
Seien fn ∈ H(G), n ∈ N, f ∈ H(G) nicht konstant, und sei limn→∞ fn = f in
H(G). Dann existiert für jedes w ∈ G ein Index Nw sodass ϑfn(w) = ϑf (w),
n ≥ Nw.

Mit der gleichen Beweisidee (Satz vom Logarithmischen Residuum) kann
man auch Polstellen zählen, und erhält die folgende Aussage: Seien fn ∈M(G),
n ∈ N, f ∈ M(G) nicht konstant, und sei limn→∞ fn = f in M(G). Dann
existiert für jedes w ∈ G ein Index Nw sodass ϑfn(w) = ϑf (w), n ≥ Nw. �

4.2.14 Satz. Sei G ein Gebiet. Dann gilt

M(G) =M(G) ∪ {∞}, H(G) = H(G) ∪ {∞} .

wobei die Abschlüsse in C(G,C∞) zu verstehen sind und
”
∞“ die konstante

Funktion mit dem Wert ∞ bezeichnet.

Beweis. Sei fn ∈ M(G), n ∈ N, und sei fn → f in C(G,C∞). Sei
w ∈ G mit f(w) 6= ∞. Dann existiert r > 0 sodass Ur(w) ⊆ G und
χ(f(z), f(w)) ≤ 1

3χ(∞, f(w)), z ∈ Ur(w). Weiters existiert N ∈ N mit

χ(fn(z), f(z)) ≤ 1
3χ(∞, f(w)), n ≥ N , z ∈ Ur(w). Insgesamt erhält man

χ(fn(z), f(w)) ≤ 2
3χ(∞, f(w)), n ≥ N , z ∈ Ur(w), und daher χ(fn(z),∞) ≥

1
3χ(∞, f(w)) > 0. Innerhalb jedes festen Kreises sind die Metriken χ und d
äquivalent, also folgt dass fn|Ur(w)

→ f |
Ur(w)

gleichmäßig bezüglich d. Also ist

f analytisch in Ur(w).
Sei nun w ∈ G sodass f(w) = ∞. Da stets gilt χ( 1

z1
, 1
z2
) = χ(z1, z2) wobei

1
∞ := 0, 1

0 := ∞, ist die Funktion 1
f

∈ C(G,C∞) und es gilt 1
fn

→ 1
f

in

C(G,C∞). Nach dem vorigen Beweisschritt ist 1
f
auf einer gewissen Umgebung

Ur(w) analytisch. Daher ist entweder f ∈M(Ur(w)) oder f(z) = ∞, z ∈ Ur(w).
Betrachte die Menge A := {w ∈ G : f(w) = ∞}. Hat sie keinen Häufungs-

punkt in G, so folgt mit Bemerkung 4.2.10 dass f ∈ M(G). Ist w ∈ G ein
Häufungspunkt von A, dann ist, da f stetig ist, f(w) = ∞. Da es eine Folge
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wn → w, wn 6= w, gibt mit f(wn) = ∞, kann nicht f ∈ M(Ur(w)) sein. Also
folgt nach dem letzten Absatz f(z) = ∞, z ∈ Ur(w).

Sei nun angenommen dass tatsächlich A einen Häufungspunkt w0 ∈ G hat.
Ist z ∈ G, so wähle einen Weg γ : [0, 1] → G mit γ(0) = w0, γ(1) = z. Sei
t0 := max{t ∈ [0, 1] : f(γ(u)) = ∞, 0 ≤ u ≤ t}. Ist γ(t0) = w0, so ist γ(t0) ein
Häufungspunkt von A. Ist γ(t0) 6= w0, so ist ebenfalls γ(t0) ein Häufungspunkt
von A, denn γ([0, t0]) ⊆ A und ist zusammenhängend. Wäre t0 < 1, so könnten
wir nach dem vorigen Absatz ein ǫ > 0 finden, sodass f(γ(t0 + s)) = ∞, 0 <
s < ǫ, ein Widerspruch. Also ist t0 = 1, d.h. f(z) = ∞. Wir sehen das f = ∞.

Wir haben gezeigt dass M(G) ⊆M(G) ∪ {∞}. Sei fn ∈ H(G), fn → f , mit
f 6= ∞. Dann ist f ∈M(G). Sei w ∈ G und wähle r > 0 sodass f auf Ur(w)\{w}
analytisch ist. Sei 0 < r′ < r, dann ist fn → f gleichmäßig auf ∂Ur′(w) und
daher ist sup n∈N

z∈∂Ur′ (w)
|fn(z)| =: M < ∞. Nach dem Maximumprinzip ist auch

sup n∈N

z∈Ur′ (w)
|fn(z)| = M und daher auch supz∈Ur′ (w) |f(z)| ≤ M . Also ist f auf

Ur′(w) analytisch. Es folgt f ∈ H(G). D.h. wir haben H(G) ⊆ H(G) ∪ {∞}.
Das die konstante Funktion ∞ tatsächlich zu H(G) gehört sieht man, da

zum Beispiel limn→∞ n = ∞ in C(G,C∞). ❑

4.3 Kompaktheit

4.3.1 Der Satz von Arzela-Ascoli

Im Kontext der Funktionentheorie hat es sich eingebürgert das folgende Syn-
onym für relativ kompakte Funktionenfamilien zu verwenden.

4.3.1 Definition. Sei F ⊆ C(G,X). Dann heißt F eine normale Familie, wenn
F in C(G,X) kompakt ist. �

Da C(G,X) ein vollständiger metrischer Raum ist, sind für eine Familie
F ⊆ C(G,X) äquivalent:

(i) F ist normal.

(ii) F ist total beschränkt, d.h. zu jedem ǫ > 0 existieren endlich viele Kugeln
mit Radius ǫ die F überdecken.

(iii) Jede Folge (fn)n∈N aus Funktionen fn ∈ F hat eine konvergente Teilfolge.

4.3.2 Bemerkung. Eine Familie F ⊆ C(G,X) ist normal genau dann, wenn es
für jedes δ > 0 und K ⊆ G kompakt, endlich viele Elemente f1, . . . , fn ∈ F gibt
sodass

F ⊆
n⋃

k=1

{
f ∈ C(G,X) : d∞(f |K , fk|K) < δ

}
.

Denn: totale Beschränktheit in der Metrik ρ von C(G,X) bedeutet, dass es zu
jedem ǫ > 0 endlich viele f1, . . . , fn ∈ F gibt mit

F ⊆
n⋃

k=1

{
f ∈ C(G,X) : ρ(f, fk) < ǫ

}
.

Wegen Lemma 4.1.4 ist das gleichbedeutend mit der genannten Bedingung. �



4.3. KOMPAKTHEIT 59

Eine Familie F heißt gleichgradig stetig an der Stelle w, wenn gilt (d be-
zeichnet die Metrik von X)

∀ǫ > 0∃δ > 0∀f ∈ F , z ∈ G : |z − w| < δ ⇒ d
(
f(z), f(w)

)
< ǫ .

Sei E ⊆ G, dann heißt F gleichgradig stetig auf E, wenn gilt

∀ǫ > 0∃δ > 0∀f ∈ F , z, w ∈ E : |z − w| < δ ⇒ d
(
f(z), f(w)

)
< ǫ .

Genauso wie man zeigt, dass eine stetige Funktion auf jeder kompakten Teilmen-
ge ihres Definitionsbereiches gleichmäßig stetig ist, sieht man dass eine Familie
F ⊆ C(G,X) die in jedem Punkt von G gleichgradig stetig ist auch auf jeder
kompakten Teilmenge von G gleichgradig stetig ist.

Wir zeigen nun eine an unsere Situation angepasste Version des Satzes von
Arzela-Ascoli.

4.3.3 Satz (von Arzela-Ascoli). Sei G ⊆ C offen, 〈X, d〉 ein vollständiger me-
trischer Raum, und sei F ⊆ C(G,X). Dann ist F normal genau dann, wenn
die folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind:

(i) Für jedes z ∈ G ist {f(z) : f ∈ F} in X relativ kompakt.

(ii) F ist an jeder Stelle z ∈ G gleichgradig stetig.

Beweis. Wir setzen voraus, dass (i) und (ii) gilt. Sei {x1, x2, . . .} eine abzählbare
dichte Teilmenge von G, zum Beispiel alle Punkte aus G mit rationalen Real-
und Imaginärteil. Für z ∈ G setze X(z) := {f(z) : f ∈ F}, dann ist X(z) ein
kompakter metrischer Raum. Daher ist auch

Y :=
∞∏

l=1

X(xl)

ein kompakter metrischer Raum, denn zum Beispiel induziert ja

dY ((al)l∈N, (bl)l∈N) :=
∑∞
l=1

1
2l

d(al,bl)
1+d(al,bl)

die Produkttopologie und diese

ist nach dem Satz von Tychonoff kompakt.
Sei nun (fn)n∈N eine Folge in F . Dann ist ((fn(xl))l∈N)n∈N eine Folge in

Y und hat daher eine konvergente Teilfolge ((fnk(xl))l∈N)k∈N. Die Teilfolge
(fnk)k∈N von (fn)n∈N hat also die Eigenschaft an jeder Stelle xl zu konvergieren.

Sei nun K ⊆ G kompakt und ǫ > 0 gegeben. Wähle eine Menge KN aus der
Definition von ρ mit K ⊆ IntKN . Da KN kompakt ist, ist die Folge (fnk)k∈N

auf KN und damit auch auf IntKN gleichgradig stetig. Wähle δ > 0 sodass

∀z, w ∈ IntKN , k ∈ N, |z − w| < δ : d
(
fnk(z), fnk(w)

)
< ǫ .

Da IntKN offen ist und {xl : l ∈ N} dicht in G, existiert zu jedem y ∈ K
eine Kugel Uδ(xl(y)) mit xl(y) ∈ IntKN , y ∈ Uδ(xl(y)). Also können wir endlich
viele Kugeln Uδ(xlj ), j = 1, . . . , n, wählen mit xlj ∈ IntKN die K überdecken.
Wähle M ∈ N so dass

∀k, i ≥M, j = 1, . . . , n : d
(
fnk(xlj ), fnj (xli)

)
< ǫ .

Sei nun x ∈ K. Wähle j sodass x ∈ Uδ(xlj ), dann gilt für k, i ≥M

d
(
fnk(x), fni(x)

)
≤ d

(
fnk(x), fnk(xlj )

)
+ d

(
fnk(xlj ), fni(xlj )

)
+
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+d
(
fni(xlj ), fni(x)

)
< 3ǫ .

Also ist die Folge (fnk |K)k∈N gleichmäßige Cauchy-Folge. Nach Satz 4.1.5 ist
(fnk)k∈N in C(G,X) konvergent. Wir haben gezeigt, dass F normal ist.

Sei nun umgekehrt F normal. Da für jedes feste w ∈ G die Abbildung
f 7→ f(w) auf C(G,X) stetig ist, ist {f(w) : f ∈ F} kompakt. Damit folgt
(i). Sei w ∈ G und ǫ > 0 gegeben. Wähle eine kompakte Umgebung K von
w und, entsprechend Bemerkung 4.3.2 endlich viele Funktionen f1, . . . , fn mit
F ⊆ ⋃n

k=1{f ∈ C(G,X) : d∞(f |K , fk|K) < ǫ}. Wähle δ > 0 sodass Uδ(w) ⊆ K,
und

∀z ∈ Uδ(w), k = 1 . . . , n : d
(
fk(z), fk(w)

)
< ǫ .

Ist f ∈ F so wähle k mit d∞(f |K , fk|K) < ǫ. Für z ∈ Uδ(w) gilt dann

d
(
f(z), f(w)

)
≤ d

(
f(z), fk(z)

)
+ d

(
fk(z), fk(w)

)
+

+d
(
fk(w), f(w)

)
< 3ǫ .

Also gilt (ii). ❑

4.3.4 Korollar. Normalität ist eine lokale Eigenschaft, d.h.: Eine Familie F ⊆
C(G,X) ist genau dann normal, wenn jeder Punkt w ∈ G eine offene Umgebung
Uw besitzt, sodass

F|Uw :=
{
f |Uw : f ∈ F

}

in C(Uw, X) normal ist.

Beweis. Die beiden Bedingungen (i) und (ii) im Satz von Arzela-Ascoli sind
lokale Bedingungen. ❑

4.3.2 Normalität in H(G)

4.3.5 Definition. Eine Familie F ⊆ CG heißt lokal beschränkt , wenn es zu
jedem Punkt w ∈ G eine offene Umgebung Uw von w in G gibt, sodass

sup
{
|f(z)| : f ∈ F , z ∈ Uw

}
<∞ .

�

Das übliche Kompaktheitsargument zeigt, dass eine Familie genau dann lokal
beschränkt ist, wenn für jede kompakte Menge K ⊆ G gilt sup{|f(z)| : f ∈
F , z ∈ K} <∞.

4.3.6 Satz (von Montel). Sei F ⊆ H(G). Dann ist F genau dann normal
(bezüglich der Topologie von C(G,C)), wenn F lokal beschränkt ist.

Beweis. Sei F normal, und sei K ⊆ G kompakt. Da die Einschränkungsab-
bildung stetig ist, ist {f |K : f ∈ F} kompakt, und daher auch beschränkt, in
〈C(K,C), d∞〉.

Sei umgekehrt F lokal beschränkt. Dann ist F auch punktweise beschränkt,
d.h. die Voraussetzung (i) im Satz von Arzela-Ascoli ist erfüllt. Sei w ∈ G und
wähle r > 0 sodass Ur(w) ⊆ G. Für z, z′ ∈ U r

2
(w) gilt dann wegen

1

ζ − z
− 1

ζ − z′
=

z − z′

(ζ − z)(ζ − z′)
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dass

|f(z)− f(z′)| = 1

2π

∣∣∣
ffi

∂Ur(w)

f(ζ)

ζ − z
dζ −

ffi

∂Ur(w)

f(ζ)

ζ − z′
dζ

∣∣∣ =

=
1

2π

∣∣∣
ffi

∂Ur(w)

f(ζ)(z − z′)

(ζ − z)(ζ − z′)
dζ

∣∣∣ ≤ 1

2π
· 2πr · max

ζ∈∂Ur(w)
|f(ζ)| · |z − z′| · 1

( r2 )
2
=

=
4

r
max

ζ∈∂Ur(w)
|f(ζ)| · |z − z′| .

Ist M := sup{|f(ζ)| : ζ ∈ ∂Ur(w), f ∈ F}, so folgt also |f(z) − f(z′)| ≤
4M
r
|z − z′|, f ∈ F , z, z′ ∈ U r

2
(w). Wir sehen, dass auch die Voraussetzung (ii)

erfüllt ist. Also ist F normal. ❑

4.3.7 Korollar. Sei F ⊆ H(G) normal. Dann ist auch die Familie

F ′ :=
{
f ′ : f ∈ F

}

normal.

Beweis. Sei w ∈ G gegeben. Wähle r > 0 sodass Ur(w) ⊆ G. Dann ist

{
f |∂Ur(w) : f ∈ F

}

gleichmäßig beschränkt. Nach der allgemeinen Cauchy’schen Integralformel, ist
damit {

f ′(z) : f ∈ F
}

auf der Menge U r
2
(w) gleichmäßig beschränkt. ❑

4.3.8 Korollar (Satz von Vitali). Sei G ein Gebiet, und sei (fn)n∈N eine Folge
in H(G) sodass {fn : n ∈ N} lokal beschränkt ist. Dann sind äquivalent:

(i) (fn)n∈N ist konvergent.

(ii) Es existiert ein Punkt c ∈ G sodass für jedes k ∈ N die Folge (f
(k)
n (c))n∈N

konvergiert.

(iii) Die Menge A := {w ∈ G : ∃ limn→∞ fn(w)} hat einen Häufungspunkt in
G.

Beweis. Klarerweise impliziert (i) sowohl (ii) als auch (iii). Sei nun (ii) oder
(iii) vorausgesetzt. Sei (fnk)k∈N eine Teilfolge von (fn)n∈N. Dann existiert nach
dem Satz von Montel eine gegen eine Funktion f ∈ H(G) konvergente Teilfolge
(fnkj )j∈Nvon (fnk)k∈N. Nun gilt, im Falle von (ii),

f (l)(c) = lim
j→∞

f (l)nkj
(c) = lim

n→∞
f (l)n (c) ,

bzw., im Falle von (iii),

f(w) = lim
j→∞

fnkj (w) = lim
n→∞

fn(w), w ∈ A .

Nach dem Identitätssatz ist also f für jede Teilfolge (fnk)k∈N die gleiche Funk-
tion. Also gilt fn → f . ❑
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4.3.9 Korollar (Satz von Osgood). Sei fn ∈ H(G) und sei fn → f punkt-
weise in G. Dann existiert Ĝ ⊆ G offen und dicht sodass fn|Ĝ → f |Ĝ lokal

gleichmäßig. Insbesondere ist f auf Ĝ analytisch.

Beweis. Betrachte die Mengen

TN :
{
z ∈ G : sup

n∈N

|fn(z)| ≤ N
}
, N ∈ N ,

und setze
Ĝ :=

⋃

N∈N

IntG TN .

Klarerweise ist Ĝ eine offene Teilmenge von G. Jeder Punkt von Ĝ hat eine
Umgebung die ganz in einem TN liegt, also ist {fn|Ĝ : n ∈ N} auf Ĝ lokal

beschränkt. Nach dem Satz von Vitali ist (fn|Ĝ)n∈N konvergent in H(Ĝ).

Wir müssen zeigen, dass Ĝ dicht in G ist. Dazu sei eine offene und nichtleere
Teilmenge U von G gegeben. Da jede Funktion fn stetig ist, ist jede Menge TN
abgeschlossen in der Spurtopologie von G. Da (fn)n∈N punktweise konvergiert,
insbesondere also punktweise beschränkt ist, gilt

⋃

N∈N

TN = G .

Daraus erhalten wir, dass die Mengen TN ∩ U , N ∈ N, alle bzgl. der Spurtopo-
logie von U abgeschlossen sind, und dass

⋃
N∈N

(TN ∩ U) = U gilt.

Nach dem Satz von Baire‡ existiert N0 ∈ N, sodass das Innere (bzgl. der
Spurtopologie von U) von TN0

∩U nichtleer ist. Da U eine offene Teilmenge von
G ist, ist jede bzgl. der Spurtopologie von U offene Teilmenge von U auch bzgl.
der Topologie von G offen. Insbesondere ist (IntG TN0

)∩U 6= ∅. Wir schliessen,
dass Ĝ dicht in G ist. ❑

4.3.3 Normalität in M(G)

Wir wollen nun normale Familien in M(G) studieren. Dazu benötigt man den
Begriff der sphärischen Ableitung : Ist f ∈ M(G), so definieren wir f ♯ : G →
[0,∞) als

f ♯(z) :=





2|f ′(z)|
1+|f(z)|2 , ϑf (z) ≥ 0

2
|Res(f,z)| , ϑf (z) = −1

0 , ϑf (z) < −1

4.3.10 Lemma. Sei f ∈M(G). Dann ist f ♯ ∈ C(G,R), und es gilt ( 1
f
)♯ = f ♯.

Ist fn → f in M(G), so folgt das auch f ♯n → f ♯ lokal gleichmäßig.

Beweis. Die Tatsache dass f ♯ stetig ist, erhält man aus der folgenden Rechnung:
Schreibe

f(ζ) =
am

(ζ − z)m
+ . . .+

a1
ζ − z

+ f1(ζ)

mit m ∈ N, am 6= 0, f1 analytisch bei z. Man berechnet

2|f ′(ζ)|
1 + |f(ζ)|2 =

2
∣∣ mam
(ζ−z)m+1 + . . .+ a1

(ζ−z)2 − f ′1(ζ)
∣∣

1 +
∣∣ am
(ζ−z)m + . . .+ a1

ζ−z + f1(ζ)
∣∣2 =

‡Wir verwenden hier die Variante für lokalkompakte Räume!
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=
2|ζ − z|m−1

∣∣mam + . . .+ a1(ζ − z)m−1 − f ′1(ζ)(ζ − z)m+1
∣∣

|ζ − z|2m +
∣∣am + . . .+ a1(ζ − z)m−1 + f1(ζ)(ζ − z)m

∣∣2 ,

also ist

lim
ζ→z

2|f ′(ζ)|
1 + |f(ζ)|2 =

{
0 , m ≥ 2

2
|am| , m = 1

Wir zeigen f ♯(z) = ( 1
f
)♯(z): Im Fall f(z) 6= 0,∞ berechnet man

( 1

f

)♯
=

2
∣∣ f ′(z)
f(z)2

∣∣

1 +
∣∣ 1
f(z)

∣∣2 =
2|f ′(z)|

|f(z)|2 + 1
= f ♯(z) .

Ist ϑf (z) ≥ 2, so ist ϑ 1
f
(z) ≤ −2 und daher f ♯(z) = 0 = ( 1

f
)♯(z). Ist ϑf (z) = 1,

f(ζ) = a1(ζ − z) + a2(ζ − z)2 + . . ., dann ist

1

f(ζ)
=

1

a1(ζ − z)
+

∞∑

n=0

bn(ζ − z)n ,

also gilt f ♯(z) = 2|a1| = ( 1
f
)♯(z).

Sei schließlich fn → f in M(G). Ist f(w) 6= ∞, so sind auf einer gewissen
Umgebung und für hinreichend großes n alle fn analytisch und konvergieren
gleichmäßig gegen f . Dann folgt dass auch f ′n → f ′ gleichmäßig, und daher
f ♯n → f ♯ gleichmäßig. Ist f(w) = ∞, so wenden wir dieses Argument mit 1

fn
→ 1

f

an. ❑
Die sphärische Ableitung sollte man eigentlich in einem mehr geometrischen

Kontext betrachten, wir gehen darauf aber nicht ein.

4.3.11 Lemma. Sei f ∈M(G), Ur(w) ⊆ G und z1, z2 ∈ Ur(w). Dann gilt

χ(f(z1), f(z2)) ≤ 2 max
z∈Ur(w)

f ♯(w) · |z1 − z2|

Beweis. Sei zunächst angenommen dass f(z1), f(z2) 6= ∞. Die Verbindungs-
strecke [z1, z2] liegt ganz in Ur(w). Da es in Ur(w) nur endlich viele Polstellen von
f gibt, können wir einen Polygonzug γ wählen, der ganz in Ur(w) verläuft, der z1
und z2 verbindet, auf dem keine Polstellen liegen und dessen Länge ≤ 2|z1− z2|
ist.

Sei ǫ > 0 gegeben. Da f und f ′ auf γ gleichmäßig stetig sind, können wir γ
so in Strecken [w0, w1], . . . , [wn−1, wn] zerlegen, dass für alle k = 1, . . . , n gilt

∣∣∣ 1 + |f(wk)|2√
1 + |f(wk)|2

√
1 + |f(wk−1)|2

− 1
∣∣∣ < ǫ ,

∣∣∣f(wk)− f(wk−1)

wk − wk−1
−f ′(wk−1)

∣∣∣ =
∣∣∣ 1

wk − wk−1

ˆ

[wk−1,wk]

(
f ′(ζ)−f ′(wk−1)

)
dζ

∣∣∣ < ǫ .

Setze βk :=
√

1 + |f(wk)|2
√

1 + |f(wk−1)|2. Es gilt

χ(f(z1), f(z2)) ≤
n∑

k=1

χ(f(wk), f(wk−1)) =

n∑

k=1

2

βk
|f(wk)− f(wk−1)| ≤
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≤
n∑

k=1

2

βk

∣∣∣f(wk)− f(wk−1)

wk − wk−1
−f ′(wk−1)

∣∣∣·|wk−wk−1|+
n∑

k=1

2

βk
|f ′(wk−1)|·|wk−wk−1|

≤ 2ǫ

n∑

k=1

|wk − wk−1|
βk

+ max
z∈Ur(w)

f ♯(z)

n∑

k=1

(1 + |f(wk−1)|2
βk

)
|wk − wk−1| ≤

≤ 4ǫ|z1 − z2|+ max
z∈Ur(w)

f ♯(z) · (ǫ+ 1)2|z1 − z2| .

Da ǫ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
Da beide Seiten der Ungleichung stetig von z1 und z2 abhängen, gilt sie auch

falls einer (oder beide) der Punkte z1, z2 Polstellen von f sind. ❑

4.3.12 Satz (von Marty). Sei F ⊆ M(G). Dann ist F genau dann normal
(bezüglich der Topologie von C(G,C∞)), wenn die Familie {f ♯ : f ∈ F} lokal
beschränkt ist.

Beweis. Sei angenommen das {f ♯ : f ∈ F} lokal beschränkt ist. Wegen Lemma
4.3.11 ist F an jeder Stelle von w ∈ G gleichgradig stetig. Da C∞ kompakt ist,
ist für jedes w ∈ G die Menge {f(w) : f ∈ F} relativ kompakt. Nach dem Satz
von Arzela-Ascoli ist F normal in C(G,C∞).

Ist umgekehrt die Menge {f ♯ : f ∈ F} nicht lokal beschränkt, so existiert
eine kompakte Menge K ⊆ G und eine Folge fn ∈ F mit maxz∈K f

♯
n(z) → ∞.

Daher kann (fn)n∈N keine konvergente Teilfolge haben. ❑

4.3.13 Korollar. Sei F ⊆ H(G). Dann ist F genau dann normal in C(G,C),
wenn F normal in C(G,C∞) ist und es einen Punkt z0 ∈ G gibt sodass {f(z0) :
f ∈ F} beschränkt ist.

Beweis. Sei zuerst angenommen, dass F in C(G,C) normal ist. Nach dem Satz
von Montel ist dann F lokal gleichmäßig beschränkt. Insbesondere ist F an einer
(sogar an jeder) Stelle z0 von G beschränkt. Da F ⊆ H(G), ist

f ♯(z) =
2|f ′(z)|

1 + |f(z)|2 , f ∈ F .

Wegen Korollar 4.3.7 und dem Satz von Marty ist daher F auch normal in
C(G,C∞).

Umgekehrt sei F normal in C(G,C∞). Sei (fn)n∈N eine Folge in F , dann
existiert eine Teilfolge (fnk)k∈N welche in C(G,C∞) gegen eine Funktion f kon-
vergiert. Nach Satz 4.2.14 ist f ∈ H(G)∪{∞}. Da die Familie F an einer Stelle
beschränkt ist, kann die Grenzfunktion aber nicht identisch gleich ∞ sein. Also
ist f ∈ H(G). ❑

4.4 Vorgegebene Nullstellen und Hauptteile

4.4.1 Der Satz von Weierstraß

Das Ziel in diesem Abschnitt ist es den folgenden Satz zu beweisen.

4.4.1 Satz (Produktsatz von Weierstraß). Sei G ⊆ C offen und ϑ ∈ DG, ϑ ≥ 0.
Dann existiert f ∈ H(G) mit ϑ = ϑf .
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Da suppϑ keinen Häufungspunkt in G hat, kann diese Menge nur aus
höchstens abzählbar vielen Elementen bestehen, vgl. Lemma 4.1.3. Wir können
also eine (endliche oder unendliche) Folge a1, a2, a3, . . . bilden sodass suppϑ =
{an} und sodass jeder Punkt z ∈ suppϑ in der Folge der an genau ϑ(z)-mal
vorkommt.

Ist die Folge der an endlich, a1, . . . , aN , d.h. suchen wir eine Funktion f ∈
H(G) die nur endlich viele Nullstellen hat, so ist das Problem trivial. Denn dann
können wir für f das Polynom

f(z) :=

n∏

k=1

(z − an)

wählen. Wir wollen also im folgenden stets annehmen dass die Folge der an
unendlich ist. Weiters können wir stets voraussetzen dass ϑ(0) = 0 ist, denn
haben wir f mit ϑf (z) = ϑ(z), z 6= 0, und ϑf (0) = 0 gefunden, so leistet
zϑ(0)f(z) das Gewünschte.

Man könnte versuchen das Produkt
∏∞
k=1(z−ak) zu betrachten. Dieses wird

jedoch im allgemeinen nicht konvergent sein. Die Idee ist es nun die Konver-
genz zu erzwingen, indem man konvergenzerzeugende Faktoren dazugibt. Setze
E0(z) := (1− z) und

Ep(z) := (1− z) exp
(
z +

z2

2
+ . . .+

zp

p

)
, p ∈ N .

Die Funktionen Ep heißen auch Weierstraßsche Elementarfaktoren.

4.4.2 Lemma. Sei |z| ≤ 1 und p ∈ N0. Dann gilt

|1− Ep(z)| ≤ |z|p+1 .

Beweis. Für p = 0 ist nichts zu zeigen, sei also p ≥ 1. Es gilt Ep(0) = 1 und
man berechnet

E′
p(z) = (−1) exp(z+ . . .+

zp

p
)+ (1− z) exp(z+ . . .+

zp

p
)(1+ z+ . . .+ zp−1) =

= exp(z + . . .+
zp

p
)
[
− 1 + 1− zp

]
= −zp exp(z + . . .+

zp

p
) .

Also hat E′
p(z) eine Nullstelle der Ordnung p bei z = 0, und daher 1 − Ep(z)

eine Nullstelle der Ordnung p + 1. Wie man, durch einsetzen in die Exponen-
tialreihe, sieht ist in der Potenzreihenentwicklung von exp(z + . . . + zp

p
) um 0

jeder Koeffizient nichtnegativ. Also ist auch in

ϕ(z) :=
1− Ep(z)

zp+1
=

∞∑

n=0

anz
n

stets an ≥ 0. Es folgt, dass für |z| ≤ 1 gilt

|ϕ(z)| ≤ ϕ(|z|) ≤ ϕ(1) = 1 .

❑
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Wir wollen an die folgende elementare Aussage über Konvergenz von Pro-
dukten erinnern: Seien fn stetige komplexwertige Funktionen, und sei die Reihe∑∞
n=1 fn absolut und gleichmässig konvergent. Dann ist für hinreichend großes

N auch die Reihe
∑∞
n=N log(1+fn) absolut und gleichmäßig konvergent. Weiters

ist das Produkt
∏∞
n=1(1 + fn) gleichmäßig konvergent.

Beweis (von Satz 4.4.1, G = C). Da die Folge (an)n∈N keinen Häufungspunkt
in G = C hat, gilt |an| → ∞. Wähle nun eine Folge (pn)n∈N sodass für jedes
r > 0

∞∑

n=1

( r

|an|
)pn+1

<∞ .

Eine solche Folge existiert, zum Beispiel kann man pn = n wählen: Denn wegen
|an| → ∞ gilt ab einem gewissen Index N sicher r

|an|
≤ 1

2 und damit

∞∑

n=N

( r

|an|
)n+1

≤
∞∑

n=N

1

2n+1
<∞ .

Wegen Lemma 4.4.2 ist für jedes z mit |z| ≤ r, und n so groß daß |an| ≥ r,

∣∣∣1− Epn(
z

an
)
∣∣∣ ≤

∣∣∣ z
an

∣∣∣
pn+1

≤
( r

|an|
)pn+1

,

und wir sehen, dass die Reihe

∞∑

n=1

∣∣∣1− Epn
( z
an

)∣∣∣

auf der Scheibe Ur(0) gleichmäßig konvergiert. Damit folgt, dass auch das Pro-
dukt

f(z) :=

∞∏

n=1

Epn

( z

an

)
(4.4.1)

für |z| ≤ r gleichmäßig konvergiert. Da r > 0 beliebig war, ist f ∈ H(C). Weiters
ist f(z) = 0 genau dann wenn für ein n ∈ N gilt das Epn(

z
an

) = 0 ist, d.h. wenn
z ∈ {an : n ∈ N}. Da jede Zahl w ∈ suppϑ genau ϑ(w)-mal in der Folge (an)n∈N

vorkommt und Epn(
z
an

) bei an eine einfache Nullstelle hat, hat f an der Stelle
w tatsächlich eine Nullstelle der Ordnung ϑ(w), vgl. Bemerkung 4.2.13. ❑

Ein Produkt der Gestalt (4.4.1) heißt auch ein kanonisches Produkt zu ϑ.
Beweis (von Satz 4.4.1, G 6= C). Wir unterteilen suppϑ in zwei Klassen.
Nämlich jene Punkte die sich gegen den endlichen Rand von G häufen, und
jene die dies nicht tun und daher gegen ∞ streben müssen. Dazu setze

KN :=
{
z ∈ G : d(z,C \G) ≥ 1

N
, N ≤ |z| ≤ N + 1

}
.

dann ist jedes KN , und damit auch jede endliche Vereinigung
⋃h
N=1KN eine

kompakte Teilmenge von G. Setze

A := suppϑ ∩
∞⋃

N=1

KN , B := (suppϑ) \A .
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Wir zeigen, dass A keinen endlichen Häufungspunkt hat: Angenommen w ∈ C
ist Häufungspunkt von A, dann existieren unendlich viele Punkte in A∩U1(w).

Sei h ∈ N, h ≥ |w|+1. Die Menge
⋃h
N=1KN kann nur endlich viele Punkte aus

A enthalten, also existiert z ∈ A∩U1(w) mit z ∈ ⋃∞
N=h+2KN . Ein Widerspruch,

denn einerseits ist |z| < |w|+ 1, andererseits |z| ≥ |w|+ 2.
Schreibe B wieder als Folge b1, b2, . . . an wobei jedes w ∈ B genau ϑ(w)-

mal vorkommt. Wir zeigen, dass falls diese Folge überhaupt unendlich ist,
limn→∞ d(bn,C \ G) = 0. Angenommen es existierte eine Teilfolge bnk mit
d(bnk ,C \G) ≥ ǫ > 0. Sei N ∈ N mit 1

N
< ǫ. Die Menge

M := {z ∈ G : d(z,C \G) ≥ ǫ, |z| ≤ N}
ist eine kompakte Teilmenge von G, kann also nur endlich viele Punkte der
Menge {bnk : k ∈ N} enthalten. Da jeder feste Punkt in der Folge (bn) nur
endlich oft vorkommt, kann M auch nur endlich viele der Folgenglieder bnk
enthalten. Nun gilt

G \M ⊆ {z ∈ G : d(z,C \G) < ǫ} ∪
∞⋃

n=N

Kn .

Da die erste Menge auf der rechten Seite keine Punkte bnk enthält, müssen alle
bnk in

⋃∞
n=N Kn, und damit in A liegen, ein Widerspruch.

Betrachte die Divisoren ϑA und ϑB die definiert sind als

ϑA(z) :=

{
ϑ(z) , z ∈ A

0 , z ∈ C \A

ϑB(z) :=

{
ϑ(z) , z ∈ B

0 , z ∈ G \B
Dann ist ϑA ∈ DC, ϑB ∈ DG und ϑB hat die Eigenschaft das limn→∞ d(bn,C \
G) = 0, wenn es überhaupt unendlich viele Punkte in suppϑB gibt. Wähle,
nach dem bereits bewiesenen Teil

”
G = C“ des Satzes eine Funktion fA ∈

H(C) ⊆ H(G) mit ϑfA = ϑA. Ist suppϑB endlich, so wähle ein Polynom fB ∈
H(C) ⊆ H(G) mit ϑfB = ϑB . Ist suppϑB unendlich, wähle cn ∈ C \ G mit
|bn − cn| ≤ 2d(bn,C \G), und setze

fB(z) :=

∞∏

n=1

En

(bn − cn
z − cn

)
.

Wir zeigen, dass fB ∈ H(G). Sei K ⊆ G kompakt, dann gilt
∣∣∣bn − cn
z − cn

∣∣∣ ≤ |bn − cn|
1

d(K,C \G) ≤ 2

d(K,C \G)d(bn,C \G) → 0 .

Also gilt, für hinreichend große Indizes n, dass | bn−cn
z−cn

| ≤ 1
2 , z ∈ K. Wegen

∣∣∣1− En

(bn − cn
z − cn

)∣∣∣ ≤
∣∣∣bn − cn
z − cn

∣∣∣
n+1

≤
(1
2

)n+1

, z ∈ K ,

ist das obige Produkt auf K gleichmäßig konvergent. Offenbar gilt ϑfB = ϑB .
Setzt man f := fA · fB , so folgt ϑf = ϑA + ϑB = ϑ. ❑
Wir wollen noch eine gebräuchliche Variante des Produktsatzes von Weier-

straß für G = C formulieren.
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4.4.3 Korollar. Sei f ∈ H(C) und sei (an) die (endliche oder unendliche)
Folge der Nullstellen von f , wobei jede Nullstelle gemäß ihrer Vielfachheit oft
vorkommt. Sei pn ∈ N0 eine Folge sodass für jedes r > 0

∑

n

( r

|an|
)pn+1

<∞ .

Dann existiert g ∈ H(C) sodaß

f(z) = zϑf (0) exp(g(z)) ·
∏

n

(1− z

an
) exp

( z

an
+ . . .+

1

pn

( z
an

)pn)
,

wobei das Produkt (falls es überhaupt ein unendliches Produkt ist) lokal
gleichmäßig in C konvergiert.

Beweis. Sei f1 :=
∏
n(1− z

an
) exp

(
z
an

+ . . .+ 1
pn

(
z
an

)pn)
. Nach dem Beweis von

Satz 4.4.1 ist dieses Produkt lokal gleichmäßig konvergent auf C, d.h. f1 ∈ H(C),
und es gilt ϑf1 |C\{0} = ϑf |C\{0}. Also ist f(z)

z
ϑf (0)

f1(z)
∈ H(C)∗ und läßt sich daher

in der Form exp(g) schreiben. ❑
Weiters erhalten wir eine Aussage über die Struktur von M(G).

4.4.4 Korollar. Sei G eine Gebiet. Dann ist M(G) ist der Quotientenkörper
von H(G).

Beweis. Nach Lemma 4.2.11 ist M(G) ein Körper der H(G) umfasst. Sei
f ∈ M(G) \ {0}, und setze ϑ(z) := −min{ϑf (z), 0}. Dann existiert nach dem
Produktsatz von Weierstraß eine Funktion g ∈ H(G) mit ϑg = ϑ. Betrachte nun
h := fg. Dann ist h ∈M(G), und es gilt

ϑh = ϑf + ϑ = max{ϑf , 0} ≥ 0 .

Also ist h ∈ H(G). ❑

4.4.2 Der Satz von Mittag-Leffler

Betrachte eine analytische Funktion f auf G \ {w}, und sei die Laurent-
Entwicklung von f um w

f(z) =
∑

n∈Z

an(z − w)n .

Wie wir in Satz 3.5.1 gesehen haben konvergiert die Reihe
∑
n<0 an(z − w)n

lokal gleichmäßig auf C \ {w}. Man nennt diese Reihe den Hauptteil von f an
der Stelle w.

4.4.5 Definition. Sei w ∈ C. Eine Reihe der Gestalt
∑
n<0 an(z−w)n, welche

in C \ {w} lokal gleichmäßig konvergiert, heißt ein Hauptteil in w. Sei G ⊆ C
offen und (a1, g1), (a2, g2), . . . eine (endliche oder unendliche) Folge von Paa-
ren wobei a1, a2, . . . paarweise verschiedene Punkte von G sind die in G kei-
nen Häufungspunkt haben und wobei gn ein Hauptteil in an ist. Dann heißt
(a1, g1), (a2, g2), . . . eine Hauptteilverteilung in G. �
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Ist f eine Funktion die auf der offenen Menge Gmit Ausnahme von isolierten
Singularitäten analytisch ist, so bestimmt sie nach dem oben Gesagten eine
Hauptteilverteilung.

4.4.6 Satz (von Mittag-Leffler). Sei G ⊆ C offen und sei (a1, g1), (a2, g2), . . .
eine Hauptteilverteilung in G. Dann existiert eine Funktion f ∈ H(G \
{a1, a2, . . .}) die für jedes n an der Stelle an den Hauptteil gn hat.

Besteht die gegebene Hauptteilverteilung aus nur endlich vielen Paaren
(a1, g1), . . . , (aN , gN ), so ist die Aussage klar, denn dann leistet die Funktion

f(z) :=

N∑

n=1

gn(z)

das Gewünschte. Hat man unendlich viele Paare (an, gn), so muß die Rei-
he

∑∞
n=1 gn(z) nicht konvergieren. Man erzwingt ihre Konvergenz indem man

geeignete analytische konvergenzerzeugende Summanden dazugibt. Natürlich
muss man sich überzeugen, dass immer noch die gewünschte Hauptteile her-
auskommen.

4.4.7 Lemma. Sei (a1, g1), (a2, g2), . . . eine Hauptteilverteilung in G, seien
hn ∈ H(G), und sei die Reihe

f(z) :=
∞∑

n=1

(
gn(z)− hn(z)

)

auf G \ {an : n ∈ N} lokal gleichmäßig konvergent. Dann ist f ∈ H(G \ {an :
n ∈ N}) und der Hauptteil von f an der Stelle an ist gleich gn.

Beweis. Da alle Summanden in G \ {an : n ∈ N} analytisch sind und die Reihe
lokal gleichmäßig konvergiert, ist f ∈ H(G \ {an : n ∈ N}). Sei n0 ∈ N, dann
ist die Reihe

∑∞
n=1,
n6=n0

(gn(z) − hn(z)) eine Folge von Funktionen analytisch auf

G \ {an : n ∈ N, n 6= n0} die in G \ {an : n ∈ N} lokal gleichmäßig konvergiert.
Daher konvergiert sie sogar auf G \ {an : n ∈ N, n 6= n0} lokal gleichmäßig und
stellt daher eine dort analytische Funktion dar, vgl. Korollar 4.2.3. Also ist

f(z) = gn0
(z) +

(
− hn0

(z) +
∞∑

n=1,
n6=n0

(
gn(z)− hn(z)

))
,

und daher ist der Hauptteil von f in an0
gleich gn0

. ❑
Beweis (von Satz 4.4.6, G = C). Sollte 0 ∈ {an : n ∈ N} sein, so sei oBdA
a1 = 0. Dann ist also für n ≥ 2 stets 0 ∈ C \ {an} und wegen gn ∈ H(C \ {an})
konvergiert die Taylorreihe von gn mit Anschlusstelle 0 im Kreis U|an|(0) lokal
gleichmäßig gegen gn. Es gibt also ein Polynom hn, zum Beispiel ein Taylorpo-
lynom hinreichend großen Grades, sodass

|gn(z)− hn(z)| ≤
1

2n
, z ∈ U |an|

2
(0) .

Sei K ⊆ C kompakt. Wegen an → ∞ existiert N ∈ N sodass K ⊆ U |an|
2

, n ≥ N .

Dann ist die Reihe
∑
n≥N (gn− hn) auf K gleichmäßig konvergent. Wir können

also Lemma 4.4.7 mit den Polynomen hn, n ≥ 1, und h0 := 0 anwenden. ❑
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Beweis (von Satz 4.4.6, G 6= C). Wir zerlegen die Menge {an : n ∈ N} wie
im Beweis des Produktsatzes von Weierstraß in eine Teilfolge (an′

k
) die keinen

endlichen Häufungspunkt hat und eine Teilfolge (an′′
j
) die, falls sie unendlich ist,

limn→∞ d(an′′
k
,C \ G) = 0 erfüllt. Nach dem ersten Beweisteil gibt es eine auf

C \ {an′
1
, an′

2
, . . .} analytische Funktion f1(z) die an den Stellen an′

k
die Haupt-

teile gn′
k
hat. Wir müssen also noch eine Funktion f2 ∈ H(G \ {an′′

1
, an′′

2
, . . .})

konstruieren die an den Stellen an′′
k

die Hauptteile gn′′
k

hat. Ist an′′
1
, an′′

2
, . . .

endlich so ist f2(z) =
∑
gn′′

k
(z) eine solche.

Sei uns also eine Hauptteilverteilung (an, gn), n ∈ N, gegeben mit
limn→∞ d(an,C \ G) = 0. Wähle cn ∈ ∂G mit d(an,C \ G) = |an − cn|. Die
Funktion gn ist analytisch in C \U|an−cn|(cn) und erfüllt limz→∞ gn(z) = 0. Sie

läßt sich darstellen als
∑
k>0 bk(z − cn)

−k, denn Gn(z) := gn(cn +
1
z
) ist analy-

tisch in U 1
|an−cn|

(0), Gn(0) = 0, und läßt sich daher als Potenzreihe
∑∞
k=1 bkz

k

darstellen. Diese Reihe ist auf U 1
|an−cn|

(0) lokal gleichmäßig konvergent, daher

konvergiert
∑
k>0 bk(z − cn)

−k gleichmäßig auf C \ U2|an−cn|(cn).
Sei hn eine Partialsumme dieser Reihe mit

|gn(z)− hn(z)| ≤
1

2n
, z ∈ C \ U2|an−cn|(cn) .

Dann ist hn ∈ H(G). Sei K ⊆ G kompakt, dann existiert N ∈ N sodass K ⊆
C \ U2|an−cn|(cn), n ≥ N . Also konvergiert

∑

n≥N

(
gn(z)− hn(z)

)

gleichmäßig auf K. Wir können nun wieder Lemma 4.4.7 anwenden. ❑

4.4.8 Korollar. Sei G ⊆ C offen, und sei (a1, ĝ1), (a2, ĝ2), . . . eine (endliche
oder unendliche) Folge von Paaren sodass a1, a2, . . . paarweise verschieden sind
und keinen Häufungspunkt in G haben, und sodaß

ĝn(z) =

mn∑

k=−∞

bk(z − an)
k

wobei mn ∈ Z und die Reihe auf C \ {an} lokal gleichmäßig konvergiert. Dann
existiert eine Funktion f ∈ H(G \ {a1, a2, . . .}) deren Laurent-Entwicklung an
der Stelle an die Gestalt

f(z) = ĝn(z) +
∑

k>mn

βk(z − an)
k

hat.

Beweis. Sei F (z) ∈ H(G) sodass

ϑF (z) =

{
mn + 1 , z = an,mn ≥ 0

0 , sonst

Sei gn der Hauptteil der Laurentreihe von ĝn
F

an der Stelle an. Sei weiters f1 ∈
H(G \ {a1, a2, . . .}) sodass der Hauptteil von f an an gleich gn ist. Dann hat
die Funktion f(z) := f1(z) · F (z) die gewünschte Eigenschaft. ❑
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4.5 Der Riemannsche Abbildungssatz

4.5.1 Satz (Riemann’scher Abbildungssatz ). Sei G ein Gebiet, G 6= ∅,C. Wei-
ters habe G die Eigenschaft, dass jede Funktion f ∈ H(G)∗ eine Quadratwurzel
besitzt, d.h. dass eine Funktion g ∈ H(G) existiert mit g2 = f . Dann existiert
eine analytische Funktion die G bijektiv auf den Einheitskreis D abbildet.

Beweis. Sei a ∈ G fest gewählt. Wir betrachten die Familie F aller Funktionen
f ∈ H(G) die G injektiv in den Einheitskreis abbilden und f(a) = 0 erfüllen.

Schritt 1, F 6= ∅: Wähle b ∈ C \ G, dann ist z − b ∈ H(G)∗. Also existiert
h ∈ H(G) mit h(z)2 = z − b. Dann ist h injektiv, liegt in H(G)∗, und hat die
Eigenschaft dass h(G) ∩ (−h(G)) = ∅. Denn ist ζ = h(z) = −h(w), so folgt z =
ζ2+b = w, also h(z) = 0 und damit z = b, ein Widerspruch. Wähle w ∈ −h(G),
dann existiert r > 0 sodass Ur(w) ⊆ −h(G) und daher Ur(w) ∩ h(G) = ∅. Die
Funktion α(z) := 1

z−w ist also inH(h(G)), ist injektiv, und |α(z)| ≤ 1
r
, z ∈ h(G).

Also bildet die Funktion rα ◦ h das Gebiet G injektiv nach D ab. Sei für d ∈ D

gd(z) :=
d− z

1− dz
∈ Aut(D) ,

vgl. Korollar 3.3.5. Dann ist

g r
h(a)−w

◦ rα ◦ h ∈ F .

Schritt 2, ∃ g ∈ F : |g′(a)| = maxf∈F |f ′(a)|: Da |f(z)| < 1 für alle f ∈ F ,
z ∈ D, ist F eine normale Familie und, nach den Cauchyschen Abschätzungen ist
supf∈F |f ′(a)| < ∞. Da F 6= ∅ und aus injektiven Funktionen besteht ist auch
supf∈F |f ′(a)| > 0. Sei gn ∈ F eine Folge mit g′n(a) → supf∈F |f ′(a)|, und wähle

eine konvergente Teilfolge, gn → g. Dann ist g ∈ H(G), g(G) ⊆ D, g(a) = 0 und
g′(a) = supf∈F |f ′(a)|. Also ist g nicht konstant, nach dem Maximumprinzip
haben wir g(G) ⊆ D, und nach Korollar 4.2.5 ist g injektiv. Wir sehen daß
g ∈ F .

Schritt 3, g(G) = D: Dazu sei zunächst b ∈ D, b 6= 0, beliebig. Wähle c ∈ D mit
c2 = b, und betrachte

L := gb ◦ (g2c ) = gb ◦Q ◦ gc .

wobei Q(z) := z2. Dann ist L ∈ H(D) und es gilt L(0) = gb(c
2) = 0. Weiters

ist L(c) = gb(0) = b 6= 0, also ist L nicht konstant. Wegen L(D) ⊆ D folgt nach
dem Lemma von Schwarz dass |L′(0)| < 1.

Sei nun angenommen b ∈ D \ g(G). Dann ist b 6= 0, und gb ◦ g ∈ H(G)∗. Sei
h ∈ H(G) mit h2 = gb◦g und h(a) = c, und setze ϕ := gc◦h. Dann gilt ϕ ∈ F : Da
g und gb injektiv sind, ist auch h injektiv. Es gilt |h(z)|2 = |gb ◦g(z)| < 1, z ∈ G,
und daher auch h(G) ⊆ D. Schließlich ist h(a) = c. Nun ist, wie eine Rechnung
zeigt, stets gd ◦ gd = id, und wir erhalten

L ◦ ϕ = gb ◦Q ◦ gc ◦ gc ◦ h = gb ◦Q ◦ h = gb ◦ gb ◦ g = g .

Es folgt
g′(a) = L′(ϕ(a)) · ϕ′(a) = L′(0) · ϕ′(a) ,
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und daher |g′(a)| < |ϕ′(a)|. Ein Widerspruch zur Maximalitätseigenschaft von
g. ❑

Wir erhalten als erstes Korollar eine Aussage die topologische und analy-
tische Eigenschaften von Gebieten in C sowie algebraischen Eigenschaften von
H(G) verbindet.

4.5.2 Korollar. Sei G ein Gebiet, G 6= ∅. Dann sind äquivalent:

(i) G = C oder G ist analytisch und bijektiv auf D abbildbar.

(ii) G ist einfach zusammenhängend.

(iii) G ist homolog einfach zusammenhängend.

(iv) Jede Funktion f ∈ H(G)∗ besitzt einen Logarithmus.

(v) Jede Funktion f ∈ H(G)∗ besitzt eine Quadratwurzel.

Beweis. Die Implikation (i) ⇒ (ii) gilt, da eine analytische und injektive Ab-
bildung nach dem Satz über die Inverse Funktion ein Homöomorphismus ist.
(ii) ⇒ (iii) ist Korollar 2.2.6, (ii), (iii) ⇒ (iv) ist Korollar 3.1.7, (iv) ⇒ (v) ist
Bemerkung 3.1.9. Schließlich ist (v) ⇒ (i) der Riemannsche Abbildungssatz. ❑

Wir wollen anmerken, dass die beiden Möglichkeiten in (i) einander aus-
schließen. Denn ist f ∈ H(C) und f(C) ⊆ D, so ist nach dem Satz von Liouville
f konstant.

Als zweites Korollar erhalten wir die Struktur von AutG für einfach zusam-
menhängende Gebiete.

4.5.3 Korollar. Sei G ⊆ C einfach zusammenhängend. Dann gilt

AutG ∼= AutD .

Beweis. Sei f : G → D analytisch und bijektiv. Dann ist die Abbildung h 7→
f−1 ◦ h ◦ f ein Isomorphismus von AutD auf AutG. ❑

4.6 Der Fundamental Normality Test

4.6.1 Satz (Fundamental Normality Test). Sei G ein Gebiet, a, b, c,∈ C∞ drei
verschiedene Werte. Die Familie F aller Funktionen f ∈ M(G) die die Werte
a, b, c nicht annehmen ist normal.

Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir uns überlegen, dass er tatsächlich
wesentlich stärker ist als der Satz von Montel.

4.6.2 Korollar. Sei G ein Gebiet, z0 ∈ G, C > 0, und a, b ∈ C, a 6= b. Dann
ist die Familie

F :=
{
f ∈ H(G) : f nimmt die Werte a, b nicht an, |f(z0)| ≤ C

}

normal in C(G,C).
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Beweis. Es ist F ⊆ M(G), und die Funktionen aus F nehmen die Werte a, b
und ∞ nicht an. Daher ist F normal in C(G,C∞). Nachdem F an der Stelle z0
beschränkt ist, folgt daraus Normalität in C(G,C). ❑

Sei nun F ⊆ H(G) lokal gleichmäßig beschränkt. Zu w ∈ G wähle eine Kreis-
scheibe Ur(w) mit Ur(w) ⊆ G. Dann ist die Familie Fw := {f |Ur(w)| : f ∈ F}
beschränkt. Die Funktionen dieser Familie nehmen daher keinen Wert ausser-
halb einer gewissen Kreisscheibe an (insbesondere lassen sie drei verschiedene
Werte aus). Nach dem Fundamental Normality Test ist also Fw normal. Wir
sollten explizit bemerken, dass das eben durchgeführte Argument kein neuer
Beweis des Satzes von Montel ist, da wir im nun folgenden Beweis des Funda-
mental Normality Tests diesen verwenden. Es zeigt aber deutlich auf um wieviel
stärker der FNT im Vergleich zu Montel ist.

Zum Beweis des FNT verwenden wir das folgende Lemma.

4.6.3 Lemma (Lemma von Zalcman). Sei F ⊆ M(G) nicht normal. Dann
existiert eine Folge (zn)n∈N, zn ∈ G, mit zn → z ∈ G, eine Folge (rn)n∈N,
rn > 0 mit rn → 0, sowie eine Folge fn ∈ F , sodass die Funktionen

gn(ζ) := fn(zn + rnζ)

gegen eine nichtkonstante Funktion g ∈M(C) konvergieren für die

g♯(0) = 1, g♯(z) ≤ 1, z ∈ C ,

gilt.
Ist dabei F ⊆ H(G), so ist g ∈ H(C).

Beweis. Da F nicht normal ist, gibt es nach dem Satz von Marty K ⊆ G
kompakt, wn ∈ K und fn ∈ F mit f ♯n(wn) → ∞.

Wir nehmen ohne Beschränkung der Allgemeinheit an, dass wn → 0 ∈ G
und U1(0) ⊆ G. Das kann immer durch eine Translation bzw. Streckung erreicht
werden. Setze

Rn := max
|z|≤1

f ♯n(z)(1− |z|) .

Wegen wn → 0 und f ♯n(wn) → ∞ gilt auch Rn → ∞. Sei zn, |zn| ≤ 1, so dass
Rn = f ♯n(zn)(1− |zn|). Da f ♯n(zn) ≥ Rn folgt das auch f ♯n(zn) → ∞. Setze

rn :=
1

f ♯n(zn)
.

Da rnRn = 1− |zn|, ist UrnRn(zn) ⊆ U1(0) ⊆ G.
Betrachte die Funktionen

gn(ζ) := fn(zn + rnζ), |ζ| < Rn .

Es gilt g♯n(ζ) = rnf
♯
n(zn + rnζ).

Sei nun R > 0 festgehalten. Wähle NR ∈ N so daß Rn > R + 1, n ≥ NR,
dann ist gn für n ≥ NR stets auf UR(0) definiert und meromorph. Nach der
Definition von Rn gilt f ♯n(zn + rnζ)(1− |zn + rnζ|) ≤ Rn, und wir erhalten

g♯n(ζ) ≤ rn
Rn

1− |zn + rnζ|
≤ rnRn

1− |zn| − rnR
=

rnRn
rnRn − rnR

=

=
1

1− R
Rn

≤ 1

1− R
R+1

, |ζ| < R,n ≥ NR .
(4.6.1)
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Nach dem Satz von Marty ist {gn : n ≥ NR} eine normale Familie in
C(UR(0),C∞).

Wir konstruieren induktiv Folgen (n(l, k))k∈N, l ∈ N. Sei n(1, k) derart dass
N1 ≤ n(1, 1), n(1, k) < n(1, k + 1), und sodass die Folge (gn(1,k))k∈N auf U1(0)
konvergiert. Sei nun für ein l ≥ 1 die Folge (n(l, k))k∈N schon konstruiert. Dann
wähle eine Teilfolge (n(l + 1, k))k∈N von (n(l, k))k∈N sodass Nl+1 ≤ n(l + 1, 1),
n(l + 1, k) < n(l + 1, k + 1), und sodass (gn(l+1,k))k∈N auf Ul+1(0) konvergiert.

Betrachte nun die Diagonalfolge (gn(k,k))k∈N. Da (n(k, k))k≥l eine Teilfolge
von (n(l, k))k∈N ist, ist sie auf jedem Kreis Ul(0) ab dem Index l definiert und
konvergent. Also ist eine Funktion g ∈M(C) ∪ {∞} durch

g(ζ) := lim
l→∞

gn(k,k)(ζ)

wohldefiniert, und es gilt g(ζ) = limk→∞ gn(l,k)(ζ), |ζ| < l.
Ist ζ ∈ C fest, so gilt, wegen (4.6.1) mit R = l, für alle l > |ζ|, k ∈ N,

(gn(l,k))
♯(ζ) ≤

(
1− l

Rn(l,k)

)−1
,

und wir erhalten g♯(ζ) ≤ 1. Da g♯n(0) = rnf
♯
n(zn) = 1, n ∈ N, folgt das g♯(0) = 1.

Insbesondere ist g nicht konstant. Damit haben wir auch g 6= ∞.
Ist F ⊆ H(G), so sind alle Funktionen gn sogar analytisch. Da H(G) in

M(G) abgeschlossen ist, ist auch die Grenzfunktion analytisch. ❑
Beweis (von Satz 4.6.1). Da wegen des Satzes von Marty, eine Familie normal
ist genau dann wenn jeder Punkt eine Umgebung U besitzt sodass die Familie
{f |U : f ∈ F} normal ist, bzw. genau dann wenn die Familie {f(αz+β) : f ∈ F}
wobei α, β ∈ C, α 6= 0, normal ist, können wir voraussetzen dass G = U1(0) = D.
Da jede Möbiustransformation λ(z) = αz+β

γz+δ ein Homömorphismus von C∞ auf

sich ist, ist F genau dann normal wenn {λ◦f : f ∈ F} normal ist. Daher können
wir voraussetzen dass a = 0, b = 1, c = ∞. Wir betrachten also die Familie F
aller auf D analytischen und nullstellenfreien Funktionen die den Wert 1 nicht
annehmen.

Sei k ∈ N und Fk die Familie aller 2k-ten Wurzeln von Funktionen aus F .
Keine Funktion aus Fk kann eine 2k-te Einheitswurzel als Wert annehmen, da
ja keine Funktion aus F den Wert 1 annimmt. Wir zeigen, dass Normalität von
Fk Normalität von F impliziert. Sei (fn)n∈N eine Folge in F , und wähle 2k-te
Wurzeln Fn von fn. Dann ist Fn ∈ Fk, und daher existiert eine in M(D) kon-
vergente Teilfolge, sagen wir Fnl → F . Da alle Fnl analytisch sind, ist entweder
F analytisch oder F = ∞. Im ersten Fall folgt, da multiplizieren in H(D) stetig
ist, dass auch fnl → F 2k . Im zweiten Fall folgt wegen |fnl(z)| = |Fnl |2

k

, dass
auch fnl → ∞.

Sei nun indirekt angenommen F ist nicht normal. Dann ist für jedes k ∈ N
auch Fk nicht normal. Sei gk die Grenzfunktion aus dem Lemma von Zalcman
angewendet mit der Familie Fk. Dann ist gk ∈ H(C), nicht konstant, und es gilt

g♯k(ζ) ≤ 1, g♯k(0) = 1. Da gk Grenzwert von Einschränkungen von Funktionen
aus Fk ist, kann nach dem Satz von Hurwitz gk keine 2k-te Einheitswurzel als
Wert annehmen.

Nach dem Satz von Marty ist die Familie {gk : k ∈ N} normal in C(C,C∞).
Sei g ein Grenzwert von einer Teilfolge von (gk)k∈N. Dann ist g ∈ H(C)∪ {∞},
und g♯(0) = 1. Insbesondere ist also g nicht konstant, und daher g ∈ H(C).
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Sei k0 ∈ N, dann nimmt gk für k ≥ k0 keine 2k0 -te Einheitswurzel als Wert
an. Nach dem Satz von Hurwitz hat auch g diese Eigenschaft. Da k0 beliebig
war nimmt g keine 2j-te Einheitswurzel, j ∈ N, als Wert an. Nach dem Satz
von der offenen Abbildung nimmt g daher keinen Wert w mit |w| = 1 an.
Da g(C) ⊆ C∞ zusammenhängend ist, folgt dass entweder g(C) ⊆ D oder
g(C) ⊆ C∞ \ D. Nach dem Satz von Liouville angewendet auf g bzw. 1

g
ist g

konstant. Ein Widerspruch. ❑
Wir erhalten eine Verschärfung des Satzes von Vitali.

4.6.4 Korollar (Satz von Caratheodory-Landau). Sei G ein Gebiet, a, b ∈ C
mit a 6= b, und sei (fn)n∈N eine Folge in H(G) sodass a, b 6∈ fn(G), n ∈ N.
Dann sind äquivalent:

(i) (fn)n∈N ist konvergent.

(ii) Es existiert ein Punkt c ∈ G sodass für jedes k ∈ N die Folge (f
(k)
n (c))n∈N

konvergiert.

(iii) Die Menge A := {w ∈ G : ∃ limn→∞ fn(w)} hat einen Häufungspunkt in
G.

Beweis. Verwende im Beweis des Satzes von Vitali anstelle von Montel den
FNT in der Form von Korollar 4.6.2. ❑

4.6.5 Satz (von Picard). Sei f meromorph auf einer punktierten Scheibe W :=
Uδ(z0)\{z0}. Wenn f drei verschiedene Werte a, b, c ∈ C∞ nicht annimmt, dann
besitzt f eine Fortsetzung zu einer meromorphen Funktion auf Uδ(z0).

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei z0 = 0 und a = 0, b = 1,
c = ∞. Sei 0 < rn < 1, rn > rn+1, rn → 0, und setze gn(z) := f(rnz),
z ∈ W . Dann ist gn analytisch und nimmt die Werte 0, 1 nicht an. Nach dem
Fundamental Normality Test existiert eine Teilfolge gnk die lokal gleichmäßig in
C(W,C∞) gegen eine Funktion g ∈ H(W ) ∪ {∞} konvergiert.

Sei zunächst angenommen dass g ∈ H(W ). Wähle ρ ∈ (0, δ) fest und setze
M := max|z|=ρ |g(z)| + 1. Dann gibt es N ∈ N sodass |gnk(z)| ≤ M , k ≥ N ,
|z| = ρ. Also ist

|f(z)| ≤M, |z| = rnkρ, k ≥ N .

Nach dem Maximumprinzip folgt dass

|f(z)| ≤M, rnk+1ρ ≤ |z| ≤ rnkρ, k ≥ N .

Da rnk → 0 folgt |f(z)| ≤ M , 0 < |z| ≤ rnN ρ. Nach dem Riemann’schen
Hebbarkeitssatz besitzt f eine analytische Fortsetzung auf Uδ(0).

Sei g = ∞. Dann ist für n hinreichend groß |gnk(z)| ≥ 1, |z| = ρ, und daher
| 1
f(z) | ≤ 1, |z| = rnkρ. Da f nullstellenfrei ist, ist 1

f
analytisch in W und wir

folgern genauso wie oben dass 1
f
eine analytische Fortsetzung auf Uδ(0) hat. ❑

4.6.6 Korollar (Kleiner Satz von Picard). Eine nichtkonstante Funktion die
in ganz C analytisch ist nimmt jeden Wert mit höchstens einer Ausnahme an.

Beweis. Da f ∈ H(C) ist, nimmt f aufgefasst als Funktion f : C → C∞

den Wert ∞ sowieso nicht an. Würde es zusätzlich zwei Werte a, b ∈ C geben
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die nicht angenommen werden, so würde die Funktion f( 1
z
) ∈ H(C \ {0}) eine

meromorphe Fortsetzung nach 0 haben. Sei f( 1
z
) =

∑
k≥m akz

k die Laurent-

Entwicklung von f( 1
z
) um 0, dann gilt also

f(z) =
∑

k≥m

akz
−k, |z| > 0 .

Da f analytisch bei 0 ist folgt ak = 0, k ≥ 1, und damit ist f ein Polynom. Ein
Polynom nimmt aber jeden Wert an. ❑

4.6.7 Korollar (Satz von Schottky). Für r,R > 0 bezeichne

S(r,R) :=
{
f ∈ H(UR(0)) : 0, 1 6∈ f(UR(0)), |f(0)| ≤ r

}
.

Dann gibt es jedem r > 0 und ρ ∈ (0, 1) eine Konstante L(r, ρ) > 0 sodass

|f(z)| ≤ L(r, ρ), |z| ≤ ρR, f ∈ S(r,R) .

Beweis. Nach Korollar 4.6.2 ist S(r, 1) normal in C(D,C), und nach Montel
daher lokal beschränkt. Also ist für jedes r > 0 und ρ ∈ (0, 1)

L(r, ρ) := sup
{
|f(z)| : f ∈ S(r, 1), |z| ≤ ρ

}
<∞ .

Sei nun f ∈ S(r,R), dann ist g(z) := f(Rz) ∈ S(r, 1). Daher gilt

|f(z)| = |g( z
R
)| ≤ L(r, ρ), |z| ≤ ρR .

❑

4.6.8 Korollar (Satz von Landau). Seien a0 ∈ C und a1 ∈ C \ {0}. Dann
existiert eine Konstante M(a0, a1) > 0, sodass jede Funktion f die auf einer
Kreisscheibe UR(0) mit R > M(a0, a1) analytisch ist und f(0) = a0, f

′(0) = a1,
erfüllt, die Werte 0 und 1 annehmen muss.

Beweis. Sei f ∈ H(UR(0)) mit f ′(0) 6= 0 und 0, 1 6∈ f(UR(0)). Dann gilt

|f ′(0)| =
∣∣∣ 1

2πi

ffi

∂UR
2
(0)

f(ζ)

ζ2
dζ

∣∣∣ ≤ 1

2π
· 2πR

2
· L(|f(0)|,

1
2 )

(R2 )
2

=
2L(|f(0)|, 12 )

R

und daher

R ≤ 2L(|f(0)|, 12 )
|f ′(0)| .

Die Behauptung folgt nun mit M(a0, a1) :=
2L(|a0|,

1
2 )

|a1|
. ❑



Kapitel 5

Riemannsche Flächen

5.1 Riemannsche Flächen und analytische Funk-

tionen

Wir werden auf 2-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeiten eine analyti-
sche Struktur definieren.

5.1.1 Definition.

(i) Sei X ein Hausdorffscher topologischer Raum. Ein Paar (U, φ) heißt eine
Karte, wenn U ⊆ X offen, φ(U) ⊆ C offen, und φ : U → φ(U) ein
Homöomorphismus ist.

(ii) Zwei Karten (U1, φ−) und (U2, φ2) eines Hausdorff-Raumes X heißen ana-
lytisch verträglich, wenn U1 ∩ U2 = ∅ oder die Abbildung

φ2 ◦ φ−1
1 |φ1(U1∩U2) : φ1(U1 ∩ U2) → φ2(U1 ∩ U2)

analytisch ist. Da φ2 ◦ φ−1
1 bijektiv ist, ist in diesem Fall auch die Inverse

φ1 ◦ φ−1
2 analytisch.

(iii) Eine Familie A = {(Uα, φα) : α ∈ A} von Karten heißt ein Atlas auf X,
wenn

⋃
α∈A Uα = X ist und je zwei Karten aus A analytisch verträglich

sind.

�

5.1.2 Definition. Eine Riemannsche Fläche ist ein Paar (X,A) wobei X ein
Hausdorffscher topologischer Raum ist und A ein Atlas auf X. �

5.1.3 Beispiel. Sei X eine offene Teilmenge von C versehen mit der Spurtopolo-
gie. Dann ist A := {(X, id)}, wobei id als Abbildung von X nach C betrachtet
wird, ein Atlas auf X. �

5.1.4 Beispiel. Sei C∞ = C ∪ {∞}, vermöge der stereographischen Projektion
also die Riemannsche Zahlenkugel. Wir definieren (C∗ := C \ {0})

U1 := C, φ1 := id

77
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U2 := C∗ ∪ {∞}, φ2(z) :=
{

1
z
, z ∈ C∗

0 , z = ∞ (5.1.1)

Dann ist φ1(U1 ∩ U2) = φ2(U1 ∩ U2) = C∗ und

(φ2 ◦ φ−1
1 )(z) =

1

z
, z ∈ C∗ .

Wir sehen, dass A := {(U1, φ1), (U2, φ2)} ein Atlas auf C∞ ist. �

5.1.5 Beispiel. Seien w1, w2 ∈ C linear unabhängig über R, und bezeichne L :=
Zw1 + Zw2. Die Faktormenge C/L heißt der komplexe Torus .

Bezeichne mit π : C → C/L die kanonische Projektion. Wir versehen C/L mit
der finalen Topologie bezüglich π, d.h. eine Menge W ⊆ C/L ist offen genau
dann, wenn π−1(W ) ⊆ C offen ist.

Ist V ⊆ C, so ist π−1(π(V )) =
⋃
w∈L(w + V ). Wir sehen, dass offene Teil-

mengen von C unter π auf offene Teilmengen von C/L abgebildet werden. Die
Projektion π ist also nicht nur stetig, sondern auch offen.

Bezeichne mit A die Menge aller offenen Teilmengen von C die mit jeder
Äquivalenzklasse modulo L höchstens einen Punkt gemeinsam haben. Es gibt
viele Mengen mit dieser Eigenschaft, zum Beispiel jede Kugel mit hinreichend
kleinem Radius. Für jedes V ∈ A ist π(V ) offen und π|V eine bijektive stetige
und offene Abbildung von V auf π(V ), also ein Homöomorphismus.

Wir definieren nun

A :=
{
(π(V ), (π|V )−1) : V ∈ A} .

Offenbar ist
⋃
V ∈A π(V ) = C/L. Seien V1, V2 ∈ A, und betrachte die Abbildung

ψ := (π|V2
)−1 ◦ (π|V1

) : V1 ∩
(
(π|V1

)−1π|V2
(V2)

)
→

(
(π|V2

)−1π|V1
(V1)

)
∩ V2 .

Dann gilt stets ψ(z) ≡ z mod L. Da L diskret ist und ψ stetig, folgt dass ψ
auf jeder Komponente konstant ist, und daher analytisch. Also ist A ein Atlas.

�

Riemannsche Flächen haben eine wichtige Zusammenhangseigenschaft.

5.1.6 Lemma. Sei (X,A) eine Riemannsche Fläche. Dann ist X lokal bogen-
weise zusammenhängend. Jede Zusammenhangskomponente von X ist offen und
bogenweise zusammenhängend.

Beweis. Da jeder Punkt eine Umgebung besitzt die homöomorph zu einer offe-
nen Teilmenge von C ist, ist X lokal bogenweise zusammenhängend. Die zweite
Behauptung folgt mit Lemma 1.3.2. ❑

Mit Riemannschen Flächen können diverse Konstruktionen ausgeführt wer-
den. Wir erwähnen an dieser Stelle nur die beiden folgenden.
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5.1.7 Lemma. Sei (X,A) eine Riemannsche Fläche, und sei Y ⊆ X offen.
Versieht man Y mit der Spurtopologie von X und definert man

B :=
{
(U ∩ Y, φ|U∩Y ) : (U, φ) Karte von X

}

so ist (Y,B) eine Riemannsche Fläche.

Beweis. Klar. ❑
Sind X,Y topologische Räume und p : Y → X. Dann heißt p ein lokaler

Homöomorphismus , wenn jeder Punkt y ∈ Y eine offene Umgebung V besitzt,
sodass p(V ) ⊆ X offen ist, und p|V : V → p(V ) ein Homöomorphismus ist.

5.1.8 Lemma. Sei X eine Riemannsche Fläche, Y ein Hausdorff-Raum, und
p : Y → X ein lokaler Homöomorphismus. Dann kann Y zu einer Riemann-
schen Fläche gemacht werden, und zwar derart dass p analytisch ist.

Beweis. Sei (U, φ) eine Karte von X und x ∈ U . Wähle V ⊆ Y offen, mit
x ∈ p(V ) ⊆ U , sodass p|V ein Homöomorphismus von V auf p(V ) ist. Dann ist
(V, φ ◦ p|V ) eine Karte auf Y . Hat man zwei in dieser Weise erhaltene Karten
(V1, φ1 ◦ p|V1

), (V2, φ2 ◦ p|V2
), mit V1 ∩ V2 6= ∅, so gilt

(
φ2 ◦ p|V2

)
◦
(
φ1 ◦ p|V1

)−1
= φ2 ◦ φ−1

1 ,

und diese Abbildung ist analytisch.
Es ist für jede Karte (U, φ) von X die Abbildung φ ◦ p eine Karte von Y ,

und daher ist p ∈ Hol(Y,X). ❑

5.1.9 Definition. Seien (X1,A1), (X2,A2) Riemannsche Flächen und f : X1 →
X2. Dann heißt f analytisch, wenn f stetig ist und für je zwei Karten (U1, φ1) ∈
A1, (U2, φ2) ∈ A2 mit U1 ∩ f−1(U2) 6= ∅ die Abbildung

φ2 ◦ f ◦ φ−1
1 : φ1(U1 ∩ f−1(U2)) → C

analytisch ist. Die Menge aller analytischen Abbildungen von (X1,A1) nach
(X2,A2) bezeichnen wir mit Hol((X1,A1), (X2,A2)). �

Wir werden im folgenden oft von einer Riemannschen Fläche X sprechen
und dabei den Atlas von X nicht explizit anführen. Man beachte, dass dies
nur dazu dient die Notation abzukürzen, tatsächlich hängen alle eingeführten
Begriffe von dem gegebenen Atlas ab.

5.1.10 Lemma. Seien X1, X2 Riemannsche Flächen und f : X1 → X2. Dann
ist f ∈ Hol(X1, X2) genau dann, wenn gilt: Für jeden Punkt x ∈ X1 existieren
Karten (U1, φ1), (U2, φ2) von X1 bzw. X2 und eine offenen Umgebung U ⊆ X1

von x, sodaß U ⊆ U1, f(U) ⊆ U2, und φ2 ◦ f ◦ φ−1
1 |φ1(U) analytisch ist.

Beweis. Sei vorausgesetzt, dass f der Bedingung des Lemmas genügt. Sei x ∈
X1 und wähle (U1, φ1), (U2, φ2), U wie angegeben. Dann ist φ2 ◦ f ◦ φ−1

1 |φ1(U)

analytisch und daher stetig. Da φ2 und φ−1
1 Homöomorphismen sind und φ1(U)

offen, folgt dass f an der Stelle x stetig ist.
Seien nun (V1, ψ1), (V2, ψ2) Karten von X1 bzw. X2 mit V1 ∩ f−1(V2) 6= ∅.

Wegen der Stetigkeit von f folgt dass V1 ∩ f−1(V2) offen ist. Sei z ∈ ψ1(V1 ∩
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f−1(V2)), und wähle (U1, φ1), (U2, φ2), U wie angegeben für den Punkt x :=
ψ−1
1 (z). Dann ist

ψ2 ◦ f ◦ ψ−1
1 = (ψ2 ◦ φ−1

2 ) ◦ (φ2 ◦ f ◦ φ−1
1 ) ◦ (φ1 ◦ ψ−1

1 )

wobei auf einen geeigneten Definitionsbereich eingeschränkt wird: Setze D :=
ψ1(U ∩V1 ∩ f−1(V2)), dann ist D offen, nichtleer, und alle Zusammensetzungen
sind wohldefiniert

D
φ1◦ψ

−1
1→ ψ1(U ∩ V1 ∩ f−1(V2))

φ2◦f◦φ
−1
1→ φ2(U2 ∩ V2)

ψ2◦φ
−1
2→ C

Als Zusammensetzung analytischer Funktionen ist also ψ2◦f ◦ψ−1
1 |D analytisch.

Ist umgekehrt f ∈ Hol(X1, X2), und x ∈ X1 gegeben, so wähle Karten
(U1, φ1), (U2, φ2) von X1 bzw. X2 mit x ∈ U1 und f(x) ∈ U2, und setze U :=
U1 ∩ f−1(U2). Da f stetig ist, ist U eine offene Umgebung von x, und da f
analytisch ist, ist die Funktion φ2 ◦ f ◦ φ−1

1 |φ1(U) analytisch. ❑

5.1.11 Beispiel. Sei X ⊆ C offen und f : X → C. Dann ist f ∈ H(X), genau
dann wenn f ∈ Hol(X,C). Das ist trivial, denn die einzigen Karten von X bzw.
C sind id : X → C bzw. id : C → C. �

5.1.12 Beispiel. Sei X ⊆ C offen. Die Menge aller komplexwertigen Funktio-
nen f die auf einer Teilmenge dom f von X definiert sind steht in bijektiver
Beziehung zur Menge aller Funktionen f̃ : X → C∞, und zwar vermöge der
Identifikation f → f̃ mit

f̃ : z 7→
{
f(z) , z ∈ dom f

∞ , z 6∈ dom f

Dann ist f ∈M(X), genau dann wenn f̃ ∈ Hol(X,C∞). �

Beweis. Sei zuerst f ∈ M(X), und bezeichne mit D die Menge der Singula-
ritäten von f . Für z ∈ X \D wähle

(U1, φ1) := (X, id), (U2, φ2) := (C, id), U := Ur(z) ,

wobei r > 0 so klein ist, dass Ur(z) ⊆ X \D. Es ist Ur(z) = id−1(Ur(z)) offen in
der Riemannschen FlächeX. Weiters ist U ⊆ U1, f̃(U) ⊆ U2, und φ2◦f̃◦φ−1

1 = f
analytisch. Sei nun z ∈ D. Wähle (U1, φ1) := (X, id), (U2, φ2) die Karte (5.1.1),
und U := Ur(z) wobei r > 0 so klein ist, dass U \ {z} ⊆ X \D und f(x) 6= 0,
x ∈ Ur(z). Eine solche Wahl von r ist möglich da limx→z |f(x)| = ∞. Dann ist

(
φ2 ◦ f̃ ◦ φ−1

1

)
(x) =

{
1

f(x) , x ∈ U \ {z}
0 , x = z

und diese Funktion ist nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz analytisch. Wir
sehen, dass f̃ ∈ Hol(X,C∞).

Umgekehrt sei f so, dass f̃ ∈ Hol(X,C∞). Sei z ∈ X gegeben. Ist f̃(z) 6= ∞,
so wähle eine offene Umgebung U von z mit f̃(x) 6= ∞, x ∈ U . Dann gilt für
die Karten (U1, φ1) := (X, id), (U2, φ2) := (C, id) dass U ⊆ U1 ∩ f−1(U2) und
f = φ2 ◦ f̃ ◦ φ−1

1 analytisch. Ist f̃(z) = ∞, so wähle eine offene Umgebung U
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von z mit f̃(x) 6= 0, x ∈ U . Dann gilt für die Karten (U1, φ1) := (X, id) und
(U2, φ2) aus (5.1.1), dass U ⊆ U1 ∩ f−1(U2). Weiters ist für x ∈ U

(
φ2 ◦ f̃ ◦ φ−1

1

)
(x) =

{
1

f(x) , f̃(x) 6= ∞
0 , f̃(x) = ∞

.

Diese Funktion ist, wieder nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz, analytisch.
Also ist f : X \ f̃−1(∞) → C meromorph. ❑

5.1.13 Beispiel. Seien w1, w2 ∈ C über R linear unabhängig und L := Zw1+Zw2.
Dann steht die Menge aller Funktionen f : C/L → C∞ in bijektiver Beziehung
mit der Menge aller L-periodischen Funktionen

K(L) :=
{
F ∈M(C) : F (z + w) = F (z), z ∈ C, w ∈ L

}
,

nämlich vermöge der Beziehung f 7→ f ◦ π: Es ist f ◦ π ∈ K(L), genau dann
wenn f ∈ Hol(C/L,C∞).

Um dies einzusehen genügt es zu bemerken, dass nach Beispiel 5.1.12 für
eine Karte (U, φ) von C/L die Funktion f̃ ◦ φ−1zu Hol(U,C∞) gehört, genau
dann wenn f̃ |φ−1(U) meromorph ist. �

5.2 Einige Sätze über analytische Funktionen

Viele Aussage über analytische Funktionen lassen sich unmittelbar auf analyti-
sche Funktionen zwischen Riemannschen Flächen übertragen. Denn im lokalen
ist eine Abbildung in Hol(X,Y ) ja gerade eine analytische Funktion zwischen
gewissen Teilmengen von C.

5.2.1 Proposition. Seien X,Y, Z Riemannsche Flächen. Dann gilt:

(i) Hol(X,C) ist eine C-Algebra.

(ii) Sind f ∈ Hol(X,Y ), g ∈ Hol(Y,Z), so ist g ◦ f ∈ Hol(X,Z).

(iii) Der Identitätssatz: Sei X zusammenhängend. Sind f, g ∈ Hol(X,Y ) und
hat die Menge {x ∈ X : f(x) = g(x)} eine Häufungspunkt, so folgt f = g.

(iv) Der Satz von der offenen Abbildung: Sei f ∈ Hol(X,Y ) nicht konstant.
Dann ist f offen.

(v) Das Maximumprinzip: Ist f ∈ Hol(X,C) nicht konstant, so besitzt |f | :
X → [0,∞) kein Maximum.

(vi) Ist f ∈ Hol(X,Y ) injektiv, so ist f−1 ∈ Hol(f(X), X).

Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) sind klar.
Wir kommen zum Beweis des Identitätssatzes. Betrachte die Menge M :=

{x ∈ X : f(x) = g(x)}. Dann ist klarerweise M abgeschlossen. Sei x0 ein
Häufungspunkt von M . Zu x1 ∈ X existiert nach Lemma 5.1.6 eine stetige
Kurve γ : [0, 1] → X mit γ(0) = x0 und γ(1) = x1.

Ist x ∈ X, so existierten Karten (Ûx, φ1) und (Vx, ψx) von X bzw. Y mit x ∈
Ûx und f(x) ∈ Vx. Bezeichne die Zusammenhangskomponente von Ûx∩f−1(Vx)
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welchen den Punkt x enthält mit Ux. Es gilt γ([0, 1]) ⊆
⋃
t∈[0,1] Uγ(t). Da γ([0, 1])

kompakt ist, können wir endlich viele Werte t1, . . . , tn finden, sodaß

γ([0, 1]) ⊆ U1 ∪ . . . ∪ Un ,

wobei Uj := Uγ(tj). Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir dabei
annehmen, dass t1 = 0 ist. Bezeichne entsprechend Vj := Vγ(tj), φj := φγ(tj)
und ψj := ψγ(tj).

Die Menge {z ∈ φ1(U1) : ψ1 ◦ f ◦ φ−1
1 = ψ1 ◦ g ◦ φ−1

1 } hat in φ1(U1) einen
Häufungspunkt, nämlich φ1(x0). Nach dem Identitätssatz der Funktionentheorie
folgt dass f |U1

= g|U1
. Ist γ([0, 1]) ⊆ U1, so folgt insbesondere dass f(x1) =

g(x1) und wir sind fertig. Ist γ([0, 1]) * U1, so existiert ein Index k ∈ {2, . . . , n}
mit Uk ∩ U1 6= ∅, denn andernfalls hätten wir die zusammenhängende Menge
γ([0, 1]) in die zwei nichtleeren offenen Mengen γ([0, 1]) ∩ U1 und γ([0, 1]) ∩
(U2 ∪ . . . ∪ Un) zerlegt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei k = 2. Die
Menge {z ∈ φ2(U2) : ψ2 ◦ f ◦ φ−1

2 = ψ2 ◦ g ◦ φ−1
2 } enthält eine nichtleere

offene Menge, nämlich φ2(U1 ∩ U2). Es folgt dass f |U2
= g|U2

, insgesamt also
f |U1∪U2

= g|U1∪U2
. Verfährt man nach dem selben Schema weiter, so erhält man

in höchstens n Schritten dass f(x1) = g(x1).

Um (iv) einzusehen, genügt es zu bemerken, dass für je zwei Karten das Bild
der analytischen Funktion ψ◦f ◦φ−1 offen ist, und das ψ ein Homöomorphismus
ist.

Das Maximumprinzip ist nun klar. Um (vi) zu sehen, bemerke man dass
f(X) offen ist, daher eine Riemannsche Fläche, und dass für je zwei Karten die
Funktion ψ ◦ f ◦ φ−1 analytisch und injektiv ist. Damit ist auch φ ◦ f−1 ◦ ψ−1

analytisch. ❑
Ein Phänomen das in der klassischen Funktionentheorie nicht auftritt, ist die

Möglichkeit, dass der Definitionsbereich einer analytischen Funktion kompakt
ist. Im Rahmen der Riemannschen Flächen ist dies jedoch sehr wohl möglich,
wie wir an den Beispielen von C∞ bzw. C/L sehen, und ist tatsächlich ein
sehr interessanter Fall. Die folgende Aussage ist einfach, wir wollen sie trotzdem
explizit herausstellen, da sie sich mit diesem Fall beschäftigt.

5.2.2 Proposition. Sei X eine kompakte Riemannsche Fläche. Dann gilt:

(i) Sei Y eine zusammenhängende Riemannsche Fläche. Ist f ∈ Hol(X,Y )
nicht konstant, so ist f surjektiv und Y kompakt.

(ii) Es ist Hol(X,C) = C.

Beweis. Zu (i): die Menge f(X) ist offen und kompakt, daher gleich Y . Zu (ii):
C ist nicht kompakt. ❑

5.3 Die Riemannsche Fläche der Umkehrfunkti-

on

Sei X ⊆ C offen und f ∈ H(X). Setze Y := f(X),

Γ(f) := graph f =
{
(x, f(x)) : x ∈ X

}
,
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und bezeichne mit π1 : Γ(f) → X bzw. π2 : Γ(f) → Y die Projektionen auf die
jeweiligen Komponenten

Γ(f)

π2

!!C
CC

CC
CC

C
π1

}}{{
{{

{{
{{

X
f

// Y

Da f eine Funktion ist, ist π1 bijektiv. Wir können also auf Γ(f) eine Topologie
definieren durch die Vorgabe dass π1 ein Homöomorphismus wird.

Für z ∈ X und r > 0 derart dass f |Ur(z) injektiv ist, definieren wir

Uz,r := π−1
1 (Ur(z)), φz,r := π2|Uz,r .

Weiters sei

A(f) :=
{
(Uz,r, φz,r) : f |Ur(z) injektiv

}
.

5.3.1 Proposition. Sei X ⊆ C offen, f ∈ H(X), und sei vorausgesetzt dass
f ′(z) 6= 0, z ∈ X. Dann ist (Γ(f),A(f)) eine Riemannsche Fläche. Es gilt
π1 ∈ Hol(Γ(f), X), π−1

1 ∈ Hol(X,Γ(f)), und π2 ∈ Hol(Γ(f), Y ).

Beweis. Zunächst ist π1 nach Definition ein Homöomorphismus von Γ(f) und
X, und daher ist Γ(f) Hausdorff und Uz,r offen. Es gilt φz,r = (f |Ur(z))◦π1|Uz,r
und φz,r(Uz,r) = f(Ur(z)). Nun ist f |Ur(z) analytisch und injektiv, also ist auch
(f |Ur(z))−1 : f(Ur(z)) → Ur(z) analytisch. Es folgt dass φz,r(Uz,r) offen ist und
φz,r ein Homöomorphismus. Es ist also jedes Paar (Uz,r, φz,r) eine Karte.

Sei z ∈ X gegeben. Da f ′(z) 6= 0 ist, gilt für jedes hinreichend kleine r > 0
dass f |Ur(z) injektiv ist. Es gibt also Karten die den Punkt z enthalten.

Seien (Uz,r, φz,r) und (Uw,s, φw,s) gegeben, und sei angenommen, dass Uz,r∩
Uw,s 6= ∅. Nun ist

(φz,r ◦ φ−1
w,s)|φw,s(Uz,r∩Uw,s) = π2 ◦ (π2|φw,s(Uz,r∩Uw,s))−1 = idπ2(Uz,r∩Uw,s) .

Insbesondere ist (φz,r ◦ φ−1
w,s)|φw,s(Uz,r∩Uw,s) analytisch.

Die Abbildung π2 : Γ(f) → Y ist trivialerweise analytisch, denn sie ist ja
lokal genau eine Karte. Die Abbildung π1 : Γ(f) → X ist analytisch, da π1|Ur,z ◦
φ−1
z,r = (f |Ur(z))−1. Nach Proposition 5.2.1, (vi), ist auch π−1

1 analytisch. ❑

5.3.2 Bemerkung. Man bezeichnet (Γ(f),A(f)) auch als die Riemannsche
Fläche der Umkehrfunktion von f .

Um diese Namensgebung zu motivieren, betrachte eine (nichtkonstante) ana-
lytische Funktion f : X → f(X), X, f(X) ⊆ C. Ist f injektiv, so wissen wir dass
die Umkehrfunktion f−1 : f(X) → X ebenfalls analytisch ist. Ist f nicht injek-
tiv, d.h. gibt es Punkte w ∈ f(X) mit mehreren Urbildern zi, i ∈ I, so bläht
man den Bildbereich künstlich auf, d.h. macht man aus dem einen Punkt w
viele Punkte (zi, w), i ∈ I. Damit erzwingt man, dass f bijektiv wird. Natürlich
ist der Bildbereich nunmehr ein anderer.

Mathematischer formuliert, wir haben eine Riemannsche Fläche (nämlich
Γ(f)), eine analytische Abbildung π2 : Γ(f) → f(X), und eine bijektive und
analytische Abbildung F : X → Γ(f) (nämlich F := π−1

1 ), die genau wie f
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agiert in dem Sinne dass

Γ(f)

π2

��
X

f
//

F

==

f(X)

�

Wir wollen diese Konstruktion für den Fall von f(z) = ez bzw. f(z) = zn,
n ∈ N, auch noch anders interpretieren. Beschäftigen wir uns zunächst mit
f(z) = ez: Betrachte Y := Z × C∗. Wir versehen jetzt Y aber nicht mit der
Produkttopologie, sondern mit einer anderen Topologie. Für (k, z) ∈ Z × C∗

und 0 < r < |z| definiere

Ur(k, z) :=

{
{k} × Ur(z) , z 6∈ (−∞, 0)(
{k} × (Ur(z) ∩ C+)

)
∪
(
{k + 1} × (Ur(z) ∩ C−)

)
, z ∈ (−∞, 0)

Dann bilden die V(k, z) := {Ur(k, z) : 0 < r < |z|} Umgebungsbasen einer
Topologie auf Z × C∗. Bezeichnet π2 die Projektion π2 : Z × C∗ → C∗, so ist
π2 ein lokaler Homöomorphismus. Tatsächlich bildet π2 die Umgebung Ur(k, z)
bijektiv und bistetig auf Ur(z) ab. Weiters können wir einen Atlas definieren als

A :=
{
(Ur(k, z), π

2|Ur(k,z)) : (k, z) ∈ Z× C∗, 0 < r < |z|
}
.

Beachte hier, dass die Kartenwechsel immer die Identität sind, also sicher ana-
lytisch. Wir haben somit Y zu einer Riemannschen Fläche gemacht.

Sei nun Φ : Γ(ez) → Y die Abbildung

Φ
(
(z, ez)

)
:=

([ Im z

2π

]
, ez

)
.

Dann ist Φ bijektiv, und wir haben das folgende Diagramm:

Γ(ez)

π2

��

Φ // Z× C∗

π2

��
C∗

id
// C∗
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Es folgt, dass Φ eine bianalytische Abbildung von Γ(ez) auf Y ist.
Im Fall f(z) = zn geht man ganz genauso vor, nur dass man anstelle von

Z × C∗ die Menge Z := Zn × C∗ verwendet. Die Definitionen von Topologie
und Atlas sind dann die gleichen. Der Isomorphismus zwischen Γ(zn) und Z ist
gegeben durch

Ψ
(
(z, zn)

)
:=

([
n
arg z

2π

]
, zn

)
,

wobei wir hier arg z ∈ [0, 2π) wählen.
Im Fall

”
n = 2“ kann man sich die Riemannsche Fläche der Umkehrfunk-

tion von zn im R3 nur als Fläche mit einer scheinbaren Selbstüberschneidung
veranschaulichen.

5.3.3 Bemerkung. Man kann zeigen dass, zumindestens lokal um jeden Punkt,
die Riemannsche Fläche der Umkehrfunktion einer beliebigen analytischen
Funktion stets die in den obigen Beispielen beschriebene Gestalt hat. �
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Kapitel 6

Analytische Fortsetzung

6.1 Analytische Fortsetzung innerhalb von C

Sei G ⊆ C offen, und f ∈ H(G). In diesem Kapitel wollen wir die Frage unter-
suchen, ob man f zu einer analytischen Funktion auf einem größeren Bereich
fortsetzen kann.

Zunächst betrachten wir Fortsetzung auf Bereiche G̃ ⊆ C mit G̃ ) G. Für
eine Funktion f kann Fortsetzung möglich sein.

6.1.1 Beispiel. Betrachte die Funktion f die durch die Potenzreihe

f(z) :=
∞∑

n=0

zn (6.1.1)

definiert ist. Der Konvergenzradius dieser Reihe ist gleich 1, also ist f auf dem
offenen Einheitskreis D definiert.

Die Summe der Reihe (6.1.1) kann man explizit ausrechnen (geometrische
Reihe), nämlich gilt

f(z) =
1

1− z
, z ∈ D .

Definiert man eine Funktion F auf dem Gebiet C \ {1} als F (z) := 1
1−z , so ist

F analytisch und es gilt F |D = f . Wir haben also eine Fortsetzung von f auf
den größeren Bereich C \ {1} gefunden. �

Es kann aber auch passieren, dass sich eine Funktion nicht weiter fortsetzen
lässt.

6.1.2 Beispiel. Betrachte die Funktion f die durch die Potenzreihe

f(z) :=
∞∑

n=0

zn!

definiert ist. Der Konvergenzradius dieser Reihe ist gleich 1, also ist f wieder
auf D definiert.

Angenommen es existiert ein Gebiet G̃ ⊆ C, D ( G̃, und F ∈ H(G̃) mit
F |D = f . Da G̃ zusammenhängend ist und D echt umfasst, ist ∂D∩ G̃ nichtleer.

87
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Da G̃ offen ist, und die Menge aller Einheitswurzeln dicht in ∂D ist, existiert
eine Einheitswurzel ζ ∈ G̃ ∩ ∂D. Es gilt

lim
rր1

f(rζ) = lim
rր1

F (rζ) = F (ζ) .

Wähle m ∈ N mit ζm = 1, dann ist

(rζ)n! = rn!, n ≥ m,

und damit

f(rζ) =

m−1∑

n=0

(rζ)n +

∞∑

n=m

rn! .

Geht man zum Limes r ր 1 über, so folgt mit dem Satz von der monotonen
Konvergenz dass

lim
rր1

|f(rζ)| = ∞ ,

ein Widerspruch.
In diesem Beispiel ist der Einheitskreis also in gewissem Sinne eine natürliche

Grenze der Funktion f . �

Manchmal stößt man jedoch auf Grenzen, die eigentlich nicht das natürliche
Ende des Definitionsbereiches der Funktion markieren.

6.1.3 Beispiel. Betrachte G := C \ (−∞, 1], dann ist G einfach zusam-
menhängend. Die Funktion 1 − z ist in G analytisch und nullstellenfrei, al-
so hat sie einen Logarithmus in G: Wähle eine Funktion f ∈ H(G) mit
1− z = exp(f(z)), z ∈ G.

Angenommen es existiert ein Gebiet G̃ ⊆ C, G ( G̃, und F ∈ H(G̃) mit
F |G = f . Dann ist G̃∩(−∞, 1] 6= ∅. Der Punkt 1 kann nicht zu G̃ gehören, denn

lim
z→1
z∈G

|f ′(z)| = lim
z→1
z∈G

∣∣∣ 1

1− z

∣∣∣ = ∞ .

Also ist G̃ ∩ (−∞, 1) 6= ∅, und wir können eine Kreislinie ∂Ur(1) mit r > 0,
finden, die ganz in G̃ verläuft.

Nun gilt F ′(z) = f ′(z) = 1
1−z für alle z ∈ G, und nach dem Identitätssatz

(beachte dass G̃ sicher zusammenhängend ist) gilt daher F ′(z) = 1
1−z sogar

für alle z ∈ G̃. Daher F ist eine Stammfunktion der Funktion 1
1−z auf G̃.

Insbesondere folgt
ffi

∂Ur(1)

1

1− ζ
dζ = 0 .

Ein Widerspruch, denn wir wissen dass diese Integral den Wert −2πi hat.
Betrachte nun die Funktion g(z) := −∑∞

n=1
zn

n
. Der Konvergenzradius die-

ser Potenzreihe ist gleich 1, also ist g ∈ H(D). Es gilt

f ′(z) = −
∞∑

n=1

zn−1 = − 1

1− z
= g′(z), z ∈ G ∩ D .

Da D ∩C+ bzw. D ∩C− zusammenhängende Teilmengen von G ∩D sind, folgt

f(z) = g(z) + C+, z ∈ D ∩ C+, f(z) = g(z) + C−, z ∈ D ∩ C− ,
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mit gewissen Konstanten C+, C− ∈ C. Beachte dass, wegen dem oben gezeigten,
sicher C+ 6= C− ist.

Wir könnten also, wenn wir die Werte von f in der unteren Halbebene einfach
einmal ignorieren, sehr wohl von der oberen Halbebene kommend die Funktion f
auf D∩C− analytisch fortsetzen, nämlich durch die Definition F (z) := g(z)+C+.
Das gleiche gilt natürlich auch für die untere Halbebene. Das Interval (−∞, 1)
ist also in gewissem Sinne keine natürliche Grenze für die Funktion f .

•

γ+

γ−

f ◦ γ+

f ◦ γ−

f

•
f

g+C+

g+C−

�

Dieses Beispiel legt es nahe dass der natürliche Definitionsbereich der be-
trachteten Funktion f nicht eine Teilmenge von C ist, sondern eine gewissen
Riemannsche Fläche. Und dies ist tatsächlich so, denn f ist ein Zweig der Um-
kehrfunktion von h(z) := 1− exp z.

6.2 Überlagerungen

6.2.1 Definition. Seien X,Y, Z topologische Räume, und seien π : Y → X
und f : Z → X stetig. Eine stetige Abbildung F : Z → Y heißt ein lifting von
f , wenn π ◦ F = f , d.h. also

Y

π

��
Z

f
//

F

>>~
~

~
~

X

�
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Hat man X,Y, Z und f gegeben, so muß es nicht notwendig ein lifting geben.
Existiert ein lifting, so muß dieses nicht eindeutig sein. Eine Eindeutigkeitsaus-
sage kann man unter relativ allgemeinen Voraussetzungen erhalten. Die Frage
nach der Existenz ist unangenehmer.

6.2.2 Proposition. Seien X,Y Hausdorff, π : Y → X ein lokaler Homöomor-
phismus, Z zusammenhängend und f : Z → X stetig. Sei z0 ∈ Z und seien
F1, F2 liftings von f mit F1(z0) = F2(z0). Dann ist F1 = F2.

Beweis. Sei A := {z ∈ Z : F1(z) = F2(z)}. Diese Menge ist abgeschlossen und
nichtleer. Sei z ∈ A und setze y := F1(z) = F2(z). Wähle eine offene Umgebung
V von y sodass π|V ein Homöomorphismus von V auf die offene Menge U :=
π(V ) ist. Da F1, F2 stetig sind, gibt es eine offene Umgebung W von z mit
F1(W ), F2(W ) ⊆ U . Nun ist π ◦ Fj = f , also Fj |W = (π|V )−1 ◦ f |W , j = 1, 2.
Wir sehen dass W ⊆ A. Also ist A auch offen, und da Z zusammenhängt, folgt
A = Z. ❑

Es ist eine wichtige Tatsache, dass das lifting einer Homotopie in X, falls es
existiert, eine Homotopie in Y ist.

6.2.3 Satz (Monodromiesatz). Seien X und Y Hausdorff-Räume und π : Y →
X ein lokaler Homöomorphismus. Seien γ0, γ1 Wege in X mit gleichem Anfangs-
und Endpunkt a bzw. b die FEP-homotop in X sind, und sei H : [0, 1]× [0, 1] →
X eine FEP-Homotopie zwischen γ0 und γ1. Sei c ∈ Y mit π(c) = a, und sei
angenommen, dass jeder Weg γs(.) := H(., s), s ∈ [0, 1], ein lifting Γs : [0, 1] →
Y mit Γs(0) = c besitzt. Dann haben Γ0 und Γ1 den gleichen Endpunkt und sind
FEP-homotop.

Beweis. Sei K : [0, 1] × [0, 1] → Y definiert als K(t, s) := Γs(t). Wegen der
Eindeutigkeit des liftings Γs ist K wohldefiniert.

Im ersten Schritt zeigen wir, dass, für ein gewisses ǫ > 0, die Abbildung
K stetig auf [0, ǫ] × [0, 1] ist. Dazu wähle offene Umgebungen U von a und V
von c, sodass π|V ein Homöomorphismus von V auf U ist. Es gilt H({0} ×
[0, 1]) = {c} ⊆ U . Da H stetig ist und [0, 1] kompakt, existiert ǫ > 0 sodass
H([0, ǫ] × [0, 1]) ⊆ U . Betrachte die Abbildung K̃ := (π|V )−1 ◦ H|[0,ǫ]×[0,1].

Diese ist stetig. Nun ist für jedes s ∈ [0, 1] die Abbildung t 7→ K̃(t, s) ein
lifting von γs|[0,ǫ] mit Anfangspunkt c. Wegen der Eindeutigkeit des liftings

folgt K̃(t, s) = Γs(t), t ∈ [0, ǫ], s ∈ [0, 1]. Also ist K stetig auf [0, ǫ]× [0, 1].
Im zweiten Schritt zeigen wir, dass K überall stetig ist. Angenommen es

existiert ein Punkt (t, σ) wo K nicht stetig ist. Sei

τ := inf
{
t ∈ [0, 1] : K nicht stetig an (t, σ)

}
.

Nach dem ersten Schritt gilt τ ≥ ǫ > 0. Sei V eine offene Umgebung von
K(τ, σ) und U eine offene Umgebung von π(K(τ, σ)) = γσ(τ), sodass π|V ein
Homöomorphismus von V auf U ist. Wähle δ > 0, sodass H(Iδ(τ)×Iδ(σ)) ⊆ U ,
wobei Iβ(u) := [0, 1] ∩ (u − β, u + β). Die Kurve Γ := (π|V )−1 ◦ γσ|Iδ(τ) ist
ein lifting von γσ mit Γ(τ) = K(τ, σ) = Γσ(τ). Also ist Γ(t) = Γσ(t) für alle
t ∈ Iδ(τ). Insbesondere ist K(t, σ) ∈ V , t ∈ Iδ(τ).

Wähle t1 ∈ Iδ(τ), t1 < τ , dann ist K an der Stelle (t1, σ) stetig, und daher
gibt es α > 0 sodass K(t1, Iα(σ)) ⊆ V . Da π(K(t, s)) = H(t, s) und da π|V
bijektiv ist, folgt dass

Γs(t1) = K(t1, s) = (π|V )−1(H(t1, s)), s ∈ Iα(σ) .
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Also ist, wegen der Eindeutigkeit des liftings, Γs(t) = (π|V )−1(H(t1, s)), t ∈
Iδ(σ). Wir sehen, dass K(t, s) = (π|V )−1(H(t, s)), t ∈ Iδ(τ), s ∈ Iα(σ). Insbe-
sondere ist K stetig an jeder Stelle (t, σ), t ∈ Iδ(τ), ein Widerspruch.

Wir haben jetzt gezeigt, dass Γ0 und Γ1 homotop sind. Da π ein lokaler
Homöomorphismus ist, ist die Menge π−1({b}) diskret. Nun ist K({1} × [0, 1])
eine zusammenhängende Teilmenge von π−1({b}), und daher einpunktig. D.h.
alle Wege Γs haben den selben Endpunkt. ❑

Wir kommen zur Frage nach der Existenz von liftings. Im allgemeinen ist
die Situation dabei überhaupt nicht klar. Aber man kann doch eine Klasse von

”
guten“ Abbildungen π angeben, für die oft liftings existieren.

6.2.4 Definition. Sei X ein topologischer Raum. Ist Y ein weiterer topologi-
scher Raum und π : Y → X, dann heißt π eine Überlagerungsabbildung , wenn π
surjektiv ist und gilt: Jeder Punkt x ∈ X hat eine offene Umgebung U , sodass
sich π−1(U) als disjunkte Vereinigung π−1(U) =

⋃̇
k∈IVi mit offenen Mengen

Vi schreiben läßt und zwar derart dass π|Vk : Vk → U für jedes k ∈ I ein
Homöomorphismus ist.

In diesem Fall heißt das Paar (Y, π) eine Überlagerung von X. Eine offene
Umgebung U mit der genannten Eigenschaft heißt trivialisierend . �

6.2.5 Beispiel.

(i) Sei X := C. Betrachte Y := Z × C versehen mit der Produkttopologie
und sei π die Projektion auf die zweite Komponente, π(n, z) := z. Dann
ist (Y, π) eine Überlagerung von X, denn zu gegebenem Punkt z wähle
U = C und Vk := {k} × C, k ∈ Z.

π

C

Z× C

(ii) Sei X := C∗, Y := C, π(z) := ez. Für x ∈ X, sei

U :=
{
w ∈ C∗ : argw ∈ (arg x− π

2
, arg z +

π

2
)
}

Vk :=
{
z ∈ C : Im z ∈ (arg x− π

2
, arg x+

π

2
) + 2kπi

}
, k ∈ Z ,

wobei wir arg x in (−π, π] wählen.
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π

C

C∗

• x

•

•

• z−1

z0

z1

(iii) Sei X := C∗, Y := C∗, und π(z) := zn wobei n ∈ N. Für x ∈ X, sei

U :=
{
w ∈ C∗ : argw ∈ (arg x− π

2
, arg z +

π

2
)
}
,

Vk :=
{
z ∈ C : arg z ∈ (

arg x− π
2

n
,
arg x+ π

2

n
)+

2kπi

n

}
, k = 0, . . . , n−1 .

π

C∗

C∗

�

In einem ersten Schritt zeigen wir, dass für Überlagerungsabbildungen Wege
stets ein lifting besitzen.

6.2.6 Lemma. Sei π : Y → X eine Überlagerungsabbildung. Ist γ ein Weg in
X und y0 ∈ π−1(γ(0)), so existiert ein lifting Γ von γ mit Γ(0) = y0.

Beweis. Sei γ : [0, 1] → X ein Weg, γ(0) =: x0. Da [0, 1] kompakt ist, existieren
t0, . . . , tn mit 0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1 und trivialisierende Mengen U1, . . . , Un
mit γ([tk−1, tk]) ⊆ Uk, k = 1, . . . , n.

Wir zeigen induktiv dass γ|[0,tk] ein lifting mit Anfangspunkt y0 besitzt. Für
k = 0 ist das trivial. Sei angenommen Γk−1 ist ein lifting von γ|[0,tk−1] mit

Anfangspunkt y0. Schreibe π
−1(Uk) =

⋃̇
i∈Ik

Vk,i, dann gilt Γk−1(tk−1) ∈ Vk,i0
für ein gewisses i0 ∈ Ik. Definiere Γk als

Γk(t) :=

{
Γk−1(t) , t ∈ [0, tk−1]

(π|Vk,i0 )−1 ◦ γ(t) , t ∈ [tk−1, tk]

Dann ist Γk ein lifting von γ|[0,tk] mit Anfangspunkt y0. ❑
Diese Aussage kann nun auf eine größere Klasse von stetigen Abbildungen

als Wege ausgedehnt werden.
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6.2.7 Proposition. Sei π : Y → X eine Überlagerunsabbildung. Sei weiters
Z einfach zusammenhängend und lokal bogenweise zusammenhängend. Ist f :
Z → X stetig, und z0 ∈ Z, y0 ∈ Y , sodass f(z0) = π(y0), dann existiert ein
lifting F : Z → Y von f mit F (z0) = y0.

Beweis. Sei z ∈ Z, wähle einen Weg γ mit Anfangspunkt z0 und Endpunkt z,
und setze α := f ◦ γ. Dann ist α ein Weg in X mit Anfangspunkt f(z0). Sei
Γ : [0, 1] → Y das lifting von α mit Γ(0) = y0, und definiere F (z) := Γ(1).

Als erstes müssen wir zeigen, dass F wohldefiniert ist. Sei dazu γ′ ein anderer
Weg der z0 mit z verbindet, und sei α′ und Γ′ wie oben konstruiert. Da Z
einfach zusammenhängend ist, sind γ und γ′ FEP(!)-homotop. Ist H eine FEP-
Homotopie zwischen γ und γ′, so ist f ◦H eine FEP-Homotopie zwischen α und
α′. Nach dem Monodromiesatz gilt Γ′(1) = Γ(1).

Die Tatsache dass π ◦ F = f ist klar aus der Definition. Wir müssen noch
zeigen, dass F stetig ist. Sei dazu z ∈ Z gegeben. Seien U und V offene Um-
gebungen von π(F (z)) = f(z) bzw. F (z), sodass π|V ein Homöomorphismus
von V auf U ist. Da Z lokal bogenweise zusammenhängend ist, existiert eine
bogenweise zusammenhängende UmgebungW von z mit f(W ) ⊆ U . Seien γ, α,
Γ wie in der Definition von F (z), z′ ∈W , und sei γ′ ein Weg in W der z mit z′

verbindet, α′ := f ◦ γ′. Dann gilt stets α′([0, 1]) ∈ U , also ist Γ′ := (π|V )−1 ◦ α′

ein lifting von α′ mit Γ′(0) = F (z) = Γ(1). In der Definition von F (z′) ver-
wenden wir nun den Weg γ′ · γ der entsteht wenn man zuerst γ durchläuft und
danach noch γ′. Dieser verbindet z0 mit z′, und sein lifting ist Γ′ · Γ. Es folgt
F (z′) = Γ′(1) ∈ V . Also haben wir F (W ) ⊆ V . ❑

6.2.8 Bemerkung. Eine Anwendung dieses Satzes liefert die Existenz von Lo-
garithmen stetiger Funktionen: Sei X ⊆ C einfach zusammenhängend, und sei
f : X → C stetig und nullstellenfrei. Dann existiert eine Funktion F : X → C
sodass f(z) = eF (z), z ∈ X. Um dies zu sehen, betrachte die Überlagerungsab-
bildung π(y) := ey, und wähle für F ein lifting von f . �

6.3 Funktionskeime, Fortsetzung längs Wegen

Sei X eine Riemannsche Fläche, und sei x ∈ X. Auf der Menge aller Paare
(U, f) wo U eine offene Umgebung von x ist und f ∈ Hol(U,C), definieren wir
eine Relation ∼x wie folgt:

(U1, f1) ∼x (U2, f2) :⇐⇒ ∃V offen, x ∈ V ⊆ U1 ∩ U2 : f1|V = f2|V

Diese Relation ist klarerweise eine Äquivalenzrelation. Eine Äquivalenzklasse
[(U, f)]∼x heißt ein Funktionskeim an der Stelle x. Die Menge aller Funktions-
keime an der Stelle x bezeichnen wir mit Ox, weiters sei

O(X) :=
⋃̇

x∈X
Ox .

O heißt das Bündel der Funktionskeime auf X. Wir können in natürlicher Weise
eine Abbildung πX : O(X) → X definieren, und zwar wie folgt: Sei y ∈ O(X),
dann existiert genau ein x ∈ X mit y ∈ Ox. Setze πX(y) := x. Diese Abbildung
heißt auch die Bündelprojektion von O(X).
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Wir wollen nun aufO(X) die Struktur einer Riemannschen Fläche definieren.
Für U ⊆ X offen und f ∈ Hol(U,C) setze

N(U, f) :=
{
[(U, f)]∼b : b ∈ U

}
.

Die Menge aller solcher Mengen N(U, f) bildet die Basis einer Topologie TO(X).
Um dies zu sehen seien N(U1, f1) und N(U2, f2) gegeben mit N(U1, f1) ∩
N(U2, f2) 6= ∅. Wähle y ∈ N(U1, f1) ∩ N(U2, f2), y = [(V, g)]∼x . Dann gilt
x ∈ U1 ∩ U2 und (U1, f1) ∼x (V, g), (U2, f2) ∼x (V, g). Es existiert also eine
offene Umgebung V0 von x mit V0 ⊆ V ∩ U1 ∩ U2 und g|V0

= f1|V0
= f2|V0

.
Daher ist

N(V0, g|V0
) ⊆ N(U1, f1) ∩N(U2, f2) .

6.3.1 Lemma. Die oben auf O(X) definierte Topologie ist Hausdorff. Die
Bündelprojektion πX : O(X) → X ist ein lokaler Homöomorphismus.

Beweis. Seien y1 ∈ Ox1
⊆ O(X), y2 ∈ Ox2

⊆ O(X), zwei verschiedene Funk-
tionskeime. Ist x1 6= x2, so können wir, da X Hausdorff ist, Representanten
y1 = [(U1, f1)]∼x1 und y2 = [(U2, f2)]∼x2 wählen mit U1 ∩ U2 = ∅. Dann gilt
offenbar N(U1, f1) ∩N(U2, f2) = ∅. Betrachte nun den Fall, dass x1 = x2 =: x.
Sei U eine offene und zusammenhängende Umgebung von x. Angenommen es
ist N(U, f1|U ) ∩ N(U, f2|U ) 6= ∅, dann wähle z ∈ N(U, f1|U ) ∩ N(U, f2|U ),
z = [(V, h)]∼a . Dann ist (U, f1|U ) ∼a (V, h) und (U, f2|U ) ∼a (V, h), also auch
(U, f1|U ) ∼a (U, f2|U ), d.h. f1 und f2 stimmen auf einer gewissen offenen Um-
gebung von a überein. Nach dem Identitätssatz gilt daher f1|U = f2|U . Es folgt
dass auch (U, f1|U ) ∼x (U, f2|U ) und damit (U1, f1) ∼x (U2, f2), ein Wider-
spruch.

Für jede Menge N(U, f) ist πX |N(U,f) eine Bijektion von N(U, f) auf die in
X offene Menge U . Die Spurtopologie auf N(U, f) ist gegeben durch die Umge-
bungen N(V, f) mit V ⊆ U offen. Daher ist πX |N(U,f |V ) ein lokaler Homöomor-
phismus. ❑

Vermöge Lemma 5.1.8 wird nun O(X) zu einer Riemannschen Fläche. Ein
Atlas von O(X) ist gegeben durch {πX |N(U,f)}. Wir erhalten insbesondere aus
Lemma 5.1.8:

6.3.2 Korollar. Es ist πX ∈ Hol(O(X), X). Ist U ⊆ X offen, und f ∈
Hol(U,C), so ist πX |N(U,f) : N(U, f) → U analytisch und bijektiv. Weiters
ist (πX |N(U,f))

−1 ∈ Hol(U,N(U, f)). ❑

Wir können auch in natürlicher Weise eine Abbildung αX : O(X) → C
definieren: Ist y ∈ O(X), so wähle einen Representanten (U, f), d.h. y =
[(U, f)]∼πX (y)

, und setze αX(y) := f(πX(y)). Beachte hier, dass der Wert

f(πX(y)) nicht von der Wahl des Representanten abhängt.

6.3.3 Lemma. Sei U ⊆ X offen, f ∈ Hol(U,C). Dann gilt αX |N(U,f) = f ◦
πX |N(U,f). Es ist αX ∈ Hol(O(X),C).

Beweis. Sei y ∈ N(U, f), dann ist y = [(U, f)]∼πX (y)
. Nach der Definition von

αX haben wir αX(y) = f(πX(y)).
Es folgt das αX ◦ (πX |N(U,f))

−1 = f ist, und damit analytisch. Da der Atlas
von O(X) gerade durch die πX |N(U,f) gegeben ist, folgt dass αX analytisch
ist. ❑
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6.3.4 Definition. Sei y ∈ O(X), a := πX(y), und sei γ : [0, 1] → X ein Weg in
X mit γ(0) = a. Weiters sei Γ ein lifting von γ mit Γ(0) = y. Dann heißt Γ(1)
die analytische Fortsetzung von y längs γ. �

Die Bündelprojektion πX ist keine Überlagerungsabbildung. Eine analytische
Fortsetzung längs eines Weges muss nicht existieren. Wenn sie existiert ist sie,
da O(X) und X Hausdorff sind, jedoch eindeutig.

6.3.5 Bemerkung. Wir wollen uns überlegen, warum wir in dieser Definition
von

”
analytischer Fortsetzung längs γ“ sprechen. Sei also y ∈ Oa, γ ein Weg

mit Anfangspunkt a, und Γ ein lifting von γ mit Γ(0) = y. Schreibe Γ(t) =
[(Ut, ft)]∼γ(t) . Ist t ∈ [0, 1], so existiert ǫ > 0 sodass Γ(s) ∈ N(Ut, ft), s ∈ Iǫ(t).
Also ist [(Us, fs)]∼γ(s) = [(Ut, ft)]∼γ(s) , d.h. es existiert eine Umgebung V von
γ(s) mit fs|V = ft|V .

X

a

γ

Ut1 Ut2 Ut3

�

Wegen seiner traditionellen Bedeutung wollen wir den Monodromiesatz für
den Fall

”
O(X)“ explizit formulieren.

6.3.6 Korollar (Monodromiesatz für analytische Funktionen). Sei X eine Rie-
mannsche Fläche, γ0, γ1 FEP-homotope Wege, und sei y ∈ Oγ(0) ein Funktion-
keim. Sei H eine FEP-Homotopie zwischen γ0 und γ1, und sei vorausgesetzt,
dass y für jedes s ∈ [0, 1] eine analytische Fortsetzung Γs längs jedes Weges
γs(.) := H(., s). Dann stimmen die analytischen Fortsetzungen von y längs γ0
und längs γ1 überein. ❑

Man erhält nun, dass, unter bestimmten Voraussetzungen, Funktionskeime
zu global definierten analytischen Funktionen fortsetzen werden können.

6.3.7 Korollar. Sei X eine einfach zusammenhängende Riemannsche Fläche,
a ∈ X, und y ∈ Oa. Sei vorausgesetzt, dass y eine analytische Fortsetzung längs
jedes Weges mit Anfangspunkt a besitzt. Dann existiert F ∈ Hol(X,C), sodass
(X,F ) ∼a y.

Beweis. Sei x ∈ X gegeben. Für einen Weg γx der a mit x verbindet, existiert
ein lifting Γx mit Γx(0) = y. Definiere nun F (x) := αX(Γx(1)). Nach dem
Monodromiesatz ist der Wert αX(Γx(1)) nicht von der Wahl von γx abhängig,
es ist also eine Funktion F : X → C wohldefiniert.

Sei (U, f) ein Representant von Γx(1) mit U bogenweise zusammenhängend.
Für y ∈ U wähle einen Weg γx,y der ganz in U verläuft und der x mit y
verbindet. Das lifting Γx,y von γx,y mit Γx,y(0) = Γx(1) ist gegeben als Γx,y(t) :=
[(U, f)]∼γx,y(t)

. Verwendet man den Weg γx,y · γx um F (y) zu berechnen, so

sieht man dass F (y) = f(y). Wir haben also F |U = f |U und es folgt F ∈
Hol(X,C). ❑
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6.4 Maximale analytische Fortsetzung

6.4.1 Definition. Seien X und Y Riemannsche Flächen. Eine Abbildung p :
Y → X heißt lokal bianalytisch, wenn jeder Punkt y ∈ Y eine offene Umgebung
V besitzt, sodass p(V ) ⊆ X offen ist, p|V bijektiv, und p|V ∈ Hol(V, p(V )).
Dann ist auch (p|V )−1 ∈ Hol(p(V ), V ). �

Wir bemerken, dass eine lokal bianalytische Abbildung insbesondere analy-
tisch ist. Weiters induziert eine lokal bianalytische Abbildung für jedes y ∈ Y
eine Abbildung zwischen Op(y) und Oy, nämlich

p∗ :

{
Op(y) → Oy

[(U, f)]∼p(y) 7→ [((p|V )−1(U ∩ p(V )), f ◦ p)]∼y
wobei V eine offene Umgebung von y ist sodass p(V ) offen und p|V bianalytisch
ist. Man sieht leicht ein, dass p∗ bijektiv ist, die Abbildung

p∗ :

{ Oy → Op(y)

(V̂ , f̂) 7→ (p(V̂ ), f ◦ (p|V )−1)

wo V̂ ⊆ V und V wie oben sind, ist nämlich eine Inverse.
Da das Bündel O(Y ) die disjunkte Vereinigung der Oy ist, können die Abbil-

dungen p∗ : Oy → Op(y) der einzelnen Fasern zu einer Abbildung O(Y ) → O(X)
zusammengefasst werden∗. Wir bezeichnen diese wieder mit p∗. Man hat dann
die Diagramme

O(Y )
p∗ //

πY

��

O(X)

πX

��
Y p

// X

O(Y )
p∗ //

αY
""D

DD
DD

DD
D

O(X)

αX
||zz

zz
zz

zz

C

6.4.2 Lemma. Seien X,Y Riemannsche Flächen und p : Y → X lokal biana-
lytisch. Dann ist p∗ ∈ Hol(O(Y ),O(X)).

Beweis. Auf den Mengen N(U, f) sind Karten durch die jeweilige Bündelpro-
jektion gegeben. Das linke der beiden obigen Diagramme, und die Tatsache dass
p analytisch ist, zeigt die Behauptung. ❑

Wir wollen nun untersuchen wie weit sich ein gegebener Funktionskeim fort-
setzen läßt.

6.4.3 Definition. Sei X eine Riemannsche Fläche, a ∈ X, und fa ∈ Oa.

(i) Eine analytische Fortsetzung von fa ist ein Tupel (Y, p, F, b) bestehend aus
einer zusammenhängenden Riemannschen Fläche Y , einer lokal bianaly-
tischen Abbildung p : Y → X, einer Funktion F ∈ Hol(Y,C), und einem
Punkt b ∈ Y , sodass

p(b) = a und p∗
(
[(Y, F )]∼b

)
= fa .

(ii) Eine analytische Fortsetzung (Y, p, F, b) von fa heißt maximal , wenn sie
die folgende universelle Eigenschaft hat: Für jede analytische Fortsetzung
(Z, q,G, c) von fa existiert Φ ∈ Hol(Z, Y ) sodass Φ(c) = b und F ◦Φ = G.

∗Für p∗ ist dieses im allgemeinen nicht möglich, da p nicht injektiv zu sein braucht.



6.4. MAXIMALE ANALYTISCHE FORTSETZUNG 97

(iii) Zwei analytische Fortsetzungen (Y, p, F, b) und (Z, q,G, c) heißen biana-
lytisch äquivalent , wenn es eine analytische und bijektive Abbildung
Φ : Z → Y gibt mit Φ(c) = b und F ◦ Φ = G.

�

Die universelle Eigenschaft einer maximalen analytischen Fortsetzung lässt
sich auch durch das folgende Diagramm ausdrücken:

C

Z
Φ //_______

G

>>~~~~~~~

q
  @

@@
@@

@@
Y

F

``@@@@@@@@

p
~~~~

~~
~~

~

X

Die untere Hälfte dieses Diagramms ist stärker als die in der Definition gefor-
derte Eigenschaft Φ(c) = b, folgt aber wegen der Eindeutigkeit des liftings denn
X,Y sind Hausdorff, Z ist zusammenhängend, und p ein lokaler Homöomor-
phismus.

6.4.4 Satz. Sei X eine Riemannsche Fläche, a ∈ X, und fa ∈ Oa. Dann
existiert eine maximale analytische Fortsetzung von fa. Diese ist, bis auf biana-
lytische Äquivalenz, eindeutig. Man spricht auch von der Riemannschen Fläche
des Funktionskeims fa.

Beweis. Wir zeigen als erstes die Existenz einer maximalen analytischen Fort-
setzung. Dazu bezeiche Y die Zusammenhangskomponente von O(X) welche
den Punkt fa enthält. Dann ist Y , als offene Teilmenge der Riemannschen
Fläche O(X), selbst auch eine Riemannsche Fläche. Klarerweise ist Y zusam-
menhängend. Wir betrachten das Tupel (Y, πX |Y , αX |Y , fa). Nach Korollar 6.3.2
ist πX |Y lokal bianalytisch, und nach Lemma 6.3.3 ist αX |Y ∈ Hol(Y,C).
Offenbar ist fa ∈ Y und πX(fa) = a. Um π∗

X(fa) zu berechnen, schrei-
be fa = [(U, f)]∼a mit U zusammenhängend. Dann ist N(U, f) ⊆ Y , und
nach Lemma 6.3.3 gilt f ◦ πX |N(U,f) = αX |N(U,f). Also ist π∗

X([(U, f)]∼a) =
[(N(U, f), αX)]∼fa . Wir sehen, dass (Y, πX |Y , αX |Y , fa) eine analytische Fort-
setzung von fa ist.

Sei (Z, q,G, c) eine andere analytische Fortsetzung von fa. Definiere Φ := q∗◦
(πZ |N(Z,G))

−1, dann ist Φ ∈ Hol(Z,O(X)). Es gilt fa = q∗([(Z,G)]∼c) = Φ(c),
also ist fa ∈ Φ(Z). Da Φ stetig ist, ist Φ(Z) zusammenhängend. Es folgt dass
Φ(Z) ⊆ Y . Wir haben nun das folgende Diagramm:

C

Z

q
++

(πZ |N(Z,G))
−1

--

G

88

N(Z,G)
q∗ //

αZ

OO

πZ

kk Y

πX

vvnnnnnnnnnnnnnnn

αX

bbDDDDDDDDDDDDDDDDDD

X
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Wir kommen zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage. Seien dazu (Y, p, F, b) und
(Z, q,G, c) zwei maximale analytische Fortsetzungen. Dann haben wir also Φ ∈
Hol(Z, Y ) und Ψ ∈ Hol(Y,Z) mit

C

Z
Φ

++

G

>>~~~~~~~

q
  @

@@
@@

@@
Y

Ψ

kk

F

``@@@@@@@@

p
~~~~

~~
~~

~

X

Es sind Ψ ◦ Φ und idZ liftings der Abbildung q : Z → X

Z

q

��
Z q

//

Ψ◦Φ
66

idZ

>>~~~~~~~
X

und es gilt Ψ◦Φ(c) = c. Da X und Z Hausdorff sind und Z zusammenhängend,
folgt dass Ψ ◦ Φ = idZ . Genauso erhält man Φ ◦ Ψ = idY , also ist Φ bijektiv.
Klarerweise ist Φ(c) = b und F ◦ Φ = G. ❑
6.4.5 Bemerkung. Auf einer Riemannschen Fläche sind die Zusammenhangs-
komponenten bogenweise zusammenhängend. Die maximale analytische Fort-
setzung eines Funktionskeimes fa, ist also gleich der Menge aller Funktionskei-
me die man von fa mittels analytischer Fortsetzung längs Wegen erhalten kann.

�



Kapitel 7

Werteverteilung und

Wachstum

7.1 Die Poisson-Jensen Formel

Es besteht ein Zusammenhang zwischen der Größe des Betrages einer Funktion,
und der Anzahl ihrer Nullstellen bzw. Polstellen. Grob gesprochen gilt, zum
Beispiel für eine Funktion f ∈ H(C): Schnelles Wachstum von max|z|=r |f(z)|,
r → ∞, bedeutet das f auch viele Nullstellen hat.

Das Instrument, um diesen Zusammenhang quantitativ zu fassen, ist die
Poisson-Jensen Formel .

7.1.1 Satz (Poisson-Jensen Formel). Sei G ⊆ C offen, f ∈ M(G), und R > 0
sodass UR(0) ⊆ G. Weiters bezeichne aµ, µ = 1, . . . ,m, und bν , ν = 1, . . . , n,
die Null– bzw. Polstellen von f in UR(0), jeweils aufgezählt gemäß ihrer Viel-
fachheit.

Dann gilt, für jeden Punkt z = reiθ ∈ UR(0) mit f(z) 6= 0,∞,

log |f(z)| = 1

2π

2π
ˆ

0

log |f(Reiϕ)| R2 − r2

R2 − 2Rr cos(θ − ϕ) + r2
dϕ+

+

m∑

µ=1

log
∣∣∣R(z − aµ)

R2 − aµz

∣∣∣−
n∑

r=1

log
∣∣∣R(z − bν)

R2 − bνz

∣∣∣ .

Beweis.

Schritt 1: Wir betrachten zuerst den Fall, dass f in UR(0) weder Null- noch
Polstellen hat. Die Funktion f ist in G meromorph, und daher können sich die
Null- bzw. Polstellen in G nicht häufen. Also können wir einen Radius R′ > R
wählen, sodass UR′(0) ⊆ G, und sodass f in UR′(0) \ UR(0) keine Null- bzw.
Polstellen hat. Sei

G̃ := UR′(0) \
⋃

w∈∂UR(0)
f(w)∈{0,∞}

{tw : t ≥ 1} .

99
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Seien w1, . . . , wn die Null- und Polstellen von f auf ∂UR(0), sei δ > 0, und
bezeichne mit γδ den Weg in G̃ der aus der Kreislinie ∂UR(0) besteht mit Aus-
nahme der Bögen mit Radius δ um die Punkte wj , und der die Punkte wj auf
Kreisbögen γj,δ mit Radius δ innen umläuft.

R R′
•

z=reiϕ

γδ

•

•
•

w1

w2

w3

Die Funktion f ist in G̃ analytisch und nullstellenfrei. Da mit jedem Punkt aus
G̃ auch die gesamte Verbindungsstrecke dieses Punktes mit dem Nullpunkt in
G̃ liegt, ist G̃ einfach zusammenhängend. Wir können also einen Logarithmus
von f in H(G̃) wählen, zum Beispiel

log f(z) :=

ˆ

[0,z]

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ . (7.1.1)

Sei z ∈ UR(0) gegeben, dann ist die Funktion g(ζ) := log f(ζ)R
2−|z|2

R2−zζ auf G̃ \
{R2

z
} analytisch. Da |R2

z
| > R ist, ist der Weg γδ in diesem Gebiet nullhomotop,

und wir erhalten aus der Cauchy’schen Integralformel

log f(z) = g(z) =
1

2πi

ˆ

γδ

log f(ζ)
R2 − |z|2
R2 − zζ

· 1

ζ − z
dζ .

Das Integral längs der Kreisbögen γj,δ kann man abschätzen durch

ˆ

γj,δ

log f(ζ)
R2 − |z|2
R2 − zζ

· 1

ζ − z
dζ ≤

≤ δπ · max
|ζ−wj |=δ

∣∣ log f(ζ)
∣∣ · max

|ζ−wj |=δ

∣∣∣R
2 − |z|2
R2 − zζ

· 1

ζ − z

∣∣∣

Wir lassen nun δ gegen 0 streben. Der letzte Faktor bleibt klarerweise be-

schränkt. Da f bei wj eine Null- oder Polstelle hat, ist f ′(ζ)
f(ζ) von der Form

a
ζ−wj

+O(1), ζ → wj , und damit ist | log f(ζ)| = O(log δ). Insgesamt sehen wir,

dass das Integral längs γj,δ gegen Null strebt. Es folgt

log f(z) =
1

2πi

ˆ

∂UR(0)

log f(ζ)
R2 − |z|2
R2 − zζ

· 1

ζ − z
dζ ,
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wobei sich das Integral z.B. als Cauchy’scher Hauptwert versteht. Schreibt man
z = reiθ und ζ = Reiϕ, so folgt

(R2 − zζ)(ζ − z) = R(R− rei(ϕ−θ))(Reiϕ − reiθ) =

= Reiϕ(R2 − 2Rr cos(θ − ϕ) + r2) ,

und damit

log f(z) =
1

2π

2π
ˆ

0

log f(Reiϕ)
R2 − r2

R2 − 2Rr cos(θ − ϕ) + r2
dϕ . (7.1.2)

Nimmt man die Realteile, so erhält man die behauptete Formel.

Schritt 2: Sei nun f beliebig. Betrachte die Funktion

g(z) := f(z)
n∏

ν=1

R(ζ − bν)

R2 − bνζ

[ m∏

µ=1

R(ζ − ar)

R2 − arζ

]−1

,

dann ist g ∈M(G), und hat in UR(0) weder Null- noch Polstellen. Weiters gilt,
für ζ = Reiϕ und x ∈ UR(0),

∣∣∣R(ζ − x)

R2 − xζ

∣∣∣ =
∣∣∣Re

iϕ − x

R− xeiϕ

∣∣∣ =
∣∣∣R− xeiϕ

R− xeiϕ

∣∣∣ = 1 ,

also ist |g(ζ)| = |f(ζ)| längs ∂UR(0). Wendet man die bereits bewiesene Formel
auf g an, so folgt die Behauptung. ❑

7.1.2 Korollar (Jensen Formel). Sei G ⊆ C offen, f ∈ M(G), und R > 0
sodass UR(0) ⊆ G. Bezeichne mit aµ, µ = 1, . . . ,m, und bν , ν = 1, . . . , n, wieder
die Null– bzw. Polstellen von f in UR(0), aufgezählt gemäß ihrer Vielfachheit.
Weiters sei λ := ϑf (0), und bezeichne mit cλ den entsprechenden Koeffizienten
in der Laurent-Entwicklung von f um 0. Dann gilt

log |cλ| =
1

2π

2π
ˆ

0

log |f(Reiϕ)| dϕ+

m∑

n=1

log
|aµ|
R

−
n∑

ν=1

log
|bν |
R

− λ logR .

Beweis. Die Funktion g(z) := Rλf(z)
zλ

ist meromorph in G, und hat bei 0 weder
eine Null- noch eine Polstelle. Weiters ist |g(ζ)| = |f(ζ)|, |ζ| = R. Die Poisson-
Jensen Formel zugewandt auf g und z = 0 zeigt die gewünschte Formel. ❑
7.1.3 Bemerkung. Die Funktion

P
(
reiθ, Reiϕ

)
:=

R2 − r2

R2 − 2Rr cos(θ − ϕ) + r2
, 0 ≤ r < R, θ, ϕ ∈ R ,

heißt der Poisson-Kern für die Kreisscheibe UR(0). Wir wollen bemerken, dass

P
(
reiθ, Reiϕ

)
= Re

ζ + z

ζ − z
= Re

(
1 +

2z

ζ − z

)
, ζ = Reiϕ, z = reiθ .

Daraus erhält man unmittelbar die Abschätzung

R− r

R+ r
≤

∣∣P
(
reiθ, Reiϕ

)∣∣ ≤ R+ r

R− r
.
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Weiters sieht man aus der Poisson-Jensen Formel, angewendet mit der konstan-
ten Funktion f(z) := e, dass

1

2π

ˆ 2π

0

P
(
reiθ, Reiϕ

)
dϕ = 1 .

�

Mit Hilfe der Poisson-Jensen Formel kann man einige Integraldarstellungen
analytischer Funktionen herleiten.

7.1.4 Proposition (Poisson’sche Integraldarstellung). Sei R > 0, und sei f :
UR(0) → C eine stetige Funktion mit f |UR(0) ∈ H(UR(0)). Dann gilt

f(z) =
1

2π

2π
ˆ

0

f(Reiϕ)P
(
reiθ, Reiϕ

)
dϕ, z = reiθ ∈ UR(0) .

Beweis. Für 0 < t < 1 setze ft(z) := f(tz), dann ist f ∈ H(Ut−1R(0)). Wir
erhalten aus der Formel (7.1.2), angewendet mit der Funktion exp ft und der
Kreisscheibe UR(0),

log
(
exp ft(z)

)
=

1

2π

2π
ˆ

0

log
(
exp ft(Re

iϕ)
)
P
(
reiθ, Reiϕ

)
dϕ .

Wegen unserer Wahl (7.1.1) des Zweiges vom Logarithmus, gilt

log(exp(ft(z)) = ft(z)− ft(0), z ∈ Ut−1R(0) ,

und wir schliessen, dass

ft(z) =
1

2π

2π
ˆ

0

ft(Re
iϕ)P

(
reiθ, Reiϕ

)
dϕ .

Da f auf UR(0) stetig ist, gilt limtր1 ft|∂UR(0) = f |∂UR(0) gleichmäßig. Lässt
man in der obigen Formel nun t gegen 1 streben, so folgt die Behauptung. ❑

7.1.5 Korollar. Sei R > 0, und sei f : UR(0) → C eine stetige Funktion mit
f |UR(0) ∈ H(UR(0)). Dann gilt

f(z) = i Im f(0) +
1

2π

2π
ˆ

0

Reiϕ + z

Reiϕ − z
· Re f(Reiϕ) dϕ, z ∈ UR(0) .

Beweis. Betrachte die Funktion

g(z) := i Im f(0) +
1

2π

2π
ˆ

0

Reiϕ + z

Reiϕ − z
· Re f(Reiϕ) dϕ, z ∈ UR(0) .

Diese ist analytisch in UR(0), und es gilt wegen der Poisson’schen Integraldar-
stellung von f

Re g(z) =
1

2π

2π
ˆ

0

Re
Reiϕ + z

Reiϕ − z
· Re f(Reiϕ) dϕ = Re f(z) .
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Weiters ist

g(0) = i Im f(0) +
1

2π

2π
ˆ

0

Re f(Reiϕ) dϕ = i Im f(0) + Re f(0) = f(0) .

Es folgt, z.B. mit Hilfe des Maximumprinzips für Re(g − f), dass f = g. ❑
Eine weitere Folgerung aus Satz 7.1.1 ist:

7.1.6 Proposition (Ungleichung von Caratheodory). Sei f analytisch auf ei-
nem Gebiet welches die Kreisscheibe UR(0) umfasst, und bezeichne

A(r, f) := max
|z|=r

Re f(z), M(r, f) := max
|z|=r

|f(z)| .

Dann gilt

M(r, f) ≤ |f(0)|+ 2r

R− r

(
A(R, f)− Re f(0)

)
, 0 ≤ r < R .

Beweis. Nach Korollar 7.1.5 angewendet mit
”
f, |z| < R“ sowie

”
f, z = 0“, gilt

f(z) = i Im f(0) +
1

2π

2π
ˆ

0

Reiϕ + z

Reiϕ − z
Re f(Reiϕ) dϕ =

= f(0) +
1

2π

2π
ˆ

0

(Reiϕ + z

Reiϕ − z
− 1

)
Re f(Reiϕ) dϕ, |z| < R .

(7.1.3)

Bemerke, dass Reiϕ+z
Reiϕ−z − 1 = 2z

Reiϕ−z .
Wendet man diese Formel speziell mit der konstanten Funktion

”
f(z) = 1“

an, so erhält man
2π
ˆ

0

z

Reiϕ − z
dϕ = 0, |z| < R .

Wir können (7.1.3) also weiter umformen zu

f(z) = f(0) +
1

2π

2π
ˆ

0

2z

Reiϕ − z

(
Re f(Reiϕ)−A(R, f)

)
dϕ ,

und erhalten, wegen (r := |z|)
∣∣∣ 2z

Reiϕ − z

∣∣∣ ≤ 2r

R− r
, |Re f(Reiϕ)−A(R, f)| = A(R, f)− Re f(Reiϕ) ,

dass

|f(z)| ≤ |f(0)|+ 1

2π

2r

R− r

2π
ˆ

0

(
A(R, f)− Re f(Reiϕ)

)
dϕ =

= |f(0)|+ 2r

R− r

(
A(R, f)− Re f(0)

)
.

❑
Es ist eine interessante Aussage, dass sich eine Darstellung wie in Korollar

7.1.5 auch unter einer anderen Voraussetzung als Stetigkeit am Rand zeigen
lässt.
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7.1.7 Satz (Herglotz’sche Integraldarstellung). Sei R > 0 und f ∈ H(UR(0))
eine Funktion mit nichtnegativen Realteil, d.h. Re f(z) ≥ 0, z ∈ UR(0). Dann
existiert ein eindeutig bestimmtes endliches positives Borel Maß µ auf der Kreis-
linie ∂UR(0), sodass

f(z) = i Im f(0) +

ˆ

∂UR(0)

ζ + z

ζ − z
dµ(ζ), z ∈ UR(0) .

Beweis. Für den Beweis der Existenz von µ betrachte wieder die Funktionen
ft(z) := f(tz), t ∈ (0, 1). Nach Korollar 7.1.5 gilt

ft(z) = i Im f(0) +
1

2π

2π
ˆ

0

Reiϕ + z

Reiϕ − z
· Re ft(Reiϕ) dϕ .

Sei µt das Bildmaß auf ∂UR(0) des absolut stetigen Maßes 1
2π Re ft(Re

iϕ) dϕ
vermöge der Abbildung ϕ 7→ Reiϕ, dann können wir also schreiben

ft(z) = i Im f(0) +

ˆ

∂UR(0)

ζ + z

ζ − z
dµt(ζ) .

Es ist µt ein positives Maß, und seine Totalvariation ist gleich

‖µt‖ =

ˆ

∂UR(0)

dµ(ζ) = Re ft(0) = Re f(0) .

Nach dem Satz von Banach-Alaoglu existiert eine Folge (tn)n∈N mit tn ր 1,
sodass (µtn)n∈N schwach-∗ gegen ein gewisses positives endliches Borel Maß µ
konvergiert. Es folgt, für jedes z ∈ UR(0),

f(z) = lim
n→∞

ft(z) = lim
n→∞

[
i Im f(0) +

ˆ

∂UR(0)

ζ + z

ζ − z
dµt(ζ)

]
=

= i Im f(0) +

ˆ

∂UR(0)

ζ + z

ζ − z
dµ(ζ) .

Wir kommen zum Beweis der Eindeutigkeit von µ. Sei dazu allgemein angenom-
men, dass µ ein endliches komplexes Borel Maß auf ∂UR(0) ist, mit

ˆ

∂UR(0)

ζ + z

ζ − z
dµ(ζ) = 0, z ∈ UR(0) .

Setzt man z = 0, so folgt
´

∂UR(0)
dµ(ζ) = 0. Schreibt man nun ζ+z

ζ−z = 1 + 2z
ζ−z ,

so erhält man
ˆ

∂UR(0)

1

ζ − z
dµ(ζ) = 0, z ∈ UR(0) \ {0} .

Sei A ⊆ C(∂UR(0)) die Menge aller Funktionen φ mit
´

∂UR(0)
φ(ζ) dµ(ζ) = 0.

Dann ist A ein abgeschlossener linearer Teilraum von C(∂UR(0)). Nach dem
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oben gesagten, enthält dieser die Funktion 1, und alle Funktionen (ζ − z)−1,
z ∈ UR(0) \ {0}. Nun ist, in der Norm von C(∂UR(0)),

lim
z→0

1

ζ − z
=

1

ζ
, lim

z1,...,zn→z
zj paarweise verschieden

n∏

j=1

1

ζ − zj
=

1

(ζ − z)n
.

Macht man eine Partialbruchzerlegung, so sieht man dass
∏n
j=1

1
ζ−zj

∈ A. Insge-

samt folgt, dass A alle rationalen Funktionen die keine Polstellen in C∞ \UR(0)
haben enthält. Nach dem Satz von Stone-Weierstraß ist A = C(∂UR(0)). ❑

7.2 Nevanlinna’s 1st Fundamental Theorem

7.2.1 Definition. Sei G ⊆ C offen und f ∈M(G). Für R > 0 mit UR(0) ⊆ G,
bezeichne mit b1, . . . , bν die Polstellen von f in UR(0), aufgezählt gemäß ihrer
Vielfachheit, und setze (log+ x := max{log x, 0})

m∞(R, f) :=
1

2π

2π
ˆ

0

log+ |f(Reiϕ)|dϕ, N∞(R, f) :=
n∑

ν=1

log
∣∣∣R
bν

∣∣∣ .

Dann heißt
T∞(R, f) := m∞(R, f) +N∞(R, f)

die Nevanlinna Charakteristik von f . Wir schreiben weiters, für a ∈ C,

ma(R, f) := m∞

(
R,

1

f − a

)
, Na(R, f) := N∞

(
R,

1

f − a

)
,

Ta(R, f) := T∞

(
R,

1

f − a

)
.

�

Der Wert m∞(R, f) gibt eine durchschnittliche Größe von f längs der Kreis-
linie |z| = R an, und der Wert N∞(R, f) zählt die Pole von f . Insgesamt ist
also T∞(R, f) ein Maß für die Größe von f , das sich zusammensetzt aus den
beiden Komponenten

”
wie nahe bei ∞ ist f“ und

”
wie oft wird ∞ angenom-

men“. Dementsprechend ist dann Ta(R; f) ein Maß dafür wie nahe f dem Wert
a kommt.

7.2.2 Lemma. Seien a1, . . . , ak ∈ C, dann gilt

log+
∣∣∣
k∏

i=1

ai

∣∣∣ ≤
k∑

i=1

log+ |ai| ,

log+
∣∣∣
k∑

i=1

ai

∣∣∣ ≤ log+
(
k max
i=1,k

|ai|
)
≤

k∑

i=1

log+ |ai|+ log k .

Beweis. Ist |∏k
i=1 ai| ≥ 1, so haben wir

log+
∣∣∣
k∏

i=1

ai

∣∣∣ = log
∣∣∣
k∏

i=1

ai

∣∣∣ =
k∑

i=1

log |ai| ≤
k∑

i=1

log+ |ai| .
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Anderenfalls steht links 0 und die Ungleichung gilt trivialerweise.
Wegen der Monotonie von log+ und der bereits gezeigten Ungleichung gilt

log+
∣∣∣
k∑

i=1

ai

∣∣∣ ≤ log+
k∑

i=1

|ai| ≤ log+
(
k max

1≤i≤k
|ai|

)
≤

≤ log+ k + log+ max
1≤i≤k

|ai| ≤ log k +

k∑

i=1

log+ |ai| .

❑
Wir erhalten einige Rechenregeln für die Nevanlinna Charakteristik.

7.2.3 Korollar. Sei G ⊆ C offen und f ∈ M(G). Für R > 0 mit UR(0) ⊆ G
gilt

m∞

(
R,

k∏

i=1

fi(z)
)
≤

k∑

i=1

m∞(R, fi(z)) ,

m∞

(
R,

k∑

i=1

fi(z)
)
≤

k∑

i=1

m∞(R, fi(z)) + log k ,

N∞

(
R,

k∏

i=1

fi(z)
)
=

k∑

i=1

N∞(R, fi(z)) ,

N∞

(
R,

k∑

i=1

fi(z)
)
≤

k∑

i=1

N∞(R, fi(z)) .

und daher

T∞

(
R,

k∏

i=1

fi(z)
)
≤

k∑

i=1

T∞(R, fi(z)) ,

T∞

(
R,

k∑

i=1

fi|z)
)
≤

k∑

i=1

T∞(R, fi(z)) + log k .

Beweis. Die Aussage für m∞ folgende unmittelbar aus Lemma 7.2.2, und die
Behauptung für N∞ wegen

ϑf ·g(w) = ϑf (w) + ϑg(w), ϑf+g(w) ≤ max
{
ϑf (w), ϑg(w)

}
≤ ϑf (w) + ϑg(w) .

Die Aussagen für T∞ sind dann klar. ❑
Aus der Jensen Formel erhält man nun recht einfach das 1st Fundamental

Theorem von Nevanlinna:

7.2.4 Satz (First Fundamental Theorem). Sei G ⊆ C offen und f ∈ M(G).
Für R > 0 mit UR(0) ⊆ G gilt

Ta(R, f) = T∞(R, f)− log |f(0)− a|+ ǫa(R, f) .

Der Restterm ǫa kann dabei abgeschätzt werden durch |ǫa(R, f)| ≤ log+ |a| +
log 2.
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Beweis. Es ist log x = log+ x− log+ 1
x
, x > 0. Die Jensen Formel angewandt auf

die Funktion f−a schreibt sich daher als (bezeichne mit a1, . . . , am die a-Stellen
von f)

log |f(0)− a| = 1

2π

2π
ˆ

0

log
∣∣f(Reiϕ)− a

∣∣ dϕ+
m∑

µ=1

log
∣∣∣aµ
R

∣∣∣−
n∑

ν=1

log
∣∣∣bµ
R

∣∣∣ =

=
1

2π

2π
ˆ

0

log+
∣∣f(Reiϕ)− a

∣∣ dϕ− 1

2π

2π
ˆ

0

log+
∣∣∣ 1

f(Reiϕ)− a

∣∣∣ dϕ+

+

m∑

µ=1

log
∣∣∣aµ
R

∣∣∣−
n∑

ν=1

log
∣∣∣bµ
R

∣∣∣ =

=m∞(R, f − a)−ma(R, f)−Na(R, f) +N∞(R, f) =

=T∞(R, f − a)− Ta(f) .

Wegen Korollar 7.2.3 gilt

T∞(R, f − a) ≤ T∞(R, f) + T∞(R,−a) + log 2 = T∞(R, f) + log+ |a|+ log 2 .

Andererseits ist

T∞(R, f) = T∞(R, (f − a) + a) ≤ T∞(R, f − a) + log+ |a|+ log 2 ,

und insgesamt folgt

∣∣T∞(R, f − a)− T∞(R, f)
∣∣ ≤ log+ |a|+ log 2 .

Die gewünschte Formel erhält man nun, indem man ǫa(R, f) := T∞(R, f − a)−
T∞(R, f) setzt. ❑
7.2.5 Bemerkung. Sei f ∈ M(C). Lässt man im 1st Fundamental Theorem R
gegen ∞ streben, so sieht man dass

Ta(R, f) = T∞(R, f) +O(1) .

D.h. die Funktion f ∈M(C) kommt jedem Wert gleich nahe∗. �

Ist f ∈ H(G), so können wir die Größe von f in natürlicher Weise auch
anders messen: Für R > 0 mit UR(0) ⊆ G, setze

M(R, f) := max
|z|=R

|f(z)| = max
z∈UR(0)

|f(z)| .

Es gilt der folgende Zusammenhang zwischen M(R, f) und dem durch T∞ ge-
gebenen Größenmaß.

7.2.6 Proposition. Sei G ⊆ C offen, f ∈ H(G), und sei R > 0 mit UR(0) ⊆ G.
Dann gilt, für 0 ≤ r ≤ R,

T∞(r, f) ≤ log+M(r, f) ≤ R+ r

R− r
T∞(R, f) .

∗Man kann zeigen, dass für f ∈ M(C) die Nevanlinna Charakteristik stets gegen unendlich
strebt (außer für konstante Funktionen).
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Beweis. Da f analytisch ist, ist N∞(r, f) = 0, also folgt

T∞(r, f) = m∞(r, f) =
1

2π

2π
ˆ

0

log+ |f(reiϕ)| dϕ ≤ log+M(r, f) .

Ist M(r, f) ≤ 1, so ist die zweite Ungleichung trivial. Betrachte also den Fall
dass M(r, f) > 1. Wähle z0 mit |z0| = r, sodass |f(z0)| = M(r, f). Da f keine
Pole hat folgt mit der Poisson-Jensen Formel (z0 = reiθ)

log+M(r, f) = log |f(z0)| ≤
1

2π

2π
ˆ

0

log |f(Reiϕ)|P
(
reiθ, Reiϕ

)
dϕ ≤

≤ 1

2π

2π
ˆ

0

log+ |f(Reiϕ)|R+ r

R− r
dϕ =

R+ r

R− r
m∞(R, f) =

R+ r

R− r
T∞(R, f) .

❑
Insbesondere erhält man für f ∈ H(C), dass das asymptotische Wachstum

von M und T∞ für R→ ∞ im wesentlichen gleich ist.

7.2.7 Korollar. Sei f ∈ H(C), k > 0, und betrachte die Werte

C1 := lim sup
r→∞

T∞(r, f)

rk
, C2 := lim sup

r→∞

log+M(r, f)

rk
.

Dann gilt C1 ≤ C2 und C2 ≤ (2k + 1)e · C1.

Beweis. Aus der ersten Ungleichung in Proposition 7.2.6 erhält man unmittelbar
C1 ≤ C2.

Wir verwenden nun die zweite Ungleichung aus Proposition 7.2.6 mit R =
r(1 + 1

k
). Es folgt

1

rk
log+M(r, f) ≤ 1

rk
R+ r

R− r
T∞(R, f) =

(
1 + 1

k

)k

Rk
· k

(
2 +

1

k

)
· T∞(R, f) .

Nun gilt stets (1 + 1
k
)k ≤ e. ❑

7.2.8 Bemerkung. Wie Korollar 7.2.7 zeigt sind die Werte C1 und C2 stets
gemeinsam gleich 0, positiv und endlich, oder gleich ∞. Falls sie positiv und
endlich sind können sie jedoch durchaus verschieden sein.

Betrachte zum Beispiel die Funktion f(z) = ez und k = 1. Dann ist C2 = 1,
aber

T∞(r, f) = m∞(r, f) =
1

2π

2π
ˆ

0

log+ |ereiϕ | dϕ =
1

2π

π
2
ˆ

−π
2

r cosϕdϕ =
r

π
,

also C1 = 1
π
. �
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7.3 Wachstum vs. Nullstellenverteilung

Eine auf ganz C analytische Funktion heißt ganze Funktion.

7.3.1 Definition. Sei f eine ganze Funktion die nicht identisch gleich Null ist.
Dann heißt die Zahl

ρ(f) := lim sup
r→∞

log logM(r, f)

log r
∈ [0,∞]

die Ordnung von f .
Für die Nullfunktion f = 0 setzt man manchmal ρ(f) := −∞. �

Die Ordnung einer ganzen Funktion misst das Wachstum von f im Vergleich
mit der Exponentialfunktion, denn es gilt

ρ(f) = inf
{
α ∈ R : ∃R > 0 mit |f(z)| ≤ e|z|

α

, |z| ≥ R
}
=

= inf
{
α ∈ R : |f(z)| = O

(
e|z|

α)
, z → ∞

}
=

= inf
{
α ∈ R : logM(r, f) = O(rα), r → ∞

}

7.3.2 Beispiel.

(i) Ist f ein Polynom, so gilt limr→∞
M(r,f)
rgrad f

∈ (0,∞), und daher ρ(f) = 0.

(ii) Sei Q ein Polynom und f := expQ. Dann gilt limr→∞
logM(r,f)
rgradQ

∈ (0,∞),
und daher ρ(f) = gradQ.

�

7.3.3 Lemma. Seien f und g ganze Funktionen. Dann gilt

ρ(f · g), ρ(f + g) ≤ max
{
ρ(f), ρ(g)

}
.

Beweis. Wegen |fg| = |f | · |g| ist M(r, fg) ≤M(r, f)M(r, f), und daher

logM(r, fg) ≤ logM(r, f) + logM(r, g) .

Ist α > 0 und logM(r, f), logM(r, f) = O(rα), so ist also auch logM(r, fg) =
O(rα). Wir erhalten ρ(f · g) ≤ max{ρ(f), ρ(g)}.

Wegen |f + g| ≤ |f |+ |g| ist

M(r, f + g) ≤M(r, f) +M(r, g) ≤ 2max{M(r, f),M(r, g)} ,

und daher logM(r, f +g) ≤ log 2+max{logM(r, f), logM(r, g)}. Es folgt, dass
ρ(f + g) ≤ max{ρ(f), ρ(g)}. ❑

Wir wollen nun zeigen, dass die Nullstellen einer ganzen Funktion endlicher
Ordnung nicht beliebig dicht sein können; sie müssen mit einer gewissen Min-
destgeschwindigkeit gegen unendlich streben. Um diese Aussage zu präzisieren,
benötigen wir ein quantitatives Maß für das Wachstum einer Folge komplexer
Zahlen.

7.3.4 Definition. Sei a1, a2, . . . eine (endliche oder unendliche) Folge komple-
xer Zahlen, mit |a1| ≤ |a2| ≤ . . . und an → ∞. Dann setzten wir
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(i)

n(r, (an)n) := ♯{k : |ak| ≤ r}, N(r, (an)n) :=

r
ˆ

0

n(t, (an)n)

t
dt .

(ii)
ρ1((an)n) := inf

{
α > 0 :

∑

k, ak 6=0

1

|ak|α
<∞

}
∈ [0,∞] ,

p((an)n) := inf
{
p ∈ N0 :

∑

k, ak 6=0

1

|ak|p+1
<∞

}
∈ N0 ∪ {∞} .

Die Zahl ρ1((an)n) heißt der Konvergenzexponent der Folge (an)n, die Zahl
p((an)n) ihr Geschlecht . �

Das Geschlecht einer Folge ist natürlich ein gröberes Maß als ihr Konver-
genzexponent. Wir werden es jedoch später benötigen. Offenbar gilt

p((an)n) ≤ ρ1((an)n) ≤ p((an)n) + 1 .

Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, auf welche Folge wir uns beziehen, so
schreiben wir auch nur n(r), N(r) oder ρ1, p.

7.3.5 Lemma. Sei a1, a2, . . . eine (endliche oder unendliche) Folge komplexer
Zahlen, an 6= 0, mit |a1| ≤ |a2| ≤ . . . und an → ∞.

(i) Es gilt

N(r) =
∑

|ak|<r

log
r

|ak|
, n(r) logα ≤ N(αr), α > 1 .

(ii) Sei α > 0. Dann ist

∑

k

1

|ak|α
<∞ ⇐⇒

∞̂

0

n(t)

tα+1
dt <∞ .

Beweis. Seien a1, . . . , an jene Folgenglieder mit |ak| < r, und seien k1, . . . , km
sodaß km = n und

|a1| = . . . = |ak1 | < |ak1+1| = . . . = |ak2 | < . . . < |akm−1+1| = . . . = |akm | .

Setze weiters k0 := 0, tj := |akj |, j = 0, . . . ,m, und tm+1 := r.
Es gilt n(t) = kj , t ∈ [tj , tj+1), j = 0, . . . ,m, und daher

N(r) =

m∑

j=0

tj+1
ˆ

tj

n(t)

t
dt =

m∑

j=1

kj
(
log tj+1 − log tj

)
=

=
(
− k1 log t1 + k1 log t2

)
+
(
− k2 log t2 + k2 log t3

)
+ . . .+

+
(
− km log tm+ km log tm+1

)
= −

m∑

j=1

(kj − kj−1) log tj +n log r =

n∑

k=1

log
r

|ak|
.
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Sei nun α > 1. Da n(t) monoton wachsend und nichtnegativ ist, gilt

n(r) logα = n(r)

αr
ˆ

r

dt

t
≤

αr
ˆ

r

n(t)
dt

t
≤ N(αr) .

Wir kommen zum Beweis von (ii). Eine Partialsumme
∑

|ak|≤T
1

|ak|α
läßt sich

anschreiben als

∑

|ak|≤T

1

|ak|α
=

T̂

0

1

tα
dn(t) =

1

Tα
n(T ) + α

T̂

0

1

tα+1
n(t) dt. (7.3.1)

Ist
∑
k

1
|ak|α

< ∞, so folgt wegen n(T ) ≥ 0, daß auch
∞́

0

1
tα+1n(t) dt < ∞. Sei

umgekehrt das Integral konvergent. Da n(t) wachsend ist gilt

1

α
(1− 1

2α
)
1

Tα
n(T ) = n(T )

2T
ˆ

T

1

tα+1
dt ≤

2T
ˆ

T

n(t)

tα+1
dt ≤

2T
ˆ

0

n(t)

tα+1
dt ,

also ist T−αn(T ) beschränkt. Damit ist auch die rechte Seite von (7.3.1) be-
schränkt, also

∑
k

1
|ak|α

<∞. ❑

7.3.6 Definition. Sei f ∈ H(C) \ {0}. Bezeichne mit a1, a2, . . . die Folge der
Nullstellen von f , aufgezählt gemäß ihrer Vielfachheit, und so nummeriert dass
|a1| ≤ |a2| ≤ . . .. Dann setzen wir

n(r, f) := n(r, (an)n), N(r, f) := N(r, (an)n) ,

ρ1(f) := ρ1((an)n), p(f) := p((an)n) .

�

7.3.7 Proposition. Sei f eine ganze Funktion endlicher Ordnung (die nicht
identisch verschwindet). Dann gilt, für jedes ǫ > 0,

lim sup
r→∞

n(r, f)

rρ(f)+ǫ
<∞ .

Weiters gilt ρ1(f) ≤ ρ(f).

Beweis. Dividiert man f durch ein Polynom, so ändert das nichts an Ordnung,
Konvergenzexponent, sowie den asymptotischen Ungleichung für n(r, f). Also
können wir für den gesamten Beweis voraussetzen dass f(0) = 1.

Die Jensen-Formel schreibt sich als

N(r, f) =
1

2π

2π
ˆ

0

log |f(reiϕ)| dϕ .

Sei ǫ > 0, und wähle R sodaß M(r, f) ≤ er
ρ(f)+ǫ

für r ≥ R. Dann folgt also
N(r, f) ≤ logM(r, f) ≤ rρ(f)+ǫ, und daher

n(r, f) ≤ 1

log 2
N(2r, f) ≤ 2ρ(f)+ǫ

log 2
rρ(f)+ǫ, r ≥ R .
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Also ist lim supr→∞
n(r,f)
rρ(f)+ǫ

≤ 2ρ(f)+ǫ

log 2 .

Ist α > ρ(f) + ǫ, so ist

∞̂

R

n(t, f)

tα+1
dt ≤ 2ρ(f)+ǫ

log 2

∞̂

R

tρ(f)+ǫ−α−1 dt <∞ .

Es folgt ρ1(f) ≤ ρ(f) + ǫ. Da ǫ beliebig war folgt ρ1(f) ≤ ρ(f). ❑

7.4 Der Produktsatz von Hadamard

Der Produktsatz von Hadamard ist eine Verschärfung des Produktsatzes von
Weierstraß für Funktionen mit endlicher Ordnung. Er besteht aus zwei Teilen.

7.4.1 Satz (Hadamard I). Sei (an)n eine (endliche oder unendliche) Folge
komplexer Zahlen, an 6= 0, mit |a1| ≤ |a2| ≤ . . . und an → ∞. Weiters sei
m ∈ N0, und Q ein Polynom.

Ist ρ1((an)n) <∞, dann ist das Produkt

f(z) := zmeQ(z)
∏

n

Ep((an)n)

( z

an

)
. (7.4.1)

konvergent, und stellt eine ganze Funktion endlicher Ordnung dar. Es gilt

ρ(f) = max
{
gradQ, ρ1((an)n)

}
. (7.4.2)

7.4.2 Satz (Hadamard II). Sei f eine ganze Funktion die nicht identisch ver-
schwindet. Bezeichne mit (an)n die (endliche oder unendliche) Folge der von
Null verschiedenen Nullstellen von f , aufgezählt gemäß ihrer Vielfachheit und
angeordnet nach aufsteigenden Beträgen, und setze m := ϑf (0).

Ist ρ(f) < ∞, dann gilt p(f) ≤ ρ(f), und es existiert ein Polynom Q mit
gradQ ≤ ρ(f), sodaß f durch die Formel (7.4.1) dargestellt wird.

Beweis (von Satz 7.4.1). Sei eine Folge (an)n mit den genannten Eigenschaften
gegeben. Die Tatsache, dass das Produkt in (7.4.1) lokal gleichmäßig aus ganz
C konvergiert, ist aus dem Beweis des Weierstraß’schen Produktsatzes (Fall
G = C) bereits bekannt. Also definiert die rechte Seite von (7.4.1) tatsächlich
eine ganze Funktion. Die wesentliche Aufgabe ist die Größe des kanonischen
Produktes

∏
nEp((an)n)

(
z
an

)
abzuschätzen. Dazu betrachten wir zunächst die

einzelnen Faktoren.

Schritt 1; Abschätzung eines Elementarfaktors: Sei p ∈ N0 und w ∈ C.
Dann ist der Weierstraß’sche Elementarfaktor Ep(w) definiert als Ep(w) =

(1 − w) exp(w + w2

2 + . . . + wp

p
). Eine Abschätzung für kleine Werte von w

erhält man wie folgt: Die Funktion

g(z) := −
∞∑

k=1

wk

k
, |w| < 1 ,

ist analytisch auf U1(0), und dort ein Zweig des Logarithmus log(1−w). Es folgt
dass, für |w| < 1,

Ep(w) = exp
(
−

∞∑

k=1

wk

k

)
· exp(w +

w2

2
+ . . .+

wp

p
) = exp

(
−

∞∑

k=p+1

wk

k

)
.
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Daher ist

∣∣∣ log |Ep(w)|
∣∣∣ =

∣∣∣Re
(
−

∞∑

k=p+1

wk

k

)∣∣∣ ≤
∞∑

k=p+1

|w|k =
|w|p+1

1− |w| , |w| < 1 . (7.4.3)

Eine Abschätzung für große Werte von w, nämlich für |w| ≥ 1
2 , w 6= 1, kann

man bei p > 0 elementar erhalten: Es ist 2|w| ≥ 1, und damit gilt

log |Ep(w)| ≤ log |1− w|+
p∑

k=1

|w|k
k

≤ log(1 + |w|) +
p∑

k=1

1

k
2p−k|w|p ≤

≤ |w|+ 2p|w|p ≤
(
2p−1 + 2p

)
|w|p, |w| ≥ 1

2
, w 6= 1, p > 0 .

(7.4.4)

Schritt 2; Abschätzung des kanonischen Produktes: Schreibe p := p((an)n). Für
z 6∈ {a1, a2, . . .} ist

log
∣∣∣
∏

n

Ep

( z

an

)∣∣∣ =
∑

n mit
|an|>2|z|

log
∣∣Ep

( z

an

)∣∣+
∑

n mit
|an|≤2|z|

log
∣∣Ep

( z

an

)∣∣ . (7.4.5)

Um die erste Summe in (7.4.5) abzuschätzen, verwenden wir (7.4.3). Schreibe
r := |z|, rn := |an|, und ρ1 := ρ1((an)n). Ist ρ1 = p + 1, so gilt (beachte
1− | z

an
| ≥ 1

2 )

∑

n mit
|an|>2|z|

log |Ep(
z

an
)| ≤ 2

∑

n mit
|an|>2|z|

( r

rn

)p+1

≤

≤ rρ1 · 2
∑

n

1

rp+1
n

= O(rρ1) .

Betrachte den Fall dass ρ1 < p+1. Dann gilt, für ǫ > 0 so klein dass ρ1+ǫ < p+1,

∑

n mit
|an|>2|z|

log |Ep(
z

an
)| ≤ 2rp+1

∑

n mit
|an|>2|z|

1

rp+1
n

(rn
2r

)p+1−ρ1−ǫ

=

= 2rp+1(2r)ρ1+ǫ−p−1
∑

n mit
|an|>2|z|

1

rρ1+ǫn

≤

≤ rρ1+ǫ · 2ρ1+ǫ−p
∑

n

1

rρ1+ǫn

= O(rρ1+ǫ) .

Wir kommen zur zweiten Summe in (7.4.5). Sei ǫ > 0. Ist p = 0, so haben wir,

da limr→∞
log(1+ r

r1
)

rǫ
= 0,

∑

n mit
|an|≤2|z|

log |Ep(
z

an
)| ≤

∑

n mit
|an|≤2|z|

log
(
1 +

r

rn

)( r

rn

)ρ1+ǫ(rn
r

)ρ1+ǫ
≤

≤ log
(
1 +

r

r1

)
rρ1+ǫ2ρ1+ǫ

∑

n mit
|an|≤2|z|

1

rρ1+ǫn

≤

≤ rρ1+2ǫ ·
log(1 + r

r1
)

rǫ
2ρ1+ǫ

∑

n

1

rρ1+ǫn

= O(rρ1+2ǫ) .
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Im Fall p > 0 verwenden wir die Formel (7.4.4). Setze A := 2p−1 +2p, dann gilt

∑

n mit
|an|≤2|z|

log |Ep(
z

an
)| ≤ Arp

∑

n mit
|an|≤2|z|

1

rpn
≤ Arp

∑

n mit
|an|≤2|z|

1

rpn

(2r
rn

)ρ1+ǫ−p
=

= Arp(2r)ρ1+ǫ−p
∑

n mit
|an|≤2|z|

1

rρ1+ǫn

≤

≤ rρ1+ǫ ·A2ρ1+ǫ−p
∑

n

1

rρ1+ǫn

= O(rρ1+ǫ) .

Insgesamt folgt, dass für alle hinreichend kleinen Werte von ǫ > 0
∣∣∣
∏

n

Ep

( z

an

)∣∣∣ ≤ C · e|z|ρ1+2ǫ

, z 6∈ {a1, a2, . . .} ,

mit einer gewissen Konstanten C > 0. Für z ∈ {a1, a2, . . .} ist
∏
nEp

(
z
an

)
= 0,

und diese Abschätzung daher trivialerweise erfüllt. Wir sehen, dass das Produkt∏
nEp

(
z
an

)
eine ganze Funktion von endlicher Ordnung ist, und dass

ρ
(∏

n

Ep

( z

an

))
≤ ρ1 . (7.4.6)

Schritt 3; Die Gleichheit (7.4.2): Mit Beispiel 7.3.2 und Lemma 7.3.3 erhalten
wir aus (7.4.6) sofort

ρ(f) ≤ max{gradQ, ρ1((an)n)} .

Wir wissen aus Proposition 7.3.7, dass ρ1((an)n) = ρ1(f) ≤ ρ(f). Im Fall
gradQ ≤ ρ1((an)n) folgt bereits dass die Gleichheit (7.4.2) gilt. Sei gradQ >
ρ1((an)n). Dann ist wegen (7.4.6), mit q := gradQ,

lim
r→∞

logM(r, expQ)

rq
∈ (0,∞), lim

r→∞

logM(r, zm
∏
nEp(

z
an

)
)

rq
= 0 ,

also

lim
r→∞

logM(r, f)

rq
= lim
r→∞

[ logM(r, expQ)

rq
+
logM

(
r, zm

∏
nEp(

z
an

)
)

rq

]
∈ (0,∞) .

Wir schliessen, dass ρ(f) = q. ❑
Beweis (von Satz 7.4.2). Sei eine ganze Funktion f von endlicher Ordnung
gegeben.

Schritt 1: Wir betrachten als erstes den Fall, dass f keine Nullstellen hat. Dann
existiert ein auf ganz C analytischer Logarithmus von f , d.h. eine Funktion
Q ∈ H(C) mit f = expQ. Nun gilt

log |f(z)| = ReQ(z) .

Für ǫ > 0, existiert R0 > 0 mit

max
|z|=r

ReQ(z) = logM(r, f) ≤ rρ(f)+ǫ, r ≥ R0 .
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Wendet man die Ungleichung von Caratheodory an mit R := 2r, so folgt für
r ≥ R0

|Q(z)| ≤ |Q(0)|+2
(
max
|z|=2r

ReQ(z)−ReQ(0)
)
≤ |Q(0)|−2ReQ(0)+2(2r)ρ(f)+ǫ =

= rρ(f)+ǫ
(
2ρ(f)+ǫ+1 +

|Q(0)| − 2ReQ(0)

rρ(f)+ǫ

)
, |z| = r .

Nach Korollar 3.1.2 ist Q ein Polynom vom Grad gradQ ≤ ρ(f) + ǫ. Da ǫ
beliebig war, folgt gradQ ≤ ρ(f). Wir haben eine Darstellung der gewünschten
Form gefunden.

Schritt 1: Sei nun erlaubt, dass f Nullstellen besitzt, und bezeichne mit (an)n
die (endliche oder unendliche) Folge der von Null verschiedenen Nullstellen von
f , aufgezählt gemäß ihrer Vielfachheit und nach aufsteigenden Beträgen ange-
ordnet. Nach Proposition 7.3.7 gilt

p(f) ≤ ρ1(f) ≤ ρ(f) .

Wie wir in Satz 7.4.1 gezeigt haben, ist

P (z) := zϑf (0)
∏

n

Ep(f)

( z

an

)

eine ganze Funktion mit Ordnung ρ1(f). Setze

g(z) := f(z) · P (z)−1 ,

dann ist g ∈ H(C)∗.
Sei ǫ > 0. Wegen Korollar 7.2.7 und ρ1(f) ≤ ρ(f) haben wir

lim sup
r→∞

T∞(r, f)

rρ(f)+ǫ
<∞, lim sup

r→∞

T∞(r, P )

rρ(f)+ǫ
<∞ .

Nach dem 1st Fundamental Theorem, vgl. Bemerkung 7.2.5, gilt daher

lim sup
r→∞

T∞(r, 1
P
)

rρ(f)+ǫ
= lim sup

r→∞

T0(r, P )

rρ(f)+ǫ
<∞ .

Insgesamt folgt lim supr→∞
T∞(r,g)
rρ(f)+ǫ

<∞, und damit, wieder nach Korollar 7.2.7,

lim sup
r→∞

logM(r, g)

rρ(f)+ǫ
<∞ .

Wir schliessen, dass die Funktion g von endlicher Ordnung ist, und dass ρ(g) ≤
ρ(f) gilt. Nach dem ersten Beweisteil, lässt sich g in der Form expQ mit einem
Polynom Q vom Grad höchstens ρ(f) schreiben. ❑

7.5 Analytische Fouriertransformationen

Sei a > 0 und f ∈ L2(−a, a). Dann ist die Fouriertransformierte von f für jede
komplexe Zahl z ∈ C durch das Integral

F (z) :=

ˆ a

−a

f(t)e−itz dt

wohldefiniert.
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7.5.1 Lemma. Sei f ∈ L2(−a, a), und bezeichne F (z) die Fouriertransformier-
te von f . Dann ist F eine ganze Funktion, erfüllt |F (z)| ≤ Cea|z|, z ∈ C, mit
einer gewissen Konstanten C > 0, und F |R ∈ L2(R).

Beweis. Für jedes R > 0 gilt
∣∣f(t)e−itz

∣∣ ≤ |f(t)|eaR, |z| ≤ R, t ∈ (−a, a) .

Daher ist F auf jeder Kreisscheibe UR(0) analytisch (Fubini und Morera). Wei-
ters gilt

|F (z)| ≤
ˆ a

−a

|f(t)|ea|z| dt ≤
ˆ a

−a

|f(t)| dt · ea|z|, z ∈ C ,

und, wegen der Isometrie der Fouriertransformation,
ˆ

R

|F (t)|2 dt = 2π

ˆ a

−a

|f(t)|2 dt <∞ .

❑
Es ist eine interessante Tatsache, dass die Umkehrung dieses Lemmas gilt.

7.5.2 Satz (von Paley-Wiener/I ). Sei F eine ganze Funktion, sodass mit einer
gewissen Konstanten C > 0

|F (z)| ≤ Cea|z|, z ∈ C,
ˆ

R

|F (t)|2 dt <∞ .

Dann existiert eine Funktion f ∈ L2(−a, a) mit

F (z) =

ˆ a

−a

f(t)e−itz dt, z ∈ C .

Beweis. Unser Ziel ist es eine Funktion Φ zu konstruieren, die auf C \ [−ia, ia]
analytisch ist, und mit deren Hilfe man die Fouriertransformierte von F berech-
nen kann.

Schritt 1; Vier Funktionen: Dazu betrachte die vier Funktionen

Φr(z) :=

ˆ ∞

0

F (x)e−xz dx, Re z > 0

Φl(z) := −
ˆ ∞

0

F (−x)exz dx, Re z < 0

Φ+(z) := −i
ˆ ∞

0

F (−ix)eizx dx, Im z > a

Φ−(z) := i

ˆ ∞

0

F (ix)e−izx dx, Im z < −a

Liegt ein Punkt z in der Halbebene Cr,ε := {z ∈ C : Re z ≥ ε}, ε > 0, so gilt
Re(−xz) = −xRe z ≤ −xε, x ≥ 0. Damit erhalten wir

∣∣F (x)exz
∣∣ ≤ |F (x)| · e−xε, z ∈ Cr,ε, ε > 0 .

Da F |[0,∞) ∈ L2([0,∞)) ist, ist die Funktion auf der rechten Seite in L1([0,∞)).
Wir schliessen, dass die Funktion Φr in der Halbebene Cr := {z ∈ C : Re z >
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0} wohldefiniert und analytisch ist. Genauso sieht man ein, dass Φ− in der
Halbebene Cl := {z ∈ C : Re z < 0} wohldefiniert und analytisch ist.

Liegt ein Punkt z in der Halbebene H+,ε := {z ∈ C : Im z ≥ a+ ε}, ε > 0,
so gilt Re(izx) = −x Im z ≤ −x(a+ ε), x ≥ 0. Damit erhalten wir

∣∣F (−ix)eizx
∣∣ ≤ Ceax · e−x(a+ε) = Ce−εx, z ∈ H+,ε, ε > 0 .

Also ist die Funktion Φ+ wohldefiniert und analytisch in der Halbebene H+ :=
{z ∈ C : Im z > a}. Für die Funktion Φ− geht man analog vor, und erhält dass
Φ− wohldefiniert und analytisch in der Halbebene H− := {z ∈ C : Im z < a}
ist.

Schritt 2; Der Cauchy’sche Integralsatz: Für R > 0 seien γr,R, γ+,R, und γr+,R
die Wege

γr,R(t) := t, 0 ≤ t ≤ R

γ+,R(t) := −it, 0 ≤ t ≤ R

γ+r,R(t) := Reiϕ, −π
2
≤ t ≤ 0

Diese Wege beranden ein geschlossenes Torteneck im vierten Quadranten. Nach
dem Cauchy’schen Integralsatz gilt

ˆ

γ+,R

F (ζ)e−ζz dζ +

ˆ

γ+r,R

F (ζ)e−ζz dζ =

ˆ

γr,R

F (ζ)e−ζz dζ . (7.5.1)

H+ ∩ Cr

R

−iR

γ+r,R

γr,R

γ+,R

ar
g
z
=

π
4

a
√ 2

ffi

= 0

Wir lassen R→ ∞ streben. Es ist

lim
R→∞

ˆ

γr,R

F (ζ)e−ζz dζ = lim
R→∞

R̂

0

F (x)e−xz dx = Φr(z), z ∈ Cr ,
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lim
R→∞

ˆ

γ+,R

F (ζ)e−ζz dζ = lim
R→∞

(−i)
R̂

0

F (−ix)eixz dx = Φ+(z), z ∈ H+ .

Schließlich schätzen wir das Integral längs des Kreisbogens γ+r,R ab, wenn z auf
dem Strahl arg z = π

4 liegt. Sei z = rei
π
4 . Dann gilt

Re
(
−Reiϕrei

π
4

)
= −Rr cos(ϕ+

π

4
) ≤ −Rr 1√

2
, −π

2
≤ t ≤ 0 ,

und damit

∣∣∣
ˆ

γR

F (ζ)e−ζz dζ
∣∣∣ =

∣∣∣
0
ˆ

−π
4

F (Reiϕ exp
(
−Reiϕrei

π
4

)
iReiϕ dϕ ≤

≤ π

2
· eaR · e−Rr

1√
2 ·R =

π

2
R · eR(a−r 1√

2
)
.

Wir sehen, dass für r > a
√
2

lim
R→∞

ˆ

γR

F (ζ)e−ζz dζ = 0 .

Die Beziehung (7.5.1) ergibt nun

Φr(z) = Φ+(z), z ∈ Cr ∩H+, arg z =
π

4
.

Nach dem Identitätssatz folgt daraus bereits

Φr|Cr∩H+
= Φ+|Cr∩H+

.

Mit der gleichen Argumentation erhalten wir

Φr|Cr∩H− = Φ−|Cr∩H− , Φl|Cl∩H+
= Φ+|Cl∩H+

, Φl|Cl∩H− = Φ−|Cl∩H− .

Aufgrund dieser Übereinstimmungen ist durch die Vorschrift

Φ(z) :=





Φr(z) , z ∈ Cr
Φl(z) , z ∈ Cl
Φ+(z) , z ∈ H+

Φ−(z) , z ∈ H−

eine Funktion Φ wohldefiniert, und diese ist analytisch in C \ [−ia, ia].
Schritt 3; Die Fouriertransformierte: Für ε > 0 setze Fε(x) := F (x)e−ε|x|,
x ∈ R. Dann ist Fε ∈ L1(R) und die Foriertransformierte von F berechnet sich
als

F̂ε(t) =

∞̂

−∞

Fε(x)e
−itx dx =

∞̂

−∞

F (x)e−ε|x|e−itx dx =

=

∞̂

0

F (x)e−x(ε+it) dx+

0
ˆ

−∞

F (x)ex(ε−it) dx = Φr(ε+ it)− Φl(−ε+ it) =

= Φ(ε+ it)− Φ(−ε+ it)
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Wir lassen nun ε→ 0 streben. Nach dem Satz von der beschränkten Konvergenz
ist

lim
ε→0

‖Fε − F‖2 = 0 ,

und daher auch limε→0 ‖F̂ε− F̂‖2 = 0. Andererseits gilt wegen obiger Rechnung

lim
ε→0

F̂ε(t) = 0, |t| > a .

Wir schliessen, dass F̂ (t) = 0, |t| > a f.ü. In anderen Worten F̂ ∈ L2(−a, a).
Setzt man f(t) := 1

2π F̂ (−t), so ist f ∈ L2(−a, a) und nach der Umkehrformel
für die Fouriertransformierte gilt

F (x) = f̂(x), x ∈ R f.ü.

Nun sind F und f̂ beides ganze Funktionen, und es folgt dass bereits F (z) = f̂(z)
für alle z ∈ C. ❑

Hat man eine Funktion f ∈ L2(0,∞), so ist die Fouriertransformierte von
f keine ganze Funktion mehr. Aber es ist (wir wechseln hier aus technischen
Gründen von

”
z“ zu

”
−z“) das Integral

F (z) :=

ˆ ∞

0

f(t)eitz dt

zumindest noch auf der oberen Halbebene C+ := {z ∈ C : Im z > 0} konvergent.
7.5.3 Lemma. Sei f ∈ L2(0,∞), und bezeichne F (z) die Funktion F (z) :=
´∞

0
f(t)eitz dt. Dann ist F ∈ H(C+), und erfüllt

sup
y>0

ˆ ∞

−∞

|F (x+ iy)|2 dx <∞ .

Beweis. Für jedes ε > 0 gilt

Re(itz) = −t Im z ≤ −tε, Im z ≥ ε .

Daher ist F auf jeder Halbebene C+
ε := {z ∈ C : Im z ≥ ε} analytisch (Fubini

und Morera). Es ist für y > 0

F (x+ iy) = ̂[f(t)e−ty](−x), x ∈ R ,

und daher

∞̂

−∞

|F (x+ iy)|2 dx = 2π

∞̂

0

∣∣f(t)e−ty
∣∣2 dt ≤ 2π‖f‖22 .

❑
Es ist wieder interessant, dass die Umkehrung gilt. Die Beweismethode um

dies einzusehen ist ähnlich wie im vorherigen Satz.

7.5.4 Satz (von Paley-Wiener/II ). Sei F ∈ H(C+), und gelte

sup
y>0

ˆ ∞

−∞

|F (x+ iy)|2 dx <∞ .
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Dann existiert eine Funktion f ∈ L2(0,∞), sodass

F (z) :=

ˆ ∞

0

f(t)eitz dt, z ∈ C+ .

Beweis. Sei C der Wert des Supremums in der Voraussetzung. Für y > 0 setze

Fy(x) := F (x+ iy), x ∈ R .

Dann ist also Fy ∈ L2(R) und es gilt ‖Fy‖2 ≤ C.

Schritt 1; Der Cauchy’sche Integralsatz: Für y, y′ ∈ R, 0 < y < y′, und α, β, γ ∈
R, α < β, betrachte die Funktionen

gy;αβ(t) := ety ̂[Fyχ(α,β)](t) ,

Φy,y′;γ(t) :=

ˆ

[γ+iy,γ+iy′]

F (ζ)e−itζ dζ .

Dann berechnet man

gy;αβ(t) = ety
ˆ β

α

Fy(x)e
−itx dx =

ˆ β

α

F (x+ iy)e−it(x+iy) dx =

=

ˆ

[α+iy,β+iy]

F (ζ)e−itζ dζ .

Der Cauchy’sche Integralsatz, angewendet mit dem Integranden F (ζ)e−itζ und
dem geschlossenen Weg der die Berandung des Rechtecks mit den Ecken α +
iy, β + iy, β + iy′, α+ iy′ durchläuft, liefert

gy;α,β(t) = gy′;α,β(t)− Φy,y′;β(t) + Φy,y′;α(t) . (7.5.2)

Schritt 2; α→ −∞, β → +∞: Es gilt

lim
α→−∞
β→+∞

‖Fyχ(α,β) − Fy‖2 = 0 ,

also folgt dass auch

lim
α→−∞
β→+∞

‖ ̂[Fyχ(α,β)]− F̂y‖2 = 0 .

Daher kann man aus je zwei Folgen αn → −∞ und βn → +∞ Teilfolgen
auswählen mit

lim
k→∞

̂[Fyχ(αnk ,βnk )
](t) = F̂y(t), t ∈ R f.ü. ,

und damit
lim
k→∞

gy;αnk ,βnk (t) = etyF̂y(t), t ∈ R f.ü.

Die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung zeigt

∣∣Φy,y′;γ(t)
∣∣2 =

∣∣∣
ˆ

[γ+iy,γ+iy′]

F (ζ)e−itζ dζ
∣∣∣
2

=

=
∣∣∣
y′
ˆ

y

F (γ + iu)e−it(γ+iu) idu
∣∣∣
2

≤
y′
ˆ

y

|F (γ + iu)|2 du ·
y′
ˆ

y

e2tu du



7.5. ANALYTISCHE FOURIERTRANSFORMATIONEN 121

Setze Λy,y′;γ :=
´ y′

y
|F (γ + iu)|2 du, dann gilt mit Fubini

ˆ ∞

−∞

Λy,y′;γ(t) dγ =

ˆ y′

y

ˆ ∞

−∞

|F (γ + iu)|2 dγ du ≤ (y′ − y)C .

Also existieren Folgen αn → −∞ und βn → +∞ sodass

lim
n→∞

Λy,y′;αn(t) = lim
n→∞

Λy,y′;βn(t) = 0 .

Für diese Folgen gilt damit auch

lim
n→∞

Φy,y′;αn(t) = lim
n→∞

Φy,y′;βn(t) = 0, t ∈ R .

Lässt man nun in (7.5.2) längs geeigneter Teilfolgen α und β gegen −∞ bzw.
+∞ streben, so erhält man

etyF̂y(t) = ety
′
F̂y′(t), t ∈ R f.ü., 0 < y < y′ .

Schritt 3; Berechnung der Fouriertransformierten: Setze g(t) := etF̂1(t). Wir

wissen aus dem vorigen Schritt, dass g nicht von y abhängt: g(t) = etyF̂y(t) f.ü.
Es gilt also für jedes y > 0

∞̂

−∞

e−2ty|g(t)|2 dt =
∞̂

−∞

|F̂y(t)|2 dt = 2π

∞̂

−∞

|Fy(x)|2 dx ≤ 2πC .

Mit y → ∞ erhält man nun g(t) = 0, t < 0 f.ü., und mit y → 0 erhält man dann
´∞

0
|g(t)|2 dt ≤ 2πC. Damit folgt auch

F̂y(t) = 0, t < 0 f.ü, y > 0, Fy ∈ L1(R), y > 0 .

Die Umkehrformel für die Fouriertransformation liefert nun (z = x+ iy)

F (z) = Fy(x) =
1

2π

∞̂

0

F̂y(t)e
itx dt =

=

∞̂

0

g(t)e−ty · eitx dt =
∞̂

0

g(t)eitz dt, z ∈ C+ .

❑
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Überlagerungsabbildung, 91
π, 5

Ableitung, 2
Rechenregeln, 3

analytisch, 17, 79
analytisch verträglich, 77
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sternförmig, 11
Sternmittelpunkt, 11

Totalvariation, 8
trivialisierend, 91

Umlaufzahl, 13

Vielfachheit, 35

Weg, 9
geschlossener, 9, 11
in topologischem Raum, 11
rektifizierbarer, 9

Weierstraßscher Elementarfaktor, 65

zusammenhängend, 10
bogenweise, 11
einfach, 13
lokal bogenweise, 11

Zweig
der Potenz, 36
des Logarithmus, 36

Zwischenwege, 12


