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Kapitel 1

Das Kanonische System

1.1 Die Differentialgleichung und ein Eindeutigkeitssatz
Wir betrachten Differentialgleichungen der Gestalt
Y () = zJH(@)y(t), 1€ (a,b). (1.1.1)
wobei
e —0<a<b< oo,

« HeLl

loc

((a’ b), CZXZ) ,

« z€Cund
e y:(a,b)— C%.

Die Matrix H wird Hamiltonian des Systems genannt. Diese Nomenklatur kommt aus der Physik, wo der Hamil-
tonoperator die Energie und damit die Bewegungsgleichungen eines Systems beschreibt.

1.1.1 Definition. Eine Funktion y : (a,b) — C? heifit Losung von (1.1.1), wenn y € AC,, ((a, b), Cz) und fiir fast
alle t € (a, b) gilt die Gleichung (1.1.1). ¢

Wie meistens, ist eine Differentialgleichung nur eine ungeschickte Art eine Integralgleichung aufzustellen.
Zu Daten wie oben und zusitzlich einem Punkt ¢ € (a, b) betrachte die Integralgleichung

y(t) = y(c) + f ZJH(s)y(s) ds, t€ (a,b). (1.1.2)

Hier verwenden wir die tibliche Konvention, dass bei Integration nach dem Lebesgue Maf3

fdf(s) ds = f[cwfds, d>c,
‘ _J(\[]c]fds, d<c.

1.1.2 Definition. Eine Funktion y : (a,b) — C? heifit Losung von (1.1.2), wenn y € BM,.((a, b), C?) und fiir
alle 7 € (a, b) gilt die Gleichung (1.1.2). ¢

1.1.3 Bemerkung. Nach dem Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung sind die folgenden Aussagen aqui-
valent:

(1) yist Losung der DG (1.1.1).

(2) yist fur ein ¢ € (a, b) Losung der IG (1.1.2).
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(3) yist fir alle ¢ € (a, b) Losung der IG (1.1.2).

Eine Variante des Gronwall Lemmas gibt uns eine Schranke fiir die Gréfie von Losungen.

1.1.4 Lemma (Lemma von Gronwall). Seiy eine Losung von (1.1.1). Dann gilt

fllH(S)II ds

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, dass ¢ < d. Da y eine Losung von (1.1.2) mit dem Punkt ¢ als Anschluss-
stelle ist, gilt

Iv(@Il < lly(c)llexp (IZI ) c,d € (a,b).

!
ly®Il < lly(oll +f Iz - WH (I - [yl ds, 1 € [c,d).
Es folgt, dass fiir jedes & > O fiir fast alle ¢ € [c, b)

|zl - [1HOIl - [y@)l
g+ IOl + [ 1l - IHS)I - Iyl ds

d t
Elog(8+lly(6)ll+f Izl - [[H (S| -yl dS)= <zl - IHOI -

Integriert man tiber (¢, d), so folgt

d
10g(8+||y(6)||+f Izl - (IS -yl dS)S10g(8+IIy(C)II)+IZIfIIH(S)I| ds

und damit

Iy@Il < &+ lly(o)ll + fdlzl NHOIN - ()l ds < (& +[ly(e)l) exp (IzIdeIH(S)II dS)-

Da & > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
Betrachte nun den Fall d < c. Die Funktion j(¢) := y(-f), t € (b, —a), ist Losung der DG

J() = (~2)JHDF(1), € (=b,—a),

mit H(t) := H(t). Es ist —c < —d und nach dem bisher bewiesenen gilt

d
f VH($)| ds

—d
I5(-a)ll < ||y<—c)||exp(|—z| f A Gs)|| ds) = Iyl exp (|z|

)

Als Folgerungen erhalten wir einen Eindeutigkeitsaussage.

1.1.5 Korollar. Seien y,y, Losungen von (1.1.1). Wenn ein ¢ € (a,b) existiert, sodass yi(c¢) = ya2(c), dann ist
Y1 =DX2.

Beweis. Wegen der Linearitat der Gleichung (1.1.1) ist y; — y, auch eine Losung. Nun gilt (y; — y2)(¢) = 0 und
nach Lemma 1.1.4 gilt daher (y; — y2)(d) = O fiir alle d € (a, b). a

Wir erhalten auch Existenz- und eindeutige Bestimmtheit durch Randwerte, wenn H bei einem Randpunkt
integrierbar bleibt.

1.1.6 Definition. Wir sagen, dass a ein L! -Randpunkt ist, wenn es ein (und damit fir alle) ¢ € (a, b) gibt, sodass
[FNHS ds < oo.

Analog ist b ein L'-Randpunkt, wenn es ein (und damit fiir alle) ¢ € (a, b) gibt, sodass f(_b |H($)|| ds < oo.
o

1.1.7 Korollar. Ista ein L'-Randpunkt, dann gelten die folgenden Aussagen
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(1) Eine Funktiony ist genau dann Lésung von (1.1.2), wenn'y € BM|, ([a, b), Cz), der Limes y(a) := lim,_,, y(t)
existiert und die Integralgleichung

Y1) = y(a) + f ZJH(s)y(s) ds, t € (a,b) (1.1.3)

gilt.

(2) Seienyy,y, Losungen von (1.1.1) mit y;(a) = y»(a). Dann isty, = y,.

f [[H(s)I| ds

Die analogen Aussagen gelten bei b, wenn b ein L'-Randpunkt ist.

(3) Seiy eine Losung von (1.1.1). Dann gilt

Iy(@ll < lly(o)ll exp (IZI : ) c.d € [a,b).

Beweis.

(1): Sei y eine Lésung von (1.1.1) und wihle ¢ € (a, b). Nach Lemma 1.1.4 ist dann sup,, . [[y(#)l| < co und
damit auch

H(t)y(r) € L' (@, c1,C?).
Nun gilt fir alle ¢ € (a, c]
=3+t [ Hoys ds
und wir sehen, dass

y(a)=gg13y(t)=y(c)+zJ f H(s)y(s) ds.

Somit folgt durch substituieren von ¢ durch ¢ die Aussage
15
¥ = Y@ +2J f H(s)y(s) ds.

(2): Seien y;,y, Losungen von (1.1.1) mit y;(a) = y2(a). Dann ist y; — y» auch eine Losung mit (y; — y2)(a) = 0.
Sei d € (a, b) festgehalten. Dann ist Ld [|H(s)|| ds < oo und daher nach Lemma 1.1.4

131 = y2)(@I < lim inf [I(y1 = y2)(©)ll exp (IZI fd IH (Il dS) =0.

(3): Gehe im Lemma von Gronwall zum Limes ¢ — a bzw. d — a uber, falls das hier gegebene ¢ bzw. d gleich
a ist.

a

1.1.8 Definition. Seien H und H gegeben auf (a, b) bzw. auf (&, b). Dann sind H ~ H Umparametrisierungen
von einander und wir schreiben H ~ H, wenn eine Funktion ¢ : (@, b) — (a, b) existiert mit

(1) ¢ bijektiv
(2) ¢,¢ ! lokal absolut stetig
(3) H(r) = Hlp))¢' (1), 1€ @,b).
¢

J109. | 1.1.9 Bemerkung. ~ ist eine Aquivalenzrelation. O

1.1.10 Lemma. Seien H und H Umparametrisierungen von einander, mit der Funktion ¢ : (&, b) — (a, b). Bezeich-
ne mit L bzw. L die linearen Rdume der Losungen von (1.1.1) fiir H bzw. H. Dann induziert die Funktiony — y o ¢
ein Bijektion zwischen L und L.
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Beweis. Seien ¢,d € (a, b) und y € L. Dann gilt
5 @
V@) - (@) = f

»(©)

zJHy(s) ds = fd ZJ(H o )(r)(y o ) (r)¢'(r) dr.

Also ist y(¢(.)) Losung von H. Und
(Hog Y@ =(Hop)og )¢ oo™ (¢!) =H.
——
(op™H)!
Klarerweise sind y — y o ¢ und  — ¥ o ¢! zueinander invers. a

Umparametrisierung macht es méglich uns auf spezielle Hamiltonians zuriickzuziehen. Dies dndert nichts
an der Losung und dem Spektrum. Daher kann Eindeutigkeit nur bis auf Umparametrisierung gezeigt werden.

1.1.11 Beispiel. Betrachte H auf (a, b). Wihle ¢ € (a, b) als Authdngepunkt. Betrachte die Funktion

o0 = f v(s)ds, v(s):= {”H(s)”’ H(s)#0

1, sonst.

Also ist ¢ bijektiv, weil der Integrand nicht negativ ist. AuBerdem sind ¢ und ¢~! absolut stetig. Weiters sei
(Ho o D™y =: H Nun ist (H o ¢)¢' = H. Berechne

IH @I = ||He@)|

0 = [E)||IHOI.  H@)] # 0
”I:I(np(t))” , sonst.

Damit
1A = {é reg(t: |H@®Il #0)
sonst.

¢

1.1.12 Bemerkung. Auf der Menge aller Hamiltonians ist eine Aquivalenzrelation definiert als H, ~ H», falls H,
und H, Umparametrisierungen von einander sind.

Ist H ~ H,, so ist der linke Randpunkt von H ein Ll—Randpunkt fir H; genau dann, wenn der linke
Randpunkt von H, ein L'-Randpunkt fiir H, ist. Das gleiche gilt auch fiir den rechten Randpunkt. Daher liefert
uns ~ eine Aquivalenzrelation auf jeder der Mengen

{H Hamiltionian : a, b Ll—Randpunkte}
{H Hamiltionian : a Ll—Randpunkte, b kein L' —Randpunkt}

{H Hamiltionian : a kein L'-Randpunkte, b L' -Randpunkt}
{H Hamiltionian : a, b kein Ll-Randpunkt}

Ein vollstindiges Reprisentantensystem der ersten bzw. der zweiten Menge ist gegeben durch (Jj 7. L7 bzw.
L, wobei

Ly := {H :(0,T) — C*? : H messbar, |[H®)|| = 1 fiir 7 € (0, T)}

Die dritte Menge bildet ein analog definiertes vollstindiges Reprisentantensystem. Fiir die vierte Menge ist es
nicht in solch einfacher Weise moglich ein vollstindiges Reprasentantensystem anzugeben.
o

1.2 Existenz von Losungen analytisch im Parameter

loc

eindeutige Matrix W : [a,b) X C — C><2, sodass

1.2.1 Satz (Existenzsatz). Sei H € L ([a, b), szz) ein Hamiltonian und a ein L -Randpunkt. Dann existiert eine
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(1) Firallez € C,ay,a; € C ist die Funktion
s Wt 2)" (“1), te(ab)
@

eine Losung von (1.1.1).

(2) Fiirallez € C,t € (a,b) ist W(a,z) = I und

WG, 2) — 1| < b0 ds -,

1, sonst.

o = {nH(t)n, H(1) # 0

(3) Fiirallet € [a, b) ist z — W(t,z) analytisch auf ganz C.

Die Funktion W(t,z) hat die Potenzreihenentwicklung W(t,z) = 32 wi(D)zZ!,t € [a,b), z € C mit wo(f) = I und

Wi (D) = — f wi()H(s)" J ds.

Beweis. Die Eindeutigkeit von W folgt aus der expliziten angabe der Potenzreihe.

Wir betrachten zuerst den Fall [|[H(?)|| € {0, 1} f.i. . Mittels Umparametrisieren setzten wir 0.B.d.A. a = 0.
Definiere w; mittels der Rekursion des Satzes. Damit folgt w;(0) = 0 fiir / > 1. Die w; sind absolut stetig. Wir
zeigen nun induktiv die folgende Abschitzung

!

t
i@l < . 1€ la,b). (1.2.1)

Dies gilt fiir [ = 0. Weiters folgt

t I+1

< < .

Wi @I _fo lIwi(IHI ds < e
! <1

s
=T

Die Potenzreihe

W(H;1,2) == i wi(H; )7 (1.2.2)
=0

konvergiert absolut gleichmaBig fiir (H;t,z) € B’]“oo ([a, b), CZXZ) X [a, ¢] x K, mit einem Kompaktum K C o2x2.

Wir berechnen
f (0
f ZJH()W(s,2)" ds = f [ZzJHw,(t)Tz’] ds.
0 0 \=o

Nachdem die Potenzreihe gleichméflig in s konvergiert, konnen wir die Integration und Summation vertauschen.
Somit gilt

© ! o t T )
- Z el f TJHw (D) ds = Z Pl ( f wi(OH(s)T (=) ds) = Zzl+lwl+1(t)T = Wit,2)" - 1.
=0 0 =0

=0 0

Damit folgt fiir alle @y, @, € C, dass t — W(t,z)" (Zl) eine Losung von (1.1.2) und damit auch eine Losung von
2

(1.1.1) ist.
Weiters gilt

00

(W, " =1 < > 1 Iwioll < ; o 5= e - 1.

=1

Im allgemeinen wihle die Umparametrisierung aus Beispiel 1.1.11, sodass H := (H o ¢)¢’ mit “I:I (t)” e {0, 1}.
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Damit erhalten wir

Wi(r,z) = Z wi(r).
1=0

Definieren wir uns nun .
W(t,2) = ) wilg(n) = W (1), 2).

1=0
Damit ist W(t, z) wieder eine Losung von (1.1.1). Es fehlt noch die Rekursion und die Abschatzung zu zeigen. Es
gilt wo(t) = TW(p(f)) = I und

o (1) - p (1) T | ! .
Wi (1) = Wi ((1)) = —f Wi(s)H(s)" J ds = —f Wi(s)(Hog )" (s)(¢™ ) (s)J ds = —f Wile(r)H(r)" J dr.
0 0 0

Weiters gilt

[0, = 1] < 40 1 = g oo as _

a

1.2.2 Definition. Sei H ein Hamiltonian definiert auf (a,b) und sei a ein L'-Randpunkt fiir H. Dann heif3t
W(t,z) Fundamentallésung von (1.1.1). Wenn b ein L'-Randpunkt ist, so existiert W(b, z) := lim,_;, W(t,z) und
heifit Matrizant von H. o

1.2.3 Bemerkung. Die Fundamentallosung W(#, 7) ist die eindeutige Losung des AWP

d
W@ =W, DH®O 1€ (a,b), W(a,z) =1 (1.2.3)

mit Integralgleichung
3
W(t,2)—1=-z f W(s,2)H(s)" J ds.

Es sei angemerkt, dass hier plotzlich ein Minus vorkommt, im Gegensatz zur Gleichung (1.1.2), da dies das

Transponierte Problem ist und J7 = —J. Schreibt man das AWP in seinen Komponenten, so ergibt sich mit
hiy hia

H =
(h21 hao

d
d—twn(l, 2) = —z(hp®wit,2) + hn®Owi(t,2)), wila,z) =1,

d
d—twu(t, )= z(hu@®wnu@,z2) + ha@®Owi(t,2)), wiaa,z) =0,

d
d—thl(l, 2) = =z (hi2(Owa1(t,2) + hnn(Own(t,2)), wa(a,z) =0,

d
d—thz(l, )= z(hu@®wat,2) + hay(Owa(t,2)), wxnla,z) =1.

1.3 Eigenschaften der Fundamentallosung

Wir zeigen einige einfache Eigenschaften von W(t,z). Achtung: die Eigenschaften (iii) ist zwar einfach, aber
extrem wichtig!

1.3.1 Proposition. Sei H € L}OC ([a, b), szz) und W(t, z) die Fundamentallésung von (1.1.1).
(1) Es gilt
!
det W(t,z) = exp (—zf tr(JH(s)) ds).

(Diese Erkenntnis kennen wir schon aus der Theorie fiir gewdhnliche Differentialgleichungen, als Dar-
stellung der Wronski-Determinante.)



1.3. EIGENSCHAFTEN DER FUNDAMENTALLOSUNG 7

(2) Fiir c € (a, b) sei W,(t,z) Fundamentallosung von (1.1.1) mit Hamiltonian H| ). Dann

W(t,z) = W(c,2)W.(t,2),t € (¢, D).

(3) Ist H € R*2 fii. . Dann folgt w;ii(t,2) = wij(t, 2), wobei W(t,z) = (w,-j(t, z))ijzl.

(4) Falls H(t) selbst adjungiert ist, so gilt

W, 2)JW(Et,w) —J = (z—W) f W (s, 2)H(s)W(s,w)* ds

Beweis.

(1): W(.,z) ist lokal absolut stetig auf [a, b) und damit erbt auch det W(., z) diese Eigenschaft.

d d
7 detW(1,2) = 7 [Wiiwa — wiawa1] = Wi way + wWiiwh, — Wirwar — wiawy,

= —z(hipwi1 + hoowi2) wap + wiiz (hywa + haywao)
= z(huwir + hoywi) war + wipz (hiawa + haown)
= z(hyy — hip)det W = —ztr(JH) det W.

Damit bekommen wir eine DG fiir det W. Weil det W die eindeutige Losung dieser DG mit Anfangswert
W(a, z) = I ist, folgt dei gewiinscht Darstellung von det W.

(4): Da H selbstadjungiert ist f.ii. gilt H” = (H*)" = H f.ii. und damit

d g4 : o]
= (W, 2)JW(t,w)] = [ 7 w(t, z)] JW(t,w)" + W(t,2)J [ 7 w(, w)]

= [—ZW(I, z)H(t)TJ] JW(t, w)* + W(t,2)J [—wW(t, w)H(z)TJ]*

= W(t,)HO ' W(t, w)* + W(t,z2) JJ* (H)) (-m)W(t, w)*
=/ =%
= (z - W)W, DHOW(t, w)*.

Integrieren liefert nun die gewiinschte Gleichung.

(2): Betrachte fur ¢ € [c, b)
D(t,7) := W(c,2)W.(t,2)

mit O(c,z) = W(c,2)
ditCD(t, 2= Wi, a%wc(t, 2) = W(e, (=zWe(t, DH®'J) = =20, )H(D)" J.

Also erfiillen ®(z, z) und W(t, z) die gleiche DG mit den gleichen Anfangswerten, damit sind sie gleich.

(3): Ist H reell, so ist H(t)T = H(t)". Damit sind W(t, z) und W(t,7) beide Losungen von (1.2.3).

Wir stellen uns nun folgende Fragen:
(1) Wie hiangt W(H;t,z) von H, 1,z ab?
(2) Was ist wenn b kein L'-Randpunkt ist?
(3) Wie sieht das Wachstum und die Nullstellenverteilung bzgl. z aus?

(4) Ist H stabil und in welchem Sinn?
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1.3.2 Definition. Sei T € (0, 00). Wir bezeichnen mit
¥r : Ly — Hol (C,C”?)
die Abbildung, die einem Hamiltonian H seinen Matrizanten zuordnet. ¢

Réume analytischer Funktionen, wie hier Hol(C, C22) werden immer mit der lokal gleichméfligen Konver-
genz Ty, versehen.

1.3.3 Proposition. Sei T € (0, o) und H, H € L. Bezeichne mit W(H, t,7) und W(H t, z) die Fundamentallosun-
gen von H bzw. H. Dann gilt mit

|H - A||_, := esssup,eo.1 |[H®) — H®)| € [0, 0]
die Ungleichung

|W(H; t,2) - WH; 1,2)|| < tlz] €™

H-H|,, (¢2)¢el0,T]1xC. (13.1)

Beweis. Wir zeigen induktiv, dass

!
wnCH: 1) = wi(Bs )| < ——— || - A, te[0,T1i> 1. (13.2) [EQ:3.2
(- 1!

Fiir / = 1 gilt
! !
w0 = w0 = H [ ettt s [ w1 ds
0 0

Dazu berechne fiir [ > 1 und ¢ € [0, 7] mit der Rekursion. Die Definition von w; liefert uns

|[wiCH, 1) = wi(H, )| = Hft H(s)J ds — f H(s)J ds|| < ft |H(s) = A(s)|| ds < t||H - H]|_, .
0 0 0

Weiters gilt

< f w1 CHE: 5) = wi T )| |G dis + f i 9| [ - A 11 ds.
0 T 0 —— '

_ =1
<||H-All.,

Fiir [ > 1 verwenden wir die Induktionsvoraussetzung und die Ableitung (1.2.1)

r -1 r -1
btz =wctof < [ = Al s+ [ = Al ds

t t -
(g e - .
N e’

— I[
R

Damit ist (1.3.1) bewiesen.
Nun folgt mit der Definition (1.2.2) der Fundamentalldsung

had had l
|W(H: 1.2) - W(H: 1,2)|| < ]Z} |[wiCH. 1) = W(H: 0)|| - 12l < ; ﬁ |JH - Al 1l =l e ||H - A

a

1.3.4 Korollar. Es gibt eine Metrik dy, auf Hol(C,C>?), die die Topologie der lokal gleichmifSigen Konvergenz
induziert und fiir die (d ist die von ||.||, induzierte Metrik)

Wr i (Ly, dw) — (Hol(C,C¥?), d )

eine Kontraktion ist.
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00

1 kom-

Beweis. Wir erinnern uns an die Konstruktion von Metriken die 7;, induzieren: Wahle eine Folge (K},)

o

pakter Teilmengen von C mit K, C K41 und [J,2, K, = C, wihle eine summierbare Folge (y,);>, positiver
Zahlen und setzte

(o]

) /1%, - sl
du(f,8) = ;y” 1+||fIx, - glx,

e

o

Wir verwenden zum Beispiel
6 1 -
= —— Tzl e™] .
[ (Izrelzli(f kle )
Dann gilt
du (W(H; 1,2), WH; 1,2)) < "y sup [W(H; T,2) = WL T, 2)|| < D v Izl e™ [|H - A .
n=1 €K, n=1
a
Offenbar gilt

Ly = BI” € L*((0.7),C*?) c L' ((0,7),C*>?)

und damit haben wir in kanonischer Weise auch andere Topologien auf Ly als die von ||.||,, induzierte. Namlich
die von ||.||; induzierte, die von der schwachen Topologie des L' induzierte (r,,) und die der Konvergenz im Maf}
(Tomens)- Es gilt dabei

Tw ST = Tmens S Tl

Die beiden Inklusionen sind klar. Fiir die Gleichheit in der Mitte bemerke, dass Ly gleichmaflig beschrankt
ist und zwar punktweise durch die L* Funktion 1.
Nun gilt die folgende Stabilitatsaussage.

1.3.5 Bemerkung. .
, b
L' ((a,b),C*?) = span {H - f el H(s)e) - f(s) dsli, j € (1,2}, f € L™ ((a, b), C)}.

« Sei X separabel und K C X schwach kompakt. So ist (K, w) metrisierbar.
Weil X separabel ist, wihle {x,}, sodass span{x,} dicht in X. Betrachte

_{X/—)CN
LA R .

ist w* — T[] stetig und injektiv. Fiir jede w*- kompakte Teilmenge L C X’ ist |, Homoomorphismus.
Also ist L metrisierbar. Weiters ist L w* separabel. Insbesondere mit Banach-Alaoglu ist B)l" schwach”-
separabel, metrisierbar.

Wihle f, € B}f' dicht und

{ X —- ¥
Yol x o (D

ist w — [J stetig, injektiv. Fiir jede w-kompakte K ist die Einschrankung Hom6omorphismus, also ist K
metrisierbar.

¢

1.3.6 Bemerkung. Betrachte L! ((a, b),CZXZ). Fiir f € L' mit ff]lA =0 VA folgt f =0.
Betrachte

L' - b
lﬁ:{ e A T::{HHIe:fH(s)ej-]l(c,a)U,j:1,2,a£c<d£b,c,deQ}

ist stetig und injektiv. Damit kdnnen wir damit metrisieren. ¢
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1.3.7 Definition. ¥ ist gleichgradig integrierbar, wenn

Ye>036>0VfeFYVE€eA: wkE)<s = ’ffdu <e.
E

¢

1.3.8 Satz. ¥ C L'(u) mit u endliches Maf3. Dann ist F relativ w-kompakt genau dann, wenn F gleichgradig
integrierbar und ||.||; beschrdnkt.

Beweis im FANA 1 Skript.
1.3.9 Korollar. Ble C L' ist schwach kompakt.
Beweis. Weil das Maf} endlich ist, folgt fQ If] du < pu(2) und |fEf d,u| < u(E). a

1.3.10 Satz. Die Abbildung

¥r : (Lr.70) = (Hol(C,C*?).dy,)
ist stetig

Beweis. 1. Fur / € N betrachte die Familie

7= {gH;HI,HZm - fo wilH; $)(H (s) = Ha(s))J ds

H,Hl,Hz ELT}.

Wir zeigen, dass fiir jedes [ € N diese Familie relativ kompakt in C ([0, T], Cz) ist. Dazu bemerke, dass fur
alle H, H,, H, € Ly gilt gu.m, 1,(0) = 0 und dass wegen der, vom Hamiltonian unabhéngigen, Abschéatzung
(1.2.1) und ||Hy||, [|Hz]] < 1
t 2Tl
a0 = e, 1, ()] < f wiCH: )|+ [1H (5) = Ha)l| ds < (¢ = )= -
p—— ———— !

! <2
m

gilt fiir 0 <" <t < T. Nach Arzela-Ascoli ist damit ¥; tatséchlich relativ kompakt.

2. Fir jedes !/ € N und H € Ly ist die Abbildung

{<Lr><Lr,rwxrw> - {C(10,71,€?), L)
(H19H2) g gH,H[,Hz

stetig.

Um dies zu sehen, seine (H) ;)ie; und (Hy;)ie; Netze in Ly mit
w w
limHl,,- = Hl, limHz,,‘ = H2.
i€l i€l
Dann ist fir jedes t € [0, T']

T ,
|81, (1) = grct, 11, ()] = f Lo (SIwi(H; s) - [(H1i(s) — Hi(s)) + (Hpi(s) — Ha(s))] -J ds o
0

20

Also haben wir lime; g1, ,.1,; = &m;1,,1, punktweise fiir 1 € [0, T]. Da 7 relativ kompakt bzgl. ||.|| ist,
folgt, dass diese Konvergenz sogar schon bzgl. ||.||., stattfindet.

3. Wir zeigen, dass fiir jedes [ € N die Abbildung

% { Lr.t) = (C(10.71.C%2), L)
H — w(H;.)

stetig ist.
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Wir zeigen dies mittels Induktion nach /. Fiir [ = 0 ist immer w;(H;.) = I, also ist die Stetigkeit trivial. Sei
[ > 0 und angenommen, dass K stetig ist. Sei (H,);¢; ein Netz in Ly und H € Ly mit lim;e; H; = H. Nach
der Rekursion fiir w;(H;.) haben wir

Wit (His 0) = wis 1 (H; Do =

le(Hi;S)Hi(S)JdS—f wi(H; s)H(s)J ds
0 0

<

f (wiCHy: 5) = wiH: 5)) Hi(s)J dis
0

. f wilH: ) (Hi(s) — H(s)) J ds
00 0

=8H;H;.H

< wi(His 8) = witH: Ol - T + |lgran ],
Beide Summanden streben gegen 0; der erste wegen der Induktionsvoraussetzung und der zweite wegen

Schritt (2).

4. Wegen der, vom Hamiltonian unabhéngigen Abschétzung (1.2.1), konvergiert die Reihe (1.2.2) gleichméafig
auf Ly X [0, T]X K fiir jedes Kompaktum K C C. Die gezeigte Stetigkeit in H der Potenzreihenkoeffizienten
impliziert daher die Stetigkeit in H der Potenzreihe.

a
1.3.11 Bemerkung. Wir verwenden die Notation L[Ia b = L. ([a, b],CZXZ) =L ((a, b), szz) und Llla b =
L} (la, b),C*?) und
Loy = {H € L™ ((a,5),C*?)| |Hl|, < 1}
und
we L[la’b] —  Hol(C,C>?)
ab H +— W(H:b,)
Wir wissen fiir alle H € L[la ») 8ibt es ein He L[la p) N Lap, sodass H ~ H.
0

1.3.12 Satz. Sei—oco <a <b<oosoist¥, : Ly, — Hol(C, C»?) w-lu-stetig.

1.4 Beispiele und Transformationen kanonischer Systeme

Wir betrachten ein paar konkrete Beispiele bzw. Beispielklassen von Hamiltionian

1.4.1 Beispiel (Paley-Wiener). Betrachte den Hamiltonian H(¢) := [ fiir # € (0, L). Die Differentialgleichung 1.2.3
der Fundamentalldsung hat die Losung

costz  sintz
W(t, z) = . = exp(—tzJ).
(t2) (— sintz cos tz) p(=127)
Dies nachzurechnen ist ein gute Ubung fiir interessierte Leser. ©

1.4.2 Bemerkung. Fiir ¢ € R definieren wir &y := (Z?S:;) So gelten folgende Rechenregeln.

cosa —sina 1 T
expla) = (sina cosa )’ Sp = exp(a)) (0) > J=exp (EJ)
) N cos?@ cosasina cosasina —cos?a
Sabod = ( cos @ sin” ) /= ( sin” « —cos a sin a)
1 P B ., _(1-pcosasina peos®a
exp(a/) (0 1) exp(=a/) =1 = Pty ) = ( —psin®a -1+ pcosasina
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§3JEs = 0.

O

1.4.3 Beispiel (indivisible Intervall). Betrachte H(f) := h(0)és&y, t € (a,b) wobei h € L' ((a,b),C) und ¢ € R.
Die Potenzreihenkoeffizienten der Fundamentallosung kénnen mittels der Rekursion aus Satz 1.2.1 berechnet
werden.

wo() = 1,

t t
== [(wogess ds == [ o as)esa

wo(t) = —f [—f h(s)épéyd du} h(s)épéyd ds

- f [ f h(s) du] h(s)Ey £30Ey £4J ds = 0.
a a t(

Damit ist auch wy(¢) = 0 fir [ > 2.
Also bekommen wir mit [(¢) := fa ' h(s) ds die Fundamentallosung

_ : 2
W(H: 1,2) = 1 - 2l0)égtsd = (1 ZI(t) cos ¢ sin ¢ Zl(t) cos® ¢ ) _ e‘“(l lz) o1

—zI(t) sin” ¢ 1 + zI(t) cos ¢ sin ¢ 0 1/¢

Notation: Wi (2) := I — ZI(D)€sé5. 0

1.4.4 Beispiel (finite ranke Hamiltonian). Ein Hamiltonian H heif3t ein finite rank Hamiltonian, wenn er aus einer
endlichen Anzahl von indivisible Intervalls besteht. Expliziter seia = #y) < #; < ... <, = b eine Partition und

h € L, ((to,1],C), hi € L([t-1,4),C),i=2,....,n=1 hy €L}, ([ty-1,1,),C)

loc

skalare Funktionen und ¢y, ..., ¢, € R. Definiere
H@) = hi(t)§¢i§¢i§;i’ furtre (t_1,1),i€{l,...,n}.

Damit ist a ein L'-Randpunkt genau dann, wenn 4, € L' (o, 1], C) und b ein L'-Randpunkt genau dann, wenn
hn € Ll ([tn—l, tn)v C)
Seine a und b beide L' Randpunkte, so ist der Matrizant W(z) von H gegeben durch

WH; £,0)@) = | | Wip @, 1= f ' hi(s) ds.
i=1 l

i-1

Dabei wird dieses Produkt von links nach rechts gerechnet. ¢

1.5 Wachstum der Fundamentallosung

In diesem Abschnitt betrachten wir einen Hamiltonien H auf einem endlichen Intervall (a, b), wobei a und b
beide L'-Randpunkt von H sind. Weiters bezeichnen wir mit W(z) den Matrizanten von H.

J501. | 1.5.1Bemerkung. zum Gronwall-Lemma. Weil fiir (o, @;)" € C? die Funktion W(t,z)" (gl) eine Losung von
2
(1.1.1) ist mit Anfangswert (Zl), gilt mit Gronwall
2
T (¥1

<

(o exe 1t [ varcm as)

b
IIW(b,Z)IISeXp(IzI f IH)I ds). (45.1)

Damit folgt
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Diese Abschatzung kann das tatsdchliche Wachstum des Matrizanten in z beschreiben. Fur H(s) = I gilt Gleich-
heit. Im allgemeinen wird sie aber viel zu grob sein. Fir A finite rank, ist der Matrizant ein Polynom und damit
ist diese Abschétzung vollig daneben.

¢

Wir zeigen nun, dass die Geschwindigkeit des Wachstums beschriebende Konstante fa [|H(s)|| ds in (1.5.1)
im Limes |z] — oo durch eine andere Konstante ersetzt werden kann, die oft kleiner sein wird.
Als erstes definieren wir, was wir unter ”im Limes |7| — o0” verstehen.

1.5.2 Definition. Sei f : C — (0, o). Dann definiere

7(f) := lim sup —log /@

msup === = inf {y > 01f(x) < Ce’™, zeC)
mit log* x := max(0, log x). O
1.5.3 Satz. SeiH € L[la’b]. Dann ist die Funktion
1= T(WE O, telaDb]
absolut stetig und es gilt
(%T(IIW(I, D <NHOI f..
Beweis. Seia < ¢ <d < bund W,(t,2z) ist Lésung zu H|p).

1. Dann ist
W(d,z) = W(c,2)W.(d, 2).

Damit folgt
log|IW(d, 2)I| < log|[W(c, 2)Il + log |IW,(d, 2)II -

Nun kann zu log* iibergegangen werden
log™ [W(d, 2)Il < log™ [W(c, 2)Il + log™ [We(d, 2)II -
Mit (1.5.1) gilt )
< log™ [IW(c,2)ll + IZlfC IH(s)Il ds
und damit folgt ,
T(IW(d, )l < T (IW(e, I + I IH(s)Il ds.
2. Betrachte dem Hamiltonian H| 4 mit der Losung y des AWP y(c) = W.(d, 2T (Z;) So gilt mit y(¢) =

We(t,2)"Ty(c) und damit y(d) = (Zl). Also folgt mit dem Lemma 1.1.4 von Gronwall
2

l (Z;) exp(lzl f i ds)

Damit folgt
d
[We(d. 27| < exp(|z| f IH )| ds)

=yl = IIy(d)IIeXP(IZI f IH()II dS) <

_T (21
Weld, 2) (az)

3. Mit W(c,z) = W(d, 2)W.(d,z)~! folgt
log* [W(c,2)ll < log™ [IW(d, 2)|| + log" |We(d. o)™

und damit

d
T([IW(e, )l) < 7(W(d, -)||)+f IH(s)II ds.
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4. Zusammen folgt
[T (IW(e,)ID =T (IW(d, )IDI < deIH(S)II ds.

Daraus sieht man, dass t — 7(||W(t, .)||) absolut stetig ist und an jedem Punkt wo %T(”W([, Jl) existiert
und £ ["||H(s)|| ds = |IH()| gilt, die Ungleichung

d
7, 7w @)D < IHOI

gilt.
a
1.5.4 Lemma. SeiH € L[la’b] und Q € GL(2,C). Setze
Hp:=(-JQ'N"HQ"
Dann ist
W(Hp;t,2) = QW(H;1,2)Q”"
Beweis. Betrachte die rechte Seite, sprich W(t,z) := QW(H;t,z)Q"". So ist W(t,0) = I = W(a, z) und
d d
W@ 2) = Q- W(H; £, 20)(=D)Q ™ = QW (H; £, DH®D" (=)0
= 2Q0W(H; 1,07 - QH()' (=)Q™'J = W (1, 2)H).
a

1.5.5 Lemma (Lemmachen). Sei H € L[la,b] und Q € GL(2,C). Dann gilt

T(IW(H: 2, )l) = 7 (|W(Hg.1..)).-
Beweis.
low; &, 207! < ol ||e[IWH; 1,21l = ol |0~ '||[|e ™' eW(H; 1, 07 | < laIP |||’ |ewH: 1, 07|

Also gilt mit £(z) := ||QW(H;1,2)Q07!|| und g(z) := |W(H;1,2)|| schon g(z) < cf(z). Damit ist 7(g) < 7(f). Die
andere Richtung folgt analog. a

1.5.6 Korollar. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.5.3 gilt

b
T (IW(H; b, )Il) < f inf _|Ho(s)|| ds.

. 0GL2C)
Beweis. Es gilt
d d
STUWH: )l = —7 ([WiHg: 1)) < [[Ho)

Nachdem die linke Seite von Q unabhingig ist, kann man zum Infimum tibergehen und aufintegrieren. So kommt
man zur Aussage. a

1.5.7 Lemma. Sei A € C?? mittrA = 0. Dann gilt
o010 = A as2

Beweis. Es gibt zwei EW A}, 4, von A mit 0 = trA = A; + A,. Damit gibt es zwei Félle

1. 41 = A = 0: Entweder A = 0 oder es gibt B € GL(2,C) mit BAB™! = (8 (1)) Fir r > 0 ist (6 (l))

r 0 St oo\_(o
b s 2o )=

Damit sind in diesem Fall beide Seiten der Gleichung 0.

invertierbar und
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a

2. 41 =a #0und A, = —A; = —a: Damit gibt es ein B € GL(2,C), sodass BAB™!' = (0

_Oa). Weiters gilt
ol |[0AQ7"|| < ||BAB™|| = lal = +/idet A

Andererseits gilt
“QAQ_IH > Foap-t = 4.
Wobei rgso-1 der Spektralradius ist.

u
1.5.8 Korollar. Sei H € L[la’b] mittr JH = 0. Dann ist
b
cwHb.o < [ VA ds
Beweis. Es gilt
b b b
H;b, ) < inf _||H. = inf MmO ds = H .
cwb oD < [t How] ds= [ int 0w ds= [ VerHGds
u
1.5.9 Beispiel. Betrachten wir den Hamiltonian
I, t€(,1
H@) := O, 1
-1, te(1,2).
Dann ist
1, te (0,1
W(t,z) = e % mit a(r) = .1
2—t, te(1,2).
So ist W periodisch. ¢

1.5.10 Satz. SeiH € L' ((a, b), RZXZ) und H(t) > 0 fast iiberall. So gilt

T(”W(l,-)”):f vldet H(s)| ds.

h

Beweis. Weil H symmetrisch ist, gilt 4y, h, > 0, h% < hhy fir H = (h
3

ZB). Insbesondere gilt tr HJ = 0. Also
2

bekommen wir mittels Korollar 1.5.8 die Ungleichung ”<”. Betrachte

(e . _ hi (1) hs(t) — i \det H(?)
H@) := H@t) + Ji\det H(t) = (/’l3(t) N0 (1) )

So gilt A ist s.a. und A(r) > 0 und A € L' ((a,b),C>?).
Eine fundamentale Eigenschaft eines Hamiltonians ist

W(t, )IW(t,w)* —J = (z — W) f t W(s, 2)H(s)" W(s,w)"* ds.
Damit gilt fiir die Fundamentallosung W von H und z = w = iy und y > 0
% (W ip) I Wt iy)" = J) = 2y f t W(s, iv)H(s)" W(s, iy)* ds > 0.
a
Definiere ¥(¢) := fat Vdet H(s) ds. So gilt

(ditefM’)W(z, Z)) T =iV (0 OW(t, 2] + O (Wt )HT (1)) ] = 2 (e OW (. 2)) (¥ (1) + H(®)) J.
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Damit ist W(t, z) = e“VYOW(t, z) die Fundamentallsung von H.
Angenommen 7(||W(z, 2)||) < ¥(2), d.h.

Je> 0,792 0: log" [[W(, 2)ll < 2l (F(2) — &),V Izl = ro
Damit gilt
W, i) = e ¥ OW, iy)| < DO . OB IVEDI < (bIOMEO2) = gl -y >
womit lim,—,., W(t,iy) = 0 folgt. Damit folgt der Widerspruch %(—J )= 0. a

1.5.11 Bemerkung. Fur ein absolut stetiges ¥ gilt
W(H + iV J;1,2) = " OW(H; 1, 2).

Bis jetzt hatten wir
!
I < i -
rmw«nnb_kﬁgwggongmez I ds

insbesondere fir tr JH = 0 gilt
!
ﬂwmmstmmmw,

insbesondere gilt Gleichheit fiir H € R>? symmetrisch oder H > 0. ¢

Wir suchen eine p, sodass
W@, DIl < e, ) = # log*(r),  p € (0,1).

Diese Abschitzung ist besser fiir grofie Werte von z.

1.5.12 Bemerkung. Lasst man in der Formel von Korollar 1.5.6 das Infimum auflerhalb des Integrals, so wire
die Abschitzung trivial mit 1.5.1 und Lemma 1.5.4 und wiirde sogar punktweise (ohne den Limes der in der
Definition von 7(.) steht) gelten.

Die Stédrke von Satz 1.5.3, sprich die Differenzierbarkeit von 7(.), ermdglicht es, das Infimum ins Integral
hineinzubekommen ©

Mochte man das Wachstum von [[W(b, z)|| mit einer anderen Funktion als |z| vergleichen, sprich im ” Nenner
von 7(.)” etwas anderes als |z| haben, so ist die entsprechende Funktion ”t — 7 (||W(b,.)|)” nicht einmal mehr
notwendig stetig. Man kann aber oft die fehlende Differenzierbarkeit durch geeignetes Diskretisieren ersetzen.

1.5.13 Proposition. Sei H € L! ((a, b), CZXZ), sodass a und b jeweils L' -Randpunkt sind. Sei folgendes gegeben
e a=yy <y <...<yy = b eine Partition von [a, b] und

e Q, D, ...,Qy € GL(2,0C).

Setzte
N Vi
A= Zf | 7H()Q;!| ds
j=1 yi—1
N-1
A= 3 tog 0,04
j=1
A = log ||| + log QI
Dann gilt

log[[W(b,2)ll < lz| A1 + Ay + A3, z€C
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Beweis. Sei W; die Losung von H eingeschrankt auf y;_;.y;. Dann gilt mit der Mutliplikativitit Proposition 1.3.1
(i)
W(b,2) = Wi(2) - Wa(2) - ... - Wi(2)

Nun schieben wir Q;IQi ein

Wb, 2l = | Q' 2 W1()Q Q19 W ()5 Qs -+ O3 Oy Wi ()2 Q|

< (fler! [l i) (ﬁ (X H] (ﬁ QW

=1 j=1

lﬂj./H(s)QjTl k ds

—
o ‘
<

a

Der Trick um Beispiel 1 gewinnbringend anzuwenden ist, dass man fiir R > 0 von R abhéngige Partitionen

und Matrizen Q; wahlt.

1.5.14 Lemma. Es gilt mit a8 > 0 und ¢ € R. Setze

(@ 0) 4
Qa,B, @) := (0 ﬂ)e .
Dann ist
1
a8,/ 2.@, 8,97 = £ cos’ty - ) + S sintw - 0)
2.
[ . 0)’. 5, ¢) || < max {3, ﬁ} |cos(¢ — ¢)| + max {ﬁ, 3} |sin(¢ — ¢,
a/ ﬂl a/ BI
3.
11
(e, B, ¢)l| = max{a. B}, [|Qa.B,.)7"|| = max{a, /—3}.

Beweis. Wir bemerken, dass
ot ( cos ¢ sin¢)

—sing cos¢

. _fa O
und schrieben D(a, b) := (O b)'
3. Die Matrix e~/ ist unitir und daher gilt

1Q(., B, $)Il = =

(g g)” = max{«a, 8}.

(gf /03) ey

1. Es gilt

4 11
B := Qa, . 0)JE,E,Q(a.B.¢) = D(@.Ble™ ] &, e‘ND(—, —)
N a B
—oUJ 1 O —yJ
- [o o]g

1 0 11
— W—¢)J —(—p)J —
= D(a,B)J] e (O O)e D(a’ﬂ)'

=Ey-0€y_y
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Fiir eine bessere Ubersicht wird das Argument (i — ¢) der Sinuse und Cosinuse nicht angeschrieben. Von
jedem Leser dieser Mitschrift wird vorausgesetzt, die Fahigkeit, dies zu erginzen, zu besitzen. Ausmulti-
plizieren ergibt

—cos sin —% sin®
B={s cos?  cossin/’
o
2 .
BB - f—z cos* + cos? sin® *
- 2 ., .
s ‘ﬁ’—z sin* + cos? sin?

2
Damit ist tr(B*B) = ( cos? +2 5 sm2) . Dies gentigt um die Norm von B zu berechnen, denn
r(B*B) = ||B"B| = |8’

Da detB = O, ist einer der beiden Eigenwerte von B*B gleich Null und der andere gleich tr B*B. Wir
erhalten somit

18Il = \aBB) = £ o)+ S sin'w —9)

2. Esist
1ot =1 —-oJ ¢'J 1 1 ’ 1/ 0 . ’ g, 0
Qa.B, ) B, ¢)" = D@.Ble e’/ D|—, —|=cos(@ —p)(4 g |+sin@ -d)|F 4 |J
o’ ﬁ’ 0 F 0 =
Damit
[Q(e. . e’ 8. ¢! < max{ } +max{ }
a’ B
a

Das folgende Beispiel ist aufwendig, aber verdeutlicht unsere bisherige Macht.

1.5.15 Beispiel. Sei @ € (0,1] und ¢ : (a,b) — R Holder-stetig mit Exponenten « und betrachte H(¢) = f‘b(t)fg(,).
Dann gibt es eine Konstante ¢ < 0, sodass fiir alle z € C mit |z] > 1 mit

log* [[W(H; t,2)|| < clz]™ .

Kleiner Einwurf: Wenn H beschréinkte Variation, dann log [|W|| < ¢ Izlé.
Um die Aussage zu zeigen, wihle fur N € N eine dquidistante Partition

ypma+ g j=0 N Q=0(67h660)). =L N

und 6 € (0, 1], wobei Q(«, 8, ¢) := ( ﬁ) ¢

1. Es gilt
Q700855 || = 6> cos™(@(s) - ¢(y,>)+ sin®(¢(s) — ¢(y)) < 6% + ¢ 2|s—y,-|2“
und
12,952 || < eos(@ () = pvsen)| + |sm<¢<y,> ¢<y,+1>|<1+c i = yim|" = 62N(y<b a)
und

B 1
o] = flozt ) = 1

Damit ergibt sich

N Vj N y; | )
e Z; »[—1 ||Qj]§¢(”§;<3>9;1” ds < Z L'—l (62 + C2§ |s - yj|2 ds
j=1 i ]

J=1
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N Vi 2 2a 2 2a

! 2 c (b_a) _ 2 c (b_a) 7 2 1
< El f_l(é +6_2W) dS—(((S +§W (b—a)SC max 6,W
Jj= J

und

- _ c(b—a) N Ni-@
Az:;10g||9,»9j+‘1||szvlog(1+W)Sc(b_a) —
und

_ 1
A = log [|Q7'|| + log Qx| = log 5
Beachte, dass
Nl—a/
2

1 1
logﬁsﬁs

liefert uns nun die Abschiatzung

" |Z| lea
IOg“W(H,b,Z)” SA] |Z|+A2 +A3 <c max{52 |Z|,m,7

furalle5§ € (0,1], N e Nund z € C.

2. Daher versuchen wir 6, N in Anhéanglichkeit von r := |z] so zu wihlen, dass das Maximum mit einer -so gut
wie moglichen- Potenz klein wird, wenn |z| — co. Wir machen daher den Ansatz 6(r) := 7 ,N(r) := 12,
wobei y;,y> > 0. Betrachte die Funktion

r N(r)l“”
TS(r)2N(r)*e’ 5(r)?

F(r) := max {,.5(,.)2 } = pmax{l=yp,l+y1=2ay,(1-@)y2+71}

Fur festes y; ist der zweite Term in vy, fallend und der dritte Term in y, wachsend. Das Maximum dieser
beiden wird also angenommen, wenn 7y, so gewéhlt wird, dass die beiden Terme gleich sind. Betrachte

l+yi=2ay, =1 -a)y,+y

Damit ergibt sich y, = —. Fiir dieses 7, steht auf beiden Seiten der Gleichung 1 +y; — 2. Nun sieht

1+a 1+a”
man, dass das Gesamtmaximum minimal wird, wenn

-y =1+ —ZQﬁ.
Aus dieser Gleichung folgt y; = 7. Fiir diese 1,y gilt
F(r) = T
3. Seinun z € C gegeben. Wihle r die kleinste Zahl, sodass || < r und r# € N. Dann ist
log W@l < ¢ F(r) = "' rra.

1 I+a . 1 1 .
Wegen (rm - 1) < |z] haben wir r# < |z|™ + 1 und damit

U L nrr L
log W)l < ¢ (|Z| o + l) <" g
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Kapitel 2

Nevanlinna-Funktionen und
Mobiustransformation

2.1 Nevanlinna-Funktionen

2.1.1 Definition. Eine Funktion ¢ ist eine Nevanlinna-Funktion, wenn g meromorph in C* und ¢(C*) C C-.
Dies ist dquivalent zu g € Hol(C*) und ¢(C*) € C* oder g konstant 7 € R U {co}.

Die Menge aller Nevanlinna-Funktionen bezeichnen wir mit Ay. Die Menge aller f € Ny mit f # ¢ € R

bezeichnen wir mit Nj. O

Hier verstehen wir C* := {z € C: Imz > 0} und C+ als den Abschluss von C* in der Riemannschen
Zahlenkugel C,. Explizit ist also C+ = C* UR U {oo}.

Nimmt eine Funktion ¢ € N einen Wert aus R an, so muss sie wegen dem Satz von der Gebietstreue schon
konstant sein. Insbesondere ist ¢ entweder analytisch in ganz C* oder konstant co.

2.1.2 Bemerkung. Nevanlinna-Funktionen haben folgende Eigenschaften.

« g € Ny, ¥ € Ny nicht konstant und ¢ € Ny. Dann ist g o g oy € Nj.

« Sei M € SL(2,R) und ¢(z) := 22 Dann ist ¢ o g € Ny genau dann, wenn g € N.

myz+my

+ g € Ny genau dann, wenn —é e Ny

0
Im néchsten Satz zeigen wir die Herglotz Integraldarstellung von Funktionen der Klasse No.
2.1.3 Definition. Ein positives Borelmafd ;1 auf R heif3t Poisson-integrierbar, falls f_ 0:0 % < oo, O

2.1.4 Satz. Seiq € Hol(C"). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) Imgq(z) = 0,z € C*, sprichq € Ny
(ii) Der Kern

K

(€ - q(w)
UAMER _ =

<

zweC’
ist positiv semidefinit.

(iii) Es gilta € R, b > 0 und ein positives Borelmafl u auf R mit fj:o li—”lz < 00, sodass

(1 t
Q(Z)=a+bz+£w(:—1+t2)d,u(t), zeC".

Wir bezeichnen das Tripple (a, b, 1) als eine Integraldarstellung von q.

21
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Beweis. Die Aquivalenz von (ii) und (i) folgt aus

Img(z)

K,(z,2) = Tmz

und weil die quadratische Form & = K,(z, 2)é€ genau dann positiv semidefinit ist, wenn Ky(z,2) 2 0.
Wir zeigen zuerst (iii)) = (ii):
Fir g(z) = a € R gilt K,(w,z) = 0 > 0 und fiir g(z) = bz mit b > 0 gilt K,(w,2) = b > 0.
Sei nun yu ein Poisson-integrierbares positives Borelmafl auf R und sei

<1 t
q(z) = IM (: 1 +[2) du(®).

1 - 7-w
x—z x—-w (x—2)(x-w)

1 0 1
Kq(W’Z):z—WIw(t—z_t )du(t) f(t - dur).

Damit gilt fiir beliebiges ¢ € C"

3 Kyop i = ) [ e duo -

i,j=1 i,j=1

Wegen

gilt

d,u(t) > 0.

Also ist der Kern positiv semidefinit.
Fir (i) = (iii) gehen wir in 3 Schritten vor:

1. Wir zeigen eine Integraldarstellung fiir Funktionen die auf einer, die abgeschlossene Einheitskreisscheibe
D umfassenden, Gebiet analytisch sind.

2. Die obige Integraldarstellung lasst sich mit einem Limes-Argument auf Funktionen in Hol(D) mit nicht-
negativem Realteil ibertragen.

3. Mittels einer Mobiustransformation in Definitions- und Bildbereich folgt die Herglotz-Integraldarstellung.
Kommen wir zur Ausfithrung.

1. Sei G 2 D ein Gebiet und f € Hol(G). Dann gilt mit der Poisson-Jensen-Formel

2 ) ip
f<z>=i1mf<0>+if Ref(d%(e. ”) de.
21 Jo ey —

<

Betrachte ¢ : [0,27) — T,y - ¢” und sei ¢ das Bildmaf von ﬁRe f(€¥) dg unter . So gilt
f@= lImf(0)+f— du(l), zeD.

2. Seinun f € Hol(D) mitRe f(z) > 0firz € D.Fir 0 < r < 1 setze F,(2) := f(rz),soist F, € Hol(%D) also

ist
Fi(2) = iIm F,(0) + fV_2 A o),
T
wobei 11, das BildmaB von 7-Re F,(e¥) dy ist.

Nun ist g, ein positives Mafy und daher

llarll = fT du, = Re F,(0) =Re f(0), re(0,1).

Also liegen alle Mafe y, in der Kugel um Null mit dem Radius Re f(0) in M(T). Nach Banach-Alaoglu
finden wir ein Netz (r,-),-eI mit lirn,-e, r; = 1, sodass der Limes u := lim;¢; 4, in der w*-Topologie existiert.

{+z

f@= hmf(r,z) = hmF () = hm (z Im F,,(0) + f — d,u,,(g)) = iIm f(0) + f % du(2).
=
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3. Sei B8 die Mobiustransformation B(z) := ; mit B(C*) = D,BR) = T\ {1},8() = 0 und B(c0) = 1. Fir

g € Hol(C*) betrachte f(z) := (=i)(g o 87)(z). Damit ist f € Hol(D) und Re f(z) = Img(87'(z)). Also
q € Ny genau dann, wenn Re f > 0.

Sei g € Ny und v das Bildmaf von y unter 8~!. Sei weiters w = 87(z), so gilt

1+Bw) 1 _ .
= Bw) = 7w, Im f(0) = —Re g(i).

Eine Nebenrechnung ergibt

B =) = (=D - @- D+ 2i(x-2) i

X+

xX—z 1+ 2

BN +BE) S+ E =+ + G-+ 2xz+ 1) 1(1 )
= = = = 1+ 1)

Damit folgt

1
(—)gw) = f(2) = iTm f(0) + f $H2 ) = im £0) + 2y + f £ o
T f —Z 1-z2 g Z

_ L4z B +Bw)
=i f0) + TuI) + | e v

= —iRe q(i) + %w,u({l}) + % f 1( L %)(1 +x%) dv(x)
R

i\x—-w l+x
Multiplizieren mit i liefert

g(w) = Re g(i) +wp({1)) + f (#— 2)<1+x2>alv(x>
—_— —— r\X—w 1+ —_—

=a =b =:u

a

Mit der Herglotz-Integraldarstellung erhalten wir eine Abschétzung fiir das Wachstum einer Nevanlinna-
Funktion.

2.1.5 Korollar. Sei g € Ny \ {oo} mit der Integarldarstellung (a, b, 1t). Dann gilt

1+ |z du(t
Iq(Z)ISIa|+bIZI+(Iz|+ 'i') f KO o

Im R1+t2’

Insbesondere gibt es fiir alle 6 € (0, 5] ein ¢ > 0 sodass
gD <clzd, zelyg:={zeC:0<argz<m-6}.

Beweis. Mit der Integraldarstellung ergibt sich

1 3 I +1z) du(r) dy(t) ) du(r)
fR(:_l+t2)dﬂm f(t—z)1+t2_zf )f —z1+2

Damit folgt die erste Abschétzung.
Fir z € Ty gilt Im z > sin 0 z|. Damit gilt

o vs
1+z‘2 sm0|z| 1+z‘2 sm& 1+t2_

clzl.

19| < lal + blz] + f

a

Ein Paar andere Formen wie man Korollar 2.1.5 oft verwendet, sind die Folgenden, welche auch Abschétzun-
gen nach unten enthalten.

2.1.6 Korollar. Sei Sei g € Ny \ {o0,0}. Dann gilt
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1. Es gibt einc > 0 mit

1
|10g |q(z)|| < cmax {1,log+ |z|, log* —}, zeC*.
Imz
2. Furf e (O, g] gibt es cy, ¢, > 0, sodass

1
ci— <lg@ < crlzl, z €Ty,

|z]

3. FirallexeR,0 € (0, g] gibt esc1, ¢, > 0, sodass

c
o1z =4l < lg@)l < ——,
|z — x|
firze{weCr:0<argw—-x)<m—6,|z7l <1+ |x}.
Beweis. 1. Fir z € C* gibt es ein ¢’ > 0, sodass gilt
, 1P
lg(2)] < ¢’ max 4 1,lz], —, R

Imz Imz

Damit gibt es ein ¢ > 0, sodass
’ + + 1 + + 1
log|g(z)] < ¢’ + max{1,log" |z|,log" — ¢t < cmax{1,log" |z|,log" —
Imz Imz
Verwendet man diese Abschitzung fiir —é € N, so erhilt man

—loglgl (z) = log e

1
< ’7” 1,1 + ’1 +
<c max{ og" |z],log _Imz}

2. Nach Korollar 2.1.5 ist |¢(z)| < c|z] fiir z € g und |z] > 1. Verwendet man dies wieder fiir _51,’ so folgt

'—— <clzl und damit < <lg(2)|.
q(2) Iz

-1

Z

€2

Izl

3. Verwendet man (ii) mit der Funktion ¢ (_71), so folgt die behauptete Abschitzung fiir x = 0, denn
c
crlzl = —L <

1] q(;)‘ <e

Genauso folgt sie fiir ein beliebiges x, wenn man den selben Trick mit ¢ (x + _71) € Ny macht.

a
2.1.7 Bemerkung. Fiir f € Hol(C) gilt f(z) = f*(z) := % genau dann, wenn Yz € C : f(2) = m bzw. genau
dann, wenn Vx € R : f(x) € R. o

Eine weitere wichtige Folgerung ist, dass zwei ganze reelle Funktionen das gleiche Wachstum haben, wenn
ihr Quotient Nevanlinna ist.

2.1.8 Korollar. Seien f,g € Hol(C), f(z) = f*(2), g = &", f, g haben keine Nullstellen auf C \ R und’é € No.
C+
Dann gibt es ¢y, ¢y > 0 mit

1 21 )
log" |f(2)| < 7 f log* |g(z + ze’9)| du(®) + cilog” |zl + c2, VYzeC.
0
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Beweis. Betrachte 7z € C* mit Imz > 1. Dann ist f,g # 0 auf der abgeschlossenen Kreisscheibe
{w € C||z — w| < 1}. Damit gilt

¢ 22| = log ()] + log
g2

f(@)

—=| < log|g(z)| + cmax({l,log" |zl}
8(2)

log|f(z)| < log

1 [ .
=5 f log* |g(z + z¢™)| du(6) + c max{1,log" |]}.
T Jo

Die letzte Gleichung ist die Mittelwerteigenschaft angewendet auf den Realteil eines analytischen Logarithmuses
von g in der gesamten Kreisscheibe.
Seinun z € C* mit 0 < Imz < 1 und f, g hat keine Nullstellen auf {¢||{ — z| = 1}. So gilt

fz+e?)

N i0
log If(z+e )' = log |g(z+e )| + log Y

. . 1
<log |g(z + e’9)| + ¢ max {1, log* |z + e’9| ,log* Imz—+elg} .
Mit Jensson folgt also
1 21 )
log|f(@)] < 5~ f log|f(z + )| d6
2n 0

1 21 o 1 21 o 1 21 1
Sﬁfo log |g(z + )| d0+cmax{l,ﬂf0 log" |z +e |d9,ﬂf0 log" 1——— do

21
sup f log*
zeCt JO

Dies gilt wegen Im(z + ') = Im z + sin §. Weiters ist

Nun ist

df < oo,

Imz + et

27
f log* |z + ei9| df < C” max{1,log" |z]}.
0

Damit ist 5
_ f(@) 1 " i0 . +
log|f(z)| = log|g(@)| + log|—| < — log |g(z +e )| df + cmax {1,log" |z]}
@1 2n Jo
a
Wir fahren fort mit einer allgemeinen Bemerkung,.
2.1.9 Bemerkung. 1. Eine weitere Integraldarstellung eine Nevanlinna-Funktion g ist
1+¢
q(z)=a+bz+f < dv, aeR,bZO,fdv<oo
R I—2
mit dem endlichen positiven Maf} dv(r) := ‘fﬁ(fz)
2. Damit folgt
. Y
I +iy)=by+ | ——— du(®).
mg(x +iy) = by fR =1y ()
0

2.1.10 Korollar. Seig € Ny \ {eo} mit Integraldarstellung (a, b, ). Dann ist fiir jedes x € R die Funktion

) 0,00) — [0,00)
Pu - y > ylmg(x+iy)

nicht fallend. Falls b = 0 gilt, dann ist
lim yIm q(iy) = fd/,l(l‘).
y—00 R
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Beweis. Wir sehen

y2 t— x)2

. (
ylmq(x+ly)=by2+j};mdﬂ(l‘)zby2+‘[l{1—mdﬂ(l‘)

ist monoton wachsend.

Fiir festes x ist )

lim ——— =1

y—oo (f — x)2 + y2
Damit folgt die Aussage mit der monotonen Konvergenz. a
2.1.11 Korollar. Fiirc > 0 ist ¥, :={q € Ny : |q(i)| < ¢} € Hol(C*) kompakt.

Beweis. Sei g € .. Dann gilt a = Re ¢(i) < ¢ und aus

du
I ) =b+
m () Ll+t2

d
b§cundf H <c
R 1+72

Nach Korollar 2.1.5 ist damit ¥, lokal gleichméBig beschrankt in C*. Mit dem Satz von Montel ist ¥, relativ
kompakt. Klarerweise ist Ny und auch ¥, unter Grenzwerten abgeschlossen und damit kompakt.

folgt auch

a

Wir wollen bemerken, dass ein weniger elementarer Beweis so funktioniert: nach dem Fundamental Norma-
lity Test ist Ny in Mer(C*) relativ kompakt. Die Abgeschlossenheit von N ist wieder klar.

2.1.1 Eindeutigkeit der Integraldarstellung

Als nichstes zeigen wir, dass die Integraldarstellung (a, b, 1) einer Nevanlinna-Funktion ¢ eindeutig ist.
2.1.12 Lemma. Sei o positives endliches Maf3. Dann gilt

1 1+ iyt

lim — -
yoeo Yy Jp L= 0y

do(t) = 0.
Insbesondere gilt fiir g € No mit der Integraldarstellung (a, b, i)
1
lim — Im g(iy) = b.
yooo y

Beweis. Fury > 1 gilt

)1 Uiyt 1+y’2
yl-iyl =@ +y) "~
Damit gibt es eine punktweise Majorante. Mit dem Satz der beschrankten Konvergenz und
11 +iyt
lim —— > =0
yooo y f—1y
folgt also die Aussage. a

Die Rekonstruktion von y funktioniert mit der Stieltgeschen Umkehrformel.

2.1.13 Satz. Seiu ein positives, Poisson-integrierbar, d.h., f 1‘1—’;2 < oo und

. y
Vix+iy):= | —————u(?), eER,y>0
(x +1iy) fR(z—x)2+y2“() x y

Dann gibt fiir —oo < @ < 8 < oo stets

1 (* 1 1
lim— [ V(x+iy)dx = u((a,p)) + zu({a)) + zu(B)
-0 J, 2 2
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Beweis. Setze

1, te(a,p)
X0 =43, tefa.p)
0, sonst

Da der Integrand in der Definition von V nicht-negativ ist, konnen wir den Satz von Fubini anwenden und
erhalten so

1
fa V(x +iy) dx — p((@,B)) — —H( a}) - —#({ﬂ

ff(t F 1y de = f)((t)du(t)
f f (t—x)2+ 7 dx du(t) = f X (1) du(t)

=arctan ——arctan
Es gilt
0, t<a
5, t=a
. B—t a—t

lim [ arctan —— — arctan =, a<t<fB =nax@).

y=0 y y x
3 =P
0, B<t

Damit strebt der Integrand punktweise gegen 0.
Wir zeigen weiters

1 B—t a
sup — |arctan —— — arctan
(ty)ERXO,1] L T y

_t)—)((t)](1+t2)<oo

Es gilt

1 -t -1
sup [— (arctanﬂ— — arctan ad ) -x®O1(+ t2) <2(1+ T2).
y y

tYEl-T.T]x.1] LT
Betrachte (,y) € (—co, @ — 1) X (0, 1]. Mit dem Mittelwertsatz folgt
-t - t 1 - l -1 t -1
arctan'B— — arctan & > (ﬁ ), Ee (— B—)
y y o 1+& y y oy
Damit folgt fir r < @ — 1 y(¢) = 0 und somit

1 —t a—t 1 1 - 1 1+¢£ —a
0< —(arctanﬂ——arctan )(1+t2)§ - 2/3—(1+t2)s ——2'3—
m y y ml+& y ﬂ1+(u) y
y
B—a 1+ B-a 1+
7 Ty+(a—1)? bl (@ —1)?

————
beschrankt auf (—co,a—1]

Eine analoge Abschitzung erhalten wir fiir # > 8 + 1. Nun liefert der Satz von der beschrankten Konvergenz die
Behauptung.

a
2.1.14 Korollar. Seia € R,b > 0 und u ein positives Poisson-integrierbares Borel-Maf} und

q(z)=a+bz+f (L— ! )d,u(t), z € CH.

o \f—z7 1+£

Dann gilt fiir alle —oo < @ < 8 < 0

pta}) + u(Bh)

(@ p) + ==

1 B
= - limf Im g(x + iy) dx.
Ty-0 J,
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Beweis. Der Imaginarteil Im(q(z) — bz) ist gleich dem Poisson Integral von u. Nun gilt

iii% fj Im(=b(x + iy)) dx = 11_{% faﬁ —bydx =0.
2.1.15 Korollar. 1. Die Integraldarstellung (a, b, 1) vom q € Ny ist eindeutig.
2. q € Ny hat eines Fortsetzung zu Q € Mer(C) mit Q = Q¥ genau dann, wenn y diskret ist.
3. g € Ny hat eine Fortsetzung zu Q € Hol(C) und Q = Q¥ genau dann, wenn q(z) = a + bz mita € R,b > 0.
Beweis. 1. Ist eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 2.1.12 und Korollar 2.1.14.

2. Wenn es eine Fortsetzung Q gibt, dann sind die Polstellen diskret. Betrachte ein Intervall [, ], so dass
keine Polstelle von Q drin liegt. Dann gilt

fﬂImQ(x+iy)dx—>0

a

lokal gleichméafig. Damit ist u([a, 8]) = 0. Also
supp 1 C {Polstellen von Q}.

Damit ist u diskret.

Ist umgekehrt yu diskret, so ist die Funktion g analytisch in C \ supp w. Ist x € supp , so ist fur ein hinrei-
chend kleines € > 0

_ L _ u({x}) _ xp({x})
q2) =a+bz+ fR\[x_&HE] (t—Z 7 +t2) du(t) + il P

Das verbliebene Integral ist analytisch bei x und damit hat g einen einfachen Pol mit Residuum
Res(g, x) = —u({x}) < 0.

3. Offensichitlich ein Spezialfall von (ii), denn in diesem Fall muss u = 0 sein.

a

Den folgende Beweis einer Variante von Satz 2.1.4 ((ii) impliziert (iii)) haben wir gratis dazubekommen weil
Prof. Woracek seine Zettel vergessen hat und diesem zu Thema passenden Satz auswendig konnte.

2.1.16 Satz. Seiq:C* — C und K(w,z) := q(z;:_? positiv definit.
Technische zusatz Voraussetzung lim,_,., + Im g(iy) = 0
g Y y

Dann Ja € R, b > 0, u positives Borelmaf3 auf R mit f I‘i—’;z < o0, sodass

1 t
C[(Z) =a+bz+fR(: - 1 +t2) d/J(l).

undb = 0.

Beweis. Die Idee ist, dass wir uns von K einen Hilbertraum erzeugen lassen.
Betrachte F := {f :Ct - C‘ |supp f| < oo} und definieren (f, g) 1= X, ect KW, 2) f(2)g(W).

Die Indikatorfunktionen €, := 1, bilden eines Basis von ¥ . Weiters ist

_ 9@ = qw)

(81, ew) = K(W, Z) —
—w

Betrachte in diesem Raum den Operator S : domS C ¥ — ¥ mitdom S := {Zf’:l gl Y, @ = 0} und

n n
S (Z aiszi] = Z ZiEs,-
i=1 i=1
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Wir rechnen nach, dass S symmetrisch ist. Dies gilt, wegen

(z = WK(zw) = q(2) — q(w)

DlaBia) - ) aBaG) = ) aig) Y Bi— Y. i =0
i,J i J i

ij ij

und

Sei H Hilbertraum und ¢ : ¥ — H isometrisch mit dichtem Bild eine Hilbertraumvervollstindigung.

A = clogyxg [(L X 1)(S)]

ist linearer, abgeschlossenen TR von H x H. In diesem TR A gilt

Y(x,y),m,v)eA: (u) =(xv).

Wir zeigen, dass A der Graph eines Operators ist. Es gilt

(8i>”8f>‘) = Imzﬂ -0

Also ist limy_,e &y = 0 in ||.|| von H.
Angenommen (0,y) € Adannist Vz€ C*,y > Imzy L & - &;. Damit gilt y L & und damity = 0.
Also ist A ein Operator mit dichtem Domain.
Seiz € C*. So gilt
A(E, — &,) = &, — WE,,

Betrachte
(A-2)(& - &) = (2—w)E,

Also ist (A —2) (%) = &,. Also ist fiir alle z € C* und Yw € C* \ {z} ist £, € ran(4 — z) mit (A —2)”'&}, = i:—i”
Es gilt

limég, =&,
w2z

wegen
(& - &, 8, — &) = K(z,2) + Kw,w) — K(z,w) — K(w,z) — 0.

Also ist ran(A — z) dicht.
Damit folgt

&6 ):<éz,s:v>_szv,@,: 9() - gw) _ Img(w) 1
z—w’ 2-w  z-w (z-w(z-w) Imw z-w

(A-27".8.8)= (

Dann muss man Spektralsatz auf (A — z)~! anwenden. a

2.2 Mobiustransformationen

2.2.1 Definition. Sei M = (m;;) € S L(2,C), so ist

mpz +mj
Mxxz:= ————
mp1Z + mp

eine Mobiustransformation. O

Dies sind die Automorphismen auf C,. Wir interessieren uns in diesem Abschnitt aber nur fiir die Mobi-
ustransformationen auf der oberen Halbebene

2.2.2 Lemma. Sei M € SL(2,C). So gilt

1. M =R, ist eine Gerade genau dann, wenn Im(myymy;) = 0. Dabei ist M «C* der obere Halbraum genau dann,
wenn my; = 0, Re (myymy;) > 0 oder my; # 0, Re dfn;zllu >0
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2. SeiIm(myymyy) # 0. Dann ist M = Ry, ein Kreis mit Mittelpunkt
mpinay — my My
2i Im(moominy)

und Radius

‘ det M
2 Im(I’nzzm_zl)

Dabei ist M = C* im Inneren des Kreises genau dann, wenn Im(myymzy) > 0.

Beweis. 1. Sei Im(maamyr) = 0, so gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder my; = 0 oder _% € R. Im ersten
Fall ist
mi mi2
M7= —z7+—.
mao mao

_myn
Im anderen Fall betrachte M := (1 ma1 ) (0 1), also ist My * R, = R und

0 1 1 0
detM my
M*Rm:MMO*Rw:(’"ZI )*Rm.
0 noy
Damit ist
det M mi
Mz = it —.
mj ma

2. Sei nun Im(myymy;) # 0. Dann ist my; # 0 und _:Z_i ¢ R. Damit ist M = (—Z—Z) = 00. Also 00 ¢ M * R,
d.h., M = R, ist echter Kreis in C.

Weiters ist der Spiegelpunkt von —

my
my;”°

der Mittelpunkt des Kreises, also

m miany1 — My nm
M*(— 22)_ 127121 1171122

m_21 2i Im(l”l/lzzm_gl)

Durch Nachrechnen wird man sich von dieser Gleichheit vergewissern.
Also ist M = C* das Innere genau dann, wenn _% € C* bzw. Im(myymsy;) > 0.

Wir erhalten den Radius, also Abstand des Mittelpunktes zur Peripherie

Mighp — MMy My

' det M
2 Im(manmng)

2i Im(moomiay) myy



Kapitel 3

Die Methode der Weyl’schen Kreise

3.1 Weyl’sche Kreise

3.1.1 Definition. Sei H € L! ([a, b), CZXZ) und W(H, 1, 7) ist invertierbar, also € GL(2, C). So ist W(H, 1, 7) «C* =:
Q. der Weylsche’sche Kreis. ¢

Im Allgemeinen kann man iiber diese Kreise nicht viel aussagen. Ist jedoch H nicht negativ, dann haben sie
einige hochst interessante Eigenschaften. Wir bezeichnen im Folgenden (hier steht & fiir ( oder [ )

Lyt = {H € L, |H(t) > 0 fiir t € [a,b) £

Fiir jedes @ € C? und jede Borelmenge A C (a, b) ist die Abbildung

YorHe (La(@) H(s)(Lal)) ds
(a,b)

in (L] )'.Damit ist
[a,b]
L —ﬂ{*‘ 0 C2 A b) Borel
bl = ‘:%,A([ ,0))|a € C*,A € (a,b) Bore menge}.

Insbesondere ist L[lt’;] w-abgeschlossen.

Wir beginnen mit einer einfachen Bemerkung.
3.1.2 Bemerkung. Es gilt

W(H;t,2)JW(H; t,w)* —J = (z —W) f W(H; s,2)H(s)T W(H; s, w)" ds

Falls H = H* > 0, so folgt
1
= (W(H;1t,2)JW(H;t,2)" = J) >0, zeC*.
i

3.1.3 Lemma. Sei M € GL(2,C). Dann ist M + C* C C* genau dann, wenn
1 .
- (MJIM* -1J)>0.
i

Eine direkte Folgerung aus dem obigen Lemma ist W(H; t,2) € Np.

3.1.4 Lemma. Sei ((1) 8) +He L[l(fb). Dann folgt

1. Fiirallez € C* ist Qy,. = C*.

2. Firalleze C*URVY <1, gilt Quy, . 2 Qpy,

31



32 CHAPTER 3. DIE METHODE DER WEYL’SCHEN KREISE

Beweis. Die erste Aussage ist trivial wegen W(H, a,7) = id.
Seien nun t,1, € [a,b) mit t; < 1,, so ist

W(H9 t23 Z) = W(H; tl» Z)W(H|(Zl,b)a t2’ Z)
Nach Proposition 1.3.1 (iii) ist W(H|, »), 2, 2) € My und daher

W(H; 12,7) * C* = W(H; 11,2) W(Hl(, 1> 12, 2) * C* € W(H; 11,7) % C*.

cC*

3.1.5 Bemerkung. b ist L'-Randpunkt genau dann, wenn fa " tr H(s) ds < oo bzw. Grenzkreisfall. ¢
Der folgende Satz ist von grundlegender Bedeutung.
3.1.6 Satz. SeiH € L}OC ([a, b), szz)’ H=H">0 fi.undy > 0. Dann gilt fiir allet € [a, b)

4

diam, Qp;jy < ———m.
* ? yfattrH(s) ds

Im Beweis von Satz Satz 3.1.6 verwenden wir eine Notation und ein Lemma, welche die Bedeutung der
Positivitat von H widerspiegeln.

3.1.7 Definition. Sei G € C offen und fe Hol(G, C?), dann ist

1 1
Fonr 17 — —ﬁ(z)-*—(:ﬁ(w))

Kiw,2) =" % _ P , LWeG,z#W
S Jf(2), sonst.
Also entspricht dieser Kern dem Kern von —%. ¢

Fir f = (2) gilt

1 h@ (fl(wv)) _
Kiw.9) = —= (£ ~ AEAM) = Al F2—Z2 R,

r—

L

ist ein nevelinaKern
In der folgenden Bemerkung wiederholen wir einige Definitoinen und Aussagen aus der komplexen Analysis.

3.1.8 Definition. Sei f € Hol(C), so ist die Ordnung von f
py =inf{p > 0Fc1,c2 > 0¥z € C: |£(2)] < 1™} € 0, o0].
Sei (wy),”, eine Folge komplexer Zahlen ungleich 0, die keinen Haufungspunkt besitzt. Dann ist
. 1
pwy,) = 1nf{p >0: Z Wi < 00} € [0, o0]

der Konvergenzexponent der Folge (w,);” ;. ¢
3.1.9 Bemerkung. Sei f € Hol(C) und w, Nullstellen von f ungleich 0. Dann ist p(w,) < p;. o
3.1.10 Satz (Hadamard). Sei f € Hol(C) und (w,) die Folge der Nullstellen # 0 und py < co. Sei p € N, sodass

py < p+1.Dannist
f@ =29 | (1 - i)exp(i TR (i) )
n=1 Wn Wn P \Wn

das entsprechende Weierstrass-Produkt. Dann ist g(z) ein Polynom mitdeg g < p.
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Es gilt auch eine umgekehrte Aussage, die brauchen wir aber (derzeit noch) nicht.

fa
Kern und py,,py, < 2. Dann ist fiir alle x € R die Funktion

3.1.11 Lemma. Seifz (fl) € Hol(C,C?) mitfz f_# # 0, % nicht konstant, Kf(w, ) ist positiv semidefiniter

J [0,00) — [0,00)
Pu - y Kf{x+iy,x+iy)

nicht fallend.
Beweis. Sei x € R gegeben.

1. Wir zeigen, dass wir 0.B.d.A. annehmen konnen, dass fi(x) = 0
Es gilt (%) (x) € Rw. Setze
h h
- arctan(f)(x) (f_z) (x) #
5 sonst,

dann ist

e‘”*(ﬁ)(x) _ cosa/(}i)(x)—sma ) {() (%)(x) + 0o

fa sin @ (%) (x) + cosa 0, sonst.

Setze /1 := ¢/ f Damit gilt

K;(w,2) = ( Fwy e Je* f2)) = K Aw,2).

Somit erfiillt auch # alle Voraussetzungen mit der zusitzlichen /;(x) = 0

2. Fir das x mit fj(x) = 0 gilt nun mit z = x + iy

Kien) = JOIIQ _ f@QEQ - F@LQ _AQE (£Q) _ LG
e T 2ilmz T 2ilmz\ g fi@
Im (- £(2)
:Ifl(z)|2 ( fl ): fl(z) ( f2())
y z-x /i

Wegen der Voraussetzung Kern > 0, ist —?

Korollar 2.1.10 y Im %(x + iy) nicht fallend.

eine Nevanlinna-Funktion und damit auch f . Also ist nach

3. Welil fi(z + x) Ordnung kleiner 2 hat, bekommen wir mit Hadamad Satz 3.1.10 die Produktdarstellung
A+ =2"e"B] | (1 - _) en
neN Xn

wobei x, die Nullstellen von f(z + x) ungleich O sind. Wir wissen, dass alle Nullstellen reell sind und
wegen fz fj* sind auch @, 8 € R. Wegen f(x) = 0 folgt m > 1. Damit ist fiir z = iy

Silx +iy) = " 1|,3|]_[

(x+iy)—x tx

Welil alle Faktoren auf der rechten Seite monoton steigend sind in y, ist es auch die linke Seite. Also Ist
auch ¢, monoton steigend.

a
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0

1
| 0)' Betrachte

3.1.12 Lemma. Sei W : C — C>? mitdetW = 1, W@) = W), 7 : C* - Co undV = (
2+ W(2) * 7(z). Dann gilt

(W1 (2)7(2) + wn(2) (W 1)(2) — (_W *T)(W) (

— war (W)T(w) + waa ()

1@ - 1(w) . (—T(z))* (VW IV)@QJ(VW V) (w) = J (_@)
- 70w 1 id _

Z—w z—w 1

Beweis. Berechnen ergibt

(VW'VRQIVW VY W) =T VW QVIVW(w)V - J
7—-w B 7—-w

-1 s
LYWV Ty

W (w)V

=J + W(@)JW*(w)
W

Weiters gilt

W11(D)7(2) + wi(2) (W21 (W)TW) + wa(W)) — (W1 (W)T(W) + win(W))(W21(2)T(2) + w22(2))
W21(2)7(2) + w(2))(wa (W) T(W) + wan(w))

(W) (2)=(W * T)(W) =

bzw. .
~1(@)) 1 —W*l(z)Jij) +J (-7
1 7w 1
mit
w-l = 5 —Wi2
Wy wi )’
Sei . o o . _
Az Bz\  ([Aw Bw [ BzAw—-AzBw  BzCw—-AzDw+ 1
Cz Dz)"\Cw Dw “\DzAw-CzBw-1  BzCw - CzDw
Also ist
[—W‘l(z)JW‘*(w) + J] _ _( “Wizwn(w) + wnzwin(w)  winzwa — wanzwi(w) + 1 )
wi1zwaa (W) — warzwio(w) — 1 —wiizwa (W) + wazwai(w)
und damit
v [_Wfl(Z)JWﬂ(W) + J] Ve (—W11Z_Wz1(W) +warzwai (W) wizwaa(w) — warzwin(w) — 1)
wiazwar — waazwit(w) + 1 —wiazwaa(w) + warzwin(w)
Damit ergibt sich die gewiinschte Gleichung. a

3.1.13 Bemerkung. Von frither kennen wir den Trick, Sei H(t) := H(t) + iJy(t) mit
W(H;1,2) = € OW(H; 1, 2).

Damit ist die Mobiustransformation von W(H ¢, z) gleich der Mobiustransformation von W(H; 1, 7).
Fiir H e C¥2,H = H* > 0 gilt hy, hy > 0 und hihy > |h3|>. Betrachte

hl h3 _ /’11 Re h3 .
(h—3 hz)_(Re | ImA)

=H’

Nachdem wir aus dem Lemma die Aussage fiir ' € R>?, H' = H'* zeigen kénnen, gilt die Aussage auch fiir H.

o

Beweis von Satz 3.1.6. Wir werden in mehreren Schritten vorgehen.
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1. Wir kénnen uns mit Bemerkung 3.1.13 auf den Fall H € L ([a, b), RZXZ) zuruckziehen.

loc

Sonderfall: Fur H = (h h ) ist hplan = 0 f4., d.h,

1 3
hy  hy
1 0
H‘hl(o 0)

! !
W(H;t,z)=((1) lf) mitl::fhl(s)dszftrH(s)d.

Damit ist Qg = C* +ily. Sei nun w € C* + iy, so gilt

und

2 2
x(w,00) = —— < —.
Vit b
Also folgt
2 2
diam, Qp iy < - = ———
ly yfa tr H(s) ds

2. Damit haben wir diesen Fall abgearbeitet und kénnen uns auf alle andere beschranken. Weil £, nicht 0
ist f.u., so gilt fa ' hy(s) ds > 0. Die Fundamentallsung ist rekursiv definiert durch W(z,z) = 3 w(#)z’ mit

wo(?) = id und wy (¢) = - fat wi(s)H(s)T J ds. So gilt wy(t) = — (fut H(s) ds)T. Weiters ist

d f
EWZI(I, Z)'z:o = —ja‘ hao(s) ds < 0.

Also ist wy; nicht identisch 0. Die Funktion 2 ist eine meromorphe Funktion mit Pol an 0 und damit nicht

w21

konstant. Weiters ist wgl = wsy, wgz = wy weil die Dinge reell sind und det W = 1.
Mit Lemma 3.1.12 und 7 = 0 € N, wissen wir, dass

K (o= PO (0 T WRIWW) - J (0
{sz]w’Z T oz-w 1 z-w 1

w21

und damit ist dieser Kern positiv semidefinit. Weil auch alle anderen Voraussetzungen von Lemma 3.1.11
erfullt sind, ist

W2

y— K
[WZI

steigend in y, und damit K(iy, iy) > K(0,0). Weiters ist

_ wawa(w) = wa (2w (w)

K[wzz](w’ 2= —w
w21
und damit ) l
1
K[sz}(O, 7) = ZWZI(Z)’ K[sz](O, 0) = _EWZI(Z) o fa hy > 0.
w21 Wal
Damit ist der Weyl-Kreis Qg ;, eine echte Kreisscheibe mit Radius
det W(t, iy) 3 1 B | < 1
2Im (sz(iY)WZI(iy)) |W22(iy)W21(iy) - W21(iy)W22(iy)| ZyK[sz}(iy’ iy) - 2)7 faf hz(s) ds.
wai
Wegen 2[¢ - {| > x(¢,¢) folgt
4 2

diam, Qp;, <

2yfat hy(s) ds - yfathz(s) ds
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hy —h3

by by ) Dann

3. Fiir einen Hamiltonian H betrachte den Transformierten Hamiltonian H := —JHJ = (
ist
W(H;1,2) = —JW(H;1,2),
daher folgt Qp,,, = (=J) * Qg ;. Die M6biustransformation 7 + (—J) * 7 ist eine Rotation der Sphire
und daher bzgl. der chordalen Metrik isometrisch. Es folgt

diamy, Qg ,;, = diam, Qp ;.

4. Ist hy(s) = O fiir s € (a, f) .., so konnen wir (1) auf A anwenden und erhalten so

2
yfattrH(s) ds

diam Qp 4y <

5. Sind h; und Ay nicht 0 f.4. auf (a, t), so konnen wir (2) auf H anwenden und erhalten so
2

diam Qpjy < ————, i=1,2.
Ty [ s ds

Damit gilt weiters

!
_ i ! tr H(s) ds
(diamX QH,I-},) ! > Xmax f hi(s) ds,f hy(s)dsy > Xfa—.
” 2 ; a 2 2
Also folgt
4
diam QH,t,iv L—F.
) yfa tr H(s) ds
u
3.1.14 Bemerkung. Mit der etwas besseren Abschétzung 7¢ — ¢ > x(&, {) bekommen wir
diam Qp ;, < +
yfa tr H(s) ds
¢

3.1.15 Bemerkung. Hat man H € L[Ia by SO existiert der Limes

lim W(H;1,.) = W(H: b, ) € Hol(C, CP2)
—
lokal gleichméafBig auf ganz C, vgl. Satz 1.2.1(ii).

Falls H > 0, L}DC ([a, b), CZXZ) und b ist jedoch kein L!-Randpunkt. So existiert der Grenzwert lim,_,, W(H; , )
nicht. o

Beweis der Bemerkung. Es gilt
IH®I < 2|tr H®)| < 4[|H]|| .

Damit ist Integrierbarkeit von H #quivalent zur Integrierbarkeit von tr H. Also ist b ein L!'-Randpunkt, wenn

Lbhl <oo,fabh2 <oo.Nungi1t

! d ! d
f hy = —wp(H; 1, 2)| =0, f hy = —wy1(H;1,2)|:=0.
a dz a dz

Existiert der Grenzwert lokal gleichmaflig auf C, so miissen auch beide Integrale endlich sein. Qa

Der obige Satz 3.1.6 zeigt nun, dass man einen Ersatz fiir den Limes hat. Man betrachtet ndmlich Anstelle
der kompletten Matrixfunktion W(H, ¢, .), skalare Funktionen W(H; ¢, iy) * T mit 7 € C*.
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3.1.16 Satz. Es gibt eine Funktion

‘I’:H+:={H€L1

loc

([a. b),C¥?) b nicht L' — Randpunkt, H > 0 fii} — No

mit der Eigenschaft
Ye > OVK C CtkompaktdR > 0 :

!
sup {X (WH;t,2)+7,(P(H)(2)|z€ K,7€ C*,H e H", 1 € [a, b) mit f trH > R} <eg

3.1.17 Korollar. Sei H € H*, dann folgt fiir jedes T € C*,z € C existiert der Grenzwert

}ing W(H;t,2) * 7 =: qu(z) € No

unabhdngig von 7.
Beweis von Satz 3.1.16. Wir gehen wieder in mehreren Schritten vor.

1. Seiy > O und sei H € H*. Die Familie {QH,,,,-VV it € a, b)} ist absteigend, komapkt und der Durchmesser
geht gegen 0. Also

() Qusir = lau@)

tela,b)

ist ein-elementig. Damit haben wir eine Funktion definiert, gy : iR* — C+.

Nach der in Satz 3.1.6 gezeigten Abschitzung, haben wir sogar eine gewisse Gleichméfligkeit in H. Es gilt
namlich fur alle R > 0 und yy > 0

13
— 4
sup {)((W(H; t,iy) * 7, qu(iy)) |H € H, t € [a, b) mit f trH>R 1teCty> yo} < —
a Yo

2. Betrachte Nj. So definieren wir uns eine neue Metrik

d(f,8) = sup {x(f(2), gz € il 1,21},  f,g € No.

Falls f,, — f lokal gleichméafig konvergiert, dann konvergiert f; auch in d gegen f. Wegen der Kompakt-
heit von i[1, 2] gilt auch die Umkehrung (Satz von Vitali).

3. Sei H € H* fest und t, — b. Dann ist W(H;1,,.)*0 € Ny, wegen der langen Kern-Beziehung (Lem-
ma 3.1.12). Weil Ny kompakt ist, finden wir eine Teilfolge #,,, sodass

klggo W(H; ty,,.) *0 =¥y € No,
lokal gleichméafig existiert. Wegen Lemma 3.1.4 gilt
Pr(iy) = lim W(H; 1, iy) * 0 = qp ().
Damit konvergiert die gesamte Folge, sprich
%i_r}rb1W(H; t,.)*0 € No.

4. Sei K C C* kompakt. Sei
dg(f,8) :=sup {x(f(2), g(2)lz € KU i[1,2]}.

Damit ist

id - (No, d) = (No. di)
gleichmafig stetig, d.h.,

Ve>036>0Vf,g € Np:d(f,g) <6 = dx(f.g) <e. (3.1.1)
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5. Seie > 0, K C C kompakt. Wihle § > 0 aus (3.1.1) und setze R := %. Wir haben das Intervall [1, 2] gew4hlt,
damit yo = 1 gilt. Sei z, 7, H, t wie oben. So gilt mit Punkt 1

Yy € [1,2] : x(W(H; t,iy) = T, Yy(iy)) < % =9.
Jetzt bekommen wir aus der Wahl von &
xW(H;t,2) *1,¥Yu(2) < &.
u
3.1.18 Definition. Fir H € H* heif3t die Funktion ¥y der Weigl-Koeffizient von H. o

3.1.19 Bemerkung. Unsere Abschitzung war

4

diam, Qp;jy < ———.
yfat trH

Man kann zeigen, dass
4

yﬂ tr W(H; s, x) « H(s)W(H; s, x) ds.

diam, Qp; viy <

Mit Hilfe von Operatortheorie kann man zeigen, fiir jedes feste H geht fa "tr W(H; s, x)« H(s)W(H; s, x) ds gegen
0. So bekommt man aber keine GleichméBigkeit in H. o

3.1.20 Bemerkung. Sei H € L} ([a, b), szz) ,H > 0.Dann ist fiir alle T € N

loc

im W(H: 1, 2) = 7(z) € No.
—

Ist b nicht L'-Randpunkt, dann hingt dieser Limes nicht von 7 ab. Falls b jedoch L!'-Randpunkt ist, so hingt
dieser Limes injektiv von 7 ab, sprich

(lin; W(H;t,z)*11(2) = linl} W(H;t,z) * Tz(z)) = T =Ts.
— -

Dies gilt wegen
im W(H: 1,2) » 7(2) = W(H; 2) = 7.
11—

3.2 Der Weyl Koeffizient als Funktion des Hamiltonians
Wir untersuchen nun die im vorherigen Abschnitt definierte Funktion
7l
Y L[aj-b) i N().
1,+

Unser Ziel ist wieder eine Stetigkeitseigenschaft zu zeigen. Dazu missen wir zuerst L, topologisieren. Da
L[la » aus lokal integrierbaren Funktionen besteht, liegt es nahe eine Limestopologie zu verwenden. Namlich,
betrachte das Diagramm

P;, 1
L[ll,f I

L]

[a.r']

wobei t,#' € (a,b)und p! : L} , — Ll  definiert ist falls < # und zwar als Einschrankung p! H := H|.. Der

la,t'] la,f]
Limes dieser Diagramme ist gerade der L[la ») mit den entsprechenen Einschriankungsabbildungen p;H := H|(,)

3.2.1 Bemerkung. Betrachte die injektiven Abbildung

A: { Llloc ([a, b)’ CZXZ) - l—lte(a,b) LIIOC ([a’ t]’ CZXZ)
H - (H |[a,t])ze(u,b)
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So ist

Vi<t :plps =piy.

/l(Llluc ([a, b), CZXZ)) = (P)ieap) € 1_[ L[la,,]
re(a,b)
Wir versehen nun jeden L! ([a, t],CZXZ) mit der w-Topologie und das Produkt mit der Produkt-Topologie.

loc
Weil wir via A den L!

e ([a, b), CZXZ) also Teilraum des Produktraumes auffassen konnen, betrachten wir den

L}OC ([a, b), CZXZ) mit der Spurtopologie der Produkttopologie (bzgl. 1), sodass also A ein Homdomorphismus

aufs Bild wird. Die Abbildungen p' sind beziiglich der ||.||;-Normen kontraktiv und damit stetig und insbeson-

dere auch w-w-stetig. Daher ist /l(LZ](w ([a, b), szz)) ein abgeschlossener Teilraum von [, Llloc ([a, 11, szz).

Man kann auch auf beiden Seiten auf L*-Einheitskugel einschrinken. So sind wir metrisierbar und weil es
eine abgeschlossene Teilmenge ist, ist die Topologisierung kompakt und metrisierbar.

O

3.2.2 Definition. 7 ist die Topologie auf Ll' e ([a, b), szz) als Spur der []-Top der w-Topoplogie beziiglich A.
0

Konvergenz beziiglich der Topologie 7 heift
Vi€ (a,D) : Hylwn = Hlay

schwach.

3.2.3 Bemerkung. Sei H = (H o )¢’ mit ¢ : [a, b) — [a, b) bijektiv und ¢, ¢~ absolut stetig.
Wenn y eine Losung des kanonischen Systems mit H ist, so ist y o ¢ Losung des kanonischen Systems mit A.
Damit ist, falls a Ll-Randpunkt,

W(H;1,2) = W(H; ¢(1),z), Yz € C,t € [a.,b).

Und a ist L'-Randpunkt genau dann, wenn & ein L'-Randpunkt. deto fiir b.
Falls a ein Ll-Randpunkt ist aber b keiner, so ist

q7(2) = qu(z), z€ C".

Aufgrund der GleichméaBigkeit der Abschitzung in Satz 3.1.16 in H erhalten wir folgende Aussage.

3.2.4 Satz. Die Funktion |
w. [ Ly nL2(ab)t) = (Nolu)
’ H - \IJH

ist stetig.

Beweis. 1. Sei (H;)ie; eine Netz mit lime; H; = H und ¢ > 0,K C C* kompakt. Wahle das R > 0 aus
Satz 3.1.16. Wihle weiters ¢y € (a, b) mit fato trH > 2R.
Wi mI:I_ tol*ljll too*HO. )ai foI_~I A Il Wihle i I mi
egenfa trd = fa 0 0 +fa 1 1,1st = fa tr i1 stetig in w — L, . Wahle g € [ mit
[ trH; > R fiir i > .

2. Esist
L'([a,10],C**) N L* ([a, t)]) — Hol(C*)
H - W(I:I, to,.)

w — loc.glm. stetig. Damit ist lim;e; W(H;;t9,2) = W(H; 1y, 7). Insbesondere ist lim;e; W(H;; t0,2) * 0 =
W(H; ty, 7) * 0, weil Multiplizieren und l stetig sind.

Wihle i; > iy mit
XW(H;;10,2) * 0, W(H; 19,2) x0) <&, z€K.

Damit gilt
X(qu,(2), 41 (2)) < x(qn,(2), W(Hi; 1o, 2)*0) +x (W(H;, 1o, 2) %0, W(H: 19, 2) ¥ 0) +x (W(H; 10, 2) 0, g (2)) < 3e.
d
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Auf das Verhalten von gg(z) in z wir hier nicht weiter besprochen.

3.2.5 Bemerkung. ¥ ist nicht injektiv, denn die Relation
H ~ H :© H ist Reparametrisierung.

liegt im ker V.
Ein weiters Jahr wiirde weisen, dass sogar Gleichheit gilt. ¢

3.2.6 Lemma (Lemmachen). Betrachte

D :={H € L}, (Ia,b).R>?)| b nicht L'-Randpunkt, H > 0}
1. Fiir alle H € D existiert ein H € D, sodass H ~ H und tr H(?) € {0, 1} fii..

2. Fiir alle H € D mit H(t) # 0 fii. existiert ein eindeutiges H € D auf

O,fabtrH) mit H ~ Hundtr H@®) = 1

3.2.7 Bemerkung. Wir sind an der tr interessiert, da tr linear ist und damit ist das Repréasentantensystem konvex.
Die Norm ist dies nicht. o

Beweis. Definiere
tr H(t), tmit H(t) #0
v(t) =
1, else.

, () :=fv(s)ds.

Betrachte dann H := (H o go‘l) (@Y. @ ist absolut stetig und bijektiv von [a, b) nach [0, fa b V)
Damit ist
wH() = tr Hp(0) - ¢(t) = e Hg(0) - ¥(1).

Damit ist tr H(¢) = 1 falls H(¢) # 0 und tr H = 0 sonst. Damit ist tr H = Lom@2op-
Sei H ~ H mit gleicher Spur, so gilt
tr H(r) = tr H(g(2)) - ¢(2)’

Wenn trH = 1 fii. und tr A = 1 fiii, so ist ¢’ = 1 f.ii.. Damit ist ¢ f.ii. eine Transation und weil der Bereich
[0, fab tr H) fix gewahlt wurde, muss ¢ = id f.4. und damit H = H f.i. a

3.2.8 Lemma. Die Menge
E :={H € D|trH = 1 fi., H definiert auf [0, )}

ist in T kompakt.

Beweis. Seic € (a,b) und sei E, := {H el

loc ([a, c],CZXZ) ctrH = 1,H > 0, H € R*?alles fu}
1. Behauptung: E. ist schwach kompakt.

Sicherlich gilt E,. C {H eL”® ([a, c], C2X2> [HH®)| <2 fu} und diese Menge ist w-kompakt nach Danfer-
Betis.

Sei H; ein Netz in E, konvergenz gegen H € L, _ ([a, cl, szz), so gilt

AA) = ftrH(s) ds =f (]lA(s) ((1))) H;(s) ((])) ds +f (]lA(S) ((1))) H;(s) ((1)) ds
A la,c] (acl]

Damit ist tr H = 1 f..
ﬁ — 1 1 ’ ﬁ 1 d
)A( ) = \f[;,c] A(S) 0 (S) 0 §

Sei
Nun ist f setig und damit folgt aus fA(H;) € R schon fa(H) € R. Damitist u : A — fA(H) reelles Maf§
und absolut stetig bzgl. 4. Damit ist Z—’; e R fu.

Damit ist £, w-kompakt.
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2. Sei 0 < ¢ < ¢’ < o betrachte

o+ L, (10,¢1,C7%) - L

loc

([0’ C]CZXZ)
ist w-w-stetig. Das Bild von der Abbildung (aus der wir die Top bekommen haben) ist

{(Hc)ce(o,oo)l\v'o <c<c <oopl(Hy) = Hc}

ist abgeschlossen in dem Produkttop. Nun ist [inj](E) = (Bild([inj])) N l_[ E.
abgeschlossen c€(0,00)

—
kompaktin [1 =T ychonov

u
3.2.9 Bemerkung. E ist konvex. o
3.2.10 Bemerkung. t|g ist mertisierbar.
Beweis. Seil 2 J gerichtete Indexmenge. Betrachte die Abbildung
@ [laXi — HjeJXj
x) = (xp)
stetig. a

3.3 rationale Funktionen

Betrachte

L'(a,b) — Hol(C* C¥),mit™ @5~ >0\ [ L'(a.b].R*?) 2 0.bnicht L' =RP — N
H - W(b,2) H = qu()

Wir werden zeigen, dass die zweite Funktion surjektiv ist.

3.3.1 Definition. Sei
GL2,C)xC,, — C,

Mt e Comy T4+ my # 0

% my M maT+myy
) T - :Z# T=o00,my #0
myp My 21

00, sonst.

Es gilt
(M{M3) «7=M; « (M *7).

Dies kann man mittels mithsamen Nachrechnens zeigen, wird aber hier nicht ausgefiihrt.

3.3.2 Definition. Sei C[z]y die Menge aller komplexen Polynome p mit p(0) = 0. Dann sei
A A(p,r) € Clzl X Clz]lr # 0,7 1 p} — [(C[z] X C[z]) \ {(0,0)}] x [C[z]o X C x Clz]o]
so definiert durch die Vorschrift
1. Sei 51 € C[z] das eindeutige, mit deg(p — s17) < degr, so setze p; :=r,r; ;= p—s;r #0.

2. Sei 5, € C[z] jenes eindeutige mit deg(p; — sor) < degr; mit 5,(0) = 0. Setze pp := r; + 51(0)r, und
ry = pi1— 8n.

Fallsr, =0,dann p = r; #0

3. Setze
A(p, 1) := ((p2,12), (51 — 51(0), 51(0), 52)) .
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0

Warum wir den verdnderten Euklidischen Algorithmus verwenden mit s,(0) = O wird sich im Laufe der
Rechnung erweisen und hiangt damit zusammen, dass W(H;0,z) = id und die Identitat hat rechts oben einen

Nuller.

3.3.3 Lemma. Seip,r € R[z],r # 0,r t p. Schreibe A(p,r) = ((ﬁ, 7), (v,cot ¢, —u sin’ ¢)) mit ¢ € (0, 7). Dann gilt

<

e )

Vergleiche mit indivisible Intervalle. Man kann mit einem Schritt zwei intervalle abspalten.

Beweis. Es gilt

e¢,(1 u)e_¢J:(l—ucos¢sin¢ usin’ ¢ )=(1+s2s1(0) —s2s1(0)2)_

0 1 —usin® ¢ 1 +ucosgsing 52 1 = 5251(0)

Damit gilt
1w\ a1 u\ s\ P _ 1+ 551(0)  —s251(0)
(0 1)(6 (0 l)e OO 1 en0)

St

Es kann sein, dass 7 = 0, in diesem Fall ist p # 0 und damit 'E = co. In diesem Fall gilt 0 # r = p; = spr;. Also ist

s, #0
sar1 = $2(p — s11)

Also ist % =L _ . Weiters gilt
2 r

b ) 1))

Falls 7, # 0, so gilt

<t

1+ 0 1
Ttoan® 1 _»p
.

$2 52

= (51— 51(0)) +

- 51(0)r r Sorp + 1 r
2] 1()2+1:82_1+1:21 2 _P1_

522 + (1= 5,5(0)) = sz(& - s1<0)) =4
r r r r r rn rn

Weiters gilt

(1+5251(0)p2—5251(0)*r2 = (145251 (0)(r1 +51(0)r2) = 5251 (0)*r2 = r1+5251(0)r1 +51(0)r2+ 5251 (0)* 12— 5251 (0)*r

=711+ $281(0)r + 51(0)(p1 — s271) = 11 + 51(0)py = p — 517+ 51(0)r.

Also ist )
- - 0
1 + 5251(0) 5251(0) (51— 5,(0)) + p—sir+ 5100)r _Pr

5 1 - s5251(0) D1 r

3.3.4 Bemerkung. Es gilt deg p < deg p und deg7 < degr.
Denn deg 7 = deg r, < degr; < degr. Andererseits gilt

deg p = deg p» < max{degr,,degr,} = degr;.

Falls deg p > degr, so ist degr; < deg p. Sonst ist 51 = 0 und damit p = r; und damit deg r| = deg p.
Damit haben wir gezeigt, dass der Algorithmus zu Ende kommen muss.

3.3.5 Satz. Sei g € R(z) eine rationales Polynom in z. Dann existieren eindeutige n € N,7 € R, p1,...

Rlzlo \ {0}, &1, ..., &y € [0, 1) mit T # cotp, und ¢y # ¢y fiilrk =2,...,n— 1, sodass

< 1
— | | S Pm)\ ~¢.J
q= | e (O 1 )e * T,

¢

»Pn €



3.3. RATIONALE FUNKTIONEN 43

3.3.6 Bemerkung. Die zusétzlichen Anspriiche an ¢; erzwingen die Eindeutigkeit. Waren zwei aufeinanderfol-
gende Polynome gleich, so konnte man zwei Matrizen zusammenfiigen. Falls 7 = cot¢,, so liefert die erste
Mébiustransformation co und man kann den letzten weglassen. Die Anforderungen sind aber auch keine Ein-
schrankung.

Weiters sei angemerkt, dass Produkte immer von links nach rechts aufgebaut werden.

Der Grad einer rationalen Funktion ist Grad des Zahlers - Grad des Nenners. o

3.3.7 Lemma. Seiq € R(z) nicht konstant. Dann gibt es genau ein a € [0, ) mit deg(e® * q) > 0.
Beweis. Seig = g mit ggt(p,r) = 1 und p, r € R[z]. Und max{deg p,deg r} > 0. Dann ist

o) cosa-g—sina cosa-p-sina-r
e xg = — = — .
sina-g+cosa sina-p+cosa-r

Sei deg p > deg r. So gilt
degr—degp >0, a=73
deg(e™ * q) = {degp —degr <0, a=0
0, sonst.

Sei deg p < degr. So gilt
degr—degp >0, a=

aJ

3
deg(e™ *q) =qdegp —degr<0, a=0

0, sonst.

Sei deg p = deg r. So schreibe

n

p(z) = Z az, r@)= Z b7
=0

=0

<0, fl’—j: = cota

deg(e™ +q) ={>0, P =cota
0, sonst.
Also ist das @ eindeutig. a

Beweis von Satz 3.3.5.

1. (a) Falls g konstant ist: So kann man n = 0, ¢ = 7 wihlen.

1 —
q=(0 ‘ lq(o))*q(m.

(b) Falls g ein Polynom ist: So ist

(c) Falls r 4 p: So ist

P _ sl P\ s s [l P2\ s P
PR (0 1)6 “lo 1) "7

wobei p; := v,¢; = 0,pr := u,¢, := ¢ aus Lemma 3.3.3. Weiters gilt deg7# < degr. Diesem Fall
kann man nun iterieren und landet nach endlich vielen Schritten bei einem Polynom.

2. Wir zeigen
- 1
C = | | Fud Pm\ ~¢ut
qeR(z).q—[le (0 1)e }*T.
Dann ist deg(e™?/ % g) > 0.

Dies zeigen wir induktiv. Sei n = 1 so gilt

q= e‘M((l) pll)e_¢‘J *T
Foo
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Damit folgt

e s g = ((1) I;I)e‘ﬁ'] xT7=( " x1)+ p.

Also deg > 0.

Angenommen, es gilt fiir alle m < n. Sei

=t ((1) Pll)e—w . lrl o ((1) le)e—a>m1 . T]

m=1

Also folgt mit der Induktionsvoraussetzung
deg(e ™’ %) > 0.

Wegen ¢; # ¢, folgt mit Lemma 3.3.7 deg(e™%’ * ¥) < 0. Damit gilt

e xg= ((1) Pll)e—w 7= (" 5%+ p

und damit deg > 0.

3. Sei
n 1 p
geR@): g= { el (O ]’") e¢”’J] *T
m=1
eine reduzierte Darstellung.

Falls g konstant ist: So ist deg(e?/ #¢) < 0.Damit muss n = 0 sein, da sonst nach dem 2. Schritt deg(e?/ xq) >
0.

Damit konnen wir g # konst. voraussetzen.

Nach Lemma 3.3.7 gibt es genau ein « € [0, ) mit deg(e® * g) > 0, weil ¢; ebenfalls diese Eigenschaft
hat, ist ¢; = @ eindeutig.

Nun ist wegen

e g = ((1) pll)e‘t‘l #7T= (" «7)+ p

p1 eindeutig durch die linke Seite bestimmt.

-1
e 7))

ist 7 eindeutig bestimmt und die Eindeutigkeit folgt mittels vollstindiger Induktion.

Wegen

a
3.3.8 Definition. Wir definieren
H:= {H : (0, 00) = R¥?|H messbar ,H > 0 fii. ,tr H = 1 fii. },
Fi={HeHA0 =ty <t <...<ty <ty =0, 3p1,...0, € [0,7) : H(t) = £ £} .1 € (tj1,1))]
und
VY:H - Ny, H Yy
0

3.3.9 Satz. YW|g ist eine Bijektion von F auf Ny N R(2)c.
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Beweis. 1. Wir zeigen, dass Wy auf F rational ist.

SeiHe Fmit0 =1 <t; <...<t, <ty =cound @y,...¢d, €[0,7n).Fir H = f¢§;§ ist nach Beispiel 1.4.4

1 ¢
ew(o f]eW’ 1€[0,1]
W(H;t,2) =

1 (-t 1 (t—t,
Hz—lle"’kj(o o lk 1)Z]e‘¢k1e¢"1(0 ( 1)ZJe_‘7’”J, 1 € [ty-1,00)

Nun ist

n—

g(2) = lim (W(H: 1.2) = cotgyen) = | | e/ (1 (O = B2

0 { )e@J % COtdps1 € R(2)eo-

kel
1l

1

. Wir zeigen, ¥(F) 2 Np N R(2)co-

Sei g € Ny N R(2)w. Falls g konstant ist, wahle ¢ € [0, ), sodass cot¢ = g und sei H der Hamiltonian zum
indivisible Intervall mit ¢. Damit folgt

gn(2) = lim W(H;1,7) * cot¢ = q.
—o00

Falls g nicht konstant ist. Betrachte die Faktorisierung aus Satz 3.3.5. Falls alle py linear sind (py = Bi2),
dann sind wir fertig, da wir dann den Hamiltonian erraten kénnen. Namlich mit dem finite rang Hamilto-
nian mit ¢ und ;, = Zﬁzlﬂn.

. Wir zeigen nun, dass alle py linear ist. Wegen deg (e‘¢‘J * q) > O und g € Ny, dh,, g¢(C") € C*. Nun ist

@/ & 1 ist ein Aut von C*.

e xge Ny, weil 7 e
Wir wissen, dass fiir alle 0 € Ny mit Integraldarstellung (a, 81, 1) der Grenzwert lim,_,o ilyQ(iy) = B
existiert. Also folgt deg (e‘“’” * q) <1

p1 ist nach der Faktorisierung aus Satz 3.3.5 der Hauptteil der Laurentreihe von e %/ x ¢ bei co. Damit
folgt p1 = piz.

Weiters ist

n

l_le"w ((l) lik) e vt = (e"’”((l) _fl)e_¢11) xq=e" x (e_¢" *(q —ﬁlz).

k=1
Nun ist e/ % g € Ny und damit e %’ x g — 81z € Np. Also kénnen wir das Argument von vorher induktiv
fortfiihren.

Damit ist W|g surjektiv.

. Wir zeigen nun, dass ¥z injektiv ist. Betrachte zwei finite rang Hamiltonian H, H mit den Daten f, ¢
bzw. fi, di, wobei ¢y # ¢ryy und @y # dy4 1. Dies ist keine Einschrankung. Nun gilt

o [1 (= ti-1)z
0

qu(z) = € 1 )eW * COt Py .

Wegen der Eindeutigkeit der Daten aus Satz 3.3.5, miissen auch schon die Daten #, ¢; und ¢y # i1
iibereinstimmen. Also ist | injektiv.

a

3.3.10 Satz. W(H) = Nj.



46 CHAPTER 3. DIE METHODE DER WEYL’SCHEN KREISE

3.3.11 Definition. Sei w : R — (0, c0) mit inf,eg w(?) > O stetig. Dann ist

Co(R,w) :=1¢ f € CR)| su}g If (D) w(t) <ocop.

= lleow

Nun ist
L ORO S G®
’ f P fo
bijektiv und isometrisch.
Also sind auch ihre Dualrdume isometrisch isomorph, durch

;. CoR)Y — CoR,w)
"l veMR) — w-dv

_ [ dlul
el = | —
R W

Fir yu € Co(R, w)’ gilt

3.3.12 Lemma. Die Menge

d
M= {,u| pos. Borelmaf3 auf R mit fR 1 +,Ut2

< 1} C Co(R, 1+ 22

ist w*-kompakt und die Extremalpunkte ExtM = {(1 + *)6x|x € R}.

Beweis. Nach Riez ist u > 0 genau dann, wenn
erCo(R),fZO:ffd,uZO.
Damit ist M die Einheitskugel in Co(R, 1 + )’ geschnitten mit dem positiven Kegel und damit mittels Banach-

Alaoglu w*-kompakt.
Sei 4 € M. Angenommen |supp ,u| > 2. Damit gibt es Aj N Ay = 0 mit p(A;), u(Az) > 0. Also ist

(A Tapu . - (Ay) Tap .
du=1xd Iadu = D D D D»)),
= Aadpr It = o S aDy) aay PPV DD o S Dy ey FPY D2
+#0 emM #0 eM
mit fi(A) [, <. Es gilt
L du - 1 D)+ a(Ds) 1 e _
fm(ll(D1)+#(D2))l TN N 1+t2dﬂ—,u(D1)+ﬂ(D2) <L

Weiters ist

_ 5 a @
adx = (1 + x7)ox - 2 +(1— 7 +x2)0
konvexkombination. a

Beweis von Satz 3.3.10. Weil ¥ stetig ist, H kompakt ist, folgt W (H) ist abgeschlossen in Ny. Also Y(H) 2 R(2)sN
No.
Fir alle u € M exisitieren u; € M und Isupp ,ui| < oo fur alle z € C*, sodass

1 t 1 t
— - du; — - d
L(I—Z 1+t2) 'uﬁfR(t—z 1+t2) H

Weil das eine normale Familie ist, ist dies nach Vitali lokal gleichméafig. a
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3.3.13 Satz. Sei W € R[(2)>? unddet W = 1, W(0) = id. Dann gibt es eindeutige Datenn € N, p; € R[z]o\{0}, ¢ €
[0, 7 mit ¢ # ¢r+1, Sodass
1
_ o Pk ¢
W= I_l (e (0 1 )e ) .

Umgekehrt ist jedes Produkt der oberen Gestalt ein Matrix-Polynom mit Determinante 1 welches bei O den Wert id
hat.

Wir benutzen im Beweis die folgende Tatsache.

3.3.14 Lemma. Sei W, W € R[z]*? mitdet W = detW = 1 und
0\ _ (0
/(=)

so existiert p € R[z], sodass W=w (117 (1))

Beweis. Weil die zweiten Spalten der Matrizen iibereinstimmen, schreiben wir
_(wn a = (Wi oa
W= (Wzl b)’ W= (Wzl b)'
Falls a = 0, so ist b # 0. Weiters folgt aus der Determinanten-Beziehung wy;b = Ww;;b = 1 und damit
wii = Wi1. Somit liefert das Polynom p(z) = =25+ das Gewiinschte.

Fiir b = 0 kann man das gleiche Spielchen spielen.
Falls a,b # 0 . Dann ist

Wi — Wiy _ wib —wi b _ W“B—W“b _ (detW+W2161)—(dCtW+W2161) _ W1 — W

a ab ab ab b

Damit wahlen wir p := @ € R[z]. Weil a und b keine gemeinsame Nullstellen haben, ist p tatsachlich ein
Polynom, da mégliche Polstellen Nullstellen von sowohl a also auch b sein miissten. a

Beweis von Satz 3.3.13. Wir gehen wieder in mehreren Schritten vor.
1. Die Eindeutigkeit lasst sich sehr leicht aus Satz 3.3.5 herleiten. Sei angenommen, dass in reduzierter Dar-

stellung
1 51 P 3
_ bid Pi\ ~¢id _ G Pk -¢J
W= l—le (0 l)e —k_ll—le (O l)e .

Wihle T € R,, sodass 7 # cot ¢, und 7 # cot $,. Dann sind
L pi) - 5 (1 Dr\ -4
b Od _ diJ o
He(o l)e *T_ne(OIe -
n

beide reduzierte Darstellungen von der Funktion W =7 und nach Satz 3.3.5 ist diese Darstellung eindeutig.

2. Die Existenz einer Darstellung erfordert etwas mehr Aufwand. Sei uns also W € R[z]*? mit detW = 1
und W(0) = I gegeben. Dann ist wy,(0) = 1 und daher wy, # 0. Betrachte die Funktion

q:=W*0=weR(z)
wn

und sei

q= 1—[ e‘/’kj((l) plk)e_(/’kJ*T

ihre reduzierte Darstellung. Es ist

0=g(0)=(W+1)(0)=W(0) *7=1.
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Also haben wir _
WI2 _so= 12

w22 w22

Dadet W = 1, kdnnen wy, und wy, keine gemeinsamen Nullstellen haben, sind also relativ prim. Aus dem
gleichen Grund sind W;, und W;; relativ prim. Aus der Gleichheit der Quotienten folgt also die Existenz
von a € R, sodass

le = awip und 1/7/22 = awyj.

Da wy(0) = wyy(0) = 1, folgt @ = 1 und damit

Ist p = 0, so haben wir eine Darstellung von W der gewiinschten Form gefunden.

Sei also im weiteren p # 0 angenommen. Wegen W(0) = W(0) = I gilt jedenfalls p(0) = 0. Wir sehen,

dass
1 1 0 1 (1 x
_ did P\ ¢ _ did Pi) -¢ed  EJ P\ -zJ
W= 1_[ e (0 1)6‘ (—p 1)— l—l e (0 1)6 e? (0 l)e 27,

k=1,...,n k=1,...,n

Dat=0,ist ¢, # % und die eben erhaltene Darstellung von W ist reduziert.

3. Die Umkehrung ist offensichtlich.



Kapitel 4

Operatortheorie

4.0.1 Motivation. Falls H invertierbar wire, so gilt
(JH) 'Y =zy.
Betrachte den Operator y > (JH)™'y’ und dessen Graphen
(. 9lg = (JH) f'} = ((f, @l Hg = [}.

4.0.2 Definition. Sei H ein Hamiltonian aus L' ((a, b), R*?), H > 0 f.ii., so definiere

loc
Twax(H) :={(f,8) € LZ(H) X LZ(H) | AReprasentant fvon f, astetig mit JHg = f'}.
¢

Im Folgenden sei immer vorausgesetzt, dass das Intervall (a, b) nicht indivisible, d.h., H ist nicht auf ganz
(a, b) von der Form h(t)§¢§£ mit ¢ € [0, 7).
4.0.3 Bemerkung. Mit dieser Voraussetzung gilt die folgende Aussage
Sei ¢ € C2und He = 0 f.ii.,, dann ist ¢ = 0.
o

Beweis von Bemerkung 4.0.3. Angenommen Hc = 0 f.i. fiir ¢ # 0. Damit ist ¢ EV zum EW 0. Wire der zweite
EW von H auch 0, so hitte H die Gestalt eines indivisible Intervalls. Also hat H die Gestalt

e 0
H(r) = U(7) 1( 0 0) U(r)

mit 0 < @, (¢). Damit ist der EV e, (¢) von a,(¢) in {c}*, d.h.,

e.(t) i0(1)
lle, ()] %
—_————

konst.

er() = lle (Dl

Es folgt H(7) ist die skalierte Projektion auf {c}*. Damit wire H von der Form h(t)§¢§;. a

4.0.4 Lemma. Wenn (f,g) € Tynax(H), dann ist der absolut stetige Repréisentant f von f mit f' = JHg eindeutig,

Beweis. Sei f1, f> absolut stetig mit fl’ = JHg = fz’ Also ist /i — 5 =: ¢ konstant. Weil f;, f, aus der selben
Aquivalenzklasse sind, gilt H( fi = ) = 0 und damit ¢ = 0. a

Der maximale Operator T,,,,(H) ist immer abgeschlossen und 7, (H)* C Tyu.(H) mit der Ko-Dimension
(ohne Beweis)

« 0, falls @ und b keine L'-Randpunkte sind,
« 2, falls a oder (ausschlieflendes oder) b ein Ll—Randpunkt ist,

o 4, fallsaund b Ll-Randpunkte sind.

49
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4.1 T,,, im Limit-circle-case (Lcc)

Betrachte nun den Fall, dass a und b beide L' -Randpunkt sind. In diesem Fall bezieht sich lokal absolut stetig
auf das abgeschlossene Intervall [a, b].

4.1.1 Definition. Sei
{ Thax(H) — C»?
I_‘ .

L (@) .
-8 (f(b))

wobei f der eindeutige Reprisentant von f ist. O
4.1.2 Bemerkung. T,,.(H) ist ein linearer Teilraum von L*(H) x L*(H). Damit ist T linear. ¢

4.1.3 Satz. SeiH € Llloc ([a, b]) ein Hamiltonian im Lcc. Betrachte den Raum L*(H), die maximale Relation T g, (H)
und die Randwertabbildung I'. Dann gilt

(i) Tpax(H) ist abgeschlossen
(ii) T ist surjektiv
(iii) die Greensche-Identitiit:
(& wn — (fiv)u = u@)"Jf(a) —u®) Jf(b), (f,8),u,v) € Tyax(H)

(iv) Tpax(H)* = kerT.
4.1.4 Definition. Definiere T,,;,(H) := kerT". o
Beweis von Satz 4.1.3 (iii): Sei f' = JHg und u’ = JHv, dann gilt

WJf) =Wy Jf+uJf =VH-D|Jf +u"J[JHg] =v'Hf —u"Hg.
Damit folgt mittels partiellem Integrieren
u' () f() —u*(@)J f(a) = (f,V)u — (8 W

Insbesondere
kerI' C Tax(H)™.

a

Beweis von Satz 4.1.3 (ii): Fiir jede Konstant ¢ € C? ist (c,0) € Tu(H). Damit ist (E) e ranT fir alle ¢ € C2. Fur
ceC?ist

(J fx H(t) dt - c, c) € Thax(H).

Mit Bemerkung 4.0.3 und H > 0 ist fir d konstant (fab H)d = 0 genau dann, wenn d = 0. Also ist fab H(t) dt

invertierbar.
Fiir alle d € C? gibt es also ein ¢ € C? mit

b
J(f H(t)dt)czd.

Damit gilt ( ) e ranI. Aus der Linearitit von I' folgt damit die Surjektivitit. a

d

4.1.5 Lemma. Betrachte R : L*(H) — L*(H) mit

(Rg)(x) := f JH(H)g(?) dt.

Dann ist R kompakt.
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Beweis. Bezeichne

_ [(R9)1(x)
(o) = ((Rg»(x))'
So gilt
N b 1\ cs. 1\’
|(Rg)l(x)|= (0) f JHg| = f ]l[a,x] (0) JHg| < ”g”H ]l[u,x] (O) J
a a H

(1 T 1 b
il [ (0) JH(—J)(O)sng||H~ [ s

~— ————
=hy >0

b 1 T
f]lb’,x] (0) JHg

Weil b ein L!-Randpunkt ist, ist fa b hoy dt < co. Damit ist

Fir x > y gilt

cs.
< llgll -

T
I(R)1(x) — (Rg)1 ()] = Ty ((1)) J

= llglly - f hy dt.
y

H

{(Re)lg € L2(H), lIglly < 1

gleichgradig stetig und punktweise beschrankt und besteht aus absolut stetigen Funktionen. Also ist diese Menge
relativ kompakt in C([a, b]) nach Arzela-Asculi. Analog kann man dies fiir die 2. Komponente zeigen. Damit ist

R(BIP©) < [(Renlg € L(H), lglly < 1) x [(Re)alg € LD, gl < 1)

relativ kompakt in C([a, b], C?) und damit ist die Einbettung in L*(H) beschrinkt. Also gehen relativ kompakte
Mengen in relativ kompakte Mengen iiber. Somit ist R kompakt. a

4.1.6 Lemma. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1.3 und Lemma 4.1.5 gilt
Tnar(H) = R ® (C* x {0}).

Beweis. Fiir alle ¢ € C2, (¢, 0) € Tipar(H). Weiters ist fiir alle g € L*(H) (Rg)’ = JHg und damit (Rg, ) € Tnax(H)
Also gilt Tax(H) 2 R™' & (C? % {0}).
Andererseits gilt fur (f, g) € Ty (H)

(f-Rg) =f —(Rg) =JHg—JHg = 0.

Damit gilt
(f,8) = (Rg, 8) — (c,0).
a
Beweis von Satz 4.1.3 (i). Damit ist 7T,,,,(H) also Produkt einer kompakten mit endlich-dimensionalen Menge
abgeschlossen. a

4.1.7 Lemma. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1.3 und Lemma 4.1.5 gilt

b
(R*g)(X)=—f JHg.

Insbesondere gilt (R™')* C T, (H).

Beweis. Analog zur Kompaktheit von R kann man zeigen, dass die Abbildung S : g — — fx " JH g ein kompakter
und daher beschrankter Operator in L*(H) ist. Fiir v € L*(H) folgt mit Fubini

*

b b b :
(Sg,v)—(g,Rv)zf v*H(t)(—f JHg) dt—f (f JHV) H(t)g dt

b b b b
=f f V*H(t)(—J)]l[,,b)(s)H(s)g(s)dsdt—f f Lian(s)v(s)H(s)JH(t)g(t) ds dt = 0.

Damit ist R* = §.
Weites gilt (R*g)’ = JHg. Also ist (R*g, &) € Typax und damit (R™1)* C Tpax(H). a
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Beweis von Satz 4.1.3 (iv). Es fehlt zu zeigen T, C kerI.
Mit R C T0x(H) folgt
Tnax(H)" € (R™)" € Tpuax(H).

Sei (f, g) € Thax(H)", so ist (f, g) € Tax(H) und damit gilt mit der Green’schen Identitat

0=(fivu = (& wn = u®d)Jf(b) —u@)Jfa) =T ((u,v)" (_OJ 8) L((f.8), VY(u.v) € Thax(H).

Weil I surjektiv ist und die Matrix ( 0) invertierbar, folgt I'(f, g) = 0.

0o J

4.2 T,. im Limit-point-case (Lpc)

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall, dass a, aber nicht b, ein L! -Randpunkt ist.
Wir werden in diesem Abschnitt analoge Aussagen zum Lcc zeigen. Der Unterschied besteht darin, dass im
Gegensatz zum Lcc, im Lpc der Grenzwert

f(b) = liminf (0, (£.8) € Tx(H)

nicht notwendigerweise existieren muss. Wir haben als Randwertabbildung also nur mehr

r{ Tmax(H) - Cz
’ (f,e) » fl@

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die Eigenschaften (i)-(iv) aus Satz 4.1.3, teils adaptiert, auch fiir den Lpc
gelten.

4.2.1 Satz. SeiH € L}oc ([a, b)) ein Hamiltonian im Lpc. Betrachte den Raum L*(H), die maximale Relation T y,.(H)
und die Randwertabbildung T'. Es gilt

(i) Tpax(H) ist abgeschlossen
(ii) T ist surjektiv
(iii) die Greensche-Identitiit:

(& wu — (fiv)n = uw@)Jf(@), (f,8),(u,v) € Tnax(H)

(iv) Tpax(H)* = kerT.

Die Esssenz im Beweis ist zu zeigen, dass die Werte u(x)*J f(x) fiir x — b gegen Null streben.
Wir betrachtn die lineare Relation

TO = {(f’ g) € Tmax(H) : suppf c (Cl, b) kompakt} .

4.2.2 Lemma. Sei[a’,b’] C (a,b).

(i) Ist(f,g) € To und supp f C [@’,b'], so gilt
Y
supp Hg C [d/,b']  und f H(x)g(x) dx = 0. (4.2.1)

(ii) Ist g € L*(H) und gilt (4.2.1), so existiert f € L*(H) mit

(f,e) €Ty und suppf Cld,b'].
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Beweis. Fir (f,g) € Ty gilt f’ = JHg, also ist supp Hg C supp f. Weiters ist f(a) = 0 wegen supp f C [a’, ']
und damit

£x) = f £ di = f TH((0) dr.
Fiir x = ¢, mit " < ¢ < b folgt damit

C b’
0=f(c)= f JH(t)g(t) dt = f JH(t)g(t) dt.

’

Ist umgekehrt g € L>(H) mit (4.2.1) gegeben, so setze

f(x) = fx JH(t)g(t) dt, x € [a,b).

4.2.3 Proposition. Es gilt
To € Ty = Thax(H).

Insbesondere ist T,,,,(H) abgeschlossen und T, (H)* = clo Ty C Typar(H).

Beweis. Wir zeigen Tyux(H) C Tj. Dazu sei (f,g) € Tyax(H), (u,v) € Ty und sei [a’,b] C (a,b) mit suppu C
[a,b].
Die Green’sche Identitét fiir H|j, ;) liefert

(& W — (f, Vg = @) Jf(@) —u®') Jf(b') =0,
=0 =0

Alsoist (f,g) € T}.

Umgekehrt sei (f,g) € T;. Seiu : (a,b) — C? eine Losung der Differentialgleichung ' = JHg und sei
[a’,D'] C (a, b). Fiir eine beliebige Funktion ¢ mit (4.2.1) sei ¢ wie in Lemma 4.2.2 (ii) konstruiert mit (¢, ) € Ty
und supp ¢ C [a’, b’]. Dann gilt

W, Dy — @, 82y =0
Mit
g*H — g*H* — (Hg)* — (_Ju/)* — u/*(_J)* — u/*J’ bZW.‘,D(a/) - (,D(b/) — O
folgt somit

’

b’ b
f@THY(x) dx = f 8(x)" H(x)p(x) dx = f u'(X)"J(x) dx

b

b
=f u(x)*H(x)y(x) dx.

"
== f u(x)"J¢'(x) dx + [u(x)"Jo(0)] |

———
=0

Also ist
(f =Wl Ly, im L(H).

Betrachte den Raum L? (H|jy ;7). Dann ist C? C L2 (H|{ ) und
b
(C*)* = {1// € L*(Hlwy) : H(x)y(x) dx = 0}.
Es folgt

a’

4 1
{w € L* (Hljw 1) Hx)W(x) dx = 0} =C?

und wir schlief3en
(f =)Ly = v = konstant,  im L? (H|(z 1) .

Die Funktion 1, »(y + u) ist ein absolut stetiger Repréasentant von 1, 5 und es gilt

[Liws(y +w)] = JHg, xe(d,b)fi,
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also haben wir
(]l[a',b’]fa ]l[a’,b’]g) € Tmax (L2 (H|[a’,b’])) .
Sei nun [a’, b'] so, dass (a’, ") nicht H-indivisible ist und sei [a”, b"] 2 [a’,b’]. Wegen
(Lwonf- L 518) € Tax (L2 (H |[a',b'])) und (Li 1 f> Ljar518) € Tmax (L2 (H |[a",h~]))-
gibt es absolut stetige Repréisentanten f,,, und f,~ ;» mit

fo () =JHg(x), xe€(d,b)fi,bzw. f, ,.(x) = JHg(x), x¢€(a’,b") L.

Da (a’, b") nicht indivisible ist, folgt fu pl(w 1) = fa pr- Schopft man das Intervall (a, b) nun mit solchen Interval-
len [a”, "] aus, so erhilt man einen absolut stetigen Reprisentanten f,, von f im L*(H) mit fa”b = JHg. Wir
sehen, dass (f,.5,8) = (f> &) € Tmax(H) und damit T C Tpex(H).

Die Inklusion Ty € T..(H) geht trivial aus der Definition von T hervor, also gilt

To C Thax(H) = TS
Als Adjungierte einer Relation ist T',,,(H) abgeschlossen. Weiters folgt damit
Tax(H)" = Ty = To € Tax(H).

a

Als nichstes zeigen wir, dass I surjektiv ist.

4.2.4 Lemma. Seiy € C?. Dann existiert (f,g) € Tpu(H) mit f(a) = y und supsupp f < b. Inshesondere ist T
surjektiv.

Beweis. Wiahle b’ € (a,b) so, dass (a,b’) nicht indivisible ist. Wir zeigen, dass dann die Matrix L " H(x) dx
invertierbar ist. Angenommen es gibe ein 0 # ¢ € C mit fa " H(x) dx - ¢ = 0. Dann folgt
"
0= (H(x)c, )2 dx,
—_———

a
>0

also (H(x)c,c)c2 = O fur fast alle x € (a,b”). Nun ist H(x) > 0 und daher ist [e,8] := (H(x)a,[) ein positiv
semidefinites Skalarprodukt in C2. Nach der Cauchy-Schwarz schen-Ungleichung folgt

lle,d]| < [c,cl2[d,d]? =0, deC>.

Also ist H(x)c = 0. Es folgt, dass (a, ") indivisible ist und damit im Widerspruch zur Annahme steht.

Sei nun ¢ € C? jener Vektor mit
”
(f H(x) dx)c =Jy

o(x) = {C’ xeld bl oy f ) JH(Dg() dt,  x € [a, b).

und definiere

0, sonst,

Dann ist f absolut stetig, konstant fiir x € [»’, b) und

"
f)=y+ Jf H(f)cdt =y + J(Jy) = 0.

Also ist supp f C [a, b']. Insbesondere ist f € L?>(H). Klarerweise ist

fl@=vy und (f,g) € Thuu(H).
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4.2.5 Lemma. Seien (f, g), (u,v) € Tyux(H). Dann existiert der Limes lim,_,;, u(x)*J f(x) und es gilt

(8w = (f, V) = u@) Jf(a) = lim u(x)"J f(x).

Beweis. Die Green’sche Identitét fiir den Hamiltonian H|p, ,; gibt
f u(t)*H(ng(1) dr — f v H(O) f() = u(a)"J f(@) — u(b)" T f(b).
a a
Da f, g,u,v € L*(H), gilt

X b X b
!gl;f u(t)*H(t)g(t)dtzf u(t)*H(t)g(t)dtz(g,u)Lz(H),)lCiEIl]f v(t)*H(t)f(t)dtzf vy H®O f(0) dt = (f, V)2

a
Die nichste Aussage ist eine wesentliche Abschétzung der Eigenfunktionen fiir x — b.
4.2.6 Lemma. Seiz € C\ R und (f,zf) € Toax(H), d.h., f € ker(Tpax(H) — 2), mit f = (;‘) Dann gilt
2
x 3
Ifi(x) = iyl < ‘/Elzl(f trH) Ifllg.i=12, a<y<x<b.
y
Beweis. Die Matrix H ist positiv semidefinit. Wir konnen sie also anschreiben als
_ a(x)  B(x)
H(x) = tr H(x) ( B 1 (x)) (4.2.2)
| ——
=:Hop(x)

mit a(x) € [0,1],5°(x) < a(x)(1 — a(x)). Die Matrix Hy ist ebenfalls positiv semidefinit und hat zusitzlich
tr Hy = 1. Bezeichne mit 6(x) den kleineren EW von Hy(x). Damit gilt §(x) € [0, 1] und 1 — §(x) ist der zweite
EW. Somit ist 6(x) < %

Aus (4.2.2) folgt unmittelbar |8(x)| < Va(x)(I — a(x)). Somit gilt

(VeI —a) - |/3|)2 < (Va1 =) - B) (VeI —a) + |Bl) = a(1 - @) - f* = det Hy = §(1 - 6) < 6.
Alsoist 0 < vVa(l —a) - |B] < Vs.

Wir schreiben Hy = H; + H, mit

H1:=(“ y),y:zx/a(l—a/)-sgnﬂ, H21=(2 8),n:=ﬂ—7-

vy l-«a

Somit ist det H; = 0 und JH, ist diagonal. Damit zerféllt das kanonische System von H, in zwei getrennte
Gleichungen.

Wegen o > 0 und det H; = 0 erfiillt H; das Hauptminoranten-Kriterium fiir positiv semidefinite Matrizen.
Also ist H; > 0. Weiters gilt Hy — H, = H; > 0 und damit H, < Hy. Weiters gilt

(2 23 a v\ [ « 28—y
ZHO‘HI‘(zﬁ 2(1—a))_(y l—a)_(Zﬁ—y l—a)'

(2B-7) = 48" — 4By +7* = 4|81 (1BI - (sgnPy) +¥* = 41BI(IBl - Va1 - ) +* <¥* = a(l - a).
N’
<0

Damit ist 2Hy — H; > 0 und somit H; < 2H,. Weiters ist

Hy+Hy=Hy+H; >0 unddamit Hy> —H,.
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Damit folgt insgesamt
+H, < Hy,, 0< H; <2H,.

Betrachte nun die Diff-GL
A f\ h A\l -yA-A-af) . (-nfi
(fz’) — (f) - [’Hl (f) I (f)] B [( ) ( nh )}
— \(-VT=a) . (~f
= z(tr H) (sgnﬁ\/afl + V]l -« 2)(sgnﬁ\/g) + 77( le) .
=0
Damit konnen wir nun abschitzen
X 2 X 2
i) = RGP = f f@di| =P f (~p() VT = a(® ~ 10/ () (tx H(1)) d
y ¥

C.S. im L(tr Hdr) X X 2
< |z|2(f trH)(f ]—gox/l—a—nfl) (trH)dt)
y y

Mit AM < QM bzw. (a + b)* < 2a® + 2b* fiir a, b > 0 folgt

sz,|z|z(fxtrH){fx¢2(1 — o)(tr H) dt+fxn2f12(trH) dr
y y H{l—/ y

e = (senBVafi + (I = a)fs) (sgnfvaf, + Vol - a)f,)
=alfff + (=) Ifls - senpNa VT —a(fifs + F1£) = fi (@fi+vf) + Fr i + (1= ) fo)

. (4.2.3)

Weiters gilt

= (71,7‘2)-(3 1Za) (2) = f*H\f < f*2H,f.

2
Nun gilt > = (I,Bl - \/a/(—a)) < 0.Und weil ¢ der kleinere EW von Hj ist, folgt 61 < Hy, also 6f12 <Oof*f < fTHf.
Mit diesem Wissen folgt

(423) <2 | ( f ) trH) ( f ) Gt H) dt + f ) Sf2(tr H) dt)
y y y

SZélzlz(f trH)(Zf f*Hoftert+f f*Hf(trH)dt):6|z|2||f||§,f tr H dtr.
y y y y

Die Abschiatzung fiir f, erhélt man analog mit |sgn B \/alz <l a
4.2.7 Lemma. Seienz,w € C\ R und (f,zf), (u, wu) € Tyux(H). Dann ist

limb u(x)*Jf(x) = 0.

Beweis. Weil u(x)*J f(x) ein Skalarprodukt auf dem Span von f, u ist, geniigt es zu zeigen, dass
lim A(x)*Jh(x) = 0
x—b

fur & € span{u, f}.
Seih=0f+tumito,7eC.
(1) Wir zeigen

lir;ljbr1f [h(x)*Hl (X)h(x) - fx trH] =0.



4.2. Tyax IM LIMIT-POINT-CASE (LPC) 57

Angenommen, dies gilt nicht. So gibt es € > 0,4’ € (a, b) mit
h(x)"H, (x)h(x)f trH>eg, xe€ld,b).

Daraus folgt

2 b * b * b trH(t)
WAl o = f W OH(Hh() tr H(t) dt > f W (OH (Oh(H) tr H(t) dt > sf  E—
! a a’ a L tI'H(S) ds

Substitution , fa "o H = u, so ist die obere Grenze oo wegen limit Poit cases. somit erhalten wir

<1
=sf —zdu = o0
o u

Wegen tr H - H; < 2Hytr H = 2H ist jedes h € L>(H) in L*(tr HH). Dies steht im Widerspruch zu IIhIIzl,trH = oo,
(2) Sei h = (Z;) und ¢ := sgnBah, + VI — ah, mit |¢|* = h*H h. Wir wissen

limil?f lp(x)? f trH = 0.

und 1
10l < Ifi@)] + V61 (f trH)2 1f 11

X 2
lui(0)] < |fi@)l + V6 |wl (f trH) llull s -
1
Nachdem ( fa “trH ) * = y in beiden vorkommt, bekommen wir mit der Dreiecks-Ungleichung

i)l < (ol Ifi(@)] + I7l |ui(a)l) +X(|0'| VT L2l f Ul + Il V61wl IIMIIH)

x hinreichend groB

< x|lol(if@l+ V6 LIIflly) + Il (1wl + V6wl llully)|
Damit gilt fiir grofle x
B0}l < Cy.
Betrachte B B B
h*Jh = hihy — hohy = 2iIm(h1h)

und fira > 0

- _ 1= —
mZ2 —m (sgnﬁhlhz + ad |h2|2) = senBIm(hi )
a Va
fir o < 1 gilt
o ( Va , = -
Im =Im(sgng |hi|” + hzhl) = —Im(h hy).
V1 —«a -«
Damit erhalten wir
L Im(ehy), a>0 (24210l h > 1
e an =2 v T <[22l Y22 ovacy.
— 7= Im(gh) 2V2lgplll, @<

Damit folgt liminf,_,, [h*Jh| = 0.
(4) Nun gilt (h, ozf + Twu) = o(f, zf) + T(u, wu) € T,,,,(H). Nach Lemma 4.2.5 existiert also der Grenzwert
x — b und damit gilt
)lcl_)mb u(x)*Jf(x) = 0.
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Beweis von Satz 4.2.1. Wir haben schon gezeigt, dass T, abgeschlossen ist und I surjektiv ist.

1. Wir zeigen T, C ker[. Sei (f,g) € T, und sei y € C%, (u,v) € T,y mit u(a) = y und zusitzlich

sup supp u < b.

ax

Damit gilt
0=1(guy—(f,v)y=u@ Jf(a)—limu(x)"Jf(x)
~—————  X—)b
rif@ e

Da vy beliebig war, folgt f(a) = 0. Also ist (f, g) € kerT".

2. Sei(f,g) €T,,.und (u,v) € T)4y. Dann gilt f(a) = 0 und
0=(g.wy—-(fivy =ul@"Jf(a)—limu(x)"Jf(x),
~————  Xx—b
=0

also ist lim,_,; u(x)*J f(x) = 0.
3. Die Neumannsche Formel

Wegen T 0 (H)* C Tipax(H) = Tyax(H)™, ist Type(H)* symmetrisch.

Sei (f, g), (u,Vv) € Tpax. Wihle z € C\R. Dann existieren mit der Neumannschen Formel fur T = T,,,.(H)",
(fo, 80) € Ty Ny € ker(Tyax — 2), bz € ker(T pqy — 7) mit

(f, 8 = (fo,g0) + (hz, zh;) + (hz,Zhz)

und analog
(u,v) = (uo, vo) + (I, 2l;) + (Iz, 2kz).

Weiters gilt
1in; up(x)*J fo(x) = 0 = lim ug(x)*Jh,(x) = lim ug(x)* Jhz(x)
X

und
lim ()" fo(x) = 0 = Tim L(x)" /o) = lim ()" fo(x).

Nach Lemma 4.2.7 gilt
lim Z,(x)*h,(x) = 0

und analog fiir die andern Grenzwerte. Damit gilt insgesamt lim,_,; #*J f = 0 und damit
(& W2y — (Fi V)2 = u(@)*J f(a).

4. Wegen der Green’schen Identitat gilt klarerweise ker I' C T, (H)".

4.3 Neuman’sche Formel

4.3.1 Definition. Sei H Hilbertraum und 7 C H X H eine lineare Relation. Analog zu linearen Abbildungen
definieren wir

T":={(f,.9 e Hx HNw,v) €T : (f,)u — (g, W = 0}

und ranT :={geHAf e H:(f,g) €T}, domT:={feHAgeH:(f, g T}
kerT :={f e H|(f,0) €T}, mulT :={ge H|0,g) T}
Sei
T-z:={(f.g—2/M(f.9) €T}
Es gilt

ran(T —2)* =ker(T* —=2), T* =cloyxnu T.

T heilit symmetrisch, falls T C T*. ¢
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4.3.2 Lemma. Sei H ein HR und T C H X H eine symmetrische abgeschlossene lineare Relation. Dann ist fiir alle
7€ C\ R, ran(T - z) abgeschlossen.

Beweis. Sei (f,g) € T. Aus der Symmetrie folgt

(f’g)ﬂ = (g’f)(H = (f’g)'}(

Damit folgt (f, g)¢; € R. Mit C.S. gilt

g = 2f11- A1l 2 18 = 2, x| 2 Im(g = 2, HH| = Mm(g, oy = Im(zf, x| = [Imz][|fllg
Also gilt
llg = zfIl = Imz| - [I£1I.

Sei h € cloran(T — z) = clo{g — zfI(f,g) € T}. Wahle (f,,g,) € T mit (g, — zf,) — h, dann ist diese Folge
eine CF. Aus der obigen Ungleichung folgt f, ist CF und damit existiert der GW f. Es gilt g, — h + zf. Weil T
abgeschlossen ist, folgt damit (f, % + zf) € T und damit (f,h) € T — z. a

4.3.3 Lemma (Neumann Formel). Sei H ein HR und T C H X H eine symmetrische abgeschlossene lineare
Relation. So gilt
T* =T +{f e H|(f.zf) e T} +{f e HI(f.Z2f) € T*}, VzeC\R.

Beweis. Die Inklusion 2 ist klar.
Fir die andere Richtung betrachte

H =ran(T — 2) @ran(T — 2)*.
~———
ker(T*-7)
Sei (f,g) € T*. So gibt es (fo,80) € T € T" und hz € ker(T™" - 7) mit
g—zf =@ —zfo)+h: @-2) .
———
=-2Imz#0

Weiters ist (hz,0) € T* — Z und damit (hz,zhz) € T*. Somit gilt
(f = fo—hz8— 80 —zhz) = (f,8) — (fo, 80) — (hz,Zhz) € T™.

Weiters ist
g—8 —hz=z(f - fo—hy)

und somit folgt aus (h;,zh,) € T* schon (h;,0) € T* — z und damit &, € ker(T* — z). Also gilt

(f’ g) = (f()’ gO) + (hf’ Zh?) + (hZ’ ZhZ)'
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Kapitel 5

Letzte Worte zum Weyl-Koeflizienten

Wir haben die Gleichung
Y =zJHy

In kanonischer Weise bekommen wir L*(H) und T,,..(H) und T'(H). Weiters lasst sich Ty, := ker ['(H) = Tox
karakterisieren durch 0 Randbedingungen. Falls es nur einen L!'-Randpunkt gibt ist die Dim zwischen tmin und
Tmax 2 und damit gibt es eine ein-parametrische Schar an s.a. Fortsetzungen von T;,.

Sei A ein s.a. Wir interessieren uns fiir das Spektrum o(A(H)) bzw. unitire Equivalenz zu Multiplikations-
operator in einem L?-Raum.

Dann gilt:

5.0.18atz. Es gibt ein positives Maf3 u mit U : L*(H) — L*(H) mit U o Typox(H) = M, o U und U ist eine partielle
Isometrie mitker U = mul T ,,;,(H).

Folgerung ist, das das Spekrum einfach ist, d.h. nicht entartete EW.

Der Weyl hat sich gefagt, wie man dieses u findet.

Das uy welches man aus dem Weyl-K gy bekommt mittles der Reiman Stilt- Umformung.
Andere Pespektive::

Betrachte die DG y’ = zJHy mit den RanB y,(a) = 1) und y_(a) = ((1)) Also sind y. gute KAnditen fiir

o
ker(Tax(H) — z). Aber es gibt genau ein m(z) € C U {co} mit y, — m(z)y- € ker(T,ax(H) — 7). Dieser Koeffizient
ist der Weyl-Koeffizient.
5.0.2 Satz. m(z) = qu(2).
Beweis. Aus dem Operator-argungen das dim 7,5, = dim 7T, +2 ist dim ker(7 0 —z) = 1 also ist m(z) eindeutig.

Zeige:

[(L—qﬂ(z»W(t,z)]T:W(t,z)T( : )=(W“(”Z))—qH<z)(W““’Z)) = x(2) € L*(H).

—qu(2) wi2(t,2) waa(t, 2)
Wir wissen
() = lim wi1(t, 2)
=00 W) (1,2)
=:0(2)

Sei ¢ € (a, b). Dann konvergiert

(Wn(t, Z)) _0.2) (Wzl(l, Z)) . (Wll(l, Z)) e (Wzl(f, Z)) = ()

wia(t, 2) wx(t,2) wia(t, 2) w(t, 2)
——— —————
Y+ V-

lokal gleichméfig. Dann gilt (y+, zys+) € (Tnax(Hla,c)))- Also ist auch

0+ = Oc(@y-,z [y+ - QC(Z)y—]) € (Tmax(H|(a,c)))-
—_—

=x(2)
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Mit der Green’schen Identitét folgt

(@@ X (@D H = (e(@), X (@D = X (@)@ Tx(2)(a) = x(2)(€) Tx(2)(c)

=, —QC(Z))J( ) ~(1,=0:.(NW(c, " IW(e, )" (

1 1 )
—0:(2) —0:(2)

Qc(2)=0Qc(2)

P A I ' «T 1 (1Y B T T 1
=(z-2) f (_QC(Z)) W(t,z) H(t)W(t,z)(_QC(Z)) dt—(_ QC(Z)) [7 = W(e.2"IW(e,2) ](_ QC(Z))

Betrachte
_ [ wiea | _wuled [ waen | _ 0)
X)) (le(C,Z)) wai(c,2) (sz(C,Z)) (*
Damit folgt
Xc(@)(B) Ix(2)(b) = 0
und damit

¢ 1 ’ 1 ¢ c - ¥ < *
fa (_QC(Z)) W(t,z)*TH(I)W(t,Z)(_QC(Z)) dt = f rl@ Hyel) = 20224 f 2@ HyeD).

¢’ € (a,c) betrachte ¢ — b. Dann

f Xc(@) Hy(2) = f x(2)"Hx(2)

und
0c(2) — 0c(2) . qn(z) — qu(z)

-7 -7z
Damit folgt

b Im g5/(2)

* H <
fa Xx(2)"Hx(2) < m

Also sind wir im L*(H).

Man kann zeigen

5.0.3 Proposition. Es gilt

11
— —— dun(?).
f—zt—w ()

qu@) = qu(w) _ f *
Z-w —co

-w

b
f xW) Hy(z) =

Betrachte
{clo{)((z)} - LAup)

1
x@ P =

ist isometrisch.



