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Kapitel 1

Addendum zu Topologie

1.1 Vervollstindigung metrischer Riaume

Ein metrischer Raum heifit bekannterweise vollstéindig, wenn jede Cauchyfol-
ge konvergiert. Wie man an vielen Stellen in der Analysis gesehen hat, ist die
Vollsténdigkeit eine ganz starke und wichtige Figenschaft. Man denke zum Bei-
spiel nur an den Zwischenwertsatz fiir reellwertige Funktionen.

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass man einen beliebigen metrischen
Raum stets in einen vollstdndigen metrischen Raum einbetten kann, so wie zum
Beispiel Q in R eingebettet ist.

Dazu zeigen wir als erstes einen Fortsetzungssatz fiir gleichméflig stetige
Abbildungen mit Werten in einem vollstédndigen metrischen Raum.

1.1.1 Satz. Seien (X,d), (Y, d1) metrische Riume, und sei (Y,dy) vollstindig.
Weiters sei D C X eine dichte Teilmenge von X und f : D — Y eine
gleichmdfig stetige Abbildung, also gelte

Ve>036>0Vz,ye D : dz,y) <d=di(f(z), f(y)) <e.

~» Dann ezistiert genau eine stetige Abbildung F : X — Y mit F|p = f.
Diese ist sogar gleichmdfig stetig.

~ Ist f isometrisch, also di(f(z), f(y)) = d(z,y) fir x,y € D — offensicht-
lich ist dann f gleichmidfig stetig — so ist auch F isometrisch.

~ Sei nun zusdtzlich (X, d) vollstindig, f(D) CY dicht, f injektiv und so,
dass auch f=1: f(D) — X gleichmdfig stetig ist. Dann ist F : X —Y bi-
jektiv, und die nach dem ersten Punkt existierende eindeutige gleichmdjig
stetige Fortsetzung G : Y — X von f~': f(D) — X stimmt mit F~1
tberein.

Beweis.

f fiihrt Cauchy-Folgen in Cauchy-Folgen iber: Dazu sei (zy)nen eine Cauchy-
Folge von Punkten aus D. Zu einem ¢ > 0 wihle man § > 0 derart, dass

Vy,z€ D : d(y,z) <d=di(f(y), f(2)) <e. (1.1.1)

1



2 KAPITEL 1. ADDENDUM ZU TOPOLOGIE

Weiters withle man N € N so, dass d(xy,, z,,) < 0 fir alle n,m > N. Dann folgt
di (f(zn), f(zm)) <€ firalle n,m>N,

und wir sehen, dass (f(zy))nen eine Cauchy-Folge in (Y, d;) ist.

Konstruktion von F: Sei x € X gegeben. Da D dicht in X ist, existiert eine Folge
(n)nen von Punkten aus D mit x,, — x. Als konvergente Folge ist (z,)nen
auch eine Cauchy-Folge. Wegen dem letzten Punkt hat auch (f(x,))nen diese
Eigenschaft. Da (Y, d;) vollstindig ist, existiert der Limes lim,, o, f(z,). Wir
definieren

F(z):= lim f(zy).

n—oo

Zunéchst hingt diese Definition von der gewéhlten Folge (x,)nen ab.

Sei nun (y,)nen eine weitere, gegen x konvergente Folge von Punkten aus
D. Zu einem beliebig kleinen € > 0 sei § > 0 wie in (1.1.1) und wéhle N € N
mit

d(zy,x) < g, d(yn, ) < g fir alle n> N.
Dann ist d(@n,yn) < d(zp,x) + d(yn,x) < ¢ fiir alle n > N. Somit gilt
di(f(zn), f(yn)) <€, n> N, und daher
di( lim f(wn), im f(yn)) <e.

Die Existenz von lim,, .« f(yn) folgt wie die von lim,,_,c f(25). Da € > 0 belie-
big war, erkennen wir lim,, o f(2,) = lim,— 00 f(yn). Also ist F'(x) unabhiingig
von der gewihlten Folge (z,)nen von Punkten aus D definiert.

F ist eine Fortsetzung von f: Zu einem x € D betrachte die konstante Folge
Zn :=x, n € N. Dann gilt trivialerweise x,, — x sowie f(z,) — f(z). Also folgt

F(x) = f(x).

F ist gleichmdfig stetig: Dazu sei € > 0 und wéhle § > 0 derart, dass

Vy,z€D 1 d(y,z) <= di(f(y), f(2)) < § (1.1.2)

Seien nun z,y € X mit d(z,y) < %. Wihle z,,,y, € D mit z,, — z, y, — y und
wéhle N € N mit

A, )< 3, dlynv)< 5, i (Fwn), F)) < 5, di(Floa), Fw)< 5

fiir alle n > N. Aus der Dreiecksungleichung folgt d(z,,y,) < 0 und wegen
(1.1.2) di(f(zn), f(yn)) < §. Wenden wir abermals die Dreiecksungleichung an,
so erhalten wir dy (F(z), F(y)) < e.

Eindeutigkeit: Sind Fy und Fy zwei stetige Fortsetzungen von f, so gilt also
Fi|p = f = F»|p. Da D dicht ist, folgt bereits F} = Fb.

Isometrie: Ist f isometrisch, z,y € X und (x,), (y,) Folgen aus D mit z =
limy, o0 Ty, y = limy, 00 Yn, so folgt wegen der Stetigkeit von F' und weil aus
T = limy, 00 T,y = limy, 00 Y folgt, dass d(xa y) = limy, o0 d(l‘n, yn)7

41 (F (@), F(y)) = dy (F( lim_z,), F( lim o)) = di( L f(z), lim f(yn))

= lim dy(f(n). f(yn) = 1 d(za, ) = d(z,y).
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Bijektivitit: Sei nun (X, d) auch vollstindig, f(D) C Y dicht, f injektiv und
auch f=1: f(D) — X gleichmifig stetig. Nach dem ersten Punkt gibt es eine
eindeutige gleichméBig stetige Fortsetzung G : Y — X von f~1: f(D) — X.
Fir z € D gilt

GoFlx) = G(f(x) = f(f(a) =2 = idx (a).

Also stimmen die beiden stetigen Funktionen GoF : X — X undidx : X — X
auf der dichten Teilmenge D von X iiberein. Somit gilt G o F' = idx. Da auch
f(D) dicht in Y ist, folgt genauso F o G = idy. Daraus schliefen wir sofort die
Bijektivitit von F und auf F~! = G. -

Wir kommen nun zu dem Konzept der Vervollstandigung.

1.1.2 Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ein Paar bestehend aus
einem metrischen Raum (X,d) und einer Abbildung ¢ : X — X heifit eine
Vervollstindigung von (X, d), wenn gilt:

(Vmet1) (X, d) ist ein vollstindiger metrischer Raum.
(Vmet2) ¢ ist isometrisch, also gilt d(u(z),1(y)) = d(z,y), =,y € X.
(Vmet3) (X)) = X, wobei der Abschluss beziiglich d zu verstehen ist.

Zwei Vervollstindigungen ((X1,dy),e1) und ((Xy,ds), 1) von (X,d) heifen
dquivalent, wenn es ein isometrisches ¢ : Xl — Xg gibt mit 1o = ¢ o1y, al-
So mit

X (1.1.3)

VN
7 X2

Bedingung (Vet2) bedingt insbesondere, dass ¢ injektiv ist. Die Bedin-
gung (Vimet3) besagt nur, dass X nicht ,unnétig groB“ ist. Hat man einen
vollstéindigen metrischen Raum (X,d) und eine isometrische Abbildung ¢ :
X — X, so erhilt man eine Vervollstindigung von X indem man X := (X),
d:= J| %« % und die gleiche Abbildung ¢ betrachtet.

Als erstes wollen wir uns iiberlegen, dass, falls iiberhaupt eine Ver-
vollstandigung existiert, diese bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

X

1.1.3 Korollar. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind je zwei Ver-
vollstindigungen von (X, d) isomorph.

Beweis. Seien ((X1,d1),11) und ((Xa,ds), 1) zwei Vervollstindigungen von
(X, d).

Nun sind die Abbildungen 5 0 t7* @ 11(X) (€ X1) — 2(X) (€ X3) und
(g0 ) P =11005" : 19(X) (€ Xa) = 11(X) (C X;) beide isometrisch und
daher insbesondere gleichméfig stetig. .
 Nach Satz 1.1.1 existiert eine eindeutige isometrische Fortsetzung ¢ : X1 —

Xs von 150 Ll_l, die bijektiv ist und deren Inverse gerade die isometrische Fort-
setzung von ¢y 015 * ist.
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Q

Man beachte, dass man eine ,bessere” Eindeutigkeitsaussage als Korollar
1.1.3 nicht erhalten kann, denn ist ((X,d), ) eine Vervollstindigung von (X, d),
und ist (X, d) ein metrischer Raum so, dass es eine isometrische Bijektion f
von (X,d) auf (X,d) gibt, so ist ((X,d), f o) offensichtlich ebenfalls eine Ver-
vollsténdigung von (X, d).

Es ist nun eine wesentliche Aussage, dass es zu jedem metrischen Raum
tatséichlich eine Vervollstandigung gibt.

1.1.4 Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann existiert eine Ver-
vollstindigung ((X,d), ) von (X,d).
Beweis.

Definition von X und v Betrachte die Menge X aller Cauchy-Folgen (z,)nen
von Punkten z,, € X. Auf X definieren wir eine Relation durch

(Zn)nen ~ (Z))nen & nl;rr;o d(zn,2)) =0.

Diese Relation ist klarerweise reflexiv und symmetrisch. Mit Hilfe der Dreiecks-
ungleichung sieht man leicht, dass sie auch transitiv ist. Insgesamt haben wir
also eine Aquivalenzrelation.

Setze X := X/.., und definiere

L X - X,
' x +— (Tn)nen/~, wobei x, =2, n € N.
Also ist die Menge X in X eingebettet, indem man einen Punkt z € X mit der
Folge , konstant gleich z* identifiziert.

Definition von d: Wendet man die Dreiecksungleichung fiir |.| oben und fiir d
zweimal nach unten an, so erhilt man fiir (ay,by), (a2,bs) € X2

‘d(al,bl) — d(a2,52)| S ’d(al,bl) — d(a2,b1)’ + |d(a2,b1) — d(ag,bg)’

S d(a17a2)+d(b17b2). (114)

Seien () nen, (Yn)nen € X, dann folgt aus der Ungleichung (1.1.4), dass die Fol-
ge (d(n, yn))nen eine Cauchy-Folge reeller Zahlen ist. Also existiert der Limes
lim,, o0 d(@n,yn) € R.

Fiir (xn)nEN ~ (Iiﬂb)neN und (yn)neN ~ (yg)néNa also d(xmu’cﬁl),d(yn,y%) -
0, folgt wieder mit (1.1.4)

Hm (d(zy, yn) — d(@),,9,)) = 0.

n—oo
Es ist daher eine Funktion d : X x X — R durch
Cz(<xn)n€N/~a (yn)neN/N) = nh_{go d(mn, yn)a ($n>neN/~, (yn)nEN/~ eX

wohldefiniert.
d ist Metrik: Aus der Definition von d ist klar, dass d(&,9) > 0 und d(&,9) =
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d(y, &) fiir alle 2, € X. Seien 2, € X, und wihle (2, )nen, (Un)nen € X derart,
dass & = (zp)nen/~ und § = (Yn)nen/~. Dann gilt

lim d(z,yn) = d(#9),

n—oo

d(i,g) =0 & nlggo d(l'nayn) =0 < (xn)neN ~ (yn)neN S T=9.

Zum Beweis der Dreiecksungleichung seien &, 9, Z € X gegeben, und wihle ent-
sprechende Reprisentanten (z,)nen € Z, (Yn)nen € ¥, (2n)nen € 2. Dann gilt
d(Xn,yn) < d(Tp, 2n) + d(2n, yn) fir jedes n € N, und daher auch
d(#,9) = lim d(z,,ys) < lim d(z,, 2,) + lim d(z,,y,) = d(&,2) + d(2,9) .
n—oo n—oo n—oo
(X' , cf) ist eine Vervollstindigung von (X, d): Dass ¢ isometrisch ist, folgt unmit-
telbar aus

d(v(x),u(y)) = lim d(z,y) = d(z,y).

n— oo
Nun sei # = (2n)nen/~ € X gegeben. Zu einem beliebigen € > 0 wihle N € N
derart, dass d(zn,%m) < €, n,m > N. Dann folgt fiir jedes feste m > N

d(t(zm), &) = lim d(zm,x,) <E€.

n—oo
Somit gilt in dem metrischen Raum (X, d)

lim o(z,) =2, (1.1.5)

n— oo

woraus auch unmittelbar die Dichtheit von ¢(X) in X folgt.
Es bleibt die Vollstindigkeit von (X,d) zu zeigen. Dazu sei (Z,)nen eine
)

Cauchy-Folge in X. Zu jedem n € N wihle y,, € X mit cf(L(yn)ﬁcn < % Aus
d(Yns ym) = d((yn), 1(ym)) < d(t(yn), &) + d(@n, Em) + d(@ms (ym))
A 1 1
< d(Zp, Tm)+—+ —.
nom

fiir m,n € N folgt sofort, dass mit (&,)nen auch (yn)nen eine Cauchy-Folge ist
- und zwar in X; also liegt § := (yn)nen/~ in X. Mit (1.1.5) erhalten wir

(9, 20) < (3, 0(90)) + d(elyn) ) < Ay 1fyn)) + - 0,
u

und damit (Z,)nen — ¥

Wir wollen auch einen weniger konstruktiven Beweis der Existenz der Ver-
vollstandigung angeben.
Beweis (von Satz 1.1.4). Aus der Analysis ist bekannt, dass der Raum B(X, R)
aller beschrénkten reellwertigen Funktionen ein Banachraum ist, wenn man ihn
mit der Supremumsnorm

[flloe := sup{|f(z)] : € X}
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versieht. Sei a € X festgehalten. Die Abbildung ¢ auf X, die einem z € X die
Funktion y — d(y,z) — d(y, a) zuweist, ist wegen (Dreiecksungleichung)

|d(y,z) —d(y,a)| < d(z,a) firalle yeX
eine Abbildung nach B(X,R) hinein, also ¢ : X — B(X,R). Wegen

d(z1,x9) = |d(x1,21) — d(z1,a) — d(z1, 22) + d(z1, a)|
= [e(z1)(@1) = e(z2)(@1)] < [le(21) = e(22)]loo

= Su}g |d(y,x1) - d(y7a') - d(yva) + d(yv a)| < d(xth)
ye

ist ¢ eine Tsometrie. Nun sei X der Abschluss von ¢(X) in B(X,R) beziiglich der
von ||| erzeugten Metrik doo. Ist nun d die Einschrinkung von do, auf X, so

ist ((X,d), () offenbar eine Vervollstindigung von (X, d).
Q

1.2 Initiale Topologie

Mit dem Konzept Basis und Subbasis kénnen wir auf einer gegebenen Menge
ausgezeichnete Topologien definieren, die gewisse Eigenschaften haben.

1.2.1 Satz. Seien X eine Menge, (Y;,T;), © € I, topologische Riume und f; :
X =Y, i €1, Abbildungen. Dann existiert genau eine Topologie T auf X mit
der Figenschaft

(INy) T st die gribste Topologie auf X derart, dass alle Abbildungen f; :
(X, T) = (Y3, T;),i € I, stetig sind.

Diese Topologie heifit initiale Topologie beziiglich der f;. Fir sie gilt
IN, _ f7UT;) st eine Subbasis von T,
( i€l Je
und
(IN3) Ist (Y,0) ein beliebiger topologischer Raum und f Y — X, so ist f :
(Y,0) — (X, T) genau dann stetig, wenn alle Abbildungen
fiof : (Y?O) — (Y257;)57' EI,
stetig sind.
Beweis. Ist T’ eine beliebige Topologie auf X, so ist f; : (X,7T') — (X;, T7)
genau dann stetig, wenn f;*(7;) € 7. Also sind alle f; genau dann stetig, wenn
UstmeT. (1.2.1)
iel

Die Topologie T mit der linken Seite hier als Subbasis, also T =
T(Uier f71(T5)), ist die grobste Topologie, die (1.2.1) erfiillt. Damit ist
aber auch 7 die grobste Topologie derart, dass alle f; stetig sind. Also gilt
(IN7) sowie auch (IN3).
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Sei f:(Y,0) — (X,T), wobei T die initiale Topologie der f;,i € I, ist. Im
Falle der Stetigkeit von f sind auch alle f;o f : (Y,0) — (Y;, T;) als Zusammen-
setzung stetiger Abbildungen stetig.

Seien umgekehrt alle f; o f stetig, also gelte (f; o f)~!(7;) € O. Dann folgt
F7Yf7H(TR)) € O und damit

T Ysimy) co.

iel

Da J;cr f71(Ti) eine Subbasis von T ist, folgt leicht, dass f stetig ist. Die
initiale Topologie T hat also die Eigenschaft (I N3).
a

1.2.2 Bemerkung. Die initiale Topologie T ist in der Tat die einzige Topologie
T’ mit der Eigenschaft (IN3). Um das einzusehen, sei 7' eine weitere Topologie
auf X mit der Eigenschaft (IN3).

Da die Abbildung idx : (X,7’) — (X, T’) trivialerweise stetig ist, folgt aus
(IN3) angewandt auf 77, dass alle f; oidx : (X,T’) — (Y3, 7;) stetig sind. Aus
(INy) folgt T C T'.

Fiir idx : (X,7) — (X,7’) sind andererseits alle Abbildungen f; oidx =
fi - (X,T) = (Y3, T;) stetig. Mit (IN3) angewandt auf T’ folgt die Stetigkeit
von idy : (X,7T) — (X,7’), und daher 7/ C T. Insgesamt ist 7' = T. /

1.2.3 Lemma. Mit der Notation aus Satz 1.2.1 sei (x;)jcs ein Netz in X.
Dieses konvergiert bzgl. T gegen ein x € X genau dann, wenn (fi(;vj))je] fiir

alle i € I gegen f;(x) konvergiert.

Beweis. Konvergiert (x;);ecs gegen x bzgl. T, so folgt aus der Stetigkeit der f;,
dass (fi(xj))jeJ gegen f;(x) konvergiert.

Gelte umgekehrt, dass ( fi(xj))je ; gegen fi(z) fiir alle ¢ € I konvergiert.
Fiir ein U € {(z) mit oBdA. U # X und O € T mit x € O C U folgt aus der
Tatsache, dass (J;c; f; ' (7:) eine Subbasis von 7T ist (vgl. (IN2) aus Satz 1.2.1),
dass

€ f;1(01) NN f; HOm) €O,

wobel 41,...,0m € I, O1 € Tiy,...,0n € T; . Also folgt f; (z) € Oy, k
1,...,m, und laut Voraussetzung gibt es Indizes ji,...,Jm,€ J so, dass j
Jk = fi.(z;) € O, k=1,...,m. Ist nun jo € J derart, dass jo = ji, k
1,...,m, so folgt fiir j = jo jedenfalls f;, (z;) € O, k=1,...,m, und daher

1y

zj e [0 NN [ (0m) COCU.

Die Konstruktion der initialen Topologie ist assoziativ.

1.2.4 Korollar. Seien X, X;, i € I, Mengen, und seien (X, Tix), i € I,
k € I;, topologische Rdume. Weiters seien Abbildungen f; - X — X;, i € I, und
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gir : Xi — X, i € I, k € I;, gegeben.
gikofi . — — ik (Xikgﬁk)
K2 \
— I (X, Ta)

= == (X, Tjr)
Bezeichne

~ fiir jedes i € I mit T; die initiale Topologie auf X; beziiglich der Familie

gik * Xi = (Xik, Tix), k€ Li,
~ mit Ty die initiale Topologie auf X beziiglich der Familie
fi: X = (X;,Th), iel,
~ mit Ty die initiale Topologie auf X beziiglich der Familie
giofi: X = (Xik, Tix), i€, kel,.

Dann gilt Ty = Ts.

Beweis. Ist T irgendeine Topologie auf X, so ist wegen (IN3) angewandt auf
die (X;,7;) die Tatsache, dass alle Abbildungen f; : X — X;, i € I, stetig sind,
dazu #quivalent, dass alle Abbildungen g¢;; o f; : X — X;;, i € I,j € J;, stetig
sind.
Also stimmt die grobste aller Topologien, die die erste Bedingung erfiillen,
— wegen (IN7) ist das 71 — mit der grobsten aller Topologien, die die zweite
Bedingung erfiillen, — wegen (INy) ist das T3 — iiberein.
d

1.2.5 Beispiel. Sei (Y,T) ein topologischer Raum und X C Y. Weiters sei
t : X — Y die kanonische Einbettung, t((x) = . Die initiale Topologie auf
X Dbeziiglich der Abbildung ¢ heifit die Spurtopologie von T auf X und wird
bezeichnet als T|x. Man spricht von (X,7T|x) als einem Teslraum von (Y, T).
Wegen Satz 1.2.1 ist

ST ={0NX:0eT}CPX)
eine Subbasis fiir 7|x. Nun ist diese Menge schon eine Topologie, also gilt
Tlx={ONnX:0€T}.

Damit erhdlt man auch, dass das System 2| x der in (X, T|x) abgeschlossenen
Mengen gegeben ist durch

Ax ={ANX:AecA}, (1.2.2)
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und dass der Umgebungsfilter i|x(z) eines Elementes x € X beziiglich T|x
genau

Uxx)={UNX:U e l(x)}
ist. Erfillt (Y,7) das Axiom (72), so folgt somit, dass auch (X,7T|x) dieses

Axiom erfiillt.
Weiters folgt aus (1.2.2) fir A C X

A A nx, (1.2.3)
und aus (IN3) folgt, dass fiir f : Z — X (C Y) die Abbildung f : (Z,0) —
(X, T|x) genau dann stetig ist, wenn f : (Z,0) — (Y, T) stetig ist.

Ist (z;);es ein Netz in X und z € X, so erkennt man aus der letzten Be-
hauptung von Satz 1.2.1, dass (z;);es genau dann gegen x bzgl. 7 konvergiert,
wenn (z;)jes bzgl. T|x gegen x konvergiert.

Ist schliellich X C Z C Y, so gilt wegen Korollar 1.2.4

Tlx = (Tlz)lx - (1.2.4)
/

1.2.6 Beispiel. Sei (Y,d) ein metrischer Raum, und sei X C Y versehen mit der
Einschriankung von d|x x x. Klarerweise ist (X, d|xxx) ein metrischer Raum.

Die von d|xxx auf X erzeugte Topologie ist genau die Spurtopologie der
Topologie, die von T (d) auf X induziert wird:

Ist O € T(d) und x € ON X, so gibt es ein € > 0 mit Uc(x) C O. Daraus
folgt, dass die e-Kugel U.(z) N X um z beziiglich d|x xx in O N X enthalten ist.
Also ist jede Menge aus T (d)|x offen beziiglich d|xx x-

Ist umgekehrt P € T (d|xxx), so wihle man fiir jedes © € P ein ¢, > 0
derart, dass die e;-Kugel X NU,, (z) in X in P enthalten ist. Es folgt

P=J)(xXnU,(@)=xn{J U, ().

zeP zEP

Somit ist P der Schnitt einer in Y offenen Menge und X, also P € T(d)|x. /

1.2.7 Definition. Seien (X;,7;), ¢ € I, topologische Rdume, und sei X :=
[I;c; Xi. Die initiale Topologie auf X beziiglich der Familie 7; : X — X; der
kanonischen Projektionen

T ((@r)ker) = @

heiBt die Produkttopologie der T; auf X und wird bezeichnet mit [],.; 7.
Fiir ein O C X gilt

wobei Oy = X, k # 4, und O; = O ist. Wieder mit (/Nz) erhélt man daraus,
dass die Mengen der Gestalt
H Ok )

kel

wobei Oy € Ti, k € I, und fiir alle k € I bis auf endlich viele Oy = X}, gilt, eine

Basis fiir [,.; 7; bilden.
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Ist i € I fest, so gilt klarerweise ([ [;c; Ox) = O;. Also ist das Bild unter
m; einer jeden Menge aus dieser Basis offen in (X;, 7;). Da jede offene Menge in
[I.c; T Vereinigung von Basismengen ist, folgt

1.2.8 Proposition. Die kanonischen Projektionen m; : X — X; bilden offene
Menge in [[,c; Tr auf offene Mengen in T; ab, also sind sie offene Abbildungen.

Weiters sieht man leicht mit Hilfe der oben konstruierten Basis fiir die Pro-
dukttopologie, dass fiir einen Punkt (x;);e; € X die Mengen

HUL"

el

wobei U; € U(z;),7 € I, und U; = X, fiir alle bis auf endlich viele i, eine
Umgebungsbasis beziiglich [],.; 7; bilden.

Aus Lemma 1.2.3 folgt, dass fiir ein Netz (z;);cs und einen Punkt z aus
[Licr Xi, also x5 = (§.4)ier und @ = (&)ser mit §4,& € X,

Es folgt daraus, dass fiir abgeschlossene A; C X;, ¢ € I, das Produkt
[Licr Ai € Il,c; Xi ebenfalls abgeschlossen ist. Alternativ kann man das auch

daraus erkennen, dass
-1
[T4i=m "4
i€l i€l

als Durchschnitt von Urbildern abgeschlossener Mengen unter stetigen Funktio-
nen selber wieder abgeschlossen ist.

1.2.9 Bemerkung. Wendet man diese Konstruktion der Produkttopologie etwa
auf zwei Riume (X1, 71) und (X3, 72) an, indem wir I = {1, 2} setzen, so bilden
insbesondere die Mengen der Bauart O; x O mit offenen O; C X1,05 C X5
eine Basis der Produkttopologie 7; x 73. Auflerdem sind alle Mengen A; x As
fiir abgeschlossene A; C X7, Ay C X5, abgeschlossen. /

1.2.10 Beispiel. Seien (Y1,dy) und (Yz,dz2) zwel metrische Rdume, und sei d :
Yi x Yo — R definiert als d((z1,22), (y1,y2)) = max(di (z1, y1), d2(22, y2))-
Wir wissen schon, dass d eine Metrik auf Y7 x Y5 ist, und dass U, ((3617 332)) =
Ue(x1) X U(2).
Die von dieser Metrik erzeugte Topologie T (d) stimmt mit der Produktto-
pologie von T (dy) und 7 (dz) tiberein. Um das einzusehen sei O C Y7 x Y5. Diese
Menge liegt in 7 (d) genau dann, wenn

V(x1,22) €0 : e >0 Ue((xl,xg)) =Uc(z1) x Uc(z2) CO,
was aber dquivalent zu
V(l’l,l'g) €0 : 301 S T(dl),OQ € T(dg) : (1'1,1'2) c 01 X 02 coO

ist. Da die Mengen der Form O; x O eine Basis von T (dy) x T (dz) darstellen,
bedeutet das genau O € T (dy) x T (da). /
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1.3 Der Satz von Tychonoff

1.3.1 Satz (Tychonofl). Sei (X;,T;), i € I, eine Familie topologischer Riume,
und sei [[,o; Ti die Produkttopologie auf [,c; Xi. Dann ist ([],c; Xi, [Lics Te)
genau dann kompakt, wenn alle Riume (X;,T;), i € I, kompakt sind.

Dieser Satz ist einer der ganz wichtigen Sétze in der Topologie. Er wird an
vielen Stellen in entscheidender Weise eingehen. Wir wollen bemerken, dass die
wesentliche Implikation jene ist, die von der Kompaktheit der einzelnen Rdume
auf die des Produktes schlieft. Die Umkehrung ist ganz elementar.

Es gibt verschiedene Zugénge, um diesen Satz zu beweisen. Wir wihlen hier
jenen tiber den Begriff des Filters, den wir kurz wiederholen wollen:

Ist X eine nichtleere Menge, dann heifit § C P(X) Filter, wenn 0 € § # 0,
wenn Fi,Fh e §= FiNF, € Fund wenn Fr, D F1,F, € §= Fy, € §.

Sei X eine Menge. Betrachte die Menge aller Filter auf X. Dies ist eine
gewisse Teilmenge von P(P(X)). Da die Potenzmenge jeder Menge mit der
mengentheoretischen Inklusion geordnet ist, ist auch die Menge aller Filter auf
X in dieser Weise eine geordnete Menge. Explizit gesagt gilt §1 C §2 genau
dann, wenn jedes Element von §; auch zu §o gehort. In diesem Fall sagt man
auch, dass §o feiner als §p ist oder, dass §1 grober als §o ist.

1.3.2 Definition. Sei X eine Menge. Ein Filter § auf X heifit Ultrafilter, wenn
er ein maximales Element beziiglich der mengentheoretischen Inklusion in der
Menge aller Filter auf X ist.

1.3.3 Lemma. Sei X eine Menge, und § ein Filter auf X. Dann existiert ein
Ultrafilter §1 mit §1 2 §.

Beweis. Wir wollen das Lemma von Zorn anwenden, und zwar auf die Men-
ge aller Filter auf X, die feiner als § sind. Diese Menge ist nichtleer und als
Teilmenge der Menge aller Filter beziiglich der mengentheoretischen Inklusion
geordnet.

Ist (§i)icr, I # 0 eine totalgeordnete Menge von Filtern §; mit §; 2 F,
so enthalt § =, <1 S die leere Menge nicht. Wegen I#0und §; O F gilt
auch § O §, womit insbesondere § # (). Fiir Fy, Fy € § existieren iy, iy € I mit
Fy € §;, und Fy € §;,. Dabei gilt §;, C §;, oder §;, C §;,. Im ersten Fall sind
Fy, F, beide Elemente des Filters §;,, und daher ist auch Fi N Fs € §;, C S Im
zweiten Fall erhdlt man genauso Fi N Fy € §;;, C S Schliefflich sei F; € S, und
F> O Fy gegeben. Ist i € I derart, dass F1 € §;, so gilt auch Fy € §; C 3. Also
stellt sich § als Filter heraus.

Nach dem Lemma von Zorn existiert in der Menge aller Filter auf X, die
feiner als § sind, ein maximales Element. Es verbleibt zu bemerken, dass ein
maximales Element in der Menge aller Filter auf X, die feiner als § sind, auch
maximal in der Menge aller Filter ist.

a

1.3.4 Lemma. Seien X und Y mnichtleere Mengen und f: X — Y eine Abbil-
dung. Ist § ein Filter auf X, so ist

f@) ={BCY:fB)eg}
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ein Filter auf Y, der {f(F) : F € §} enthdlt. Ist § ein Ultrafilter, so auch f(F).

Beweis. Es gilt Y € f(F), da f71(Y) = X € . Wegen f~1(0)) =0 € F
gilt auch ) ¢ f(F). Sind By, Bz € f(J), daher f~1(By), f~*(B2) € F, so folgt
f~YB1NBy) = f~1(B1)Nf~Y(Bz) € § und somit ByNBy € f(F). Ist schlieflich
By 2 By € f(3), so folgt f~1(Bg) 2 f~1(B1) € § und somit f~(Bs) € F, bzw.
By € f(F). Also ist f(F) ein Filter, der wegen f~(f(F)) D F € § fir F € §
alle Bilder f(F') enthilt.

Ist § ein Ultrafilter und ist f(§) C & fiir einen Filter &, so folgt f(F)NG # 0
und infolge F'N f~1(G) # 0 fiir alle F € §,G € &. Damit erkennt man leicht,
dass

{HCX:3IFeF, Ged : FnfHG)CH}
ein Filter ist, der offenbar § und f~!(®) umfasst. Wegen der Maximalitit muss
dieser mit § {ibereinstimmen, und daher f=1(®) C § bzw. & C f(J).

In einem topologischen Raum sind uns gewisse Filter schon begegnet,
nédmlich die Umgebungsfilter

U(z) ;== {U C X : U ist Umgebung von z } .

1.3.5 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum und z € X. Ein Filter §
auf X heift konvergent gegen x, wenn § feiner ist als der Umgebungsfilter $((x)
von x.

In unserem Zusammenhang ist es entscheidend, dass sich Kompaktheit mit
Hilfe des Begriffes der Filterkonvergenz charakterisieren l&sst.

1.3.6 Proposition. Fiir einen topologischer Raum (X, T) sind dquivalent:
(i) (X,T) ist kompakt.
(it) Zu jedem Filter auf X gibt es einen in X konvergenten feineren Filter.
(¢i1) Jeder Ultrafilter auf X konvergiert.

Beweis. Gelte (i), und sei § ein Filter auf X. Wegen der Filtereigenschaft hat
das Mengensystem {F : F € §} die endliche Durchschnittseigenschaft, also
ist der Durchschnitt von endlich vielen Mengen daraus nichtleer. Damit muss
N Fe@F # (), da sonst der Ubergang zu den Komplementen einen Widerspruch
zur Kompaktheit ergéibe. Fiir ein z aus diesem Schnitt folgt U N F # () fiir alle
U € (x) und F € F. Somit ist

6:={GCX:Wellx), FEF: UNFC G}

ein Filter, der sicher D § sowie & D U(z) erfiillt, womit & — z.

Gilt (i7), und ist F ein Ultrafilter auf X, so stimmt jede konvergente Verfei-
nerung von § mit § iiberein; also gilt (7).

Gelte nun (744), und sei V C T eine offene Uberdeckung von X. Giibe es keine
endliche Teiliiberdeckung, so hétte das aus abgeschlossenen Mengen bestehende
Mengensystem M := {O°¢ : O € V} die endliche Durchschnittseigenschaft.
Insbesondere wire damit

& ={GCX: IneN;My,.... M, e M: Myn---NM, CG}
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ein Filter auf X. Ist nun § O &( O M) gemif Lemma 1.3.3 ein Ultrafilter, und
ist = ein gem&f Voraussetzung existierender Grenzwert davon, also § D (z), so
folgt insbesondere U N M # ) fiir alle U € 4U(z) (C §) und alle M € M (C F),
und in Folge der Widerspruch

ve (7= N M:(U 0>C=(2).

MeM MeM oev
u

Nach diesen Vorbereitungen ist der Beweis des Satzes von Tychonoff nicht
mehr schwierig.
Beweis (von Satz 1.3.1). Wir setzen

X::HXZ- und T::H’E,

i€l i€l

und bezeichnen mit 7; : X — X; die Projektion auf die i-te Komponente. Da
T die Produkttopologie ist, ist m; : (X, T) — (X, T;) stets stetig.

Setzt man voraus, dass (X, 7T) kompakt ist, so ist jeder Raum (X;,7;) als
stetiges Bild eines kompakten Raumes ebenfalls kompakt.

Fiir die Umkehrung sei nun vorausgesetzt, dass (X;, 7;) fiir jedes ¢ € I kom-
pakt ist. Sei § ein Ultrafilter auf X. Fiir jedes ¢ € I folgt aus Lemma 1.3.4, dass
m;(F) ein Ultrafilter auf X; ist.

Nach Proposition 1.3.6 konvergiert m; () gegen einen Punkt z; € X;. Setzen
wir 2 := (x;);er (€ X), so wollen wir zeigen, dass § gegen = konvergiert.

Betrachte eine Menge der Gestalt U = [],.; U; wobei U; € i(x;), i € I, und
U; = X; fiir alle bis auf endlich viele ¢ € I. Da m;(F) gegen z; konvergiert, gilt
U; € m;(F) fiir alle ¢ € I, und daher W[l(Ui) € §.Sind 41,...,i, € I jene Indizes
mit U; # X, dann folgt U = N,_, 7; '(U;,) € 3.

Da die Mengen U von dieser Gestalt eine Umgebungsbasis von x beziiglich
der Produkttopologie bilden, folgt {(z) C F.

a

1.4 Finale Topologie

1.4.1 Satz. Sei X eine Menge, seien (Y;,T;),i € I, topologische Rdume und
fi:Y; = X,i € I, Abbildungen. Dann existiert genau eine Topologie T auf X
mit der Eigenschaft:

(FI) T ist die feinste Topologie auf X derart, dass alle Abbildungen f; :
(Y, T:) = (X, T), i € I, stetig sind.

Diese Topologie heifst finale Topologie beziiglich der f;. Sie ist gegeben durch
(FI,) T={0 C X : f71(O) € T; fiir allei € I},

und erfillt:
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(FI3) Ist (Y,0) ein topologischer Raum und f : X =Y, so ist f : (X,T) —
(Y, O) stetig genau dann, wenn alle Abbildungen

fofl(}/u?;)*)(xox ZGI,
stetig sind.

Beweis. Wir betrachten die durch (FI3) definierte Menge 7 C P(X). Es gilt
fF7HOiN...N0,) = 710 N...0 f7HO0n)

und
7 (UJos)=Uson.
jeJ jeJ
Sind also O4,...,0, € T bzw. O; € T,j € J, so folgt, da die 7; Topologien sind,
O:1N...Nn0, €T und UjEJ O; € T. T ist also abgeschlossen und endlichen

Durchschnitten und unter beliebigen Vereinigungen. Wegen f;l((l)) = () und
fi_l (X) =Y; enthilt T auch die Mengen §) und X, wodurch sich 7 als Topologie
erweist.

Definitionsgemif gilt f;*(7) € 7;, womit alle f; : (Y;,T;) — (X, T) stetig
sind. Ist 7’ eine Topologie auf X derart, dass alle f; stetig sind, so folgt fi_1 (0) €
Tifiiralle O € T',also O € T. Also gilt 7' C T, und T erfiillt (FI;). Klarerweise
gibt es hochstens eine Topologie mit der Eigenschaft (FIy).

Sei T die finale Topologie beziiglich der f;, und sei f: X — Y. Ist f stetig,
so ist auch fo f; : (Yi,T:) = (X,T) — (Y,0) als Zusammensetzung stetiger
Abbildungen stetig. Sei umgekehrt f o f; stetig fiir alle 4. Dann gilt

o) =(fof) MOV C T, i€,

und wir erhalten f~1(0) C T, womit f stetig ist.
d

1.4.2 Bemerkung. Die finale Topologie ist die einzige Topologie auf X, die (F'I3)
erfiillt. Um das einzusehen, sei 77 eine weitere Topologie auf X mit der Eigen-
schaft (F'I3).

Da die Abbildung idx : (X, 77) — (X, T’) trivialerweise stetig ist, folgt aus
(FI3) angewandt auf 77, dass alle idx of; : (Y;,T;) — (X, T’) stetig sind. Aus
(FI) folgt T" C T.

Fiir idx : (X,7") — (X, T) sind andererseits alle Abbildungen idx of; =
fi: Vi, T;) = (X, T) stetig. Mit (FI3) angewandt auf 77 folgt die Stetigkeit
von idy : (X, 7") — (X, T), und daher 7 C 7. Insgesamt ist 7' = T. /

1.4.3 Beispiel. Sei (Y, T) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation
auf Y. Weiters sei 7 : Y — Y/ die kanonische Projektion, 7(x) = [z]~. Die
finale Topologie auf Y/. beziiglich 7 heifit Quotiententopologie und wird be-
zeichnet als T/ ~.

Ein A C Y heifit gesdttigt beziiglich ~, wenn z € A die Inklusion [z].. C A
nach sich zieht. Also ist A genau dann geséittigt, wenn aus z € A,y € Y mit
7(z) = 7(y) immer y € A folgt, was offenbar nichts anderes als 771 (7(A4)) = A
bedeutet.
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Somit sind alle Mengen der Bauart 7—*(B) mit B C Y/ gesittigt, und
A w(A) stellt eine bijektive Abbildung von allen gesittigten Teilmengen von
Y auf alle Teilmengen von Y/ dar, wobei B — 7~ !(B) ihre Umkehrung ist.

Eine Menge P C Y/, ist per definitionem genau dann offen in (Y/,7 /),
wenn 7~ 1(P) offen in (Y, T) ist. Insbesondere ist O +— 7(O) eine Bijektion von
allen gesittigten offenen Teilmengen von Y auf 7 /.. Entsprechendes gilt fiir
abgeschlossene Mengen. /

Jede Abbildung f : X — Y induziert auf X die Aquivalenzrelation

r~y e f(z)=fy).

Fiir y € [z]. € X/ folgt f(z) = f(y). Also ist durch g([z]~.) := f(x) eindeutig
eine Funktion g : X/ — f(X) definiert, welche offenbar g(w(x)) = f(x) fiir
alle z € X erfiillt. Insbesondere ist g : X/ — f(X) surjektiv. Weil g([z]~) =
9([y]~) die Beziehung f(z) = f(y) und daher [z]. = [y]~ impliziert, ist g :
X/~ = f(X) sogar bijektiv, und erfilllt f =10 gom, wobei: f(X) =Y die
Einbettungsabbildung bezeichnet.

1.4.4 Proposition. Sei f: (X,T) — (Y, V) eine stetige Abbildung. Mit obiger
Notation ist g : (X/~,T/~) = (f(X),V]px)) stetig. Aufierdem sind folgende
Aussagen dquivalent.

(i) g ist ein Homdomorphismus von (X/~,T /~) auf (f(X),V]fx))-

(ii) Fiir jede beziiglich ~ gesdttigte offene Menge O C X ist f(O) offen in
(f(X): V]rx))-

(ti1) Fir jede beziiglich ~ gesittigte abgeschlossene Menge A C X ist f(A)
abgeschlossen in (f(X),V|fx))-

Beweis. Mit f ist auch f: (X,T) — (f(X),V|sx)) stetig. Somit konnen wir
Y = f(X) und infolge ¢ = idy annehmen.

Die Stetigkeit von g folgt unmittelbar aus Satz 1.4.1, (FI3), da X/. die
finale Topologie T/~ bzgl. 7 trigt und da g o = f stetig ist.

Die Funktion g ist nun genau dann ein Homdomorphismus, wenn zusétzlich
g~ ! stetig ist, also wenn g(P) € V fiir alle P € T /.. Nach Beispiel 1.4.3
durchliuft 7=1(P) aber alle offenen und gesittigten Teilmengen von X. Zudem
gilt

4(P) = gor(r~ (P)) = f(=~'(P)),

woraus man sofort die Aquivalenz von (i) und (i7) erkennt. Die Aquivalenz von
(7) und (4i1) zeigt man entsprechend.

a
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Kapitel 2

Topologische Vektorraume

2.1 Topologische Vektorridume; stetige lineare
Abbildungen

In der Funktionalanalysis beschéftigt man sich unter anderem mit der Theorie
der topologischen Vektorrdume — das sind Vektorrdume, die zusétzlich mit einer
,verniinftigen“ Topologie versehen sind — sowie dem Studium der (oft stetigen
und/oder linearen) Abbildungen zwischen solchen.

Viele Begriffsbildungen und Sétze der Funktionalanalysis lassen sich als Ver-
allgemeinerung von Begriffen und Aussagen der linearen Algebra und Geometrie
auffassen oder sind aus solchen motiviert. Im Gegensatz zum endlichdimensio-
nalen Fall spielt jedoch die Topologie eine wesentlich prominentere Rolle. Das
ist hauptséchlich deshalb der Fall, weil es auf einem endlichdimensionalen Vek-
torraum genau eine ,verniinftige“ Topologie gibt, vgl. Satz 2.2.1. Auf einem
unendlichdimensionalen Vektorraum dagegen gibt es viele verschiedene Topolo-
gien. Diese Tatsache macht die Funktionalanalysis zu einem Zusammenspiel von
linearer Algebra, Geometrie und Topologie. Eine wesentliche Rolle spielt auch
die Mafitheorie, und das nicht nur fiir die theoretischen Aspekte. Sie ist auch
Quelle vielfdltiger Beispiele und Anwendungen.

Als erstes wollen wir klarmachen, was wir unter einer ,,verniinftigen“ Topolo-
gie auf einem Vektorraum verstehen. Das Mindeste, das man sich wohl erwarten
wird, ist, dass die algebraischen Operationen stetig sind.

Um eine grofere Ubersichtlichkeit zu gewéhrleisten, werden wir uns im ge-
samten Skriptum, wenn nicht explizit etwas anderes gesagt wird, immer auf
Vektorrdume iiber dem Korper C der komplexen Zahlen beschranken. Fast alle
Ergebnisse gelten aber genauso fiir Vektorrdume iiber R.

Zudem wollen wir im Folgenden fiir einen Vektorraum X und A, B C X,z €
X mit A+ B immer die Menge

A+B={a+b:ac Abe B}

bezeichnen bzw. mit x + A die Menge {x + a : a € A}, fiir die klarerweise auch
s+ A=A+zr={z}+ A=A+ {z} gilt.

2.1.1 Definition. Sei X ein Vektorraum iiber dem Koérper C der komplexen
Zahlen, und sei T eine Topologie auf X. Wir sagen, (X, T) ist ein topologischer
Vektorraum, wenn gilt:

17
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(TV1) Die Abbildung
L. XxX = X
(z,y) = x4y
ist stetig, wobei X mit der Topologie 7 und X x X mit der Pro-
dukttopologie T x T versehen ist.

(TV2) Die Skalarmultiplikation

JCxX — X
' Nz) — Az

ist stetig, wobei C mit der iiblichen (von der euklidischen Metrik
| —y| induzierten) Topologie £ und C x X mit der Produkttopologie
E x T versehen ist.

Wir wollen weiters immer fordern, dass die Topologie T Hausdorff ist, also das
zweite Trennungsaxiom (72) gilt; vgl. Bemerkung 2.1.10.

2.1.2 Beispiel. Sei (X, ]|.||) ein normierter Raum und bezeichne 7 die von der
Norm induzierte Topologie. Dann ist (X,7) ein topologischer Vektorraum. In
der Tat gilt wegen

[(z1 4+ 22) = (Y1 +y2)|| < llzr =yl + [J2 — y2|]

UX(x1) + UX(23) C Use(wy + x2), womit die Addition stetig ist. Aus

oz = Byl < [la(z —y)| + [[(e = Byl
< lafllz —yll + |a = Blllyll

folgt Ug () - UM (x) C UZjas|juf+o (@) und damit die Stetigkeit der Skalar-

multiplikation. Hier und auch spéter steht Uc(x) bzw. K (z) fiir die offene bzw.
abgeschlossene e-Kugel um x in dem betrefflichen metrischen Raum. Schliellich
bemerke man, dass jeder metrische Raum Hausdorff ist.

Wir wollen anmerken, dass bei weitem nicht alle interessanten topologischen
Vektorriaume normierte Rdume sind. /

2.1.3 Lemma. Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum, und seien a € X sowie
A € C\ {0} gegeben. Dann gilt:

(i) Die Abbildungen

Ta:{X - X M,\:{X - X
r = a+tx T = AT

sind Homdoomorphismen. Man bezeichnet T, auch als Translation.

(i) Die Abbildung

C - X
S“'{)\H)\a

15t stetig.
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Beweis. Wir wollen nur die Aussagen fiir T, beweisen. Die anderen Abbildun-
gen sind analog zu behandeln. T, ldsst sich als Zusammensetzung der stetigen
Abbildungen = (€ X) ~ (a,z) (€ X?) und (a,z) — a + x (€ X) betrachten,
und ist somit selber stetig. Wegen T, o T_, =T_, 0T, = idx gilt T, ' =T_,,

womit diese Abbildung auch stetig ist.
a

2.1.4 Korollar. Sei (X,T) ein topologischer Vektorraum, x € X und \ €
C\ {0}. Ist B(0) der Umgebungsfilter von 0 (bzw. eine Umgebungsbasis von 0),
s0 1st

z+A-B0):={x+AV:V €B(0)}

der Umgebungsfilter von x (bzw. eine Umgebungsbasis von x). Die offenen Um-
gebungen von x sind dabei genau die Mengen der Form x + AU, wobei U eine
offene Nullumgebung ist.

Beweis. Da My und T, Homo6omorphismen sind, bildet T, o M) den Umge-
bungsfilter von 0 (eine Umgebungsbasis von 0) auf den Umgebungsfilter von
T, o M»(0) = = (eine Umgebungsbasis von T, o M»(0) = z) ab. Dabei werden
die offenen Umgebungen genau auf die offenen Umgebungen abgebildet.

a

2.1.5 Definition. Die Teilmenge A eines Vektorraumes X heifit
(i

(i1

absorbierend, wenn es zu jedem z € X ein ¢ > 0 gibt mit tz € A.
symmetrisch, wenn gilt —A = A, wobei —A :={—x: x € A}

(¢i1) kreisformig, wenn fiir alle x € A und A € C, || < 1, auch Az € A gilt.

)
)
)
(iv) konvex, wenn fiir alle z,y € A und ¢ € [0, 1] auch
tr+(1—t)ye A

gilt, also wenn die Menge A mit je zwei Punkten auch deren Verbindungs-
strecke enthélt.

2.1.6 Bemerkung. Kreisférmige Mengen sind offenbar symmetrisch. Nichtleere
kreisformige Mengen enthalten immer die Null. Eine kreisformige Teilmenge von
C hat genau eine der folgenden Bauweisen ( > 0)

0, {0}, UF(0), K5 (0), C.

Damit eine Teilmenge A von X konvex ist, reicht es offenbar, dass tz+(1—t)y €
A fiir alle z,y € A und alle ¢t € (0,1). Konvexe Mengen A mit 0 € A erfiillen
zudem tz =tz + (1 —t)0 € A fiir alle z € A und ¢ € [0, 1]. /

2.1.7 Lemma. In einem topologischen Vektorraum (X,T) gilt:

(i) Der Abschluss einer konvexen (symmetrischen, kreisférmigen) Menge bzw.
eines linearen Unterraumes ist konvex (symmetrisch, kreisformig) bzw.
wieder ein linearer Unterraum.
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(ii) Das Innere einer konvexen bzw. symmetrischen Menge ist konver bzw.
symmetrisch. Das Innere einer kreisformigen Menge ist kreisformig, falls
0 tm Inneren liegt.

Beweis. Um (i) zu sehen, betrachte eine beliebige Menge A und «a, 8 € C.
Wegen der Stetigkeit der Vektorraumoperationen gilt

o0A+ BAC (aA+ BA).

Mit geeigneter Wahl von o und 8 («, 8 € [0, 1] mit @+ 8 = 1 im konvexen Fall;
a = —1, 8 =0 im symmetrischen Fall; a € C,|a| < 1, f = 0 im kreisférmigen
Fall; o, 3 € C beliebig im Fall eines linearen Unterraumes) folgt oA + A C
(aA + BA) C A und damit die entsprechenden Aussagen.

Fiir (i) sei zuerst eine konvexe Menge A und =,y € A°, t € (0, 1), gegeben.
Dann folgt tx+(1—t)y € tx+(1—t)A°. Letztere Menge ist wegen 1 —t # 0 offen
und wegen der Konvexitidt von A in A enthalten, wodurch tz+(1—t)y € A°. Die
Behauptung fiir symmetrische bzw. kreisférmige Mengen wird analog bewiesen,
wobei der 0 ihre Sonderrolle zukommt, weil M) aus Lemma 2.1.3 nur fiir A # 0
ein Homoomorphismus ist.

Q

2.1.8 Lemma. Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum, und sei U eine Um-
gebung der Null. Dann gilt:

(1) U ist absorbierend.
(i) Zu jedem n € N existiert eine symmetrische Nullumgebung V' mit

V+V+...+VCU.
—_— ——

n-mal

(ii7) Es gibt eine kreisformige offene Nullumgebung W mit W C U.

(iv) Ist U zusdtzlich konvex, dann gibt es eine kreisformige, offene und konvexe
Nullumgebung B mit B C U.

Beweis.
ad(i): Ist z € X gegeben, so gilt S;(0) =0-2 =0 € U. Also ist nach Lemma
2.1.3, (ii), Sy(t) =tz € U fiir hinreichend kleine Werte von ¢.

ad (i#i): Wegen 0+ 0 = 0 und der Stetigkeit von + bei (0, 0) existieren Nullum-
gebungen Wy, Wy mit Wi + Wy C U. Mit W; ist auch —W; eine Nullumgebung,
und daher gilt

Voi=WinWan (=Wi) N (=Ws) € 4(0) und — Vo = V5 sowie Vo + Vo CU.

Wendet man diese Uberlegung wiederum auf V5 an, so erhilt man eine symme-
trische Nullumgebung V; mit V, + V4 + V4 4+ V4 C U, und mit V3 := V; wegen
0€ Vzauch Vo + V3 + V3 C Vy+Vy+ Vy+ Vy CU. Verfahrt man induktiv
weiter, so folgt die Behauptung.
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ad (iii): Sei U eine Umgebung der 0.Wegen 0 - 0 = 0 kann man wegen der
Stetigkeit der skalaren Multiplikation § > 0 und V' € (0) offen so wéhlen, dass
aV CU fir alle |a| < 4. Fiir

W .= U aV
|| <&

ist W € 1(0) offen, W C U, und yW C W fiir |y| < 1.

ad(iv): Sei U eine konvexe Nullumgebung. Wihle W wie in (4i7) und setze

A= ﬂ al .

laf=1

Fiir |o| =1 gilt o'W = W, womit W C aU. Es folgt W C A, was A € $4(0)
nach sich zieht. Klarerweise gilt A C U, und als Durchschnitt konvexer Mengen
ist A konvex. Um die Kreisformigkeit von A zu zeigen, sei v € C, |y| < 1 gegeben,
und schreibe v = rf mit 0 < r <1, |f] = 1. Dann gilt

vA = ﬂ rpal = ﬂ ral .

|a]=1 |a]=1

Da die Menge U konvex ist und 0 enthélt, gilt U C U fur r € [0,1], womit
~vA C A. Schliefilich ist B := A° die gesuchte Menge. 0

Wir haben in der Definition eines topologischen Vektorraumes verlangt, dass
die Topologie Hausdorff ist, dass also je zwei verschiedene Punkte durch disjunk-
te offene Mengen getrennt werden kénnen. Insbesondere ist auch jede einelemen-
tige Menge abgeschlossen. Mit Hilfe der Stetigkeit der algebraischen Operatio-
nen erhélt man daraus eine viel stirkere Trennungseigenschaft.

2.1.9 Proposition. Sei X ein topologischer Vektorraum, K,C disjunkte Teil-
mengen von X, K kompakt und C abgeschlossen. Dann existiert eine offene
Umgebung V' der Null derart, dass

(C+V)n(K+V)=0.

Beweis. Ist K = (), so ist fiir jedes V auch K +V = ) und die Behauptung
daher trivial. Sei also K # @), und sei z € K. Wegen z ¢ C und C abgeschlossen
existiert eine symmetrische und offene Nullumgebung V, mit x+V,+V,+V, C
X\ C, woraus

CH+Vo)N(@x+Ve+V,) =0 (2.1.1)

folgt. Da K kompakt ist, gibt es endlich viele x1, ..., x, € K mit
KC(xt1+Vy)U. ... U(zy+Vy,).
Fir V:=V,, N---NV,, gilt wegen (2.1.1)

(C+V)n(K+V)C (C+V)anJ(a:i+Vzi+V)

i=1
n

UC+ve)n(@i+ Ve, +Va,) = 0.
=1

N
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Q

2.1.10 Bemerkung.

(i) Wegen K +V = (J,cx(@+V)und C+V = J,co(z + V) sind diese
Mengen offen und wegen 0 € V' auch Obermengen von K bzw. C. Also
lassen sich in topologischen Vektorrdumen kompakte Mengen von disjunk-
ten abgeschlossenen Mengen durch offene Menge trennen.

(7) Da einpunktige Mengen kompakt sind, lassen sich Punkte und diese Punk-
te nicht enthaltende abgeschlossene Mengen durch offene Menge trennen.
Also gilt in topologischen Vektorrdumen immer das dritte Trennungsaxi-
om (73). Insbesondere ist der topologische Vektorraum, so wie wir ihn in
Definition 2.1.1 definiert haben, regulér, also gelten die Trennungsaxiome
(T2) und (T'3).

(797) Wie schon oben erwihnt, sind in jedem Hausdorff Raum alle einpunkti-
gen Mengen abgeschlossen, weil sich wegen (72) das Komplement jeder
einpunktigen Menge als Vereinigung offener Mengen schreiben lésst.

Fiir topologische Rdume mit der Eigenschaft, dass alle einpunktigen Men-
gen abgeschlossen sind, sagt man, dass sie das Trennungsaxiom (7'1)
erfiillen. Insbesondere folgt aus (72) immer (7'1). Im Allgemeinen gilt
auf topologischen Rdumen aber nicht die Umkehrung.

Erfiillt ein topologischer Raum aber das (73) und das (7'1), so folgt of-
fenbar auch das (T2) und somit die Regularitiit.

(iv) Sei nun X ein Vektorraum versehen mit einer Topologie T, die alle in De-

finition 2.1.1 geforderten Eigenschaften bis auf das (7'2) erfiillt, also einen
im Allgemeinen nicht Hausdorffschen topologischen Vektorraum abgibt.
Man iiberzeugt sich dann leicht davon, dass das bisher iiber topologische
Vektorrdume Bewiesene — insbesondere Proposition 2.1.9 — auch fiir X
richtig ist. Also kann man hier ebenfalls kompakte Mengen von disjunk-
ten abgeschlossenen Mengen durch offene Mengen trennen. Wieder, weil
alle einpunktigen Mengen kompakt sind, erfiillt (X, 7) das Trennungsaxi-
om (T3).
Stellt man an (X,7) die zusitzliche Forderung, dass alle einpunktigen
Mengen abgeschlossen sind, also das Trennungsaxiom (7'1) gilt, so folgt
daraus wie im letzten Punkt bemerkt, dass (X, 7T) schon das (72) erfiillt.
Damit ist (X, 7)) ein topologischer Vektorraum mit genau den Eigenschaf-
ten von Definition 2.1.1. Also ist die Forderung (7'2) in Definition 2.1.1
unnotig stark, und es ergeben sich die gleichen Objekte, wenn man nur
(T'1) fordert.

Man beachte schliefSlich, dass in im Allgemeinen nicht Hausdorffschen to-
pologischen Vektorrdumen wegen Lemma 2.1.3 das (T'1) schon gilt, wenn
mindestens ein Punkt abgeschlossen ist.

/

Kommen wir nun zur Diskussion der strukturerhaltenden Abbildungen zwi-
schen topologischen Vektorrdumen, das sind stetige lineare Abbildungen.
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2.1.11 Proposition. Seien (X, T) und (Y,V) zwei topologische Vektorriume,
und sei R: X — Y eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) R ist stetig.
(i4) R ist stetig in einem Punkt von X.

Beweis. Wir miissen von der Stetigkeit von R in einem Punkt zg € X auf die
Stetigkeit in einem beliebigen Punkt # € X schliefen. Wegen

R(y) = R(y —x +x0) + R(x —x) firalle yeX,

gilt R =TR(z—2¢)RTwo—z, wobei Ty 5,y und Ty, Translationen wie in Lem-
ma 2.1.3, (7), sind. Wegen Ty,_,(z) = xo impliziert somit die Stetigkeit von
R bei gy zusammen mit der Stetigkeit der Translationen bei allen Punkten die
Stetigkeit von R bei x. a

Wendet man Proposition 2.1.11 auf id : (X,72) — (X, 71) bzw. auch auf
id : (X,7T1) — (X, 7T2) mit zwei Topologien 77,72 an, so erhalten wir

2.1.12 Korollar. Sei X ein Vektorraum, und seien T1,To zwei Topologien auf
X, die X zu einem topologischen Vektorraum machen. Bezeichne mit ik (x) bzw.
$o(x) die Umgebungsfilter des Punktes x beziiglich Ty bzw. Ta.

Gibt es einen Punkt xo € X derart, dass (o) C Us(xg) bzw. Uy(zg) =
s (xo), so folgt schon Ty C T bzw. Ty = Ta.

2.1.13 Bemerkung. Seien X,Y normierte Ridume. Dann ist eine lineare Abbil-
dung R : X — Y genau dann stetig, wenn sie beschrankt ist. Wir bezeichnen
die Menge aller beschrinkten linearen Abbildungen von X nach Y mit Ly(X,Y).
Diese ist, versehen mit der Operatornorm ||R| := sup{||Rz||y : ||z||x < 1}, ein
normierter Raum. L, (X,Y) ist sogar ein Banachraum, falls Y ein Banachraum

ist. /

Eine spezielle Rolle spielen lineare Funktionale, das sind lineare Abbildungen
von X in den Skalarkorper. Fiir diese gilt

2.1.14 Proposition. Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum und f: X — C
linear, f # 0. Dann sind dquivalent:

(1) f ist stetig.
(1)
(#i1) ker f ist nicht dicht in X.
(iv)
Beweis. ker f ist eine Hyperebene in X, also ein linearer Unterraum mit Kodi-
mension 1. Wegen ker f D ker f ist also entweder ker f = ker f oder ker f = X.
Damit folgt (i4) < (4i7). Es gilt auch (i) = (i), denn fiir stetiges f ist
ker f = f=1({0}) abgeschlossen.
Fiir (i) = (iv) betrachte fiir ein stetiges f die Menge U := f~(U(0)).

Diese ist offen und enthilt 0, also U € (0), und f(U) C UF(0) ist offenbar
beschrénkt.

ker f ist abgeschlossen.

Es existiert eine Nullumgebung U derart, dass f(U) C C beschrankt ist.
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Fiir (iv) = (i) sei umgekehrt U € 4(0) so, dass f(U) in einer gewissen
Kreisscheibe UF(0) mit 0 < 7 < oo enthalten ist. Fiir € > 0 gilt <U € 1(0)
und f(£U) = £f(U) C UE(0), womit sich f als stetig bei 0 herausstellt. Wegen
Proposition 2.1.11 ist f {iberall stetig.

Wir zeigen schlieBlich (ii7) = (iv). Dazu sei U eine nichtleere offene Menge
mit U Nker f = (. Wegen Korollar 2.1.4 und Lemma 2.1.8 kénnen wir an-
nehmen, dass U = zg + W mit einem Punkt zg € X und einer kreisférmigen
Nullumgebung W. Wegen der Linearitit von f ist auch f(W) kreisférmig.

Die kreisformigen Teilmengen von C sind aber genau die (offenen oder abge-
schlossenen) Kreisscheiben mit Radius 0 < r < oo sowie ganz C. Angenommen
f(W) = C, dann gibt es y € W mit f(y) = —f(x0). Damit hitten wir den
Widerspruch zg + y € (xg + W) Nker f. Also bildet f die Nullumgebung W in
eine gewisse Kugel {z € C: |z| < r} mit r < oo ab.

Q

2.1.15 Bemerkung. Im Allgemeinen ist nicht jedes lineare Funktional auch ste-
tig. Es ist aber jedes lineare Funktional f # 0 auf einem topologischem Vektor-
raum offen, bildet also offene Mengen auf offene Teilmengen von C ab. Um das
einzusehen sei y € X so, dass f(y) # 0.

Ist nun O C X offen und f(z) € f(O) mit z € O, so gibt es wegen der
Stetigkeit der Abbildung A — x+ Ay bei A = 0 ein € > 0 derart, dass x+ Ay € O
fir alle A € {¢ € C: || < €}.

Es folgt f(z) + Af(y) = f(x + Ay) € f(O) fiir alle |A| < e. Also ist die ganze
offene Kreisscheibe mit Radius €|f(y)| > 0 um f(z) in f(O). /

Fiir einen C-Vektorraum X bezeichnen wir mit X* die Menge aller linea-
ren Abbildungen von X in den Skalarkorper C, und sprechen vom algebrai-
schen Dualraum von X. Entsprechend ist der algebraischen Dualraum eines
R-Vektorraums definiert.

2.1.16 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Vektorraum iiber C. Dann
bezeichnen wir mit (X, 7))’ die Menge aller stetigen linearen Abbildungen von X
in den Skalarkérper C, und sprechen vom topologischen Dualraum’ von (X, T).

Ist aus dem Zusammenhang klar, auf welche Topologie 7 wir uns beziehen,
dann schreiben wir auch kiirzer X’ und sprechen einfach vom Dualraum.

Die Untersuchung des Zusammenspiels zwischen dem Raum X und dem
Raum X’ nimmt eine wesentliche Rolle in der Funktionalanalysis ein. Auch wir
werden uns oft damit beschéftigen.

2.1.17 Bemerkung. Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum und X’ sein Dual-
raum.

(i) Da eine Linearkombination zweier stetiger C-wertiger Funktionen wieder
stetig ist, muss X’ jedenfalls ein Unterraum von X* sein. Im Allgemeinen
muss X’ aber nicht mit X* iibereinstimmen. Es gibt Beispiele, bei denen
diese Dualrdume aber doch gleich sind, zB. im Fall dim X < oo, siehe
Korollar 2.2.3.

fIn vielen Lehrbiicher iiber Funktionalanalyis — darunter auch [R1] und [C] aus denen ein
Grofiteil dieser Vorlesung entnommen wurde — wird genau die umgekehrte Bezeichnungsweise
verwendet. Dort ist X’ der algebraische Dualraum und X* der topologische Dualraum. Leider
ist in dieser Beziehung die Notation in der Fachliteratur sehr uneinheitlich.
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Ad hoc kann man auch nicht sagen, um wieviel groer X’ im Vergleich zu
{0} ist. Tatséchlich gibt es auch Beispiele von topologischen Vektorrdumen
mit X’ = {0}. Also gilt im Allgemeinen nur

{0} C X' C X*.

(14) X' trégt von vornherein keine ausgezeichnete Topologie. Wir werden
spater verschiedene Moglichkeiten kennenlernen, X’ zu einem topologi-
schen Vektorraum zu machen.

Ist X ein normierter Raum, so kennen wir bereits eine kanonische
Mboglichkeit auf X’ eine Topologie zu definieren. Denn dann ist ja X' =
Ly(X,C), und daher, versehen mit der Operatornorm, sogar ein Banach-
raum, vgl. Bemerkung 2.1.13.

/

2.2 Endlichdimensionale Topologische Vek-
torrdume

Zunichst bemerke, dass man auf C” die euklidische Norm

n 1
lellz = (3 Jeil?), @ = (@1, w) T € C"

i=1

hat. Mit dieser ist C" ein Banachraum, und die induzierte Topologie (die eu-
klidische Topologie) ist gerade die Produkttopologie der Euklidischen Topologie
auf C.

2.2.1 Satz. Sei X ein topologischer Vektorraum. Fir einen n-dimensionalen
(n € N) linearen Unterraum Y von X gilt:

(i) Jeder Isomorphismus von C™ auf Y ist auch ein Homéomorphismus (von
(C™ |I-ll2) aufY mit der Spurtopologie von X ).

(ii) Y ist abgeschlossen.

Beweis. Sei eq,...,e, die kanonische Basis (1,0,...,0)7,...,(0,...,0,1)7 im
C™. Fiir ein lineares ¢ : C* — X gilt

¢(i5i€z‘) = iﬁﬂb(ei) .

Weiters héngen die Koordinaten ; eines Vektors z = Y"1 | B;e; wegen |3;] <
||z||2 stetig von z ab. Da die algebraischen Operationen in X stetig sind, hingt
auch ¢(z) = Y1, Bid(e;) stetig von z ab. Also ¢ ist stetig.

Sei nun ¢ : C* — Y linear und bijektiv. Als Bild der kompakten Teilmenge
KE(0)\UL"(0) = {z € C" : ||z|| = 1} von C" unter einer stetigen Funktion
ist p(KT"(0)\UL"(0)) kompakt, und da X das (72) erfiillt, auch abgeschlossen
in X. Wegen ker¢ = {0} gilt 0 € X \ ¢(KT"(0) \ UE"(0)). Withle V' € £4(0)
kreisformig und offen mit V' C X \ ¢(KT"(0) \ UL"(0)).
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Die Menge ¢~ 1(V NY) (C C") ist wegen der Linearitit von ¢ auch
kreisformig und erfiillt

oV NY)NKL (0)\UF (0) =¢ " (VNY Ng(KT (0)\ UL (0) =0.

Zusammen mit der Kreisférmigkeit von ¢=1(V NY) folgt daraus ||z|2 < 1 fiir
alle 2 € ¢~1(V NY), womit ¢~1(V NY) C U (0).

Um die Stetigkeit von ¢~! : ¥ — C™ bei 0 zu zeigen, sei ¢ > 0. Fiir die
beziiglich der Spurtopologie in Y offene Nullumgebung ¢(V NY") gilt

pHe(VNY)) =ep  (VNY)CUL(0).

Also ist ¢! stetig an der Stelle 0, und wegen der Linearitit daher iiberall
stetig; vgl. Proposition 2.1.11.

Fiir den Beweis von (i), wiihle eine lineare Bijektion ¢ : C* — Y und wéhle
V wie im Beweis zu (i). Sei p € Y. Weil V absorbierend ist, gibt es zuniichst
ein t > 0 mit tp € V bzw. p € %V.

Da %V offen ist, ist fiir jede Umgebung U von p auch UN %V eine Umgebung
von p, woraus wegen p € Y immer U N %V NY # ( gilt. Also gilt auch p €

Y N (+V). Wegen

1 1 _ 1 _ _cn n
YAGV) = (Y V) =6(567(V AY)) € 6(GUS(0) € 6(KS(0),
liegt p auch im Abschluss der rechten Seite. Als Bild einer kompakten Teilmenge
von C" unter einer stetigen Funktion ist die rechte Seite aber ohnehin kompakt
und damit abgeschlossen. Wir schliefen daher auf

peS(KT(0) Y,

und damit auf Y =Y.
a

2.2.2 Korollar. Auf jedem endlichdimensionalen Vektorraum X — insbeson-
dere auf C™ — gibt es genau eine Topologie, die diesen zu einem topologischen
Vektorraum macht. Damit sind auch alle Normen auf X — insbesondere auf C™
— dquivalent.

Beweis. Sei X ein Vektorraum mit n := dim X < oo und ¢ : C* — X linear und
bijektiv. Man iiberpriift mit Hilfe der Linearitit von ¢ leicht, dass ¢(7(|.||2))
den Raum X zu einem topologischen Vektorraum macht. Diese Topologie wird
von der Norm ||¢~1(.)||2 auf X erzeugt.

Ist andererseits 7 eine Topologie auf X, welche X zu einem topologischen
Vektorraum macht, so ist ¢ geméafl Satz 2.2.1 ein Hom6omorphismus, wenn wir
C™ mit 7(||.]2) und X mit T versehen, womit 7 = (7 (||.||2)). Wird dabei T
von der Norm ||.|| auf X erzeugt, so sind ¢ und ¢! beschriinkt, wenn C" mit ||.||2
und X mit ||.|| versehen wird. Also gibt es ¢, d > 0 derart, dass ||¢(&)|| < ¢-||€]|2
fiir alle £ € C™ und |[¢~1(2)||2 < d - ||z| fiir alle x € X. Setzen wir £ = ¢~ 1(x)
so erhalten wir

—llzl < lle™ (@)ll: < d-lzl, =€ X,
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womit [[¢~1(.)||2 und ||.|| auf X #quivalent sind.

a

2.2.3 Korollar. Sei (X,T) ein topologischer Vektorraum mit dim X < oco.
Dann gilt dim X’ = dim X und X' = X*.

Beweis. Fiir eine lineare Bijektion ¢ : C* — X mit n = dim X — wegen
Satz 2.2.1 ist ¢ gleichzeitig ein HomGéomorphismus — ist f +— f o ¢ eine lineare
Bijektion von X’ auf (C™)'. Da jedes Element von (C™)* eindeutig durch = —
(z,y) fiir ein eindeutiges y € C™ dargestellt werden kann (vgl. auch Proposition
3.2.5), und da = — (z,y) wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung stetig
bzgl. ||.||2 ist, gilt (C™)" = (C™)*. Es folgt dim X’ = dim(C")* = n = dim X.
Wegen dim X* = n gilt auch X* = X', a

Im Beweis von Satz 2.2.1 spielt die Kompaktheit der Einheitssphire {z €
C™ : ||zll2 = 1} im C™ eine wesentliche Rolle. Diese wird durch den Satz von
Heine-Borel gewéhrleistet, der auch zeigt, dass die ganze abgeschlossene Ein-
heitskugel K& := {z € C" : ||z]la < 1} beziiglich der euklidischen Topolo-
gie kompakt ist. Wir wollen nun beweisen, dass die Existenz einer kompakten
Nullumgebung bereits endlichdimensionale topologische Vektorrdume charakte-
risiert.

2.2.4 Proposition. Sei (X,T) ein topologischer Vektorraum. Dann existiert
eine kompakte Umgebung der Null genau dann, wenn dim X < oo.

Beweis. FEine lineare Bijektion ¢ : C™" — X mit n = dim X < oo ist gemé&f Satz
2.2.1 ist ¢ ein Homoomorphismus, wodurch ¢(K icn) eine kompakte Nullumge-
bung abgibt.

Umgekehrt sei angenommen, dass V' € $4(0) kompakt ist. Wihle W € £1(0)
offen und kreisformig mit W C V. Wegen |, (z + %W) D V und wegen der
Kompaktheit von V' gibt es endlich viele Elemente z1,...,z, € V derart, dass

" 1
U@%+§WJQVQWK
k=1

Setzen wir Y := span{xy,...,x,}, so folgt

1 1 1 1 1

= 2k
also W C Myen(Y + 52 W).

Zudem enthélt jede Nullumgebung U € $4(0) eine Menge der Form %W
fir hinreichend grofies ¥ € N. Um das einzusehen, sei U’ € 4(0) offen und
kreisférmig mit U’ C U. Dann ist U’ als Nullumgebung absorbierend, was zu-
sammen mit ihrer Kreisférmigkeit

UﬁU:X;V
keN

bedingt, wobei 2% U’ C 281 /. Wegen der Kompaktheit gilt fiir hinreichend
groBes k € N, dass 28 U’ O V O W und infolge U D U’ D Q%W
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Fiir w € W und beliebiges U € $((0) folgt mit einem k € N so, dass Q%W -
U, WegeanWQYJr%W

(w+U)mYQ(w+2ikW)mY7é®.

Wir erhalten w € Y. Da Y endlichdimensional ist, gilt Y = Y, und es folgt
W CY. Da W absorbierend ist, gilt schliefilich X =Y.
Q

2.3 Einige Beispiele

2.83.1 Beispiel. Als erstes und auch durchaus fundamentales Beispiel wollen wir
die aus der Mafltheorie bekannten LP-Rdume anfithren.

Sei 2 eine Menge versehen mit einer o-Algebra A und p ein positives Maf3
auf Q. Fiir 1 < p < oo bezeichnet LP (1) die Menge aller (Aquivalenzklassen von
p-f.ii. gleichen) messbaren Funktionen f : Q — C, fiir die gilt

1

£l = ([ 1P d)” < oc.

Dann ist ||.||, : LP(u) — [0,00) eine Norm und (LP(u), ||.||,) ein Banachraum.
Fiir eine messbare Funktion f : Q@ — C bezeichne ||f||o das essentielle
Supremum von |f],

I flloc = esssup,cq | f(2)] := inf {a € R+ u( (|f]) 7 (a, 00] ) = 0},

und L>°(p) die Menge aller (Aquivalenzklassen p-f.ii. gleicher) messbarer Funk-
tionen f mit || f|lec < co. Wieder ist ||.||cc eine Norm und (L% (p),|.]leo) €in
Banachraum.

Der Dualraum des Raumes LP(u) kann explizit bestimmt werden, vgl. Vor-
lesung Analysis 3 bzw. Mafitheorie. Sei 1 < p < oo, und sei ¢ € (1,00) mit
% + % = 1. Dann ist die Abbildung ®, die jedem g € L%(u) das lineare Funktio-
nal

B(g)f = /Q fadu, feLP(),

zuordnet, ein isometrischer Isomorphismus von L?(u) auf LP(p)". Im Falle p = 1
gilt das unter der zusétzlichen Annahme, dass p ein o-endliches Ma#f ist.

Der Dualraum von L*°(u) ist von wesentlich komplizierterer Gestalt. Er
kann identifiziert werden mit gewissen endlich-additiven Mengenfunktionen auf

Q, vgl. [DS]. /

2.8.2 Beispiel. Zwei spezielle Situationen der in Beispiel 2.3.1 betrachteten
Réume treten héufig auf.

() Ist 2 eine Teilmenge von R oder R™, und ist u das Lebesgue-Maf auf €2, so
schreibt man auch LP(Q) fiir LP(u), z.B. LP(R?) oder LP(0,1) := LP([0, 1])

0.4.
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(7i) Ist © eine Menge und p das Zahlmafl auf Q, so schreibt man auch ¢P(Q)
fiir LP(p). Zum Beispiel ist P := ¢P(N) die Menge aller komplexen Folgen

(xn)neN mit
oo
Z ‘xn|p < oo,
n=1

versehen mit der Norm [[(zn)nenllp = (300, [ [P) 7.

/

2.5.3 Beispiel. Bezeichne mit ¢y den Raum aller komplexen Nullfolgen (x,,)nen-
Dann ist ¢y ein abgeschlossener Unterraum von £°°. Der Dualraum von ¢y kann
mit ¢! identifiziert werden, nimlich mit Hilfe der Abbildung

0=
7 (an)neN — ((xn)nENHZneanan)

Wegen der o-Endlichkeit des Z&hlmafles auf N sind nach Beispiel 2.3.1 auch
die Raume ¢ und (£')" vermoge der Abbildung (cp)nen — ((Yn)nen =
> nen YnCn) isometrisch isomorph.

2.3.4 Beispiel. Sei M eine Menge und X ein Banachraum. Eine Funktion
f+ M — X heifit beschrinkt, wenn es eine Zahl R > 0 derart gibt, dass
I|f(z)]] < R fiir alle z € X. Die Menge aller beschréinkten Funktionen von M
nach X bezeichnen wir mit B (M, X). Versehen mit den punktweise definierten
Operationen wird B(M, X) zu einem Vektorraum. Fiir f € B(M, X) bezeichne

[flloc == sup [|f(2)]
reM

die Supremumsnorm von f. Dann ist (B(M, X), ||.||sc) ein Banachraum.

Man verwechsle diese Terminologie nicht mit der Bezeichnung ,,beschrankt*
im Kontext linearer Abbildungen. Leider wird hier das gleiche Wort fiir unter-
schiedliche Dinge verwendet. Eine von Null verschiedene lineare Abbildung ist
in dem gerade definierten Sinne niemals beschrénkt. /

2.3.5 Beispiel. Sei K ein kompakter Hausdorff-Raum und bezeichne C'(K) die
Menge aller stetigen Funktionen f: K — C. Weiters sei wieder

[flloc == sup [f(2)], f € C(K),
reK

die Supremumsnorm. Wegen der Kompaktheit von K gilt |[|fllcc =
maxgex |f(2)] < +o00. (C(K),||-|lcc) ist ein abgeschlossener Unterraum von
B(K,C) und als solcher ein Banachraum. /

2.3.6 Beispiel. Sei L ein lokalkompakter Hausdorfl-Raum. Bezeichne mit Co (L)
die Menge aller stetigen Funktionen f : L. — C mit kompaktem Triger. Dabei
verstehen wir unter dem 7Trdger supp f einer Funktion f die Menge supp f :=

{z € L: f(x) # 0}. Wieder ist
/1l = sup [ f(z)], J € Coo(L),
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eine Norm und stimmt mit max,cy, |f(z)| tiberein. Fiir nicht kompakte L ist
(Coo(L), ||-/lec) jedoch nicht vollsténdig. /

2.3.7 Beispiel. Sei wieder L ein lokalkompakter Hausdorff-Raum. Bezeichne mit
Co(L) den Raum aller stetigen Funktionen auf L, die im Unendlichen verschwin-
den, fiir die also Folgendes gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es eine kompakte Menge K C L derart, dass |f(z)| < €
fir alle z ¢ K.

Ist f € Cy(L), so nimmt |f] in L ein Maximum an, wir kénnen also Cy(L)
mit der Supremumsnorm versehen. Co(L) ist ein abgeschlossener Unterraum
von B(L,C) und als solcher ein Banachraum. /

2.8.8 Beispiel. Sei L ein lokalkompakter Hausdorff-Raum. Die Menge aller kom-
plexwertigen reguléren Borelmafie auf L sei bezeichnet mit M,..4(L); siche Be-
merkung 7.1.3. Versieht man M,4(L) mit

([l == |pl(L) ,
wobei |p| die Totalvariation (vgl. Bemerkung 7.1.3) von u bedeutet, so erhélt
man einen Banachraum (M,¢q4(L),|.||), den Raum der komplexen Borelmajse
auf L. /

Wir werden im Laufe dieser Vorlesung immer wieder den folgenden tieflie-
genden Satz verwenden, ihn aber hier nicht beweisen. Der Beweis kann in der
Fachliteratur nachgelesen werden, siche [R2, Theorem 2.14, Theorem 6.19].

2.3.9 Satz (Darstellungssatz von Riesz-Markov). Sei L ein lokalkompakter
Hausdorff-Raum. Dann ist Co(L) = M,eq(L). Genauer ist die Abbildung
D : Myeg(L) — Co(L), die einem requliren komplexen Borelmaf$ v das durch

B()f = /L Fdu, feColL),

definierte lineare Funktional ®(u) zuordnet, ein isometrischer Isomorphismus
von Myeg(L) auf Co(L)'.

Betrachtet man den Raum Co(L)r aller reellwertigen, stetigen Funktionen,
die im Unendlichen verschwinden, als Banachraum iiber R, so ldsst sich sein
Dualraum entsprechend mit dem Raum aller signierten Borelmafile mit Werten
in R auf L identifizieren.

2.3.10 Beispiel. Sei Q eine offene Teilmenge von R, und bezeichne mit C'*° ()
die Menge aller beliebig oft stetig-differenzierbaren Funktionen f : Q@ — C.
Wiihle eine Folge K;,i € N, kompakter Mengen mit K; C K7, derart, dass
Q =;2, K;, und definiere

pn(f) == max {|f® ()] :2 € Ky, k< N}.
Dann ist

,_ L pn(f—g) 00
d(f,9) .—151\}2§N m» fi9€C=(Q)
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eine Metrik auf C*°(€Q). Man kann zeigen, dass C°°(£2) mit dieser Metrik d
ein vollstdndiger metrischer Raum ist, der mit der von d induzierten Topologie
einen topologischen Vektorraum abgibt. Diese Metrik wird nicht von einer Norm
induziert. /

2.8.11 Beispiel. Sei 0 < p < 1 und bezeichne mit LP(0,1) jene Lebesgue-
messbaren Funktionen f : (0,1) — C, fiir die gilt

Af = / FOPAAE) < oo.
(0,1)
Man kann nun zeigen, dass d(f,g) := A(f —g) eine Metrik auf L?(0, 1) definiert,
wobei LP(0, 1) beziiglich dieser Metrik vollstindig ist. Weiters kann man zeigen,
dass es keine Norm auf LP(0, 1) gibt, welche die von dieser Metrik kommende
Topologie induziert. Weiters ist LP(0,1), 0 < p < 1, mit dieser Topologie ein
topologischer Vektorraum, der einige recht pathologische Eigenschaften hat, wie
etwa LP(0,1)" = {0}. /

2.4 Unterrdume, Faktorrdume, Produktriaume

Als erstes beschéftigen wir uns mit initialen Konstruktionen.

2.4.1 Proposition. Sei X ein Vektorraum, seien (X;,T;), © € I, topologische
Vektorrdume, und seien R; : X — X;, i € I Abbildungen. Sei vorausgesetzt,
dass jede Abbildung R; linear ist, und dass (\;c;ker R; = {0}. Dann wird X
mit der initialen Topologie beziiglich der Familie R;, © € I, ein topologischer
Vektorraum.

Beweis. Wegen der Linearitdt von R; kommutieren folgende zwei Diagramme

+

XxX— =X CxX——— X
X x X; + X, (CXXZ—>XZ

Da die Abbildung R; x R; sowie die Addition auf X; stetig sind, folgt mit der
universellen Eigenschaft der initialen Topologie, dass auch die Addition auf X
stetig ist. Genauso erhélt man aus dem zweiten Diagramm die Stetigkeit der
skalaren Multiplikation.

Wir miissen noch die Trennungseigenschaft Hausdorff zeigen. Nach Bemer-
kung 2.1.10, (i), reicht es nachzuweisen, dass einpunktige Mengen abgeschlossen
sind. Voraussetzungsgeméif gilt (),.; ker R; = {0}, womit {0} Schnitt von ab-
geschlossenen Mengen ist, weil die R; ja alle stetig sind. Da ¢ — ¢ 4+ x fiir jedes
x € X ein Homdomorphismus ist, ist auch {x} abgeschlossen.

a

2.4.2 Korollar.

(1) Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum und sei Y ein linearer Unter-
raum von X. Dann ist Y, versehen mit der Spurtopologie Ty von (X, T),
ebenfalls ein topologischer Vektorraum.
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(#i) Sind (X;,7T;), i € 1, topologische Vektorriume, so ist X = [[X; ver-
sehen mit der Produkttopologie T := [[,.; T: ebenfalls ein topologischer
Vektorraum.

d

iel

2.4.8 Bemerkung. L&t man in Proposition 2.4.1 die Voraussetzung
Nics ker R; = {0} weg, so verliert man nur die Trennungseigenschaft Hausdorff.
Die Voraussetzung der Linearitdt der Abbildungen R; dagegen ist wesentlich.
Die initiale Topologie beziiglich einer beliebigen Familie von Abbildungen in
topologische Vektorraume muss im Allgemeinen die algebraischen Operationen
nicht stetig machen.

Tatséchlich kann man ein zur initialen Topologie analoges Konzept aufbauen,
indem man nicht die grobste Topologie auf X betrachtet beziiglich derer alle
R; stetig sind, sondern die grobste Topologie, die die algebraischen Operationen
stetig macht und beziiglich derer alle R; stetig sind. Man zeigt dann analog,
dass eine solche stets existiert, und entsprechende Eigenschaften hat. /

Als nichstes diskutieren wir Unterrdume und Produktriaume von normierten
Réaumen.

2.4.4 Proposition. Sei (X,|.|x) ein normierter Raum und Y ein linearer
Unterraum von X.

(i) Die Abbildung

”.”Y:{Y — [0,00)
y — |ylx

ist eine Norm auf Y. Die von |.|ly auf Y induzierte Topologie ist die
Spurtopologie der von ||.|x auf X induzierten Topologie.

(i¢) Fiir einen Banachraum (X, ||.||x) ist Y genau dann abgeschlossen in X,
wenn (Y, ||.|ly) vollstindig ist.

Beweis. Klarerweise erfiillt ||.||y die Axiome fiir eine Norm. Die e-Kugeln {y €
Y : |ly—volly < €} bilden eine Umgebungsbasis von yg in (Y, |.||y ). Die Kugeln
{r e X: |z —yollx <€} eine von yp in (X, ||.||x). Nun gilt

{yeY:lly—wly <e}={zeX:|lz—ylx <e}nY.

Um die zweite Aussage einzusehen, sei eine Cauchy-Folge (yn)nen in (Y, ||.|ly)
gegeben. Dann ist (yn)nen auch eine solche in (X, |.]|x). Ist (X,|.|lx)
vollsténdig, so gibt es ein © € X mit y, — x bzgl. ||.||x. Da Y abgeschlos-
sen ist, ist z € Y und auch y,, — « bzgl. ||.|v.

Ist umgekehrt (Y ||.||y) vollstindig und gilt y,, — = fiir eine Folge (yn)nen
aus Y und einem x € X, s0 ist (Y, )nen sogar eine Cauchy-Folge in (Y, ||.||y) und
daher in Y konvergent gegen ein y € Y. Wegen der Eindeutigkeit der Grenzwerte
in X folgt x =y €Y.

u

2.4.5 Proposition. Seien X und Y normierte Rdume.
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(i) Versieht man X XY mit der Summennorm
I )l = llall + lyll, (,9) € X x ¥, (2.4.1)
oder mit der Maximumsnorm
12,9l = max{zll, I}, (z9) € X x Y, (242)

so sind (X x Y |l.|) und (X x Y,|.]|lec) normierte Riume. Die beiden
Normen sind dquivalent, und die von thnen induzierte Topologie ist gleich
der Produkttopologie.

(#i) Sind X undY Banachriume, so auch X xY.

Beweis. Dass die Gleichungen (2.4.1) und (2.4.2) Normen definieren, ist offen-
sichtlich. Diese sind dquivalent, denn

max{||z[], lyll} < [l] + [yl <2 - max{[l] [[yl]} -

Daher induzieren sie auch dieselbe Topologie. Nun gilt U!"”""(xmyo) =
UGH'”(SC()) X Uel"”(yo), also ist die von ||.||e induzierte Topologie gleich der Pro-
dukttopologie.

Ist (zn,Yn)nen eine Cauchy-Folge in X x Y, so sind (z,)neny und (yn)nen
Cauchy-Folgen in X bzw. Y. Sie haben also Grenzwerte x bzw. y, und daher

gilt auch (z,,yn) — (z,9).
a

Hat man unendlich viele Faktoren, so ist die Situation bei normierten
Réaumen tatséchlich komplizierter. Wir wollen hier nicht n&her darauf einge-
hen. Schliellich wollen wir auch Faktorrdume diskutieren.

2.4.6 Proposition. Sei X ein topologischer Vektorraum und N ein abgeschlos-
sener linearer Unterraum. Der Faktorraum X/N sei mit der finalen Topologie
von der kanonischen Projektion m: X — X /N wversehen. Dann ist X/N ein to-
pologischer Vektorraum. Die Projektion m ist offen; sie bildet also offene Mengen
auf offene Mengen ab.

Beweis. Fiir ein offenes O C X ist auch

7' (x(0)=0+N=[J(@+0)

zeN

offen, also ist w(O) offen in X/N.

Seien + N,y+ N € X/N, und W eine offene Umgebung von (z+y)+ N in
X/N. Wegen der Stetigkeit von + kénnen wir offene Umgebungen x+ Vi, y+ Vs
von z bzw. y in X so wihlen, dass (z + Vi) + (y + Vo) € 7 }(W). Dann
sind w(xz + Vi), 7(y + V2) offene Umgebungen von x + N bzw. y + N, wobei
m(x+ Vi) +7(y+ Vo) C W. Somit ist die Addition in X/N stetig. Analog zeigt
man, dass auch die skalare Multiplikation stetig ist.

Wegen der Abgeschlossenheit von N und wegen 7~ (7(N)) = N ist die
einpunktige Menge {0+ N} in X/N abgeschlossen. In Bemerkung 2.1.10 haben
wir gesehen, dass damit die Topologie auf X/N automatisch Hausdorff ist.

a
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2.4.7 Korollar. Sei X ein topologischer Vektorraum, N, F' lineare Unterrdume.
Ist N abgeschlossen und F' endlichdimensional, so ist auch N+ F abgeschlossen.

Beweis. Betrachte X/N, dann ist 7(F) ein endlichdimensionaler Unterraum
und wegen Satz 2.2.1 abgeschlossen in X/N. Also ist N + F = 7~ Y(n(F))
abgeschlossen in X.

d

2.4.8 Bemerkung. Die finale Topologie einer Familie von linearen Abbildungen
von topologischen Vektorrdumen in einen Vektorraum X muss diesen im Allge-
meinen nicht zu einem topologischen Vektorraum machen. /

2.4.9 Proposition. Sei (X, ||.||) ein normierter Raum und N ein abgeschlos-
sener linearer Unterraum.

(i) Mit d(z,N) =inf{||lz —z||: z€ N} =inf {||la + 2| : z € N} firz € X
bildet die durch
|z + Nl x/n = d(z,N)

definierte Abbildung ||.|| x/n eine Norm — die sogenannte Faktorraumnorm
— auf X/N. Diese Norm induziert die finale Topologie beziiglich der kano-
nischen Projektion 7 : X — X/N.

(id) Ist (X,|.]|) Banachraum, dann ist auch (X/N,||.||x/n) ein solcher.

Beweis.
ad(i): ||.||x/n ist tatséchlich eine Norm, denn fiir z,y € X, 21,22, € N, gilt

Iz +y) + Nllx/v < llz+y+ (21 + 22) || < lz+ 20l + [ly + 22l -
Da z1, zo beliebig waren, folgt
(@ +y) + Nllx/v < llz+ Nlx/n + [y + Nlx/v -
Weiters gilt
Az + 2] = |\ -l + A"tz fir 2€ X,2€ N,A#0.

Wegen A™'N = N folgt |Az + Nl||x/n = || - [|[# + N| x/n. Offensichtlich gilt
0 < [[Nllx/n = (104 Nl x/n < [0 = 0.

Ist ||z + N||x/n = 0, so gibt es eine Folge z, € N mit ||z + 2,/ — 0, also
—x € N. Da N abgeschlossen ist, folgt 2 € N.

Wir zeigen als néchstes, dass die Norm ||.|| x,n die finale Topologie beziiglich
7 induziert. Da 7 : (X, 7)) = (X/N, Tgn) stetig, offen und surjektiv ist, bildet
7 den Umgebungsfilter Ux (0) bzgl. (X, 7.) auf den Umgebungsfilter Uy, (0)
bzgl. (X/N, Tin) ab. Eine Basis von Uy (0) ist durch die Kugeln UX(0), r > 0,
gegeben. Daher ist {r(U;*(0)) : r > 0} eine Basis von £Ly,n(0).

Fiir z € X gilt aber |z + N||x/xy = inf {|[z + 2| : 2 € N} < r genau dann,
wenn es ein z € N derart gibt, dass ||z + z|| < r. Somit gilt

r{zeX: |l <r) ={z+NeX/N: o+ N|xy<r}. (243)

=UX(0) :Uﬁ(/N(O)
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Somit haben die finale Topologie und die von ||.||x,y auf X/N induzierte To-
pologie die gleichen Nullumgebungen. Da beide X/N zu einem topologischen
Vektorraum machen, folgt deren Gleichheit.

ad(i4): Sei nun zusitzlich vorausgesetzt, dass X vollstindig ist, und sei eine
Cauchy-Folge (z,, + N)pen in X/N gegeben. Wihle eine Teilfolge (x, + N)gen
mit ||(xnk+1 + N) - (mnk + N)HX/N <27k

Wir definieren nun rekursiv fiir alle ¥ € N Reprasentanten yi, € x,, + NV
derart, dass ||yx+1 — vkl < 27F. Dazu setze y; = x,,,. Sind yi,...,yx € X mit
besagten Figenschaften, so folgt aus

278 > (2, + N) = (@npy + N)llx/n
= I(x = #nyn) + Nlixyn = nf{{[(ys — 2npy,) +2[1 - 2 € N}

die Existenz eines 2 € N mit |(yx — @n,.,) + 2| < 27F. Setzen wir y1 =
Ty, — %, 50 ist die geforderte Ungleichung erfiillt. Wegen (I < m)

m—1 m—1 o 1
lym =3l = 11 2 irr =w)l < D llgss —well < 32270 = o
k=L k=l k=t

ist (yr)ren eine Cauchy-Folge. Somit existiert ein y € X so, dass yx — y.
Wegen der Stetigkeit von 7 folgt z,,, + N = 7(yr) = 7(y). Da (2, + N)nen eine
Cauchy-Folge ist, schliefit man daraus leicht, dass auch z, + N — 7 (y). 0

2.5 Vervollstindigung normierter Riaume

Es ist eine wichtige Tatsache, dass man jeden normierten Raum vervollstandigen
kann, ihn also in einen Banachraum dicht einbetten kann.

Die Rolle, die in der Diskussion metrischer Rdume die gleichméBig steti-
gen Abbildungen gespielt haben, kommt in der Situation normierter Réume
den beschrinkten linearen Operatoren zu. Um einen zu Satz 1.1.1 analogen
Fortsetzungssatz fiir beschrénkte lineare Operatoren herzuleiten, brauchen wir
folgendes Lemma.

2.5.1 Lemma. Seien (X, |.|]), (Y,|.||) normierte Riume. Weiters sei D C X
ein dichter linearer Unterraum von X und T : D — Y linear und beschrdnkt,
also T € Ly(D,Y). Ist F : X — Y eine stetige Fortsetzung von T, so ist F

automatisch linear und beschrinkt mit gleicher Abbildungsnorm, also |F|| =
I7°]-

Beweis. Betrachte die stetigen Abbildungen (x,y) — F(x + y) und (z,y) —
F(z) 4+ F(y) von X x X nach Y. Diese stimmen auf der in X x X (versehen
etwa mit der Summennorm) dichten Menge D x D iiberein. Daher stimmen sie
iiberall iiberein. Genauso zeigt man, dass F'(Az) = AF(z) fiir alle A € C und
x € X gilt. Also ist F linear.

Auch die Abbildungen ¢; : z — ||Fz| und ¢2 : @ — ||T| - |lz]] von X
nach R sind stetig, genauso wie ¢3 : x — max(¢1(z), p2(z)). Auf der dichten
Teilmenge D gilt ¢1(z) < ¢2(x) und daher ¢o(x) = ¢3(x). Also stimmen ¢
und ¢3 auf D und daher auch auf ganz X iiberein. Das bedeutet ¢1(x) < ¢o(x)
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bzw. ||Fz|| < ||T| - ||=| fir alle x € X, womit F' € Ly(X,Y) und || F|| < |7

Die umgekehrte Ungleichung gilt wegen F|p =T.
d

2.5.2 Satz. Seien (X,|.|), (Y,|.|) normierte Réiume, und sei (Y,]|.|)
vollstindig. Weiters sei D C X ein dichter linearer Unterraum von X und
T e Ly(D,Y).

~ Dann ezxistiert genau eine lineare und beschrdinkte Abbildung F : X =Y
mit F|p = T. Diese hat dieselbe Norm wie T.

~ Ist T linear und isometrisch, also* ||Tx| = ||z|| fir alle x € D, so ist auch
F isometrisch.

~ Ist auch (X,|.||) vollstindig, T(D) C Y dicht, T injektiv und so, dass
T~':T(D) — X ebenfalls beschrinkt ist, so ist F : X — Y bijektiv und
die nach dem ersten Punkt existierende eindeutige beschrinkte Fortsetzung
G:Y = X von T~ : T(D) — X stimmt mit =1 iiberein.

Beweis. Da fiir lineare Abbildungen aus der Beschrianktheit die gleichméfige
Stetigkeit folgt (und umgekehrt), folgt die erste Aussage sofort aus Satz 1.1.1
und Lemma 2.5.1.

Die zweite Behauptung folgt auch aus Satz 1.1.1, wenn man bedenkt, dass
wegen d(Tx, Ty) = || Tz — Ty|| = |T(z — y)|| und ||Tz| = d(0,Tz) fir lineare
Abbildungen der Begriff isometrisch bzgl. der Norm und isometrisch bzgl. der
von der Norm induzierten Metrik dasselbe bedeutet.

Auch die dritte Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 1.1.1.
d

2.5.8 Bemerkung. Mit fast dem selben Beweis zeigt man, dass Lemma 2.5.1 und
Satz 2.5.2 auch fiir konjugiert lineare Abbildungen gilt. /

Manchmal ist es praktisch, eine etwas abstraktere Formulierung von Satz
2.5.2 zu verwenden.

2.5.4 Korollar. Seien (X,|.||), (Y,|.|l) normierte Riume, und sei (Y,].||)
vollstindig. Weiters sei D C X ein dichter linearer Unterraum von X. Dann
ist die Einschrinkungsabbildung ¢ : F — F|p ein isometrischer Isomorphismus

von Ly(X,Y) auf Ly(D,Y).

Beweis. Die Einschrinkungsabbildung ¢ ist injektiv, da D dicht in X ist. Die
Aussage, dass ¢ surjektiv ist, bedeutet gerade, dass sich jeder Operator T €
Ly(D,Y) zu einem Operator in L,(X,Y) fortsetzen ldsst. Die Aussage, dass ¢
isometrisch ist, bedeutet gerade, dass die Fortsetzung die gleiche Norm wie T
hat.

d

Wir kommen nun zu Vervollstdndigungen. Das Konzept ist ganz analog wie
bei metrischen Rdumen.

*Insbesondere ist T' dann beschrinkt.
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2.5.5 Definition. Sei (X, |.||) ein normierter Raum. Ein Paar bestehend aus
einem normierten Raum (X, |.||) und einer Abbildung ¢ : X — X heiBt eine
Vervollstindigung von (X, |.||), wenn gilt:

(Vnorl) (X, ].]|) ist ein Banachraum.
(Vnor2) ¢ ist linear und isometrisch, also gilt ||c(z)|| = ||z|, z € X.

(Vnor3)  ¢(X) ist dicht in X; also stimmt der Abschluss von ¢(X) in (X, ||.|)
mit X iiberein.
Zwei Vervollstindigungen (X1, ||-]|1), 1) und (X2, ||.[l2), t2) von (X, |..||) heifien
isomorph, wenn es einen isometrischen Isomorphismus ¢ : X7 — X5 derart gibt,
dass 12 = p 017 gilt, also dass das Diagramm (1.1.3) zutrifft.

Wir diskutieren wieder zuerst die Eindeutigkeit einer Vervollstdndigung. Dies
erhalten wir einfach aus Satz 2.5.2.

2.5.6 Korollar. Sei (X, ||.||) ein normierter Raum. Dann sind je zwei Ver-
vollstindigungen von (X, ||.||) isomorph.

Beweis.  Seien ((X1,|.][1),¢1) und ((Xa,].||2),22) Vervollstiindigungen von
(X, ]|.]|)- Weiters bezeichne d (dy,d2) die von .|| (||.||1,]l.]|2) erzeugte Me-
trik. Man sieht unmittelbar, dass dann ((X1,d;),s1) und ((Xa,ds),ts) Ver-
vollsténdigungen von (X, d) im Sinne metrischer Vervollstindigungen sind.

Nach Korollar 1.1.3 gibt es eine isometrische Bijektion ¢ : X = X, (im
Sinne von Metrik) mit ¢ ot = 2. Da dabei ¢; injektiv ist, gilt o], (x) = t2 ot
als Abbildung von :1(X) nach X,. Da 11(X) C X; dicht ist, folgt aus der
Linearitét von to 0 ¢; ! mit Lemma 2.5.1, dass ¢ auch linear ist.

a

Aus den gleichen Griinden wie bei metrischen Rdumen ist klar, dass wir keine
bessere Eindeutigkeitsaussage erwarten konnen. Nun kommen wir zur Existenz
von Vervollstdndigungen.

2.5.7 Satz. Sei (X,|.|[) ein normierter Raum. Dann ezistiert eine Ver-
vollstindigung (X, ||.1]),¢) von (X,]|.])-

Beweis.

Definition von X und ¢: Sei d die von der Norm ||.|| auf X induzierte Metrik,

also d(x,y) := ||z —y|, und sei (X, d), ) eine Vervollstéindigung des metrischen
Raumes (X, d).

Definition einer Addition + auf X : Bezeichne die auf X gegebene Addition mit
+: X x X — X. Weiters seien alle auftretenden direkten Produkte metrischer
Réume (Xi,d;) und (Xg,d2) mit der Summenmetrik ds((z1, z2), (y1,92)) =
dy(21,y1)+da(x2,y2) versehen, und wir erinnern uns, dass die von dieser Metrik
induzierte Toplogie gerade die Produkttopologie der von den Metriken d; und
ds induzierten Topologien ist.

Betrachte die Abbildung
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Dann gilt

Wir sehen, dass f gleichmiBig stetig ist. Nun ist +(X) dicht in X, und daher
auch ¢(X) x (X) dicht in X x X. Da X vollstindig ist, existiert eine stetige
Fortsetzung + : X x X — X.

Definition einer skalaren Multiplikation - auf X : Bezeichne die auf X gegebene
skalare Multiplikation mit - : C x X — X. Fiir jedes A € C betrachte die

Abbildung R
{ (X)) — X
my - “
o :
Fir #,¢ € «(X) gilt

d(ma(@),ma(9) = d(A - M@ A THG) = @) - @)

Also ist m), gleichméfig stetig und hat somit eine eine stetige Fortsetzung

my : X — X
Somit ist eine Funktion * : C x X — X wohldefiniert durch

A2 = ().

X st Vektorraum und v linear: Seien z,y € X, A € C, dann gilt nach der
Definition von + und ° als Fortsetzungen von f bzw. my,

@) Fuly) = F(u(2),uy) = el +y), Nu(z) =ma(u(z)) =u(X-z).  (25.1)

Die algebraischen Rechenregeln iibertragen sich nun von X auf X durch Ste-
tigkeit, indem man die Giiltigkeit der Vektorraumaxiome von der dichten Teil-
menge ¢(X) auf den ganzen Raum X hochzieht. Wir wollen das am Beispiel des
Distributivgesetzes genauer ausfiithren.

Fiir festes A sind die Abbildungen (#,79) — M (2+§) = ma(2+9) und
(#,9) = (N'2)F(\g) = mx(2)+ma(9) als Zusammensetzungen stetiger Funk-
tionen selber stetig auf X x X. Auf der dichten Teilmenge +(X) x ¢(X) stim-
men sie wegen (2.5.1) und der Tatsache, dass das Distributivgesetz fiir X gilt,
iiberein. Also stimmen sie auf ganz X x X iiberein.

Die Beziehung (2.5.1) besagt schlieflich nichts anderes, als dass ¢ linear ist.

Definition der Norm ||| auf X : Durch |||| := d(&,(0)) ist eine stetige nicht-
negative Funktion [|.|| : X — R definiert. Da +(0) das Nullelement des Vektor-
raumes X ist, haben wir ||Z| > 0 fiir & # 0. Es gilt

le(2)|| = d(u(x),c(0)) = d(z,0) = ||| fiiralle =€ X. (2.5.2)
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Wir sehen, dass ||.|| auf der dichten Teilmenge ¢(X) die Eigenschaften
231 < 2l + 1171, Azl = [All]

hat. Wegen der Stetigkeit iibertragen sich diese auf ganz X , womit sich ||| als
Norm herausstellt.

Wegen (2.5.2) ist ¢ isometrisch bzgl. der Normen. Deshalb stimmt auf ¢(X) x
1(X) die von ||.|| auf X induzierte Metrik mit d iiberein. Wieder aus Dichtheits-
bzw. Stetigkeitsgriinden gilt dann d(&,7) = ||& — g|| fir alle (2,9) € X x X.
SchlieBlich ist (X, ||.||) damit ein Banachraum.

u

2.5.8 Beispiel. Sind auf einem Vektorraum X zwei nicht-dquivalente Normen
gegeben, so konnen Vervollstédndigungen beziiglich dieser génzlich unterschied-
lich aussehen. Betrachte zum Beispiel den Vektorraum aller Polynome C[z] und
die beiden Normen

1 3

ol = s Il = ([ o)), el
z€0,1] 0

Nach dem Satz von Stone-Weierstrafl ist ((C([0,1]),]|-|lcc),¢) eine Ver-

vollstindigung von (C[z], ||.||oo). Jedoch ist ((L*([0,1]),||.]]2),¢) eine Ver-

vollsténdigung von (C[z], ||.||2). Dabei bezeichnet ¢ jeweils die natiirliche Ab-

bildung von C[z] in C([0,1]) bzw. L2([0,1]). /

2.5.9 Beispiel.

(i) Sei L ein lokalkompakter Hausdorff-Raum. Dann ist (Co(L),|.|lcc) die
Vervollstdndigung von (Coo(L), ||-]lco)

(7i) Betrachte den lokalkompakten Hausdorff-Raum R™ und auf diesem das
Lebesgue-Mafi. Dann kénnen wir auf Cyo(R™) auch die LP-Norm betrach-
ten. Alle diese Normen geben verschiedene Topologien auf Cyo(R™). Man
kann zeigen, dass Cgo(R™) beziiglich der Norm |.||,, 1 < p < o0, dicht in
LP(R™) liegt. Anders ausgedriickt, kann man also sagen, dass L?(R™) die
Vervollstandigung von (Coo(R™), ||.]|) ist.

/
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Kapitel 3

Hilbertraume

3.1 Riume mit innerem Produkt

3.1.1 Definition. Sei H ein Vektorraum. Eine Abbildung (.,.) : H x H — C
heifit inneres Produkt, oder auch Skalarprodukt, wenn gilt

(IP1) (z,z) > 0 fir alle x € H \ {0}.
(IP2) (z,y) = (y,x) fiir alle x,y € H.

(IP3) (2 +y,2) = (,2) + (y,2) fiir alle 2,, 2 € H, und (az,y) = a(z,y)
fir alle « € C, z,y € H.

Ein inneres Produkt ist also eine positiv definite Sesquilinearform.
Einige unmittelbare Folgerungen aus diesen Axiomen sind:

~ (0,y) =0,y € H.
~~ Fiir jedes y € H ist die Abbildung

JH = C
fy.{ r oo (o) (3.1.1)

linear.

~ Esgilt (z,2+vy) = (2,2) + (2,y) fir alle z,y, 2 € H, und (z, ay) = @(z,y)
fur allea € C, z,y € H.

Da stets (z,z) > 0 ist, konnen wir eine Abbildung |.|| : H — [0, 00) definieren
als )
|| := (z,z)2 fir =€ H.

Dann gilt ||z|| > 0 fir z € H \ {0} und
laz| = (az,az)? = Vaa- (z,2)? = |a|- ||z|| fir a €C,z€ H.

3.1.2 Proposition. Sei H ein Vektorraum und sei (.,.) ein inneres Produkt
auf H. Dann gelten fir x,y € H:

(i) Schwarzsche Ungleichung: |(z,y)| < ||z| - |||, wobei aus der Gleichheit die
lineare Abhdngigkeit von x und y folgt.

41
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(it) Dreiecksungleichung: |z + y| < |jz| + ||y||-
(#11) Parallelogrammregel: ||z + y[|* + [l — y||* = 2[|=|* + 2[y[|*.

)
)
(iv) Polarisationsformel: 4(z,y) = ||z +yl|* — ||z —y||* + [z +iy||* — il = —iy||>.
(v) Satz von Pythagoras: Ist (z,y) = 0, so gilt ||z + y||* = ||=||* + ||y||*.

)

(vi) Esist (x,y) =0 genau dann, wenn ||y|| < [|A\x + y|| fir alle X € C.

Beweis.
ad(i): Setze A := |z|?, B := |(z,y)], C := ||y||?, und sei « € C, |a|] = 1 so,
dass a(y,z) = B. Fiir jedes t € R gilt

0< (z —tay,z — tay) = (z,x) — taly, z) — ta(z,y) + t*(y,y)
=A— 2B +#3C.

Ist C' = 0, so muss auch B = 0 sein. Auflerdem bedingt C' = 0 die Gleichung
y = 0, womit x und y linear abhéngig sind. Anderenfalls gilt fiir jedes t € R

B B?
A—2tB+t3C=C(t—=)>— =+ A>0.
+ t-F)—-—F+4Az
Fir t = g erhalten wir AC — B2 > 0. Auflerdem folgt aus AC — B% = 0, dass

(x—tay,z—tay) = A—2tB+t2C = 0, fiir diesen Wert von ¢; also gilt z = ga Y.
ad(ii): Es gilt
lz+yl® = (@ +y,z+y) = (z,2)+  (2,9)+@2) +(y,y)
—_———

=2Re(z,y)<2|(z,y)|
< llll® + 2l - llyll + llyl* = el + vl

ad (i4i): Durch Addieren der Gleichungen
o £yl* = (z £y, 2 £ y) = (2,2) £ (z,9) £ (y,2) + (,9)
folgt |l +ylI* + llz — y[? = 2(=,2) + 2(y, y)-

ad (iv): Die Polarisationsformel ergibt sich durch Addition folgender vier Glei-
chungen:

tlz+y|? =@ty 2 +y) =*(z,2) + (z,y) + (y,2) £ (1,9),
Fillo £yl =i + (v Ly, x +iy) = Li(z,z) + (z,y) — (y,2) £ i(y,y).

ad(v): Wegen
lz +yl* = [l + 2 Re(z, ) + ly1%, (3.1.2)

impliziert (z,y) = 0 stets |z + > = 2] + ]
ad(vi): Ist (z,y) =0, so ist auch (Az,y) = 0, € C. Es folgt
A2+l = A2l + lyl* =yl
Gilt umgekehrt [|y||? < ||y + Az||? fiir jedes A, so folgt aus (3.1.2)
IN2||z]|? + 2Re(M(z,y)) > 0 fiir alle A€ C.
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Sei a € C, |a] = 1, so gewiihlt, dass a(z,y) = —|(z,y)|. Die obige Beziehung
mit A\ :=ta, t > 0, ergibt dann

)| z||? > 2t|(z,y)| >0 fir alle ¢t >0.

Dividiert man durch ¢, und bildet den Limes ¢ — 0, so folgt |(z,y)| = 0. 0

3.1.8 Bemerkung. Beim Beweis der Polarisationsformel wurde nur verwendet,
dass (.,.) sesquilinear ist. Der selbe Beweis zeigt also, dass allgemein fiir eine
Sesquilinearform [.,.] auf einem Vektorraum X iiber C fiir alle z,y € X

Az, y] =
[z +y2+y]— [z —y 2 —yl+ilz+iy,z+ iy —ilr — iy, —dy]. (3.1.3)

/

Wir erkennen aus Proposition 3.1.2 insbesondere, dass ||.|| : H — [0, c0) eine
Norm auf H ist. Jeder Vektorraum mit innerem Produkt ist also in natiirlicher
Weise auch ein normierter Raum. Wenn wir von topologischen oder metrischen
Eigenschaften eines Raumes H mit innerem Produkt sprechen, so beziehen wir
uns, wenn nicht explizit anders gesagt, immer auf die Topologie bzw. Metrik,
die von dieser Norm induziert wird.

Eine wichtige Folgerung aus der Schwarzschen Ungleichung ist folgende Aus-
sage. Um Paare vom Skalarprodukt unterscheiden zu kénnen, schreiben wir im
Folgenden (x;y) fiir geordnete Paare.

3.1.4 Korollar. Sei H x H mit einer Norm versehen, welche die Produkttopo-
logie induziert, etwa mit der Summennorm

[z o)l = llell + llyll, (wy) € Hx H.

Fiir jedes v > 0 ist die Abbildung

(s )k, (0)x K. (0) * Kr(0) x K,.(0) = C

gleichmdfig stetig. Die Abbildung (.,.) : H x H — C ist stetig und infolge fiir
jedes feste y € H auch die Abbildung f, : x — (x,y) aus (3.1.1), also f, € H'.

Beweis. Seien (z1;y1), (z2;y2) € K-(0) x K,(0). Es gilt
[(@1,91) — (T2, 92)| < [(T1, 91 — y2)| + (21 — 72, 92)] (3.1.4)

<@l - llyr — el + lzr — @2l - [|y2|l
< r([lyr = yoll + flzr — 22]) -
Also ist (., .)|k, (0)x K, (0) gleichméBig stetig beziiglich der Summennorm. Wegen
K.(0) 2 U(0), | JU0) x U,(0) = H x H,
r>0

sowie der Tatsache, dass Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist, folgt die Stetigkeit
von (.,.) : H x H — C. Insbesondere ist die Abbildung f, stetig.
a
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3.1.5 Bemerkung. Man beachte, dass wegen

max([|z[l, [lyll) < Vl[lzl* + lylI* < [lz]l + [lyl] < 2max(||z[], [y]])

die Normen max(||z], [|y]l), v/||z||? + ||y||? sowie ||z||+ |ly|| auf dem Vektorraum
H x H aquivalent sind. Sie erzeugen also die selbe Topologie.

Andererseits wird durch ((x1;22), (y1;92)) := (21,41) + (22,y=2) ein inneres
Produkt auf H x H definiert. Man zeigt unschwer, dass die von diesem Produkt

induzierte Norm gerade +/||z||? + ||y]|? ist. /

Genauso wie im Kontext der normierten oder metrischen Réume die
vollstdndigen besonders interessant sind, spielen auch unter allen Rdume mit
innerem Produkt die vollstdndigen eine ausgezeichnete Rolle.

3.1.6 Definition. Sei H ein Raum mit innerem Produkt. Ist H vollstandig,
also ist (H,|.||) ein Banachraum, so heiflt H ein Hilbertraum.

Als erstes wollen wir uns iiberlegen, dass jeder Raum mit innerem Produkt
dicht in einen Hilbertraum eingebettet werden kann.

3.1.7 Definition. Sei H ein Raum mit innerem Produkt (.,.). Ein Paar
(H,(.,.)) bestehend aus einem Raum H mit innerem Produkt (.,.) zusammen
mit einer Abbildung ¢ : H — H, heiBt eine Hilbertraum Vervollstindigung von
(H,(.,.)), wenn gilt:

(Vanl) (H,(.,.)) ist ein Hilbertraum.
(Vmin2) ¢ ist linear und isometrisch, also (vz,ty) = (z,y), x,y € H.

(Vaa3) (H) = f{ , wobei der Abschluss beziiglich der Norm des Hilber-
traumes H zu verstehen ist.

Zwei Vervollstandigungen ((Hy, (.,)1),t1) und ((Ha, (,,.)2),t2) von (H,(.,.))
heiflen isomorph, wenn es einen isometrischen Isomorphismus ¢ : H; — Hj
gibt mit 12 = @ o¢;.

3.1.8 Proposition. Sei H ein Raum mit innerem Produkt (.,.). Dann be-
sitzt (H,(.,.)) eine, bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte, Hilbertraum Ver-
vollstindigung.

Beweis. Sei ||.| die von (.,.) auf H induzierte Norm, und bezeichne mit
((H,||.]1),+) die bis auf Isomorphie eindeutige Vervollstindigung des normier-
ten Raumes (H, ||.||)-

Wir definieren auf H x H eine C-wertige Funktion durch

1 . , . , A
(@) =7 (le+yl =z =yl +illz +iy|* —ille —iy[*), @yeH.

Da das Skalarmultiplizieren, das Addieren und die Normfunktion stetig sind, ist
auch (.,.) : H x H — C stetig. -

Man sieht sofort, dass (z,y) = (y, z). AuBlerdem gilt wegen der Polarisations-
formel, der Linearitéit von ¢ und der Sesquilinearitéit von (.,.) fiir feste o, 5 € C
und jedes feste y € o(H) auf der dichten Teilmenge ¢(H) x «(H) C H x H

(azy + Bra,y) = (" (awy + Bra), " (y))
= (@), () + BN (@2), 0 (v) = alzr, y) + Blaa, y) -
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Wegen der Stetlgkelt gilt diese Gleichheit auch auf H x H. Halten wir nun
&1, x5 € H x H fest und betrachten obige Gleichheit fiir variables y, so gilt die
Gleichheit zunéchst auf «(H) und wieder wegen der Dichtheit und der Stetigkeit
auf ganz H.

Also ist (.,.) linear im ersten Argument und wegen (x,y) = (y,x) auch
konjugiert linear im zweiten Argument. R
Schliefllich priift man unmittelbar nach, dass (z,z) = ||z||? fiir * € H, womit

sich (H,(.,.)) als ein Hilbertraum herausstellt.

Sind  ((H1,(.,.)1),01) und ((Hz,(.,.)2),t2) zwei Hilbertraum Ver-
vollstdndigungen von (H,(.,.)), so sind ((Hy,|.|[1),¢t1) und ((Ha,|.|l2),t2)
zwei Vervollstdndigungen des normierten Raumes (H,||.||). Daher existiert ein
isometrischer Isomorphismus ¢ zwischen den normierten Rdumen H; und Hs
mit 1o = @ o1;. Wegen der Polarisationsformel ist dieser auch isometrisch

beziiglich der inneren Produkte (.,.); und (.,.)s.
a

Das wohl fundamentalste Beispiel fiir einen Hilbertraum ist der Raum der
quadratisch integrierbaren Funktionen.

3.1.9 Beispiel. Sei u ein positives Maf auf einem Messraum (£2,.4). Dann ist

:Amw7

ein Skalarprodukt am Raum L?(p) := L2?(Q, A, u, C). Die von (.,.) induzierte
Norm ist gerade die L?-Norm

1= ( [ 157 an)", 5 e 220,

Insbesondere ist (L?(u), (.,.)) ein Hilbertraum. Man spricht vom Raum der qua-
dratisch integrierbaren Funktionen. /

3.1.10 Beispiel. Ist in Beispiel 3.1.9 Q) eine Menge A, die o-Algebra A die Po-
tenzmenge P(A) und ist p das Zdhlmafl auf A, so schreiben wir anstelle von
L?(dy) meist £2(A), und sprechen vom Hilbertraum der quadratisch summier-
baren A-Tupel. Schreibt man die Funktionen £ : A — C als Tupel £ = (£4)aca,
wobei &, = £(«), so folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz leicht,

dass
KQ(A) = {(fa)aEA : Z |§o¢‘2 < OO},
acA
wobei Y 4 [€al? = suDrcg(a) Daer [€al?. Dabei bezeichnet £(A) € P(A) die
Menge aller endlichen Teilmengen von A. Man erkennt leicht, dass die Endlich-
keit dieser Summe bedeutet, dass £, # 0 fiir nur abzéhlbar viele a € A und dass
die entsprechende Reihe iiber diese abzihlbar vielen o endlichen Grenzwert hat.
Das innere Produkt lésst sich als

Z EaTlas 'fa)aEAa n= ("704)@614 € £2(A) )

acA

schreiben, wobei ) . 1 {a7la unbedingt konvergiert. Insbesondere gilt (£, d,) =
&., wobei d, jenes Element aus ¢2(A) bezeichnet, fiir das §,(3) = dap gilt.
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SchlieBlich ist noch wichtig, dass fiir £ = (£4)aca € £2(A) das Netz

(Z gaéa)IGE(A) )

acl

gegen £ bzgl. ||.|| konvergiert, wobei E(A) (C P(A)) versehen mit C als gerichtete
Menge betrachtet wird. Also gilt

Zgadazg'

a€cA

Um das einzusehen, wihle € > 0 und sei Iy € £(A) so, dass

Dol <et+ Il

acA acl

fiir I = Iy. Offenbar gilt diese Ungleichung auch fiir alle I O [y. Fiir solche I
folgt dann

||£—Zfa6a|\2:A\g—Zgaaa|2 du

ael acl

_ 2 5 2 2
‘/A\,f' di =S Jeal? = S Jal? <ce.

acA acl

/
Ist n € Nund A := {1,...,n}, so hat man ¢*(4) = C" und

(En) =S &7, €= (v )= (s 1) €T
j=1

also das iibliche euklidische Skalarprodukt.

3.2 Orthogonalitéit

Die Geometrie eines Raumes mit innerem Produkt ist reichhaltiger als die eines
allgemeinen normierten Raumes; zum Beispiel gilt ja die Parallelogrammregel.
Nun charakterisiert diese Regel sogar Rdume mit innerem Produkt. Ein fun-
damentales Konzept in Rdumen mit innerem Produkt, welches in allgemeinen
normierten Rdumen nicht existiert, ist das der Orthogonalitét.

3.2.1 Definition. Sei H ein Vektorraum mit innerem Produkt (.,.). Zwei Ele-
mente x,y € H heiflen orthogonal, wenn (z,y) = 0 gilt. Man schreibt in diesem
Fall z L y.

Ist £ C H eine Teilmenge, so heifit

EL::{xEH:xLy, fﬁralleyEE}

das orthogonale Komplement von E.



3.2. ORTHOGONALITAT 47

~ Fiir E C H kann man E+ auch anschreiben als

E+ = m{y}L: ﬂkerfy.

yeE yeE

Da jedes Funktional f, stetig und linear ist, ist E+ stets ein abgeschlos-
sener linearer Unterraum von H.

~ Aus E C F C H folgt offenbar H 2 E+ D F+ 2 {0}.

~ Es gilt

B+ = ﬂ ker f, = ﬂ ker f, = o (3.2.1)
yeE yef

In der Tat folgt die Inklusion ,,0%“ aus dem vorherigen Punkt. Die umge-
kehrte Inklusion gilt, da aus x € ker f, fiir alle y € E' wegen der Stetigkeit
von y — (z,y) sicherlich f,(x) = (z,y) = 0 fiir alle y € F folgt.

~ Seien M;, i € I, Teilmengen von H. Dann gilt
1 1
ﬂ Mt = (U MZ> = (span(U Ml)) . (3.2.2)
il i€l i€l

3.2.2 Definition. Sind M und N lineare Unterrdume eines linearen Raumes
X, so schreiben wir X = M+N, wenn gilt M + N = X, M NN = {0}. Man
spricht in diesem Fall von einer direkten Summe.

Ist auf X ein inneres Produkt gegeben und gilt zusétzlich M 1 N, so schreibt
man X = M & N und spricht von einer orthogonalen Summe.

Fiir einen Vektorraum X sei an das Konzept einer Projektion aus der Li-
nearen Algebra erinnert. Das ist eine lineare Abbildung P : X — X, fiir die
P? = P gilt. Es gelten folgende Eigenschaften:

~» Ist P eine Projektion, so ist auch I — P eine Projektion.
~» ran P = ker(I — P), ker P =ran(I — P).
~ ran P+ ker P = X.

~+ Sind A, B Unterrdume von X mit A+B = X, so gibt es eine eindeutige
Projektion P mit A = ran P, B = ker P. Wir sehen also, dass die Projek-
tionen auf X genau den Zerlegungen des Raumes X in eine direkte Summe
entsprechen.

Ist auf X ein inneres Produkt gegeben, so heifit P eine orthogonale Projektion,
wenn ker P | ran P.

~» Fiir eine orthogonale Projektion P gilt wegen Px L (I — P)y fiir z,y € H
stets

(Pz,y) = (Px, Py) = (z, Py), (z,y) = (Pz,Py) + (I — P)z,(I — P)y).

~» Eine Projektion P ist genau dann orthogonal, wenn

(Pz,y) = (z,Py) firalle z,yeX. (3.2.3)
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~> Ist P eine orthogonale Projektion, so ist auch I — P orthogonal.

~~ Orthogonale Projektionen sind stetig. Tatséchlich gilt fiir eine orthogonale
Projektion P

1P|* < [P + [I(I = P)al|* = [l]|*,

und daher |P]| < 1. Fiir z € ran P gilt stets Pz = x. Ist P # 0, so hat
man also sogar ||P| = 1.

~» Fiir eine orthogonale Projektion P gilt offenbar X = ran P&ker P. Infolge
gilt (ran P)* = ker P und (ker P)* = ran P, womit sich ran P und ker P
auch als abgeschlossene Unterrdume herausstellen.

~ Sind A, B Unterrdume von X mit A @ B = X, so ist die Projektion P
mit A = ran P, B = ker P, orthogonal. Man nennt P auch die orthogonale
Projektion von X auf A. Wir sehen also, dass die orthogonalen Projek-
tionen auf X genau den Zerlegungen des Raumes X in eine orthogonale
Summe entsprechen.

3.2.3 Satz. Sei H ein Hilbertraum. Dann gilt:

(i) Sei E C H eine nichtleere, konvexe, und abgeschlossene Teilmenge von
H. Dann gibt es zu jedem x € H ein eindeutiges Element pg(x) € E mit
minimalen Abstand zu x, daher

| = pe(2)|| = d(z, E) := nf{|ly — [ : y € E}.
Insbesondere ist dieses Infimum ein Minimum.
(i¢) Die Abbildung pp : H — E (C H) ist stetig mit pg|p = idg.
(#i1) Sei M ein abgeschlossener Unterraum von H. Dann gilt
H=Mae&M*,

und die dazugehirige orthogonale Projektion Pyy mit ran Pyy = M und
ker Py = ML stimmt mit par tberein.

Beweis.
ad(i): Setze d := d(x, E). Sei (yn)nen irgendeine Folge von Elementen aus F
mit ||y, — x| — d. Da E konvex ist, gilt stets 1(yn + ym) € E, und daher

Yn + Ym — 233”2 > 4d? .
Nach der Parallelogrammregel gilt
1yn +ym — 221* + llyn = yml* = 2llyn — 2® + 2llym — 2> = 4d?, m,n — oo.

Also folgt ||yn + ym — 2z||> — 4d? und ||y, — ym||* — 0. Wir sehen, dass (y,)nen
eine Cauchy-Folge ist, die wegen der Vollstéindigkeit von H gegen ein y € H
konvergiert. Da E abgeschlossen ist, gilt y € E. Klarerweise ist |y — x| =
limy, 00 ||y — z|| = d.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, seien z,y € E mit ||z — z|| = |ly — z|| = d
gegeben. Dann ist 2(z+y) € E, also ||z +y — 2z||* > 4d?, und ||z +y — 2z[* +
llz—yl|? = 2|z —x||* +2|ly—=||* = 4d>. Es folgt ||z—y|| = 0, also z = y =: pg(x).
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ad(it): Aus lim, o 2, = x in H folgt wegen
d(z, E) < |lpp(zn) — ol < [lpe(@n) — 2ol + |20 — 2|l = d(zn, E) + |2, — 2|

und wegen der Stetigkeit von z — d(z, E), dass |pg(z,) — || = d(z, E). Nach
dem ersten Beweisteil folgt pg(x) = lim,— o0 pr(z,). Fir z € E gilt offensicht-
lich pg(x) = .

ad(iii): Fiir z € M N M* gilt (z,2) = 0 und damit M N M+ = {0}. Um
M + M+ = H zu zeigen, sei © € H gegeben. Nach dem ersten Beweisteil gilt
fiir jedes feste m € M und alle A € C

Iz = par(2)]| = d(z, M) < |l& = par(x) + Am]|,

weil ja Am — pp(z) € M. Mit Proposition 3.1.2, (vi), folgt m L (z — par(z)).
Da m € M beliebig war, folgt = —pas(x) € M+ und = = pps(z) + (2 — pas()) €
M+ M+,

u

3.2.4 Korollar. Sei H ein Hilbertraum. Ist M ein linearer Unterraum, so gilt
(M)t =M.

Beweis. Fiir v € M gilt # 1L M*, also v € M++ := (M+)%. Aus der Abge-
schlossenheit von M+ folgt M C M++. Wegen M =Mt gilt

M+M* =H=M"4+M"*.

Wir schlieen, dass M kein echter Unterraum von M-+ sein kann.

a

Satz 3.2.3 impliziert auch, dass sich der Dualraum eines Hilbertraumes in
besonders einfacher Weise beschreiben lasst. Das ist die Aussage des folgenden
Darstellungssatzes von Riesz-Fischer. Man verwechsle diese elementare Aussage
nicht mit dem tiefliegenden Satz 2.3.9, welcher auch von seiner Natur her anders
geartet ist. Leider werden diese beiden Sétze in der Literatur mit dem gleichen
Namen bedacht.

Sei H ein Raum mit innerem Produkt (.,.). Fir y € H bezeichne f, wieder
das Funktional f,(z) := (z,y), « € H. Wir haben schon gesehen, dass stets f, €
H' gilt. Aus Satz 3.2.3 folgt nun, dass bereits jedes stetige lineare Funktional
von dieser Form ist.

3.2.5 Proposition. Sei H ein Hilbertraum. Dann ist die Abbildung
/
- { H — H
y = fy
eine isometrische und konjugiert-lineare Bijektion von H auf H'.

Beweis. Wie wir bereits gesehen haben, ist fiir jedes y € H die Abbildung
fy ein stetiges lineares Funktional. Die Schwarzsche Ungleichung zeigt wei-
ters, dass stets |f,(2)] = |(z.y) < lylllzl, dass also |f,| < [yl Wegen
Ify()| = (y,y) = ||ly||* gilt sogar || f,|| = |ly|l. Als isometrische Abbildung ist ®
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natiirlich auch injektiv. Die Tatsache, dass ® konjugiert-linear ist, ist klar aus
den Eigenschaften eines Skalarproduktes.

Der wesentliche Schritt ist zu zeigen, dass ® surjektiv ist. Sei dazu f € H’
gegeben. Ist f = 0, so wihle y = 0. Sei also f # 0 und damit ker f # H. Da f
stetig ist, ist ker f abgeschlossen, und wir erhalten

ker f @ (ker f)* = H.

Insbesondere existiert z € H, z # 0, mit z L ker f. Dastets f(x)z—f(z)x € ker f
gilt, folgt

f(@)(z,2) — f(z)(z,2) =0,
und somit _
f(z)z
(2,2)

Sei H ein Raum mit innerem Produkt (., .). Eine Abbildung [.,.] : HxH — C
heifit Sesquilinearform, wenn

flz) = (x, ) fir alle z€ H.

Q

[z +y,2] =[z,2] + [y, 2], [,y +2]=[z,y] +[z,2] fir 2,y € H,

[ax,y] = alz,y], [z,ay] =alr,y] fir a€C, z,yec H.

Eine Sesquilinearform [.,.] heifit beschrdinkt, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt
mit

[[z,9]] < C|lz|||ly|| fir alle =,y € H. (3.2.4)
Mit ||[.,.]|| bezeichnen wir das kleinstmdogliche C' > 0, fiir das (3.2.4) zutrifft.

Beispiele beschriankter Sesquilinearformen erhilt man mit Hilfe beschréinkter
linearer Operatoren: Sei G € Ly(H) := Ly(H, H), und betrachte die Abbildung
[z,y] :== (Gz,y). Diese ist klarerweise eine Sesquilinearform und es gilt

[z, 9]l = [(Gz, y)| < Gzllllyll < IGlyllll<]  fir alle =,y € H.

Aus dem nun folgenden Satz 3.2.6, dem sogenannten Satz von Lax-Milgram?,
erkennen wir, dass auf einem Hilbertraum jede beschriankte Sesquilinearform
von dieser Gestalt ist.

3.2.6 Satz (Laz-Milgram). Sei H ein Hilbertraum. Ist [.,.] : H x H — C eine
beschrinkte Sesquilinearform, so existiert ein eindeutiger Operator G € Ly(H)
mit

@,y = (Ga,y) fir alle z,y€H,
wobei |G| = |[[., JII-

Beweis. Sei [.,.] eine beschrinkte Sesquilinearform, und sei C' eine beliebige
Konstante, fiir die (3.2.4) gilt. Fiir € H betrachte die Abbildung

LI:{H — L
y = [z,

Dann ist L, linear und erfiillt |L,(y)| = |[z, y]| < Cllz||- ||y, also || L] < Clz|l.
Wie man aus der Definition sieht, gilt L., 44, = Ly, + Ly, und Ly, = @L,.

TIn der angewandten Funktionalanalysis ist ein weiterfiihrenderes Resultat gleichen Namens
bekannt, welches wir in Bemerkung 6.6.11 erw&dhnen wollen.
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Also ist die Abbildung ¥ : z +— L, eine konjugiert lineare Abbildung von H in
H', und erfillt ||Pz|| < Cz|.

Sei ® wie in Proposition 3.2.5, und definiere G := &' o . Dann ist G :
H — H linear und erfiillt |Gz| < C||z|| fiir alle z € H. Also ist G € Ly(H),
wobei ||G|| < C. Weiters haben wir nach den Definitionen von L,, ¥ und ®

(Gz,y) = (4, Gz) = ©(Gz)(y) = V(2)(y) = La(y) = [z, y] fir z,yec H.

Wegen der Schwarzschen Ungleichung gilt die Beziehung (3.2.4) mit der Kon-
stanten ||G||. AuBlerdem gilt ||G|| < C fiir jedes C > 0, fiir das auch (3.2.4) gilt.
Also ist |G| tatséchlich die kleinstméogliche Konstante ||[., .]||, die man in (3.2.4)
verwenden kann.

Die Eindeutigkeit gilt, da aus (Gz,y) = (Gz,y) bzw. ((G — G)z,y) = 0 fiir
alle z,y € H zunichst (G — G)z € H+ = {0} fiir alle # € H und damit G = G
folgt.

u

Der Operator G in Satz 3.2.6 heif3t auch der Gram-Operator der Sesquiline-
arform [.,.] beztiglich (.,.).

3.3 Orthonormalsysteme

3.3.1 Definition. Sei H ein Hilbertraum. Eine Teilmenge M C H heifit Or-
thonormalsystem oder kurz ONS, wenn fiir alle u,v € M

(u, v) = 1, u=vw
CYTY 0, uv
Ein Orthonormalsystem M heifit Orthonormalbasis oder kurz ONB, wenn es
kein echt grofleres Orthonormalsystem gibt, wenn also fiir jedes Orthonormal-

system M mit M O M bereits M = M gilt. Eine Orthonormalbasis nennt man
auch ein vollstdndiges Orthonormalsystem.

Man beachte, dass ein Orthonormalsystem stets linear unabhéngig ist, da
aus > p_; A\gu, = 0 immer

)\l = (é)\ku;ﬁul) =0 fir [= 1,...7?’L,

folgt. Obwohl der Begriff Orthonormalbasis an den Begriff Basis eines Vektor-
raumes erinnert, sind Orthonormalbasen nur fiir endlichdimensionale Hilbert-
rdume tatsdchlich Vektorraumbasen.

In der linearen Algebra kann eine Basis eines C-Vektorraumes dazu verwen-
det werden, zu zeigen, dass jeder Vektorraum X isomorph zu einem Vektor-
raum von ganz spezieller Gestalt ist, ndmlich zu dem Vektorraum aller Tupel
(2;)ier € C! mit der Eigenschaft, dass alle bis auf endlich viele z; gleich Null
sind. Hier ist I die Mé&chtigkeit einer Basis von X. Genauso kénnen wir den
Begriff der Orthonormalbasis verwenden um zu zeigen, dass jeder Hilbertraum
isomorph zu gewissen Hilbertrdumen spezieller Gestalt ist. Es wird sich heraus-
stellen, dass diese ,, Prototypen® die Hilbertriume ¢%(A) sind.

Als erstes wollen wir zeigen, dass es stets Orthonormalbasen gibt.
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3.3.2 Lemma. Sei H ein Hilbertraum und sei M ein Orthonormalsystem. Dann
existiert eine Orthonormalbasis M mit M O M. Insbesondere existieren also
Orthonormalbasen.

Beweis. Betrachte die Menge M aller Orthonormalsysteme N mit N O M.
Diese ist mit der mengentheoretischen Inklusion geordnet. Wir iiberpriifen die
Voraussetzung des Lemmas von Zorn.

Zunéchst ist M nicht leer, denn M € M. Ist N eine totalgeordnete nicht
leere Teilmenge von M, so betrachten wir N := Unen N. Sind uy,ug € N,
so existieren Ni,Ny € N mit u; € Ny und us € Ny. Da N totalgeordnet
ist, gilt entweder Ny C Ny oder No C Nj. Im ersten Fall gehtren w; und
us beide zu Na, woraus (ug,us) = 0 oder (ui,us) = 1 folgt, je nachdem ob
uy # ug oder u; = ug. Im zweiten Fall schlieft man genauso. Also ist N ein
Orthonormalsystem. Offenbar ist N eine obere Schranke von A

Nach dem Lemma von Zorn existiert ein maximales Element M in M. Kla-
rerweise ist M auch maximal in der Menge aller Orthonormalsysteme.

a

3.3.3 Satz. Sei H ein Hilbertraum, M = {e, : o € A} ein nicht leeres Ortho-
normalsystem mit e, # eg fir o # 3, und setze E := span{e, : o« € A}. Fir
x € H definiere

. {A - C
T
a = (z,eq)m
Dann

(i) gilt & € (*(A) fiir alle x € H;

(1) ist die Abbildung ~ : x — & eine lineare und surjektive Abbildung von H
auf (2(A) mit Abbildungsnorm eins; insbesondere gilt

1Zlle2ay < zllm, € H; (3.3.1)
(#it) gilt " ="|g o Pg, wobei Py die orthogonale Projektion von H auf E ist;

(iv) gilt ker(") = E+ und die Einschrinkung | von ~ auf E ist eine lineare
und isometrische Bijektion von E auf £?(A), wobei

(12) 7 ((Cadaca) = Y &atas (Sa)aca € L2(A); (3.3.2)
a€cA
(v) gilt
Ppx = Z #(a)eq, x € H, (3.3.3)
acA

wobei diese Summe als Grenzwert des Netzes (3, c; T()ea)res(ay 2u in-
terpretieren ist, wobei E(A) C P(A) die Menge aller endlichen Teilmengen
gerichtet durch C ist.

Beweis. Die Menge D := span{e, : a € A} ist eine dichte Teilmenge des
Hilbertraumes E. Die Abbildung “|p : D — ¢?(A) bildet ein Element z =
> or_i Me€ay € D auf & ab, wobei

(o) = (zn:/\keak,ea) = {/\k ya=ay k=1....n, (3.3.4)
k=1

0 , sonst.
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Wir erhalten
n

ol = (3 Meor D M)

k=1 =1
n
Z AkAl eakaeal = Z |Ak|2 = ||£||§2(A)
k=1

k=

—

s

Also ist “|p isometrisch.

Fiir = eg folgt aus (3.3.4), dass ég = (o — do3) = 03. Insbesondere ist das
Bild von D unter "|p die lineare Hiille aller dg, 8 € A in £2(A) und damit genau
die Menge aller Elemente (£,)aca € £2(A), fiir die alle bis auf endlich viele &,
gleich Null sind. Diese Menge ist dicht in £2(A), vgl. Beispiel 3.1.10. Nach Satz
2.5.2 besitzt *|p eine bijektive und isometrische Fortsetzung F : E — (2(A).

Sei a € A festgehalten. Fiir jedes z € F gilt

(x,ea)n = (Fz, Fea)pa) = (Fx,60)pa) = (F7,00)p ) = (Fr)(q).

Also ist Flx = & fur alle x € E.
Wegen e, = Pge, € E gilt fiir jedes x € H

Pra(a) = (Ppz,ea)n = (z,e0)n = &(a),

und damit Pz = &. Insbesondere haben wir damit (i) und auch (iii) gezeigt.

Aus (iii) folgt auch die Linearitéit von " sowie ||’|| < 1. Da *|g = F isometrisch
ist, schlieflen wir von (iii) auch auf (iv). Wegen [|Z][,2(a) = ||z g fiir z € E gilt
sogar ||| = 1.

In Beispiel 3.1.10 haben wir festgestellt, dass fiir jedes (£,)aca € £2(A)

Z ga « fa a€cA -

a€cA

Wenden wir darauf ("|g) ! an, so folgt wegen é, = d, auch (3.3.2). Wenden wir

(3.3.2) auf (£4)aca = Ppz =3 an, so folgt auch (3.3.3).
a

Die Zahlen #(c) in Satz 3.3.3 nennt man die Fourier-Koeffizienten von x
beziiglich des Orthonormalsystems M. Die Ungleichung in (3.3.1) heifit auch
Besselsche Ungleichung. Die Summe in (3.3.3) kann auch als klassische H-
wertige Reihe interpretiert werden, wenn man nur iiber die & € A summiert,
fir die £(«) # 0 gilt. In der Tat, sind das wegen (3.3.1) nur immer hochstens
abzéhlbar viele.

3.3.4 Korollar. Sei H ein Hilbertraum und M = {e, : « € A} ein Orthonor-
malsystem. Dann sind dquivalent:

(1) M ist eine Orthonormalbasis.

(i) D :=span{e, : o« € A} ist dicht in H.
(iii) [|2]|e2ay = |||l fiir alle x € H.
() (&,9)e2(a) = (,y)u fir allez,y € H.
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(v) Fir alle x € H gilt
T = Z Z(a)ey - (3.3.5)

a€cA

Beweis. Ist D nicht dicht in H ist, so folgt E := D # H. Wegen Satz 3.2.3,
(i1), gilt daher E+ # {0}. Fiir jedes u € E+ mit |jul| = 1 ist M U {u} ein
Orthonormalsystem, welches M echt umfasst. Somit gilt (i) = (i4).

Ist M keine Orthonormalbasis, so existiert ein Orthonormalsystem M 2 M.
Jedes u € M\M erfiillk 0 # u L M, womit 0 # v € E+ und daher E # H.
Also gilt auch (i3) = (4).

D ist genau dann dicht, wenn E = H. Nach Satz 3.3.3 ist die Abbildung "
genau dann auf ganz H isometrisch, wenn E = H. Also gilt (it) < (i4i). Die
Aquivalenz von (iii) und (iv) folgt unmittelbar aus der Polarisationsformel.

Ist M eine Orthonormalbasis, also E = H, so gilt Py = I. Die Darstellung
(3.3.5) folgt dann aus (3.3.3). Umgekehrt folgt aus (3.3.5), dass E =D = H.

a

Die Beziehung (iii) heifit auch Parsevalsche Gleichung, und die Reihe in
(3.3.5) nennt man die Fourierreihe beziiglich der Orthonormalbasis M.

Als Vorbereitung fiir die kommenden Beispiele wollen wir mit %)\ das nor-
mierte Lebesgue-Maf auf [0,27) bezeichnen, wobei [0,27) mit der o-Algebra
aller in diesem Intervall enthaltenen Borelmengen aus ‘B versehen ist. Bekann-

terweise ist
" 0,2r) — T {z€C:lz|=1})
) t = et

eine in beide Richtungen messbare Bijektion, wenn wir T mit der o-Algebra
aller in T enthaltenen Borelmengen aus B, versehen.

Das normierte Bogenmafl p auf T ist das normierte Oberflichenmafl und
stimmt mit (5=A)¥ iiberein, wobei (5=A)¥(B) = (5=A)(¢~1(B)) = )‘(w;i;(m).
Somit ist ) )

. { LT, ) = L2([0,27), £ )
fo= fou

ein isometrischer Isomorphismus. Dabei gilt W(z + 2™) = (t > ™) fiir alle
m € Z. Weiters ist U(C(T,C)) offenbar der Raum aller komplexwertigen, auf
[0,27] stetig fortsetzbaren Funktionen mit an 0 und 27 {ibereinstimmenden
Werten. Somit gilt offenbar Cpo(0,27) C ¥(C(T,C)), wenn man sich die
Funktionen f aus Cyo(0,27) auf [0,27) durch f(0) = 0 stetig fortgesetzt denkt.

Die lineare Hiille in C(T,C) aller Funktionen der Bauart T > 2z
2™, m € Z, ergibt die Menge aller trigonometrischen Polynome T 3 z — p(z).
Diese sind nach dem Satz von Stone-Weierstrafl dicht in C(T,C) bzgl. der
Supremumsnorm, weil die trigonometrischen Polynome eine unter Konjugieren
abgeschlossene, 1 enthaltende und Punkte trennende Algebra abgeben. Da
U : C(T,C) — ¥(C(T, C)) auch isometrisch bzgl. der jeweiligen Supremumsnor-
men ist, muss auch die lineare Hiille aller Funktionen [0, 27) 3 t + ¢ m € Z,
dicht in ¥(C(T,C)) sein.

Da Cyy(0, 7r) (C ¥(C(T,C))) dicht bzgl. ||.||2 in L2([0,27), 5= A) liegt, muss
auch ¥(C(T,C)) diese Eigenschaft haben. Wegen ||.||2 < ||.]le auf ¥(C(T, C))
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ist sogar die lineare Hiille aller Funktionen [0,27) 3 t + €™ m € Z, dicht in
L2([0,2m), 5= ) bzgl. |||
Wenden wir wieder ! an, so sehen wir, dass auch der Raum der trigono-

metrischen Polynome in L?(T, i) dicht liegt.

3.8.5 Beispiel. Wir wollen zeigen, dass die Menge M := {z" : n € Z} eine Or-
thonormalbasis von L?(T, ) ist. Die Tatsache, dass M ein Orthonormalsystem
ist, folgt aus

_ 1 o IECE 1 =
/ T dp = — (&) ()™ dA(t) = — / elnmmt gt — pne=m
T 27 Ji0,2x) 27 Jo 0 ,n#m

Oben haben wir gesehen, dass span M dicht in L?(T,u) ist, womit M gemf
Korollar 3.3.4 eine Orthonormalbasis von L?(T, 11) ist. /

Klarerweise bleiben alle Ergebnisse iiber Orthonormalsysteme bei isometri-
schen Isomorphismen erhalten, weshalb sich die Aussagen von Beispiel 3.3.5
auch in den L?([0,27), 5= \) transportieren lassen. Tut man dies, so erhilt man
gerade die klassische L?-Theorie der Fourierreihen. Wegen ihrer groien histori-
schen Bedeutung, und da gerade solche speziellen Reihenentwicklungen in vielen

Anwendungen auftreten, wollen wir dies explizit formulieren.

3.8.6 Beispiel. Die Menge M := {e™® : n € Z} ist eine Orthonormalbasis von
L%(]0,27), 5= ). Ist fiir f € L2([0,27), 5= ) eine Folge (¢ )nez definert als

) 2w ? 2T
1 2 )
O = o ; flx)e """ dx
so gilt ,
o | @R = o wd Y 6,6 = fa).

neZ nez

wobei die Konvergenz der Reihe Y, ¢,,e™* im Sinne der L?-Norm zu verste-
hen ist.

Schreibt man e = cos(nz) + isin(nz) und fasst entsprechende Terme in
der Fourierreihe zusammen, so erhilt man ihre, vielleicht bekanntere, Gestalt

inx

f(z) = a0 4 Z [an cos(nx) + by, sin(nz)]

2 n=1
mit
1 27
ap = — () cos(nz)dx, n=0,1,2,...

™ Jo

1 27
bn = — (x)snl(n.%‘)dx, n = 1727"'

™ Jo

Die Konvergenz der Reihe ist wieder im Sinne der L?-Norm zu verstehen.  /

Um Orthonormalsysteme zu konstruieren, verwendet man das Orthogonali-
sierungsverfahren von Gram-Schmidt. Sei {x,, : n € N} eine linear unabhéngige
Teilmenge des Hilbertraumes H. Dann definiert man induktiv

T

e1:= ——
T el
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n—1 v
Up = Ty — Z(zn,ei)ei, en 1= ﬁ .
i=1 Un

Man rechnet leicht nach, dass dann {e, : n € N} ein Orthonormalsystem ist,
und dass fiir alle N

span{ey,...,enx} =span{x1,..., TN }.

Ist span{x, : n € N} dicht in H, so erhélt man auf dieser Art also eine Ortho-
normalbasis von H.

3.3.7 Beispiel. Betrachte den Hilbertraum L2?(—1,1). Dann ist die Menge
{1,2,22,...} eine linear unabhiingige Menge, und span{z™ : n € Ny} ist dicht
in H. Mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Verfahrens erhalten wir also eine Or-
thonormalbasis {bg, b1, ba, ...} von L?(—1,1). Tatsichlich ergibt sich

1
bn(z) =1/n+ 3 P,(x), n € Ny,

wobei P,, das n-te Legendre-Polynom

P, (x):= 27}”! Cigin [(x2 — 1)”]

bezeichnet. /
3.3.8 Beispiel. Betrachte die Menge

oo oo
H? .= { Zanz" D ay, € C,Z|an\2 < oo}.
n=0 n=0

Da fiir eine quadratisch summierbare Folge (a,)nen, der Konvergenzradius der
Potenzreihe Y a,z" mindestens 1 ist, ist H 2 ein Vektorraum bestehend aus
Funktionen auf der offenen Einheitskreisscheibe D = UL (0). Versieht man H?
mit dem inneren Produkt

oo oo o0
( E anz", E bnz”) = E Anbn ,
n=0 n=0 n=0

so ist die Abbildung @ : Y°0° ja,2" — (an)nen, ein isometrischer Isomorphis-
mus von H? auf ¢?(Np). Damit wird also H? ein Hilbertraum, man spricht vom
Hardy-Raum am Einheitskreis.

Fiir 2 € D, setze K, (2) := 1==. Dann gilt K. () = Y7 252", also ist

K., € H?. Weiters sehen wir, dass

(f’KZO)H2 = Za’n ’ (%) = f(ZO), f(Z) = Zanzn € H27 2o €D.
n=0

n=0

Es ist also jedes Punktauswertungsfunktional

.{Hz - C
Xzo - f = f(z0)

stetig. /



Kapitel 4

Vollstandigkeit

Die Giiltigkeit vieler wichtiger Sidtze der Analysis hingt wesentlich davon ab,
dass die betrachteten Systeme vollstindig sind. Als Beispiel seien nur die ,,un-
vollstdndigen Systeme® der rationalen Zahlen genannt oder das Riemannsche
Integral. Beide sind denkbar unpraktisch im Vergleich zu ihren ,,vollstdndigen“
Aquivalenten, den reellen Zahlen und dem Lebesgue-Integral. Wir wollen in die-
sem Kapitel die Auswirkungen der Vollstindigkeit im Kontext der normierten
Ré&ume untersuchen.

4.1 Der Satz von Baire
Die Grundlage fiir alle Sétze dieses Kapitels bildet der folgende

4.1.1 Satz (von Baire). Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, und
seien Vi,,n € N, offene und dichte Teilmengen von X. Dann ist auch (),cn Va
dicht in X.

Beweis. Fine Teilmenge von X ist genau dann dicht, wenn sie mit jeder nichtlee-
ren offenen Menge nichtleeren Schnitt hat. Sei eine nichtleere offene Teilmenge
W von X gegeben. Wir miissen also zeigen, dass WN[) V., # () ist. Bezeichne
wieder U, (z) :=={y € X : d(z,y) < r}.

Wir konstruieren induktiv Folgen (z,,)nen, (Tn)neny mit 0 < 7, < % und

neN

Vi Vs Vs
C C C

W 2 K. (x1) 2 Kp(rs) 2 K,(zs) 2

Da V; dicht ist, ist V3 N W # () und als Durchschnitt zweier offener Mengen
auch offen. Also existieren z; € X,0 < r; < 1 derart, dass K., (x1) CViNW.
Sei n > 2, und seien x,,_1,7,_1, bereits definiert. Da V,, dicht und offen ist,
ist V, NU,.,,_, (xn—1) # 0 und offen. Daher existieren x,, € X und 0 < r,, < %L
mit K, () C Vo NU,, _ (@n—1).
Sind ¢, j > n, so liegen x; und z; beide in K, (z,), also ist

2
d(z;,xz;) < — firalle 4,5 >n.
n

o7
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Somit ist (2, )nen eine Cauchy-Folge in X. Da X vollstindig ist, existiert € X
mit lim,, oo T, = .
Sei n € N. Da fiir i > n sicher x; € K, (x,) gilt, folgt auch z € K, (x,).
Daher ist
ze () Kn(zn) SWN () Vi,

neN neN

insbesondere ist also W N[,y Vo # 0.

Oft ist die Signifikanz des Satzes von Baire das folgende Korollar.

4.1.2 Korollar. Sei (X,d) ein wvollstindiger metrischer Raum, und seien
Vi,n €N, offene und dichte Teilmengen von X. Dann ist [,y Va # 0. Q

4.1.8 Bemerkung. Geht man im Satz von Baire zu den Komplementen iiber, so
erhilt man wegen A¢ = (A2)¢ folgende Umformulierung.

Ist A,,n € N eine Folge abgeschlossener Mengen mit leerem Inneren, so hat
auch (J,,cn An leeres Inneres. /

4.1.4 Bemerkung. Der Satz von Baire wird oft auch Baire’scher Kategoriensatz
genannt. Das hat folgenden Grund.

Sei X ein topologischer Raum und M C X. Kann M als abzéhlbare Ver-
einigung von nirgends dichten Mengen geschrieben werden, so heifit sie von 1.
Kategorie in X. Dabei nennen wir eine Menge E C X nirgends dicht, wenn F
keine nichtleeren offenen Mengen enthiilt, also (E)° = (. Mengen von 1. Kate-
gorie werden auch mager genannt. Ist die Menge M nicht von 1. Kategorie in
X, so heifit sie von 2. Kategorie in X.

Geht man in Satz 4.1.1 zu den Komplementen iiber, so erhédlt man, dass
jeder vollstandige metrische Raum in sich selbst von 2. Kategorie ist. /

4.2 Der Satz von Banach-Steinhaus

Sei X ein topologischer Raum und M C X. Dann heifit M eine G5-Menge, wenn
M als Durchschnitt abzéhlbar vieler offener Mengen dargestellt werden kann.

4.2.1 Satz (von Banach-Steinhaus). Sei X ein Banachraum, Y ein normierter
Raum, und sei R; : X — 'Y, i € I, eine Familie beschrinkter linearer Operato-
ren. Dann gilt genau eine der beiden folgenden Aussagen.

(i) Es existiert eine Konstante C € [0,400) mit |R;|| < C fiir alle i € I.

(it) Es existiert eine dichte Gs-Menge M C X mit sup;¢; | Riz|| = oo fir alle
rec M.

Beweis. Setze
Vn::U{ajeX: |Riz|| > n}, neN.
i€l
Aus der Stetigkeit der R; folgt die der Funktionen x — ||R;x||, womit die V;, als
Vereinigung offener Mengen offen sind. Wir unterscheiden nun zwei Fille.
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1. Eine der Mengen V,, ist nicht dicht in X : In diesem Fall gibt es dann N € N,
zg € X und r > 0 derart, dass K, (zg) N Vy = 0. Also gilt

|R:(zo +2)|| < N, firalle i €I, z € K,(0).
Wir erhalten
|R:x|| < ||Ri(zo + x)|| + || Rizol| < 2N, fiir alle z € K,.(0),

und daher [|R;[| = supj <1 [[Riz|| < v,

2. Jede der Mengen V,, ist dicht in X : Nach dem Satz von Baire ist auch M :=
Mpen Va dicht. Offenbar ist diese Menge eine Gs-Menge. Fiir jedes x € (o Vo
gilt aber sup;¢; | R;z|| = oo.

a

Der Satz von Banach-Steinhaus wird oft in der folgenden Form angewendet.

4.2.2 Korollar (Principle of uniform boundedness bzw. Satz von der
gleichmifligen Beschrinktheit). Sei X ein Banachraum, Y ein normierter
Raum, und sei R; : X — Y, i € I, eine Familie beschrinkter linearer Ope-
ratoren. Ist die Familie {R; : i € I} punktweise beschrinkt, also gilt fiir jedes
festex e X

sup | R;z|| = Cp < 400,
iel
so ist die Familie gleichmdf$ig beschrinkt, also

sup | Ri|| = C < +00.
i€l

Beweis. Wire {R; : i € I} nicht gleichm#Big beschrinkt, so existierte sogar
eine dichte G5-Menge von Punkten 2 mit sup,c; || R;z|| = oo.

a

Folgende Aussage ist nur fiir Folgen (R, )nen und nicht fiir allgemeine Netze
von beschrankten Operatoren richtig.

4.2.3 Korollar. Sei X ein Banachraum, Y ein normierter Raum und R, :
X =Y, neN, eine Folge beschrinkter linearer Operatoren. Existiert fir jedes
r € X der Grenzwert lim,,_,oo R,z €Y, so ist die durch

R:{X - Y

Tz +— lim,_o R,z
definierte Abbildung linear und beschrinkt.

Beweis. Dass R linear ist, folgt aus der Linearitdt des Grenzwertes. Aus der
Konvergenz der Folge (R,z)nen folgt sup, oy ||Rnz| < oo fiir jedes z € X.
Damit gilt nach dem Satz von Banach-Steinhaus sup,,cy [|Rn| =: C < oo. Es
folgt

|Ral = lim || Rual < Clal] . .
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4.3 Der Satz von der offenen Abbildung

Seien X,Y topologische Rdume und f : X — Y. Dann heiflit f eine offene
Abbildung, wenn fiir jede in X offene Menge O auch f(O) in Y offen ist.

4.3.1 Satz (von der offenen Abbildung). Seien X und Y Banachriume und
R : X — Y eine surjektive und beschrinkte lineare Abbildung. Dann ist R

offen.

Im Beweis verwenden wir die folgende Umformulierung der Eigenschaft einer
Abbildung offen zu sein.

4.3.2 Lemma. Seien X undY normierte Ridume und T : X — Y linear. Dann
ist T genau dann offen, wenn es ein § > 0 gibt mit T(U;X (0)) 2 U (0).

Beweis. Ist T offen, so ist T (U7X (0)) eine offene Menge, die das Element 7'(0) =
0 enthilt. Daher gibt es eine gewisse Kugel U} (0), welche in T'(U;* (0)) enthalten
ist.

Umgekehrt sei angenommen, dass 7'(U7* (0)) 2 UY (0) mit einem ¢ > 0, und
sei eine offene Menge O C X gegeben. Ist O = (), so ist trivialerweise T'(O) = ()
offen. Anderenfalls sei y € T(O) gegeben, und wihle x € O mit T'(z) = y. Da
O offen ist, gibt es ein r > 0 mit UX(z) C O. Nun gilt UX(z) = x + rU{*(0),
und daher

T(0) 2 T(US (x)) = T(x) + rT(UF (0)) 2 y + U5 (0) = Ups(y) -

Da y € T'(O) beliebig war, ist T'(O) offen.

Ein weiterer Beweisteil ist folgendes Lemma.

4.3.3 Lemma. Scien X ein Banachraum, Y ein normierter Raum, und sei
T : X —Y eine beschrinkte lineare Abbildung. Wenn T (Ui (0)) 2 U (0), so
gilt schon T(U*(0)) 2 UY (0).

Beweis. Aus unserer Voraussetzung folgt T(U{* (0)) 2 U} (0) = K7 (0). Durch
Normieren sieht man, dass es damit insbesondere zu jedem y € Y und € > 0 ein
x € X gibt mit

el <lyll und [ly - Tzl| <e.

Sei y1 € UY(0) gegeben. Wihle eine Folge (e,)nen positiver Zahlen mit
Yoo en <1—|lyall, und 21 € X mit ||z < ||y1]| sowie [|y1 — Tz || < €1.
Startend mit y; und z; konstruieren wir nun induktiv Folgen (y,)nen und
(Tn)nen aus Y bzw. X. Sind fiir n > 1 die Elemente y,, und x,, bereits definiert,
so setzen wir yn41 := yn — T, und wihlen z,11 € X mit ||z, 1] < |yntall
und [[yn+1 — TTpia]l < €na.
Fiir jedes n € N gilt dann

[Zns1ll < llyntall = llyn = Tnll < €n,

und daher

oo oo oo

S llznll < lzall+ > e < llwnll+ > en < 1.
n=1 n=1

n=1
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Da X vollstandig ist, ist die Reihe 270:;1 x,, konvergent. Klarerweise liegt ihr
Grenzwert z in U{* (0). Wegen y,, — 0 erhalten wir

N

N
Tx = ( li ) =1 71 n = li n — Yn = ’
also ist y1 € T(U{(0)).

a

Beuweis (von Satz 4.3.1). Aus X = Uy Uik (0) und aus der Surjektivitét von
R folgt Uyen R(UX(0)) = R(X) =Y. Wir erhalten

() RWUX(0)) CﬂRUk ) =0.

keN keN

Da Y vollsténdig ist, gibt es wegen dem Satz von Baire ein k € N derart, dass
R(UX(0))" nicht dicht ist, also W N R(UX(0)) = 0 bzw. W C R(UX(0)) fiir
ein offenes W #£ 0, W CY.

Wegen —W C —R(U,f( ) = —R(UX( )) = R(U;X(0)), wegen der Stetigkeit
der Addition und wegen UX (0) + U;X(0) C Uss (0) folgt

W — W € RUX(0)) + RUZ(0)) € RUZ0)).

Da W — W eine offene Nullumgebung ist, muss es ein 7 > 0 geben mit U;(O) C
W — W C R(Us%(0)). Nun wenden wir Lemma 4.3.3 mit 7' = %R an und
erhalten Uﬁk (0) € R(U{*(0)). Nach Lemma 4.3.2 ist R offen.

a

Eine spéter ofters verwendete Folgerung ist:

4.3.4 Korollar. Seien X,Y Banachrdume und R : X — Y eine bijektive lineare
Abbildung. Ist R stetig, so ist auch die Inverse R~ stetig.

Beweis. R besitzt eine Inverse, die klarerweise linear ist. Nach Satz 4.3.1 ist R
offen und damit R~! stetig.
a

4.8.5 Bemerkung. Seien X, Y normierte Riume und R : X — Y linear. Die Tat-
sache, dass R injektiv ist zusammen mit der Beschrénktheit von R™! : R(X) —
X, ist dann dquivalent zur Existenz eines reellen a > 0 mit

allz|| < ||Rz| firalle xe€ X, (4.3.1)

wie man leicht mit Hilfe der Substitution 2 = R~y erkennt. In diesem Fall ist
die Abbildungsnorm von R~* : R(X) — X kleiner oder gleich 1. /

4.3.6 Lemma. Ist R : X — Y linear und beschrinkt und gilt (4.3.1), so ist
R(X) genau dann ein Banachraum, wenn X ein solcher ist. In dem Fall ist
R(X) abgeschlossen in Y.
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Beweis. In der Tat folgt aus der Beschrénktheit von R zusammen mit (4.3.1),
dass fiir jede Folge (x,,)nen in X diese in X genau dann eine Cauchy-Folge ist,
wenn (Rz,)nen eine Cauchy-Folge in YV ist und dass (2, )nen in X gegen ein x
genau dann konvergiert, wenn (Rzp,)nen in R(X) gegen ein y konvergiert.

Da vollstéandige Teilmengen metrischer Rdume immer abgeschlossen sind,
erhalten wir auch die letzte Behauptung. a

4.4 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen
Seien X, Y Mengen und f: X — Y, dann heifit

graph f := {(z, f(z)) e X x Y : z. € X}
der Graph von f. Ganz im Allgemeinen gilt die folgende Feststellung.

4.4.1 Lemma. Seien X,Y topologische Riume, Y Hausdorff, und sei X XY
mit der Produkttopologie versehen. Ist f : X — Y stetig, so ist der Graph von
f abgeschlossen in X x Y.

Beweis. Sei Q das Komplement des Graphen von f in X x Y. Sei (xg,y0) € €,
also f(xo) # yo. Wihle disjunkte Umgebungen V., W in Y von yo beziehungs-
weise f(xo). Dann existiert eine Umgebung U von z in X mit f(U) C W. Also

liegt die Umgebung U x V' von (zo, yo) ganz in €.
Q

Die Umkehrung dieser Aussage ist im Allgemeinen nicht richtig. Man kann
dazu leicht Gegenbeispiele konstruieren. Es ist eine interessante Tatsache, dass
fiir lineare Abbildungen zwischen Banachrdumen die Umkehrung doch stimmt.

4.4.2 Satz (vom abgeschlossenen Graphen). Seien X, Y Banachriume und sei
R: X — Y linear. Ist der Graph von R abgeschlossen in X XY, so ist R stetig.

Beweis. Der Graph G von R ist ein abgeschlossener linearer Unterraum des
Banachraumes X x Y mit der Summennorm ||(z,y)| := ||| + ||y||, also selbst
ein Banachraum. Betrachte die Projektion auf die erste Komponente

[ XxY — X
T () o @

Dann ist 71 stetig und linear. Also ist auch 7| stetig und linear. Nun ist m|g
injektiv, denn (x, Rz), (y, Ry) € G und = = y impliziert Rz = Ry. Weiters ist
m1|¢ surjektiv, denn fiir jedes x € X ist (z, Rx) € G. Nach Korollar 4.3.4 ist
(m1]a) ™t X — G stetig.

Sei m3 : X XY — Y die Projektion auf die zweite Komponente. Genauso
wie 71 ist w9 stetig und linear. Der Operator R lisst sich nun schreiben als

R=my0 (7T1|G)_1.



4.4. DER SATZ VOM ABGESCHLOSSENEN GRAPHEN 63

4.4.3 Bemerkung. Seien X,Y metrische Rdume, und F : X — Y. Dann ist
graph F' genau dann abgeschlossen, wenn gilt:

Fiir jede Folge (2, )nen von Punkten z, € X, fiir die die beiden Limiten
2= lmy o0 Tn, ¥ 1= lim, o0 F'(zy,) existieren, gilt y = F(x).

Man beachte den Unterschied zur Folgencharakterisierung der Stetigkeit. Die
Abildung F' ist genau dann stetig, wenn gilt:

Fir jede Folge (z,)nen von Punkten z, € X, fur die der Limes z :=
lim,,—, o0 @, existiert, existiert auch y := lim, o F(x,) und es gilt y = F(z). /

Wir geben eine oft niitzliche Anwendung des Satzes vom abgeschlossenen
Graphen. Eine Menge M von linearen Funktionalen heiffit dabei punktetren-
nend!, wenn ﬂfeM ker f = {0}. Man beachte, dass wegen der Linearitéit der
Funktionale aus M, die Menge M genau dann punktetrennend ist, wenn

Ve,ye X,a#y3feM: f(x)# f(y).

4.4.4 Korollar. Secien X,Y Banachriume, sei R : X — Y linear, und sei
M C Y’ eine punktetrennende Menge von stetigen, linearen Funktionalen auf
Y. Gilt fiir jede Folge (xy)nen,Tn € X, mit ||z,|| — 0, dass f(Rx,) — 0 fir
alle f € M, was zur Stetigkeit von fo R fir alle f € M dquivalent ist, so ist R
beschrinkt.

Beweis. Gelte z,, — x und Rz, — y. Fir f € M gilt geméf Voraussetzung
f(R(x, — x)) — 0, womit f(y) = lim, e f(Rx,) = f(Rz). Da M punkte-
trennend ist, folgt y = Rx. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist R
stetig.

a

TMan verwechsle diesen Begriff nicht mit der Terminologie einer punktetrennenden Algebra,
wie sie beim Satz von Stone-Weierstrafl auftritt.
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Kapitel 5

Lokalkonvexe Vektorraume

In diesem Kapitel werden wir uns mit topologischen Vektorrdaumen beschéftigen,
die einer zusétzlichen geometrischen Bedingung geniigen. Es stellt sich heraus,
dass diese fiir viele ,,gute” Eigenschaften verantwortlich zeichnet. Insbesondere
sichert sie, dass es hinreichend viele stetige lineare Funktionale gibt, um von
Eigenschaften des Dualraumes Riickschliisse auf Eigenschaften des Ausgangs-
raumes zu ziehen.

5.0.1 Definition. Ein topologischer Vektorraum (X,7) heifit lokalkonvex,
wenn es eine Umgebungsbasis der Null gibt, die aus konvexen Mengen besteht.

5.0.2 Beisprel.

(7) Alle normierten Réume sind lokalkonvex. In der Tat bilden die e-Kugeln
Uc(0) = {z € X : ||z|]| < €} eine Umgebungsbasis der Null. Zudem sind
diese wegen

[tz + (1 =yl < lltf| + [|(1 = t)yll = ¢ - =[] + (1 = D)ly
fiir alle ¢ € [0, 1] konvex.

(#3) Der Raum C*°(2) aus Beispiel 2.3.10 ist lokalkonvex. Wie schon einmal
festgehalten, wird seine Topologie aber nicht von einer Norm induziert.

(#4i) Sei 0 < p < 1, dann ist der Raum L?(0,1) aus Beispiel 2.3.11 nicht lokal-
konvex.

/
5.0.3 Bemerkung.

(i) In einem lokalkonvexen Vektorraum gibt es gemifl Lemma 2.1.8 so-
gar eine Umgebungsbasis der Null bestehend aus konvexen, offenen und
kreisformigen Mengen.

(#7) Sei X ein Vektorraum, (X;,7;), ¢ € I, eine Familie lokalkonvexer Vek-
torrdume, und seien R; : X — X;, i € I, lineare Abbildungen mit
Nics ker R; = {0} bzw. dquivalent dazu

Ve,ye X, v #y Jiel: Ri(z)# Ri(y).
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Dann ist X mit der initialen Topologie T beziiglich der Familie von Ab-
bildungen
R :X— (X;,Ti),i€el,

ein lokalkonvexer Vektorraum.

Um dies zu sehen, sei zunédchst daran erinnert, dass die Mengen der
Bauart R;I(Oil) N---N R;}(Om) mit m € N, 41,...,4, € I und
0, €Ti,s---,0;, €T, eine Basis der Topologie 7 abgeben.

Daraus erkennt man leicht, dass fiir Nullumgebungsbasen 2;(0) von
(X, T;) die Menge der Mengen der Bauart

tm m

ﬁ RNV, (5.0.1)
k=1

wobein € Nund i, € T und V;, € U;, (0) fiir k = 1,...,n, eine Nullumge-
bungsbasis von (X, 7)) ist. Sind nun alle Mengen aus allen ;(0) konvex,
so folgt aus der Linearitéit der R; unmittelbar, dass diese Nullumgebungs-
basis von (X, 7T) auch aus konvexen Mengen besteht.

Wir erhalten insbesondere, dass Unterrdume und direkte Produkte lokal-
konvexer Vektorrdume wieder lokalkonvex sind.

Sei M ein abgeschlossener linearer Unterraum eines lokalkonvexen Vek-
torraumes X, und betrachte X/M versehen mit der finalen Topologie
beziiglich der kanonischen Projektion = : X — X/M, vgl. Proposition
2.4.6. Dann ist X/M ein lokalkonvexer Vektorraum.

Um dies zu sehen, sei U eine Nullumgebung in X/M. Dann ist 7= 1(U)
eine Nullumgebung in X. Wéihle eine konvexe Nullumgebung V' in X mit
V C 7#=}(U). Dann ist 7(V) konvex, eine Nullumgebung in X/M, und
enthalten in U.

/

5.1 Seminormen, Minkowski—Funktionale

Wir werden zeigen, dass die Topologie eines lokalkonvexen Raumes, obwohl sie
nicht notwendigerweise von einer Norm kommen muss, doch in recht dhnlicher
Weise erzeugt werden kann.

5.1.1 Definition. Sei X ein Vektorraum, p : X — [0,00). Dann heifit p eine
Seminorm, wenn gilt:

(4)

p(x +y) < px) +py), 2,y € X.

(i7) plax) = |alp(z), r € X,a € C.

Klarerweise ist jede Norm auf X auch eine Seminorm. Umgekehrt ist eine
Seminorm p : X — [0,00) eine Norm genau dann, wenn p(x) # 0 fiir alle  # 0

gilt.

5.1.2 Lemma. Sei p eine Seminorm auf X und N(p) :={z € X : p(xz) = 0}.
Dann gilt:
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(#) p(0) = 0.
(#4) Dreiecksungleichung nach unten: |p(z) — p(y)| < p(x —y) = p(y — ).
(15i) N(p) ist ein linearer Unterraum von X .

(iv) Mit X, := X/N(p) ist die Funktion ||.||, : X, — [0, 00), die der Restklasse
x + N(p) die Zahl p(x) zuweist, wohldefiniert und eine Norm.

Beweis.
ad(i): Esgilt 0=0- 2, also folgt p(0) = p(0 - z) = |0|p(x) = 0.

ad(ii): Esist p(z) = p(r —y+y) < p(zr —y) +p(y), also p(x) —p(y) < p(z —y).
Genauso erhélt man p(y) —p(x) < p(y—x). Nun gilt p(x—y) = p[(-1)(y—z)] =
p(y — z), also folgt (u7).

ad (iii): Seien z,y € X mit p(z) = p(y) = 0 und «, 8 € C. Dann folgt 0 <
plax + By) < |alp(z) +[Blp(y) = 0.

ad(iv): Wegen (i1) ist || + N(p)||, wohldefiniert. Die Eigenschaft Seminorm
zu sein {ibertrégt sich unmittelbar von p auf ||.||,. Auerdem ist ||z + N(p)||, =
p(z) = 0 genau dann, wenn x € N(p) bzw.  + N(p) = 0+ N(p).

u

5.1.3 Definition. Sei X ein Vektorraum und M eine Familie von Seminormen
auf X. Dann heiit M separierend, wenn (), N(p) = {0}.

5.1.4 Satz. Sei X ein Vektorraum und sei M eine separierende Familie von
Seminormen auf X. Fir p € M seien N(p) und ||.||, : X, — [0,00) definiert
wie in Lemma 5.1.2, sodass also (Xp,||.||p) ein normierter Raum ist. Weiters
bezeichne mit m, : X — X, die kanonische Projektion, und mit Ty die initiale
Topologie auf X beziiglich der Abbildungen m,, p € M, wobei die X, mit der
von ||.||, erzeugten Topologie versehen sind.

Tpa (Xpas ll-llpa)

(Xpg ll-llpg)

X ol
ey (Xp'y7 H”P’y)

Dann ist (X, Tar) ein lokalkonvezer topologischer Vektorraum. Eine Nullumge-
bungsbasis von (X, Tar) bestehend aus konvexren Mengen ist gegeben durch

0(0) := { ﬂ V(pk,€ex): mEeN,p1,...,pm € M €1,...,6m > O}, (5.1.1)
k=1

wobei V(p,e) :={z € X : p(z) < €}. Schlieflich konvergiert ein Netz (x;)jes in
X bzgl. Tar gegen ein z € X genau dann, wenn p(z; — x) ied 0 fiir allep € M.
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Beweis. Die Abbildungen m, sind linear, und () ¢, ker m, = (,c5, N (p) = {0}.
Nach Proposition 2.4.1 ist (X, Tas) ein topologischer Vektorraum, welcher gemif
Bemerkung 5.0.3, (ii) lokalkonvex ist.

Eine Umgebungsbasis der Null im normierten Raum (X, ||.||,) ist gegeben

durch die Kugeln UZ7(0) := {z € X, : ||zl < €}, € > 0. Daher ist

{

eine Nullumgebungsbasis in (X, Tar), vgl. (5.0.1), (i7). Wegen 7r;1(U6Xp (0)) =
V(p,e€) ist das gerade das im Satz angegebenen System 2(0) von Teilmengen
von X.

Da Ty die initiale Topologie bzgl. der Abbildungen , ist, konvergiert ein
Netz (x;)jes gegen ein € X genau dann, wenn m,(z;) — m,(x), j € J fiir alle
p € M. Da X, ein normierter Raum ist, wobei ||z + N(p)||, = p(z), ist letzteres

W_l(Uj,f,pk(O)) :meEN, Py, ..., pm €E M, €1,...,€m >0}

DL

Pk

k=1

zu p(z; — ) IEL 0 fiir alle p € M #quivalent.

Q

5.1.5 Beispiel. Ist (X, ].||) ein normierter Raum, so ist die Familie {||.||} eine
separierende Familie von Seminormen. Die im Sinne von Satz 5.1.4 induzierte
Topologie ist die Normtopologie. /

5.1.6 Bemerkung. Sei X ein Vektorraum iiber C, seien (X, ||.|:), ¢ € I, nor-
mierte Rdume und seien R; : X — X;, ¢ € I, lineare Abbildungen mit
(Nicr ker R; = {0}. Versehen wir X mit der initialen Topologie 7 beziiglich
der Familie R;, i € I, von Abbildungen, so ist (X,7T) ein lokalkonvexer to-
pologischer Vektorraum; vgl. Bemerkung 5.0.3. Da fiir eine beliebige Topo-
logie O auf X die Stetigkeit von R; : (X,0) — (X;,T(|l.]l;)) zu der von
R; + (X,0) = (Ri(X), T(|lllilri(x))) #cquivalent ist, bleibt 7 unveréndert,
wenn wir von X; zu R;(X) iibergehen. Also konnen wir die Abbildungen
R; : X — X, i € I, als surjektiv voraussetzen.

Fiir ¢ € I ist dann p;(x) := ||R;(2)||; eine Seminorm auf X . Mit der Notation
aus Lemma 5.1.2 gilt offenbar N(p;) = ker R; sowie

[+ N (pi)

pi = pi(z) = ||Ri(2)]|;, z€X.

Insbesondere ist durch R;/np,)(z 4+ N(p;)) = Rix eine isometrische Abbildung
Ri/N(p) * X/N@p;,) — Xi wohldefiniert. Man erkennt unschwer, dass diese Abbil-
dung auch linear und wegen der Surjektivitit von R; sogar bijektiv ist. Also ist
Ri/N(p:) * X/ N(p;y — Xi ein HomGomorphismus, welcher R; = (R;/n(p,)) © Tp,
erfiillt.

R _ _
////’—— T T~ s
e o (X/ N Il pi)Rm (X, [1-112)
- .
X\
N Tp RJ‘/N(pj)

T X e ) —2 (G )

R;
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Folglich ist fiir eine beliebige Topologie O auf X die Abbildung R;

(X,0) = (X5, T(||.li)) genau dann stetig, wenn die Abbildung mp, : (X,0) —
(X/ N> T(||-]lp,)) stetig ist. Vergleichen wir das mit Satz 5.1.4, so erkennen wir,
dass T = Tar, wobei M := {p; : i € I} wegen [\;c; N(p;) = ;e ker R; = {0}
separierend ist. /

5.1.7 Bemerkung. Hat man eine Familie M von Seminormen auf X gegeben,
so zeigt man unschwer, dass alle Seminormen aus M bzgl. Ty stetig sind. Man
kénnte nun auch die initiale Topologie beziiglich der Familie M als Abbildungen
von X nach R betrachten. Diese Topologie ist grober als 77, macht X im
Allgemeinen aber nicht zu einem topologischen Vektorraum, vgl. Bemerkung
2.4.3. /

Es ist eine nichttriviale Tatsache, dass jeder lokalkonvexe Vektorraum durch
die in Satz 5.1.4 angegebene Konstruktion entsteht. Um diese Aussage nachzu-
weisen, benttigen wir den Begriff des Minkowski-Funktionals. Man beachte im
Folgenden, dass nichtleere, absorbierende Teilmengen immer 0 enthalten.

5.1.8 Definition. Sei A eine nichtleere, absorbierende Teilmenge eines Vektor-
raumes X. Wir definieren eine Abbildung py : X — [0, 00) als

pa(z) :=inf {t >0: %xeA}.

Die Abbildung pa heifit das Minkowski—Funktional von A.

5.1.9 Lemma. Sei A eine nichtleere, absorbierende Teilmenge eines Vektor-
raumes X .

(1) Fsgilt AC{zr e X : pa(x) <1}
(#3) Es gilt 14(0) =0 sowie

M%A(x) = pa(rz) =rpa(x) fir ale € X,r>0.
(1i) Ist A zusdtzlich konver, so gilt
pa(+y) < pa(z) +paly) fir ale z,y € X .
(v) Ist A kreisformig, dann gilt
pa(Az) = |Mpa(z) firalle € X,AeC.

(v) Fiir konvezes A gilt {z € X : pa(z) <1} C A.

(vi) Ist A konvex und offen beziiglich irgendeiner Topologie auf X, die X zu
einem topologischen Vektorraum macht, so gilt sogar

{zeX:pa(z)<1}=A.

(vii) Fir ein konvexes und kreisformiges A ist pa eine Seminorm.

Beweis.
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ad(i): Fiirx e Aist 17z =2 € A, also pa(x) < 1.

ad(ii): pa(0) = 0 folgt unmittelbar wegen 0 € A. Die behauptete Gleichung
folgt aus

inf {¢>0: toe A} =inf{t>0: 1(re) € A} =inf{t>0: Twe A}

11 4(2) —pia(ra)

:inf{rs>0: éxeA}:infr{s>O: §$6A}'

=rua(z)

ad (iii): Zujedem e > 0 gibtest < pa(z)+e, und s < pa(y)+emitt 1z, s~y €
A. Damit ist auch
T4y t T s Y

+ -2 €eA,
s+t s

s+t s+t t

also pa(x +y) < s+t < pa(z) + pa(y) + 2e. Da e > 0 beliebig war, folgt
pa(@+y) < palz) + pa(y).

ad (iv): Wegen pa(0-x) =0 = 0 pa(x) kénnen wir A # 0 annehmen. Die

Beziehung pa(Az) = |[A|pa(z) ist dann wegen (ii) dquivalent zu uA(‘—f\‘las) =
pa(z). Diese Gleichheit gilt, da fiir kreisformiges A die Tatsachen ¢~ - ﬁx €A

und ¢~z € A dquivalent sind.

ad(v): Ist pa(z) < 1, so folgt t 'z € A fiir ein t € (0,1). Da A konvex ist und
die Null enthélt, folgt z =¢- (t7'z) + (1 —¢)0 € A.

ad(vi): Sei A konvex und offen beziiglich irgendeiner Topologie auf X, die X
zu einem topologischen Vektorraum macht. Fiir z € A gilt, da A offen und die
skalare Multiplikation stetig ist, (1 —d,14 ) -2 C A fur ein gewisses § € (0,1).
Wegen (i) gilt daher

(1=8,1+9) pa(z)=pa((1-06,146)-z) < [0,1],

womit 4 (z) < 1sein muss. Also gilt A C {x € X : pa(z) < 1}. Die umgekehrte
Inklusion folgt aus (v).

ad (vii): Dieser Punkt folgt aus (ii), (iii). a

Als Hauptsatz iiber lokalkonvexe Vektorrdume gilt

5.1.10 Satz. Sei (X,T) ein lokalkonvezer topologischer Vektorraum, und sei
W eine Umgebungsbasis der Null, die aus konvexen und kreisformigen Mengen
besteht. Dann ist die Famulie

M::{,uw: Wéﬂﬁ}

der Minkowski-Funktionale eine separierende Familie von Seminormen auf X
und es gilt T = Ty -
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Beweis. Da T Hausdorff ist, existiert zu jedem x € X \ {0} eine Umgebung
U € $(0) mit « ¢ U. Daher gibt es auch ein W € 20 mit « ¢ W. Aus Lemma
5.1.9, (v), folgt pw(x) > 1. Zusammen mit Lemma 5.1.9, (vii), folgt, dass M
eine separierende Familie von Seminormen ist.

Um 7 = Ty nachzuweisen, reicht es geméfl Korollar 2.1.12 zu zeigen, dass
U7 (0) = U7 (0). Fiir W € 20 und € > 0 gilt wegen Lemma 5.1.9, (i) und (ii),

%Wg{xenguW(x) <1} C{r e X :puw(x) <e} =V(uw,e).

Da wegen (5.1.1) endliche Schnitte von Mengen der Bauart V (uw, €) eine Um-
gebungsbasis von 47 (0) abgeben, folgt £(7(0) C 47 (0).
Ist umgekehrt W € 20, so ist nach Lemma 5.1.9, (v), V(uw,1) € W, also
W e U7 (0).
u

5.1.11 Beispiel. Seien (X7, ||.]l1) und (Xa2,].||2) normierte Réume. Ist z € X;
festgehalten, so ist die Abbildung

. Lb(Xl,XQ) — [0, OO)
Pa: { T = ||T(2)|

eine Seminorm auf Ly(X1, X3). Ist p(T) = 0 fiir alle x € X3, so heiit das

gerade T' = 0, womit die Familie {p, : © € X;} separierend ist. Die von {p, :

x € X1} auf Ly(X1, Xo) erzeugte Topologie T macht also Ly( X1, X2) zu einem

lokalkonvexen topologischen Vektorraum. Sie heifit die starke Operatortopolgie.
Fiir ein Netz (T;);c; von Operatoren T; € Ly( X7, X3) gilt

Ti£>T <— Tix”'—H2>Tx fir alle =z € X;.

In diesem Fall schreibt man auch T, = T.

Die Topologie Ty ist grober als die von der Operatornorm induzierte To-
pologie. Tatséchlich bedeutet Konvergenz in der Operatornorm gleichméflige
Konvergenz auf der Einheitskugel von X;, wogegen Konvergenz beziiglich T
punktweise Konvergenz bedeutet. Genauer gilt

T, VN7 Ves 03ip € IV > igVe € UX (0) ¢ || Ti(z) — T(@)]|s <

T, 5T < VYzxeU(0)Ve>03ip € IVi>iy: ||Ti(z) — T(z)|]2 < e

Fasst man Ly(X1,X2) in geeigneter Weise als Unterraum des Produktes
[I.ex, X2 auf, so ist T; gerade die Produkttopologie. /

5.2 Die Satze von Hahn-Banach

Die Sdtze von Hahn-Banach beschéftigen sich mit der Existenz stetiger linea-
rer Funktionale, insbesondere mit der Fortsetzbarkeit linearer Funktionale, die
zunéchst nur auf einem Unterraum gegeben sind. Ist X ein Vektorraum, M ein
linearer Unterraum, und ist f : M — C ein lineares Funktional, so existieren
stets lineare Funktionale F' : X — C, die f fortsetzen, also F'|y; = f erfiillen.
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Dazu ergéinze man einfach eine Basis von M zu einer von X. Nichttrivial wird
die Frage nach der Existenz von Fortsetzungen dann, wenn man zusétzliche
Forderungen an f und F stellt wie z.B. Stetigkeit.

Wir arbeiten normalerweise immer iiber dem Skalarkorper C. Fiir den Beweis
des Satzes von Hahn-Banach ist es praktisch, Vektorrdume iiber C auch als
Vektorrdaume iiber R zu betrachten.

Ist ndmlich X ein C-Vektorraum, so ist trivialerweise X auch ein R-
Vektorraum, nédmlich mit den gleichen Operationen, wobei die skalare Multipli-
kation auf R eingeschrénkt wird. Ein lineares Funktional auf dem C-Vektorraum
X erfiillt (per definitionem) die Relationen

flx+y) = flx)+ fly), flax) =af(x) firalle z,y e X,acC. (5.2.1)

Ist f: X — R und erfiilllt f die Relationen (5.2.1), wobei anstatt ,fiir alle
a € C“ nur mehr fiir alle o € R* gefordert wird, so nennt man f ein R-lineares
Funktional auf X.

5.2.1 Lemma. Fir einen C-Vektorraum X gilt:

(i) Ist f ein C-lineares Funktional auf X, so ist u(x) := Re f(x) ein R-lineares
Funktional, und es gilt

f(z) = u(x) —iu(iz) fir ale ze€X. (5.2.2)
(#7) Istu ein R-lineares Funktional auf X, und definiert man f : X — C durch
die Formel (5.2.2), so ist f ein C-lineares Funktional und es gilt u = Re f.

(#i1) Ist X normierter Raum und stehen f und u in der Beziehung (5.2.2), so
gilt
/1l = llull := sup{|u(z)| : = € X, [l«f| <1}.

Beweis.
ad(i): Ist z,y € X, a € R, so gilt

u(@ +y) = Re f(z +y) = Re(f(z) + f(y)) = Re f(z) + Re f(y) = u(z) + u(y),
u(ax) = Re f(az) = Re(af(x)) = a- Re f(z) = au(z) .
Fiir jede komplexe Zahl w gilt w = Rew — i Re(iw), also ist
f(z) =Ref(z) —iRe(if(z)) = Re f(z) —iRe f(ix) = u(x) — iu(iz) .

ad (i#4): Da u R-linear ist, ist auch die durch (5.2.2) definierte Funktion f R-
linear. Weiters gilt

flix) = u(iz) —iu(—2z) = u(iz) + iu(z) =if(x),
woraus f((§+in)x) = (£ +in)f(x) fir alle £, n € R folgt.

ad (i) : Fir jede komplexe Zahl gilt |Rew| < |w|, womit stets |u(z)| < |f(x)]
und infolge ||lul| < | f]|. Umgekehrt, sei x € X und wihle a € C,|a| = 1, sodass
af(z) = |f(z)]- Aus

[f(@)] = flax) = Re f(az) = u(az) < ||ull - laz]| = [[u] - [],

folgt schlieBlich || f|| < [Jul|.



5.2. DIE SATZE VON HAHN-BANACH 73

a

Der erste Satz vom Hahn-Banach-Typ ist eine Aussage iiber die beschrénkte
Fortsetzbarkeit von linearen Funktionalen in Vektorrdumen iiber dem Ska-
larkérper R. Er ist rein algebraisch und bildet die Grundlage der folgenden
Sétze.

5.2.2 Satz (Hahn-Banach, reell). Sei X ein R-Vektorraum, M ein linearer
Unterraum von X, und f: M — R linear. Weiters sei p: X — R mit

p(x+y) <plx)+ply), p(Ax) = Ap(x) fir alle z,y e X, x>0, (5.2.3)

und gelte f(x) < p(x), x € M. Dann existiert ein lineares F' : X — R mit
Fly = f und
—p(—z) < F(z) < plx) firale z€X. (5.2.4)

Beweis.

Schritt 1: Betrachte die Menge M aller linearen Fortsetzungen g von f auf
einem linearen Unterraum M, O M von X, die g(z) < p(z) fir alle z € M,
erfiillen, also alle linearen g mit

g: My —R mit X DMy 2D Mgly=f und g(z) <p(z) furalle z € M,.

Betrachten wir (den Graph von) g als Relation zwischen X und R, also als
Teilmenge von X x R, so ist diese Relation sogar ein linearer Unterraum. Zudem
ist M (C P(X x R)) mit der Halbordnung C versehen.

Offenbar bedeutet g1 C go nicht anderes, als dass g2 eine Fortsetzung von g;
ist. Wir werden das Lemma von Zorn auf M anwenden. Dazu iiberpriifen wir
die notigen Voraussetzungen. Zunéchst ist die Menge M nichtleer, denn f € M.
Sei nun N eine nichtleere total geordnete Teilmenge von M und setze

h:= Ug(gXxR).
geN

Als Vereinigung einer total geordneten Menge von linearen Unterrdumen ist
auch h ein linearer Unterraum von X x R.

Nun enthélt h kein Paar der Form (0, o) mit o # 0, da ein solches Paar auch
in einem g € N enthalten wire, was aber g(0) = a bedeuten wiirde. Wegen
der Linearitét kann es daher nicht sein, dass (z,«), (x,8) € h mit a # 5. Das
bedeutet, dass h der Graph einer linearen Abbildung

h:M;L—>R

ist. Fiir (z,a) € h und ein geeignetes g € N mit (x,a) € g gilt auch h(z) =
a = g(z) < p(x). Damit liegt h in M, und h ist offenbar eine obere Schranke
von N.

Schritt 2: Nach dem Lemma von Zorn existieren in M maximale Elemente. Sei
F ein solches. Angenommen es wire Mg # X. Dann wihle 27y € X \ Mz und
setze

My :=span{Mp,z1} = {x+ Ar1:x € Mp, A€ R}.

Wegen

F(z)+ F(y) = F(z +y) <plz+y) <px—x1) +py + 1)
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erhalten wir
F(z) —plx —x1) <ply+x1) — F(y) firalle z,y€ Mp.

Setzt man « := sup{F(z) — p(z — x1) : © € Mg}, so folgt daraus

Fly)+a<ply+z1) firale ye Mp. (5.2.5)
Wegen der Definition von a gilt auch

F(z)—a<plx—x) firalle z€ Mp. (5.2.6)
Definiere ein lineares Funktional h auf M; (=: M}) durch

h(z + Ax1) := F(z) + Ao fir € Mp, A € R.

Offenbar ist h|y, = F. Wir zeigen, dass h(z + Az1) < p(z + A\x1), x € Mp,
A € R. Fiir A = 0 ist dies richtig, da F < p.

Fiir A > 0 ersetzen wir in (5.2.5) y durch § und multipliziere mit A. Es folgt
hz + Az1) < p(x + Axq).

Fiir A < 0 verwende (5.2.6) anstelle von (5.2.5), ersetze dort x durch -,
und multipliziere mit —\, um abermals h(z + A\xz1) < p(z 4+ Ax1) zu erhalten.

Es folgt im Widerspruch zur Maximalitéit von F', dass h € M mit F C h.
Also muss Mp = X gelten, und wir haben mit F' eine Fortsetzung von f auf
ganz X gefunden, die der Beziehung F' < p genfigt.

Schritt 3: Es bleibt die linke Ungleichung in (5.2.4) zu zeigen. Diese folgt aber
einfach, denn aus F' < p und der Linearitdt von F' erhilt man
—p(—z) < —F(—z) = F(z) firalle z€X.

d

Mit Hilfe von Lemma 5.2.1 kénnen wir dieses Ergebnis leicht auf den Fall
eines C-Vektorraumes iibertragen.

5.2.3 Satz (Hahn-Banach, komplex). Sei X ein C-Vektorraum, M ein linearer
Unterraum von X, und f : M — C linear. Weiters sei p : X — [0,00) eine

Seminorm auf X, und gelte |f(z)| < p(x), x € M. Dann existiert ein lineares
F:X—>Cmit Fly=f und

|F(z)| < plx) firale zeX.
Beweis. Fiir das R-lineare Funktional u(x) := Re f(x),x € M gilt
u(z) < |f(2)] < p(e).
Als Seminorm erfiillt p insbesondere die Voraussetzungen (5.2.3). Nach Satz
5.2.2 hat u eine R-lineare Fortsetzung U : X — R, mit —p(—z) < U(z) < p(z),
z € X. Gem#fl Lemma 5.2.1 ist dann F(x) := U(x) — iU (iz) ein C-lineares
Funktional mit U = Re F'. Wieder wegen Lemma 5.2.1 haben wir

F(z) =U(x) —iU(iz) = u(z) —iu(iz) = f(z) firale xe€ M,
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also F'|ps = f. SchlieBlich sei fiir € X eine Zahl A € C, |A| = 1, so gewéhlt,
dass AF(z) = |F(z)|. Dann folgt

[F(z)] = F(Az) = U(Az) < p(Az) = [A|p(z) = p(z).
d

In einem normierten Raum lassen sich auch Norm-Eigenschaften mittels ste-
tiger linearer Funktionale ausdriicken.

5.2.4 Korollar. Sei (X,|.||) ein normierter Raum, X # {0}. Dann gilt:

(i) Ist xg € X, so existiert f € X' mit || f|| =1 und f(xo) = ||xo||. Insbeson-
dere gilt

[zol| = sup {|f(zo)| : f € X', | f]| =1} (5.2.7)

In der Tat ist dieses Supremum ein Mazimum.

(i4) Ist M ein linearer Unterraum von X versehen mit der Norm ||.||, und ist
f+ M — C ein beziiglich ||.|| |a stetiges lineares Funktional auf M, so
existiert FF € X' mit F|pr = f und ||F||x = || flla-

Beweis.
ad(i): Wegen der Definition der Abbildungsnorm gilt immer > in (5.2.7).

Fiir xy # 0 setze p(z) := ||z||, M := span{zo}, und definiere f : M — C
als f(azg) := « - ||zo]. Nach Satz 5.2.3 existiert F' € X’ mit F|y; = f und
|F(z)] < ||lz||, x € X, also ||F|| < 1. Wegen F(xg) = ||zo]|| gilt sogar ||F| =1
und daher Gleichheit in (5.2.7).

Fiir zp = 0 folgt aus dem gerade erledigten Fall angewandt auf irgendein
Element von X # {0} ungleich Null die Existenz eines f € X' mit ||f| = 1,
womit beide Seiten von (5.2.7) Null ergeben.

ad (ii): Setze p(x) := || f|lasr-||x] und wende Satz 5.2.3 an. Das erhaltene F' € X’
erfiillt F|pr = f,und |F(z)| < ||f||a-]|2z|| fiir alle z € X, womit || F||x/ < || f]las-
Die umgekehrte Ungleichung || F'||xs > || f|las ist offensichtlich. a

Von grofier Bedeutung ist die folgende geometrische Variante, manchmal
auch Trennungssatz von Hahn-Banach genannt.

5.2.5 Satz (Hahn-Banach, geometrisch). Sei X ein topologischer Vektorraum,
und seien A, B C X disjunkt, nichtleer und konvex. Dann gilt:

(i) Ist A offen, so existieren f € X' und v € R, sodass

Re f(z) <y <Ref(y) firale ze€AyecB.

(ii) Sei zusdtzlich X lokalkonvex. Ist A kompakt und B abgeschlossen, so exis-
tieren f € X', v1,72 € R, sodass

Re f(z) <y <y <Ref(y) firale z€AyeB.

Beweis.
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ad(i): Seien ag € A, by € B festgehalten und setze x¢ := by — ag sowie
C:=A—-B+axy= {x—y—i—xo: xeA,yeB}.

Dann ist C' offen und konvex, und 0 € C, womit C absorbierend ist. Ist uc das
Minkowski—Funktional von C, so erfiillt uc nach Lemma 5.1.9, (ii) und (iii), die
Voraussetzungen (5.2.3). Wegen AN B = ) gilt g € C, und nach Lemma 5.1.9,
(v), daher pce(xg) > 1.

Sei M := {tzo : t € R}, und definiere ein R-lineares Funktional g auf M
durch g(tzg) :=t¢, t € R. Dann gilt

g(tzg) =t < tpc(xo) = po(tzg) fiir t >0,

g(tzg) =t <0 < pc(txg) fir t<O0,

womit g(x) < pc(x) fir alle z € M. Nach Satz 5.2.2 existiert ein R-lineares
Funktional v : X — R mit u|p = g und —po(—z) < u(x) < pe(z), z € X.
Fiir a € Aund b € B gilt

u(a) —u(d) +1=wu(a—b+ ) <pcla—b+z) <1,

denn a —b+xg € C und C ist konvex und offen, vgl. Lemma 5.1.9, (vi). Es folgt
u(a) < u(b) und damit supu(A) < inf u(B). Weil u(A) nach Bemerkung 2.1.15
offen ist, gilt fiir v := supu(A)

u(a) <y <wu(b) firalle a€ Abe B.

Sei nun f das C-lineare Funktional f(x) := u(x)—iu(iz). Wie wir gerade gezeigt
haben, hat f die gewiinschte Trennungseigenschaft. Es bleibt zu zeigen, dass f
stetig ist. Dazu betrachten wir die offene Nullumgebung

W:=Cn(-C)n@EC)N(—iC).

Fir z € W gilt
1 < —pe(—2) < ula) < pol) < 1,

-1 < —pe(—iz) < uliz) < pe(iz) <1,
und damit |f(z)| < 2. Nach Proposition 2.1.14 ist f stetig.

ad (i1): Wiébhle eine offene Nullumgebung V mit der Eigenschaft, dass (A+ V)N
B = (), vgl. Proposition 2.1.9. Da X lokalkonvex ist, kénnen wir V sogar konvex
wahlen, vgl. Lemma 2.1.8. Damit ist A + V offen und konvex, und wir kénnen
die bereits bewiesene Aussage (i) anwenden. Dies gibt uns f € X’ und v € R
mit
Ref(z) <y<Ref(y) firalle z€ A+V,y€B.

Nun ist Re f(A) kompakt und daher existiert g € A sodass Re f(zg) =
max,c 4 Re f(2). Es folgt max,c4 Re f(x) < v, und daher finden wir vy, 7y, wie
verlangt.

Q

Wendet man Satz 5.2.5, (i7), auf eine einpunktige Menge A = {z} und eine
konvexe und abgeschlossene Teilmenge B mit ¢ B an und geht dann von f
zu —f iiber, so erkennt man, dass ein Punkt  genau dann NICHT in B liegt,
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wenn Re f(B) < v < Re f() fiir ein v € R und ein f € X'. Indem wir bei
dieser Aquivalenz zu den negierten Aussagen iibergehen, erkennt man

B= m (Ref)il(_oc%’y]a
fEX' yER
BC(Re f)™! (00

wobei (Re f)~!(—o00,7] kurz fiir den reellen Halbraum {y € X : Re f(y) < v}
steht.

Ist nun C' C X nur konvex, so gilt fiir B := C wegen der Abgeschlossenheit
von (Re f)~!(—o0,v] sicher B C (Re f)"!(—o0,7] & C C (Ref) (—00,7].
Somit haben wir den ersten Teil des folgenden Resultates gezeigt.

5.2.6 Korollar. In einem lokalkonvexen topologischen Vektorraum (X,T)
stimmt der Abschluss einer konvexen Teilmenge C C X mit dem Schnitt aller
C enthaltenden reellen Halbrdume (Re f)~'(—o0,7] = {y € X : Re f(y) < v},
wobei f € X' v € R laufen, iiberein, also

C= ﬂ (Re f) ! (—00,9]. (5.2.8)
feX’ vER,
CC(Re f)~!(—00,7]

Ist C konvexe Teilmenge mit 0 € C, so gilt

C= (] Ref)'(—o0,1]. (5.2.9)

fex’
CC(Re f) ™" (—o0,1]

Ist M ein linearer Unterraum, so ist der Abschluss von M der Schnitt aller M
enthaltenden Hyperebenen f~1{0}, wobei f € X' liuft, also

M= () kerf. (5.2.10)
fex’,
MCker f
Beweis. Ist C konvex mit 0 € C, so kann C C (Re f)~!(—00,7] nur gelten,
wenn v > 0. Also kann man sich in (5.2.8) auf v € [0, 400) beschrinken. Wegen
(Re f)~}(—00,0] = ﬂv>O(Ref)’1(foo,fy], stimmt C sogar mit dem Schnitt
iiber alle (Re f)~!(—o0,7] mit f € X',y > 0, sodass C C (Re f)~*(—o00,7],
iiberein. Weil fiir v > 0 schlieilich (Re )~ (—o00,7] = (Re%f)*l(—oo, 1] gilt,
folgt (5.2.9).
Ist M C X ein Unterraum, so gilt sicher (5.2.8) fir M = C, wobei M C
(Re f)71(—00,7], also f(M) C{z€ C:Rez <y}, zuy >0 und f(M) = {0}
dquivalent ist, da C nur C als linearen Unterraum # {0} hat.

a

Als Folge von Satz 5.2.5 bzw. Korollar 5.2.6 gibt es in lokalkonvexen topo-
logischen Vektorrdumen stets geniigend viele stetige Funktionale, um mengen-
theoretische und auch topologische Eigenschaften zu beschreiben.

5.2.7 Korollar. Fir einen lokalkonvexen topologischen Vektorraum (X, T) gilt:

(i) X' operiert punktetrennend auf X; zu verschiedenen x1,xo € X gibt es
also ein f € X' mit f(x1) # f(x2).
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(i1) Esistdim X < oo genau dann, wenn dim X' < oo. In diesem Fall stimmen
die Dimensionen von X und X' tiberein.

(#it) Sei M C X ein linearer, nicht notwendigerweise abgeschlossener, Unter-
raum von X und f ein beziiglich der Spurtopologie T |pr stetiges lineares
Funktional auf M. Dann existiert F € X' mit F|p = f.

Beweis.
ad(i): Setzt man in Satz 5.2.5, (i), A = {z1} und B = {z2}, so erfiillt das
erhaltene f sicher f(z1) # f(x2).

ad(ii): Sei X unendlichdimensional und wéhle eine aufsteigende Folge von Un-
terrdumen Y, von X mit dimY,, = n und Vektoren y,, € Y,, \ Y,,_1. Nach Satz
2.2.1 ist Y, abgeschlossen, und daher gibt es gemifl (5.2.10) f, € X', sodass
fn(Yn—1) = {0}, fu(yn) # 0. Die f,, kénnen nicht linear abhéngig sein. Also ist
dim X’ = co. Die Umkehrung folgt aus Korollar 2.2.3.

ad(i11): Ist f =0, s0 wihle F'= 0. Fiir f # 0sei xg € M mit f(zg) = 1. Wegen
der Stetigkeit von f ist ker f = ker fT‘M =ker f N M, also xo & ker f.

Wegen (5.2.10) existiert F' € X' mit F(zg) # 0, F(ker f) = {0}. Indem wir
durch F(z) dividieren, kénnen wir sogar F'(z¢) = 1 annehmen. Fiir x € M gilt
wegen f(zo) =1 stets z — f(x)zo € ker f, womit wegen F'(zo) =1

F(z) — f(z) = F(z) — f(z)F(x0) = F(z — f(x)zo) =0,

also Fly = f.
u

Die folgende Anwendung des Satzes von Hahn-Banach ist oft niitzlich.

5.2.8 Proposition. Sei (X, T) ein lokalkonvezer topologischer Vektorraum und
M ein endlichdimensionaler Unterraum von X. Dann existiert ein abgeschlos-
sener Unterraum N von X mit X = M-+N. Die zu dieser Zerleqgung gehirige
Projektion P: X — X mit ran P = M und ker P = N ist stetig.

Beweis. Sei {e1,...,e,} eine Basis von M. Jedes x € M schreibt sich in ein-
deutiger Weise als

r=ai(x)er + ...+ ap(x)e,.
Die Funktionen a; : M — C sind stetige lineare Funktionale auf M, denn
(M, T|ar) ist nach Satz 2.2.1 isomorph zu C™ versechen mit der euklidischen
Topologie. Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es 5; € X' mit S|y = .
Setzen wir fir x € X

Pz := fi(z)er + ...+ Bulx)en,

soist P: X — X eine stetige, lineare Abbildung mit ran P = M und P? = P.
Insbesondere ist P eine Projektion, womit

X =ranP+kerP.
S~ =~
=M =N

Wegen der Stetigkeit von P ist N = ker P = (), ker ; abgeschlossen.
d
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5.3 Die schwache Topologie o(X,Y)

Sei X ein Vektorraum. Ist 7 eine Topologie auf X, sodass (X, T) ein lokalkon-
vexer topologischer Vektorraum ist, so ist (X, T)" ein punktetrennender linearer
Unterraum des algebraischen Dualraumes X*. Umgekehrt kann man sich fragen,
ob es zu einem punktetrennenden linearen Unterraum Y C X* eine Topologie
T auf X gibt, sodass (X,7T) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum mit
(X, T) =Y ist?

5.3.1 Definition. Sei X ein Vektorraum und Y ein punktetrennender linearer
Unterraum des algebraischen Dualraumes X*. Die initiale Topologie beziiglich
der Familie von Abbildungen f: X — C, f € Y, heifit die von Y auf X erzeugte
schwache Topologie und wird mit o(X,Y") bezeichnet.

Da (C,|.|) ein normierter Raum ist, folgt unmittelbar aus Bemerkung 5.0.3,
(44), und Beispiel 5.0.2, dass (X,0(X,Y)) ein lokalkonvexer topologischer Vek-
torraum ist. Weil {UL(0) : € > 0} eine Nullumgebungsbasis von (C, |.|) ist, folgt
aus Bemerkung 5.0.3, (ii), auch, dass alle Mengen der Bauart

{zeX:|fj(x)| <e¢, j=1,...,m} (5.3.1)

firm e N, fi,...,fm € Y und €1,...,¢,, > 0 eine Nullumgebungsbasis von
(X,0(X,Y)) abgeben.

5.3.2 Bemerkung. Fiir einen punktetrennenden Unterrraum Y C X* sind wir
bei der Bildung der schwachen Topologie o(X,Y) in einem Spezialfall von Be-
merkung 5.1.6, wenn wir I =Y, X; =C, |||, =]/ und R; = ffiri=f €Y
setzen. Insbesondere gilt o(X,Y) = Tar, wobei M = {[f(.)|: f €Y} und Ty
gemifl Satz 5.1.4 konstruiert ist. /

5.3.3 Satz. Sei X ein Vektorraum und sei Y ein punktetrennender linearer
Unterraum des algebraischen Dualraumes X*. Dann gilt (X,0(X,Y)) =Y.

Im Beweis dieses Satzes verwenden wir die folgende Aussage.

5.3.4 Lemma. Sei X ein Vektorraum, und seien f, f1,..., fn € X*. Dann sind
dquivalent:

(1) fespan{fi,..., fn}.
(19) Es existiert v < 0o, sodass |f(z)| < ymaxg=1,.. n|fe(z)],z € X.
(4ii) (Npy ker fr C ker f.

Beweis. Offenbar gilt (i) = (ii) = (ii). Sei vorausgesetzt, dass (), _, ker fz C
ker f. Betrachte die Abbildung

¢'{ = (fu(@), . fa(@)T

fiir die offenbar ker¢ = (N _, ker fr C ker f gilt. Auf dem Unterraum ¢(X)
von C” ist durch G(¢(z)) = f(x) eine lineare Abbildung G wohldefiniert, da fiir

o(y) = ¢(x) wegen x—y € ker ¢ C ker f auch f(z)— f(y) = f(x—y) = 0. Setzen
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wir G auf C™ linear fort, so erhalten wir eine lineare Abbildung G : C* — C
mit G o ¢ = f, also

X ——C
¢l %
(C’n,
Seien ay,...,a, € C, sodass
Ui Ui n
G|l | =(an,...,o0) | ¢ :Zakuk.
Up Up k=1

Dann gilt fiir jedes x € X
f(x) = G(¢(2)) = G(fi(@),- ., fal2) = D i),
k=1

womit f € span{fi,..., fn}.
d

Beweis (von Satz 5.3.3). Aus der Definition von o(X,Y") ist klar, dass jedes
f €Y stetig beziiglich o(X,Y) ist. Umgekehrt sei f € (X,0(X,Y)) gegeben.
Gemifl Proposition 2.1.14 existiert eine Nullumgebung W von (X,0(X,Y)),
sodass |f(z)] < ¢, v € W fiirein ¢ > 0. Um f € Y zu zeigen, kénnen wir f durch
1f ersetzen, und damit ¢ = 1 annehmen. Da die Mengen der Bauart (5.3.1)
eine Nullumgebungsbasis abgeben, existieren f1,..., f, € Y und €1,...,¢, > 0,
sodass f auf der Menge

Ui={zeX:|fi@)] <¢ j=1,....n}

durch 1 beschrinkt ist. Fiir jedes ¢ > max{|fi(x)l,...,|fn(2)|} liegt der Vektor

min{eq,....en}
0

-z in U und daher

‘f(min{el,...,en} x)

<1 firalle z€ X.

é
Da 6 > max{|f1(z)|,...,|fn(x)|} beliebig war, folgt
1
|f(17)| = min{el,...,en} max{|f1(:1:)|, a|f71(gj)‘} fir alle z € X

Nach Lemma 5.3.4 ist f € span{fi,..., fn} CY.
u

5.3.5 Korollar. Sei X ein Vektorraum und Y1, Ys punktetrennende lineare Un-
terrdume des algebraischen Dualraumes X*. Dann gilt 0(X,Y1) C 0(X,Y3) ge-
nau dann, wenn Y7 C Ys. Insbesondere gilt 0(X,Y1) = o(X,Y2) genau dann,
wenn Y1 = Ys. Q
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5.3.6 Bemerkung. Offenbar ist o(X,Y") die grobste Topologie auf X, sodass X
zu einem lokalkonvexen topologischen Vektorraum wird, dessen Dualraum gleich
Y ist. Aufer im Fall dim X < oo (vgl. Korollar 2.2.2) wird sie im Allgemeinen
aber nicht die einzige solche sein, vgl. Bemerkung 5.5.1. /

5.8.7 Beispiel. Sei (X,T) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum. Dann
ist X' := (X, T)" wegen Korollar 5.2.7, (i), ein punktetrennender Unterraum
von X*. Wir kénnen also die schwache Topologie o(X, X'), fiir die wegen Satz
5.3.3 die Beziehung (X,o(X, X")) = X’ gilt, betrachten. Gemifl Bemerkung
5.3.6 gilt (X, X’) C T, wobei aufler im Fall dim X < oo im Allgemeinen keine
Gleichheit vorherrscht, vgl. Bemerkung 5.5.1.

Man bezeichnet die Topologie (X, X’) auch als die schwache Topologie oder
w-Topologie von (X, T). /

Sei (X, T) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum. Ist die schwache To-
pologie o (X, X') echt gréber als T, so heifit das, dass es Mengen A C X gibt mit

ar C 2°%%) B ist eine wichtige Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach,
dass dies bei konvexen Mengen niemals passieren kann.

5.3.8 Satz. Sei (X, T) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum. Ist A C X
konvez, so gilt A= ZU(X’X ).

Beweis. Wegen (X, T) = (X,0(X,X")) folgt aus (5.2.8)

—T _ _ —o(X,X")
A = ﬂ (R‘ef) 1(_0077} = n (Ref) 1(_0077} =A .
fe(X,T) ~€R, fe(X,0(X,X")) ,v€ER,
CC(Re f)™!(—00,7] CC(Re )™ (—00,7]
4

5.3.9 Proposition. Seien X,Y Banachriume. Eine lineare Abbildung R : X —
Y ist genau dann beschrinkt, wenn R : (X, T (|.|lx)) = (Y,o(Y,Y")) stetig ist.

Beweis. Die Stetigkeit von R : (X, T(|.]|lx)) = (Y,o(Y,Y”)) ist nach Satz 1.2.1
dquivalent zur Stetigkeit von f o R fiir alle f € Y’. Nach dem Korollar 4.4.4 des
Satzes vom abgeschlossenen Graphen impliziert das die Beschranktheit von R.
Die Umkehrung gilt, da die Zusammensetzung stetiger Funktionen wieder stetig

ist.
a
Wir wollen noch ein Beispiel von schwachen Topologien angeben.

5.3.10 Beispiel. Seien (X7, ||.|l1) und (X2, ||.||2) normierte Rdume, und betrachte
den linearen Raum X := Ly(X7, X3). Dann ist die lineare Hiille von

{T— o(T(x): € X1,p € X3}

ein punktetrennender linearer Unterraum des algebraischen Dualraumes von X.
Die so erhaltene schwache Topologie auf Ly(X71, X5) heifit die schwache Opera-
tortopologie und wird auch mit 7, bezeichnet. Fiir ein Netz (T;);c; von Opera-
toren T; € Ly (X1, Xo) gilt

T, T, P e Vre X1,p € X = ¢(Tix) = ¢(Tx)
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In diesem Fall schreibt man auch T} — T'. Offenbar ist 7T,, grober als die starke
Operatortopologie T, vgl. Beispiel 5.1.11. Bezeichnen wir mit 7} die von der
Operatornorm induzierte Topologie, so haben wir also

Tw CTs STy -

Aufler fiir dim X < oo — dim X < oo gilt genau dann, wenn dim X; < oo und
dim X9 < oo — gilt im Allgemeinem in keiner dieser Inklusionen das Gleichheits-
zeichen. /

5.4 Duale Paare, Annihilatoren, Bipolarsatz

Wir haben bei der Diskussion von Hilbertrdumen gesehen, dass die Orthogo-
nalitdt eine wichtige Begriffsbildung ist. Wir wollen nun darangehen, soviel wie
moglich davon in einem allgemeineren Kontext zu entwickeln.

5.4.1 Bemerkung. Sei X ein Vektorraum und Y ein linearer Unterraum von X*,
und betrachte die lineare Abbildung ¢ : X — Y™* definiert durch ¢(z)(y) = y(x).
Weil (z) = 0 zu y(z) = 0 fiir alle y € Y dquivalent ist, ist ¢ genau dann injektiv,
wenn Y punktetrennender Teilraum von X* ist. Der Unterraum +(X) von Y*
ist auf jeden Fall punktetrennend, da aus ¢(z)(y) = y(x) = 0 fir alle € X
sicherlich y = 0 folgt.

Also konnen wir auf Y die Topologie o (Y, ¢(X)) betrachten, wofiir wir auch
o(Y, X) schreiben wollen. Somit ist auch (Y, o (Y, X)) ein lokalkonvexer topolo-
gischer Vektorraum. Wegen Satz 5.3.3 gilt dabei (Y, o(Y, X)) = «(X).

Ist X schon mit einer Topologie T derart versehen, dass (X, T) ein topologi-
scher Vektorraum ist, so ist X’ := (X, T)’ ein Unterraum von X*. Die Topologie
o(X’, X) auf X’ nennen wir die schwach-* Topologie (w*-Topologie) auf X'. J

Ist X ein Vektorraum und Y ein punktetrennender Teilraum von X*, so
wollen wir im Folgenden immer von einem dualen Paar (X,Y) sprechen. Da
sich X vermoge ¢ mit dem Raum ¢(X) C Y* identifizieren lésst, sind X und Y
quasi gleichberechtigt. Das driickt man auch dadurch aus, dass man fiir x € X
undy €Y

(z,y) = y(x)

setzt. Offenbar ist die Abbildung (.,.) : X x ¥ — C bilinear. Da Y punktetren-
nend ist, gilt fiir ein z € X, dass

MyeY :{x,y)=0)= z=0.

Da «(X) ein punktetrennender linearer Unterraum von Y* gilt fiir ein y € Y,
dass

VMre X :(z,y)=0)= y=0.
Insbesondere ist die Bilinearform {(.,.) nicht-ausgeartet.
5.4.2 Bemerkung. Man kann auch mit zwei Vektorrdumen X und Y sowie einer

bilinearen Abbildung (.,.) : X x Y — C starten, die nicht-ausgeartet ist, also
aus (z,y) = 0 fir alle x € X folgt y = 0 und aus (z,y) = 0 fir alle y € YV
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folgt © = 0. Hier setzen wir zunéchst nicht voraus, dass Y ein punktetrennender
linearer Unterraum von X* ist.

Betrachten wir nun fiir ein y € Y das lineare Funktional = — (z,y) auf
X, so wird dieses Funktional wegen der nicht Ausgeartetheit eindeutig durch y
bestimmt. Also ist die Abbildung y — (z — (z,y)) eine injektive und offenbar
lineare Abbildung von Y nach X*. Somit kénnen wir nun doch wieder Y als
linearen Unterraum von X* betrachten, der wegen der nicht Ausgeartetheit
auch wieder punktetrennend ist. Genauso kénnen wir X als punktetrennenden
linearen Unterraum von Y* ansehen.

Die schwachen Topologien o(X,Y) auf X bzw. o(Y, X) auf Y sind dann die
grobsten Topologien auf X bzw. Y, sodass alle Abbildungen x — (z,y) bzw.
y — (z,y) stetig sind.

Zusammenfassend ist es nur eine Geschmackssache, ob man einen Vek-
torraum X und einen punktetrennenden linearen Unterraum Y von X* oder
das Paar (X,Y’), versehen mit einer bilinearen, nicht-ausgearteten Abbildung
(,-) : X xY — C betrachtet. /

5.4.3 Definition. Sei (X,Y) ein duales Paar. Fiir M C X bzw. N C Y be-
zeichne

MO::{yGY:Re<x7y>§1, xEM}, °N:z{x€X:Re<x7y>§l, yGN},

Ml::{er:<x,y>:0, reM}, lN::{JCEX:(QC,;(J)zO, yEeN}.

Dann heiBt M° bzw. °N die zu M bzw. N polare Menge, und M+ bzw. *N
der Annihilator von M bzw. N beziiglich dem Paar (X,Y).

Man {iberzeugt sich leicht, dass man obige Mengen auch folgendermaflen
schreiben kann.

Mt = m keru(z), TN = m kery, (5.4.1)
reM yeN
M°® = ﬂ (Re L(x))il(_oc% 1}7 °N = m (Re y)il(_OO, 1] . (542)
reM yeN

5.4.4 Lemma. Fir M, My, Ms C X und N,N1,No CY gilt:

(i) ML st ein o(Y, X)-abgeschlossener Unterraum von Y und +N ein
o(X,Y)-abgeschlossener Unterraum von X .

(i) M?° ist konvez, enthdlt die Null und ist o(Y, X)-abgeschlossene Teilmenge
von Y; °N ist konvex, enthdilt die Null und ist o(X,Y)-abgeschlossene
Teilmenge von X.

(7i1) Ist M bzw. N kreisformig, so gilt
M° = {yGY:|<x,y>| <1, xEM},

bzw.
N={zeX:|(z,y)| <1, ye N}.

Dabei sind M° und °N ebenfalls kreisformig.
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(iv) Ist M bzw. N ein linearer Unterraum, so gilt M° = M+ bzw. °N = +N.

(v) (MyUMy)° = M N Ms und (My U My)+ = M- N M-
O(Nl U NQ) = ONl n ONQ und l(]\[1 U Ng) = LZV] N L]\72.

(vi) Aus My C My C X folgt My C My CY und MQJ- C Mf- cY.
Aus N1 Q N2 Q Y fOlgt ON2 Q oNl g X und J‘NQ Q J'J\Tl Q X.

(vii) (A\-M)° =+ -M°, (A\- M)+ =M* und°(A-N) =1 -°N, H(A-N) =+N
fir alle A € (0,+00).

Beweis. (i) und (i#7): Es gilt «(z) € (Y,o(Y, X)) und y € (X,0(X,Y))". Also ist
M+ (+N) wegen (5.4.1) Durchschnitt von o(Y, X)-abgeschlossenen (o(X,Y)-
abgeschlossenen) Unterrdumen, und M° (°N) ist der Durchschnitt von konve-
xen, Null enthaltenden und o (Y, X)-abgeschlossenen (o(X,Y)-abgeschlossenen)
Teilmengen von Y (X).

(797) und (iv): Ist M kreisformig (ein Unterraum) und y € Y, so ist (M, y)
als Teilmenge von C kreisformig (ein Unterraum), womit Re(M,y) < 1 zu
(M, y)| <1 ((M,y) = {0}) dquivalent ist. In dem Fall erkennt man auch sofort
die Kreisformigkeit von M°. Entsprechend zeigt man die Aussage fiir °N.

(v), (vi), (vii) weist man elementar nach.

Q

5.4.5 Beispiel. Sei (X, ||.]|) ein Banachraum und X’ sein Dualraum. Beziiglich
der Dualitiit (X, X’) liegt wegen Lemma 5.4.4 ein f aus X’ in K{*(0)° genau
dann, wenn |f(z)| < 1 fiir alle # € K;%(0). Das ist aber zu ||f|| < 1 #quivalent.
Also gilt K7¥(0)° = K{X'(0). Da |f(z)| <1 fiir alle # € UX(0) auch || f]| <1
bedeutet, gilt UX(0)° = KX (0).

Beziiglich der Dualitéit (X, X’) wollen wir auch °K7¥ (0) = K7X(0) nachwei-
sen. Wieder wegen Lemma 5.4.4 gilt némlich z € °K;¥ (0) genau dann, wenn
|f(z)| <1alle f e K¥'(0). Wegen (5.2.7) bedeutet das genau ||z < 1. /

Wir benétigen den Begriff der konvexen Hiille.

5.4.6 Definition. Sei X ein Vektorraum, F C X. Die konvexe Hiille von E
ist der Durchschnitt aller £ enthaltenden konvexen Mengen. Wir bezeichnen sie
mit co(E).

Es ist leicht einzusehen, dass co(E) die kleinste konvexe Obermenge von F
in X ist, und dass

k k
co(E) = {Z)\jxj:keN;xl,...,xk EEA,...,\ €]0,1], Aj :1}.
=1

j=1 J

Falls E endlich und X ein topologischer Vektorraum ist, so erkennt man aus
dieser Darstellung, dass co(E) stetiges Bild einer kompakten Teilmenge des R™
(n ist die Méchtigkeit von E) und somit selber kompakt ist.

5.4.7 Satz (Bipolarsatz). Sei (X,Y) ein duales Paar, und seien M C X und
N CY. Dann gilt

o (X,Y) o (Y,X)

°(M®) = co(M U{0}) » (°N)® = co(N U{0}) ;

J_(MJ_) _ WU(X’Y), (J_N)J_ :WJ(Y,X) .
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—_——0(X,Y . .
Beweis. Fiir °(M°) = co(M U{0}) ®Y) Gollen wir Korollar 5.2.6 auf die

konvexe und 0 enthaltende Menge C := co(M U {0}) und die Topologie T =
0(X,Y) anwenden. Wegen (5.2.9) erhélt man

=o(X,Y)

C (1 Rey) '(—o0,1]= {y €Y :C C (Rey) " (—o0,1]}.

yey
CC(Rey) ' (—o0,1]

Da die Mengen (Rey) !(—oo,1] konvex sind und die Null enthalten, gilt
co(M U{0}) = C C (Rey) !(—o0, 1] genau dann, wenn M C (Rey) !(—o0, 1],
bzw. genau dann, wenn Re(M,y) < 1, also wenn y € M?°. Somit gilt
co(M U {0})U(X7Y) = °(M?°). Entsprechend wird (°N)° = co(N U {0})U(Y7X)
gezeigt.

Da span M konvex ist und die Null enthilt, folgt aus dem schon ge-
zeigten spanMU(X’Y) = °(span M°). Wegen Lemma 5.4.4, (i) und (iv), gilt
°((span M)°) = °((span M)*) = +((span M)*). Wegen der Linearitit gilt aber

(span M)+ = M~. Entsprechend zeigt man span N (tN)*+.

5.4.8 Proposition. Sei (X,T) ein lokalkonvezer topologischer Vektorraum und
M ein linearer Unterraum von X. Dann gelten folgende Aussagen, wobei die
auftretenden Annihilatoren bzgl. dem Paar (X, X') gebildet werden.

(i) Die Abbildung
{ X'/M+ — M
o / il ’
r+M- = |u
ist wohldefiniert und stellt eine lineare Bijektion dar.

(ii) Fiir einen abgeschlossenen Unterraum M wvon X ist die Abbildung

. { (X/M) - M*

f = fom
eine lineare Bijektion, wobei m : X — X/M die kanonische Projektion
bezeichnet.
Wird T von einer Norm ||.|| auf X erzeugt, so sind o und T isometrisch, wenn

man X' mit der Abbildungsnorm und die auftretenden Faktorrdume mit der
entsprechenden Faktorraummnorm versieht, vgl. Proposition 2.4.9.

Beweis.
ad(i): Fir 2’ € X', m' € M+ und y € M gilt 2/(y) = (2/ +m’)(y), womit
o wohldefiniert ist. Als Einschriankung einer linearen und stetigen Funktion ist
o(x’ + M*) selber linear und stetig.

Jedes f € M’ hat geméf Korollar 5.2.7, (iv), eine Fortsetzung 2’ € X'; also
o(z' + M*) = /|y = f. Somit ist o surjektiv. Wegen

o(@ + M) =/ + M) & (@ —y)u=02" -y c M+

ist o auch injektiv.
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Betrachte nun die Situation, dass X normiert ist. Als Einschrinkung der
beschriinkten Abbildung 2’ gilt fiir o(2’ + M=) sicher ||o(z'+M*)|| < ||2/|| und
daher

lo(z' + MY < inf{||z’ +m|| : m’ € MY} = || + ML (5.4.3)

Nach Korollar 5.2.4, (ii), existiert eine Fortsetzung 3’ € X' von o (2’ + M1) =
2'|ar mit [|yf|| = ||2’|a]]. Es folgt 3 = 2’ +m/ fiir ein bestimmtes m’ € M+,
und damit gilt sogar Gleichheit in (5.4.3).

ad(ii): Fir f € (X/M) gilt klarerweise f or € X', und fir m € M gilt
(f om)m = 0, womit tatsichlich 7(f) € M*. Wegen der Surjektivitit von 7
ist 7 injektiv. Schliellich ist fiir 2’ € M+ durch x + M + z/(x) eine lineare

Abbildung f: X/M — C mit

wohldefiniert. Da X/M die finale Topologie triigt, ist f stetig, vgl. Satz 1.4.1,
(FI3). Also gilt f € (X/M) mit 7(f) = 2/, und wir schliefien, dass 7 auch
surjektiv ist.

Betrachte die Situation, dass X normiert ist. Fiir die offene Einheitskugel

von X gilt 7(UX(0)) = U/ (0), vgl. (2.4.3). Daraus folgt
IT(HIl = If o]l = sup {|f((x))| : = € U (0)}
=sup {|f(y)|: y e 7(UT(0)} = |If]-
0

5.4.9 Korollar. In der Situation von Proposition 5.4.8, (i1), ist X/M genau
dann endlichdimensional, wenn M~ es ist. In diesem Fall gilt dim(X/M) =
dim M+,

Beweis. Diese Aussage erhélt man unmittelbar aus Korollar 5.2.7 und Propo-
sition 5.4.8.
Q

5.5 Topologien auf (X, |.||)’, Satz von Banach-
Alaoglu

GeméB Beispiel 5.3.7 ist ein normierter Raum (X, ||.||) neben der Normtopologie
7). auch mit der schwachen Topologie o (X, X”) versehen, wobei X' := (X, [.||)".
Wie aus Beispiel 5.3.7 bekannt gilt dabei (X,0(X,X")) = X'.

5.5.1 Bemerkung. Um den Unterschied von 7)) und o (X, X') klarer zu machen,
sei (77)icr ein Netz in X. Dieses Netz konvergiert bzgl. 7 gegen ein z € X
genau dann, wenn lim;eg ||z; — z| = 0.
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Da o(X, X') die initiale Topologie bzgl. der Abbildungen f : X — C, f €
X', ist, konvergiert (x;);c; genau dann schwach gegen x € X (also bzgl. der
schwachen Topologie), wenn lim;e; f(z;) = f(z) fiir alle f € X’. Anstatt mit
der bekannten Tatsache, dass o(X, X’) C 7)) zu argumentieren, vgl. Beispiel
5.3.7, kann man, um von lim;ey ||x; — 2| = 0 auf lim;er f(x;) = f(x) fir alle
f € X' zu schliefen, einfach die Abschitzung |f(z; — )| < ||fll l|z: — ]|
verwenden.

Eine Nullumgebung (;_, V(|fi],&) mit fi,...,f, € X’ und €1,...,¢, > 0
bzgl. o(X, X') enthélt den linearen Unterraum (-, ker f;. Dieser hat Kodimen-
sion héchstens n. Ist dim X = oo, so enthilt also jede o(X, X’)-Nullumgebung
einen nichttrivialen linearen Unterraum von X. Eine Norm-Kugel {z € X :
|lz]| < 7} enthélt sicher keinen solchen. Somit ist (X, X’) echt grober als 7,
obwohl (X, 0(X,X")) = X' = (X, ||.||). Im Falle dim X < oo stimmen diese
Topologien klarerweise iiberein, vgl. Korollar 2.2.2. /

Ehe wir die schwachen Topologien auf dem Dualraum X' = (X, |.||) =
Ly(X,C) eines normierten Raumes (X, ||.||) diskutieren, bringen wir folgendes
Lemma.

5.5.2 Lemma. Sei (X, ||.||) ein normierter Raum, und bezeichne v die Abbil-
dung, die einem x € X das Punktauswertungsfunktional (f — f(z)) € (X')*
zuordnet. Dann bildet v sogar in den topologischen Bidualraum X' hinein ab,
wobei X' = (X', ||.||x)" der Dualraum von X' versehen mit der Abbildungsnorm
H'”X’ 1st.

Die sogenannte kanonische Einbettung ¢ : X — X" ist linear und isome-
trisch, wenn man X" mit der Abbildungsnorm ||.||x versieht.

Beweis. Fiir x € X gilt
(@)(P) = f(@)| < llzllx - [Iflx fiir alle f € X',z € X,

womit ¢(z) beschrinkt ist und daher in X" liegt. Offenbar ist ¢ linear. Die
Isometrieeigenschaft folgt aus (5.2.7), da fiir x € X

le(@)|x = sup {[e(2) f| : fe X[ fllx =1}
=sup {|f(2)]: f €X', [|fllx =1} = [l]lx -

a

5.5.3 Bemerkung. Insbesondere ist ¢ : X — (X)) eine lineare Bijektion. Da
(X, X’) die initiale Topologie beziiglich der Abbildungen X > x — f(z) €
C, f € X', und o(X",X")|,(x) wegen Korollar 1.2.4 die initiale Topologie
beziiglich der Abbildungen ¢(X) 3 «(z) — (z)(f) = f(z) € C, f € X', ist,
stellt ¢ : (X, 0(X, X")) = (1(X), (X", X')],(x)) sogar einen Homéomorphismus

dar. /
5.5.4 Definition. Ein normierter Raum (X, ||.||) heiit reflexiv, falls X" = «(X).

Der Banachraum (X', ||.||x/) ldsst sich nun mit (zumindest) drei interessan-
ten Topologien versehen. Die Normtopologie 7| ,,, die schwache Topologie
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o(X',X") — gebildet wie in Beispiel 5.3.7 aber ausgehend von (X', 7)) an-
statt von (X, 7)), und die schwach-* Topologie o(X’, X) := o (X', (X)), wel-
che fiir Y = X’ mit der Topologie o(Y, X) aus Bemerkung 5.4.1 iibereinstimmt.

Aus Beispiel 5.3.7 und aus der Tatsache, dass «(X) C X", zusammen mit
Korollar 5.3.5 folgt

CT(X/,X) g J(X',X”) g 7ﬂ~”x’ .

Aus Korollar 5.3.5 erkennen wir auch, dass (X', X) = o(X’,X") genau
dann gilt, wenn X reflexiv ist. In Bemerkung 5.5.1 haben wir gesehen, dass
(X', X") =T, genau dann gilt, wenn dim X’ < oo. Wegen Korollar 5.2.7,
(#i1), ist das gleichbedeutend zu dim X < oo.

Fiir die entsprechenden Dualrdume gilt (X',0(X’, X)) = «(X) und
(X' Thge) = X" = (X', 0(X', X"))', vgl. Satz 5.3.3.

Wegen X' = Ly(X,C) haben wir auf X’ auch noch die schwache und die
starke Operatortopologie T, T, vgl. Beispiel 5.3.10 und Beispiel 5.1.11. Man
sieht aber unschwer, dass hier T3 = T, = o(X’, X).

Als Folgerung des Bipolarsatzes gilt

5.5.5 Satz (von Goldstine). Sei (X, ||.||) ein normierter Raum, bezeichne mit
KX(0) die abgeschlossene Einheitskugel von X und mit K" (0) jene von X".
Weiters sei 1x_x» die kanonische Einbettung von X in X" und vx/_ xm jene
von X' in X""'. Dann gilt

(X" sy (X))

ix s x (K (0)) = K¥(0).

Beweis. Wegen vx_,x(z)(f) = f(z) fir z € X, f € X' gilt
i xn (K(0) = {f € X' s Revxxn () (f) < 1 ¥z € X, |la]| < 1}
= K{(0)° = K7 (0)
wobei °1x_, x» (KX (0)) die polare Menge zu tx_, x~ (K< (0)) (C X”) bzgl. der
Dualitéit (X’, X”) und K3X(0)° die polare Menge zu K< (0) in X’ bzgl. der Dua-

litdt (X, X') ist. Aus dem Bipolarsatz, Satz 5.4.7, angewandt auf die Dualitét
(X', X") folgt daher

— = o(X" r_y (X)) o ° ’ ° ”
e RE@) T = (e (B (0))) = 2 (0)° = KY0)
d

Der Satz von Banach-Alaoglu — eigentlich ein Korollar des Satzes von Tycho-
noff — beschreibt die folgende wichtige Kompaktheitseigenschaft der schwach-*
Topologie.

5.5.6 Satz (von Banach-Alaoglu). Fiir einen normierten Raum (X, |.||) ist die
beziiglich der Abbildungsnorm abgeschlossene Einheitskugel um die Null in X'

EX(0):={feX : |fll <1}

kompakt beziiglich der schwach-* Topologie o(X', X).
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Bevor wir zum Beweis kommen, wollen wir in Erinnerung rufen, was das
Produkt einer Familie von Mengen eigentlich ist. Fiir nichtleere Mengen I und
M;, i € I, ist das Produkt der M;, i € I, mengentheoretisch definiert als

[[Mi={f:1— M ) e M},

i€l i€l

also die Menge aller Funktionen definiert auf I, deren Wert an der Stelle i in
der Menge M; liegt. Die kanonische Projektion 7; : [ jel M; — M; ist definiert
als

mi(f) = £G), fe ][ M.
jel
Sind speziell alle Mengen M; gleich, M; = M, i € I, so ist also [[,.; M die

Menge aller Funktionen von I nach M.

Beweis (von Satz 5.5.6). Betrachte C als topologischen Raum mit der, vom
iiblichen Betrag |.| induzierten, euklidischen Topologie. Bezeichne mit V die
entsprechende Produkttopologie auf [] . C, also sei V die initiale Topologie
beziiglich der Familie von Abbildungen

Wy:H(C—>((C,|.|) fir alle ye X.
reX

Nun haben wir X’ C [, x C. Die Spurtopologie V|x ist die initiale Topologie
beziiglich der einelementigen Familie {¢x-} bestehend aus der Einbettungsab-

bildung
L : / ( HazGX C ’ V)
X't f f

Die schwach-* Topologie auf X’ ist die initiale Topologie beziiglich der Familie
von Abbildungen
t(z): X' = (C,|.|), € X.

Nun gilt
Wz)f = f(x) =m(f) = (mpoux/)(f) firalle ze€ X, feX';
wir sind also in der Situation

Korollar 1.2.4 gibt nun o(X’, X) = V|x.
Betrachte fiir a, 5 € C und y, z € X die beziiglich V stetige Abbildung

hewpyz = Oy + BTy — Mgz = [ €= C.
reX
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Ein Element f € [[,cx C wird unter hq g, . genau dann auf Null abgebildet,
wenn af(y) + B8f(z) — f(ay + Bz) = 0 ist. Somit ist

) haly-(10}) = L(X,0), (5.5.1)
a,BeC
y,z€X
die Menge aller linearen Abbildungen von X nach C. Eine lineare Funktion
f: X — C gehort genau dann zur Einheitskugel K (0), wenn |f(z)| < ||z fiir
alle z € X gilt. Wegen f(x) = 7, (f) haben wir daher

KX 0 = () haly,.(o)n [T {weC: ful <]}
a,BeC reX
y,ze€X
Wegen der Stetigkeit der hq g . ist der erste Durchschnitt abgeschlossen. We-
gen dem Satz von Tychonoff ist das Produkt kompakt. Also ist Kf(/(O) eine
kompakte Teilmenge von [, . y C beziiglich der Produkttopologie V, und daher
auch eine kompakte Teilmenge von X’ beziiglich der Spurtopologie V|x.

5.6 Mackey Topologie

Satz 5.5.6 lasst sich mit geringem Aufwand zu folgender Version verallgemeinern.

5.6.1 Satz (von Banach-Alaoglu). Fir einen lokalkonvexen Raum (X, T) und
eine Nullumgebung U in X ist die polare Menge U° C X' kompakt beziiglich der
schwach-* Topologie o(X', X).

Beweis. Wir konnen den Beweis von Satz 5.5.6 bis inklusive (5.5.1) wortlich
tibernehmen. Insbesondere fassen wir X" als Teilmenge von [ ], x C auf. Dabei
gilt o(X’, X) = V|x/, wobei V die Produkttopologie auf J] .y C bezeichnet.
Die Menge X* = L(X,C) aller linearen Abbildungen von X nach C ist als
Teilmenge von [, .y C beziiglich V abgeschlossen.

Die Menge {f € [[,exC : Ref(z) <1, z € U} = ey 7 {2z € C:
Rez < 1} ist ebenfalls beziiglich V abgeschlossen in [,y C. Also ist es auch
{feX*:Ref(x)<1, zeU}={f€]l,exC:Ref(z) <1, € U}N X"

Ist V' C U eine kreisformige Nullumgebung geméfl Lemma 2.1.8, so folgt
wegen Lemma 5.4.4 und Proposition 2.1.14

{feX":Ref(z)<1l,2eU}C{feX " :Ref(x)<1, z €V}
={feX":|f@)|<L eV} X,
womit {f € X*:Re f(z) <1, x €U} =U"°.

Bezeichnet py das Minkowski-Funktional zur Menge V', so gilt mx eV
fiir alle z € X \ {0} nach Lemma 5.1.9, (v). Also folgt

UeC{feX :|f(x) <1, zeV}C [[{weC: |uw <2uv(x)}.
zeX

Damit ist U° eine beziiglich V abgeschlossene Teilmenge einer beztiglich V kom-
pakten Menge und infolge selber kompakt beziiglich V|x = o(X’, X).
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a

5.6.2 Beispiel. Ist X ein Vektorraum und Y C X™ ein punktetrennender linearer
Unterraum, so lassen sich auf X weitere Topologien definieren, welche X zu
einem lokalkonvexen topologischen Vektorraum machen. Dazu sei M C P(Y)
derart, dass fiir jedes M € M

pu(z) :=sup{|f(x)|: f € M} <400 fiiralle ze€ X. (5.6.1)

Man beachte, dass fiir (Y, X)-kompakte M der Ausdruck pys(z) immer end-
lich ist, da {|f(x)| : f € M} stetiges Bild einer kompakten Menge und somit
kompakte Teilmenge von R ist.

Es ist unschwer zu iiberpriifen, dass jedes pps : X — [0,4+00) dann eine
Seminorm abgibt. Fiir € X gilt dabei pys(z) = 0 fiir alle M € M genau dann,
wenn z € +(| veam M). Also ist die Familie pys, M € M, separierend genau
dann, wenn (U ;e 0 M) = {0} bzw. wenn span J,,c o M dicht in Y beziiglich
o(Y, X) ist; vgl. Satz 5.4.7.

In dem Fall erzeugt ppr, M € M, nach Satz 5.1.4 eine Topologie T auf
X, welche X zu einem lokalkonvexen topologischen Vektorraum macht. Dabei
ist {x € X : py(x) < 1} fir jedes M € M eine Nullumgebung bzgl. 7.
Wegen |f({x € X : py(x) < 1})| < 1 fiir alle f € M ist jedes Funktional aus
span {Jy;e o M stetig; vgl. Proposition 2.1.14. Also gilt

span U MC(X,T). (5.6.2)
MeM

Fiir kreisformige M folgt aus Lemma 5.4.4, dass {z € X : pp(x) < 1} =°M.
Demnach und wegen (5.1.1) bildet

1 1
{O(—'Ml)ﬂmmO(—-Mn) neN, My,...,My €M, er,....en> 0} (5.6.3)

€1 €n

eine Nullumgebungsbasis von (X, 7), wenn wir voraussetzen, dass alle M € M
kreisformig sind. /

5.6.3 Satz (von Mackey-Arens). Sei X ein Vektorraum und Y C X* ein punk-
tetrennender Teilraum. Fir eine Topologie T auf X, welche X zu einem lokal-
konvezen topologischen Vektorraum macht, gilt (X, T) =Y genau dann, wenn
T im Sinne von Satz 5.1.4 von einer Familie pp;, M € M, von Seminormen er-
zeugt wird, wobei M C P(Y') aus kreisférmigen, konvexen und beziglich o(Y, X)
kompakten Mengen besteht mit spanJy,c g M =Y und py wie in (5.6.1) de-
finiert ist.

Im Fall, dass M aus allen kreisférmigen, konvexen und beziiglich o(Y, X)
kompakten Mengen besteht, ist die von pyr, M € M, erzeugte Topologie — man
bezeichnet diese mit 7(X,Y) und nennt sie Mackey-Topologie — die feinste aller
Topologien T auf X, welche X zu einem lokalkonvexen topologischen Vektor-
raum machen und (X, T) =Y erfiillen.

Beweis. Sei zunichst M C P(Y) wie in der Aussage des Satzes. Nach (5.6.2)
gilt dann YV C (X, T) =: X'. Fiir f € X’ gibt es nach Proposition 2.1.14
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eine Nullumgebung U mit |f(u)| < 1 fiir alle w € U. Nach (5.6.3) kénnen wir
annehmen, dass

o1 o1 o1 1
U = (f.Ml)ﬁ...ﬂ (an): (f-MlLJ---Uf-Mn),
€1 €n €1 €n
wobei My,..., M, € M und €1,...,¢, > 0. Fiir j = 1,...,n sind mit den
Mengen M; auch die Mengen } - M kreisformig, konvex und beziiglich (Y, X)
J
kompakt. Also ist die konvexe Hiille

1 1
M:=co(— -MyU---U—-M,)

€1 €n

n 1 n
:{ZAkxk:xjef-Mj, )\je[(),l],jzl,...,n,Z)\kzl}gY
b—1 € h—1

stetiges Bild der kompakten Menge

n . - — 1 1
{)\e [0,1] .;Ak 1} x M X -+ X - M,,
und infolge selber kompakt beziiglich o(Y, X). Wir erkennen auch, dass diese
konvexe Hiille kreisférmig und klarerweise konvex ist.

Weil o(Y, X) und o(X’, X)|y zwei initiale Topologien auf Y sind, welche
von den gleichen Funktionen erzeugt werden, stimmen sie iiberein. M (CY C
X') ist beziiglich dieser Topologie kompakt und somit auch kompakt beziiglich
(X', X). Wenden wir den Bipolarsatz, Satz 5.4.7, auf das duale Paar X, X' an,
so folgt

feue =M =co@iu{o)’ " =My,
womit auch X’ CY gezeigt ist.

Gelte umgekehrt (X,7)" = Y. Die Menge V(0) aller beziiglich 7 abge-
schlossenen, konvexen und kreisformigen Nullumgebungen bildet eine Nullum-
gebungsbasis; siehe Lemma 2.1.8 und Bemerkung 2.1.10. Nach Satz 5.3.8 sind
alle Mengen aus V(0) auch abgeschlossen beziiglich ¢(X, X’) = o(X,Y). Das
Mengensystem

M:={V°:VeV(0)} CP(Y) (5.6.4)

besteht dann wegen Lemma 5.4.4 aus konvexen, kreisformigen und wegen Satz
5.6.1 auch aus o (Y, X)-kompakten Teilmengen von Y. Da es zu jedem f € X' =
Y ein V € V(0) gibt mit |f(u)| <1 fiir alle u € V, folgt spanJ,,c M =Y.
Fiir jedes V' € V(0) gilt °(V°) = V; vgl. Satz 5.4.7. Nach (5.6.3) ist V
damit Nullumgebung beziiglich der von py;, M € M, induzierten Topologie. Ist
umgekehrt U = °(é -Mp)N---N°(+ - M,) eine Nullumgebung beziiglich der
von ppr, M € M, induzierten Topolognie, wobei M; = V2 mit V; € V(0), so folgt

U=eaVin---Ne, V, €V

Wegen Korollar 2.1.12 stimmen 7 und die von py;, M € M, induzierte Topo-
logie iiberein.

SchlieBlich folgt wegen (5.6.3) aus Korollar 2.1.12, dass die von pyr, M € M,
induzierten Topologie umso feiner ist, desto grofier M ist. Insbesondere ist
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7(X,Y) tatséchlich die feinste aller Topologien, welche X zu einem lokalkonve-
xen topologischen Vektorraum machen und (X,7) =Y erfiillen.

a

5.6.4 Bemerkung. Wir erkennen aus dem zweiten Teil des Beweises von Satz
5.6.3, dass es fiir jede Topologie T auf X, welche X zu einem lokalkonvexen
topologischen Vektorraum macht und (X,7)" = Y erfiillt, ein Mengensystem
M C P(Y) bestehend aus kreisférmigen, konvexen und beziiglich o (Y, X') kom-
pakten Mengen derart gibt, dass {°M : M € M} eine Nullumgebungsbasis
abgibt. /

5.6.5 Proposition. Ist (X,|.||) ein normierter Raum, so stimmt T (||.||) mit
7(X, X') wobei, wobei X' = (X, T(||.]))’

Beweis. Wegen X' = (X, T(||.||))" folgt T(||.||) € 7(X, X’) sofort aus Satz 5.6.3.
Ist umgekehrt M C X’ bzgl. o(X’, X) kompakt, also schwach-* kompakt, so ist
M beschriinkt, also M C KX (0) fiir ein hinreichend groBes r > 0; sieche Lemma
5.7.1. Es folgt °M D °KX'(0) = K7 (0); vgl. Beispiel 5.4.5. Da die Mengen der
Bauart °M eine Nullumgebungsbasis bzgl. 7(X, X’) abgeben, erhalten wir auch
T 2 7(X, X7).

a

5.7 Metrisierbarkeit

5.7.1 Lemma. Sei (X,|.||) ein normierter Raum.

— Ist X sogar ein Banachraum und ist K C X' kompakt beziiglich der
schwach-* Topologie, so ist K beschrinkt beziiglich der Abbildungsnorm
auf X', also gibt es ein C > 0 derart, dass || f|| < C fiir alle f € K.

— Ist K C X kompakt beziiglich der schwachen Topologie, so ist K beziiglich
der Norm auf X beschrankt.

Beweis. Die schwach-* kompakte Menge K C X’ = Ly(X,C) ist punktweise
beschrankt. In der Tat ist fiir € X die Menge {f(x) : f € K} Bild der kompak-
ten Menge (K,o(X’, X)|x) unter der beziiglich o(X’, X)|x stetigen Abbildung
K > f — f(z) € Cund somit beschrinkt. Nach dem Satz von der gleichmiifigen
Beschranktheit, Korollar 4.2.2, welchen wir anwenden konnen weil X ein Ba-
nachraum ist, folgt die Beschranktheit von K beziiglich der Abbildungsnorm
auf X'.

Ist K C X kompakt beziiglich der schwachen Topologie, so ist «(K) C X"
schwach-* kompakt, da fiir die kanonische Einbettung ¢ : X — X’ die Abbil-
dung ¢+ : (X,0(X, X")) = («(X), (X", X')|,(x)) ein Homdomorphismus ist; vgl.
Bemerkung 5.5.3. Nach dem schon Bewiesenen ist daher +(K) und infolge auch
K beschrankt.

a

5.7.2 Proposition. Sei (X,|.||) ein Banachraum und K C X' kompakt
beziiglich der schwach-* Topologie. Ist X separabel, enthdlt also X eine abzdihlbar
dichte Teilmenge M, so ist der topologische Raum (K,o(X', X)| k) metrisierbar,
also gilt o(X', X)|x = T(d) fiir eine Metrik d auf K.
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Beweis. Fiir f € K gilt immer |f(m)| < C fiir alle m € MNU;* (0), wobei C > 0
gemif Lemma 5.7.1 zu withlen ist. Schreiben wir M N U (0) als M NU{*(0) =
{m, :n € N}, so ist

oo

A(7,0) = 3 5| F(ma) — g(ma)
n=1

fiir alle f, g € K konvergent. Da M dicht ist, folgt aus d(f,g9) =0, dass f —g €

(M N U (0))* = span(M N U{*(0))* = {0}, da span(M N U;¥(0)) dicht in X

ist. Man iiberpriift nun leicht, dass d eine Metrik auf K abgibt.

Fiir jedes n € N sind die Abbildungen (f, g) — f(my,), (f,9) — g(my) und
infolge auch (f, g) — 5=|f(m,) — g(my,)| als Funktionen von (K, o(X’, X)|x) x
(K,0(X', X)|k) nach C stetig. Als gleichméBiger Grenzwert stetiger Funktionen
ist somit (f,g) — d(f,g) stetig, was auch die Stetigkeit von K > g — d(f,g)
fiir festes f € K nach sich zieht, wenn K mit o(X’, X)|x versehen ist.

Daraus folgt {g € K : d(f,9) < ¢} € o(X',X)|k fir f € K und ¢ >
0. Also ist die von d auf K erzeugte Topologie T (d) grober als o(X’, X)|k.
Da (K,o(X',X)|k) aber kompakt und 7 (d) Hausdorff ist, folgt sogar 7 (d) =
o(X', X)|k.

u

In der Situation von Proposition 5.7.2 ist K damit folgenkompakt, womit
beziiglich der schwach-* Topologie jede Folge in K eine konvergente Teilfolge
und nicht nur ein konvergentes Teilnetz hat.

Genau diese Tatsache wollen wir auch fiir schwach-kompakte Teilmengen
von X nachweisen.

5.7.3 Proposition. Ist (X, |.||) ein normierter Raum und K C X kompakt
beziiglich o(X, X"), so gibt es zu jeder Folge in K eine beziiglich o(X, X") kon-
vergente Teilfolge. Also ist K auch folgenkompakt.

Beweis. Fiir eine Folge (z,)nen in K ist M = {37_ (aj +ifj)z; = n €
N, aj,p; € Qfirj = 1,...,n} eine abzdhlbare und dichte Teilmenge von
Y := span{z, :n € N}M = span{z, :n € N}J(X’X ); vgl. Satz 5.3.8. Somit
ist (xn)nen eine Folge in der o(X, X’)-kompakten Menge K NY C Y. Aus
Proposition 5.4.8 folgert man leicht, dass o(X, X')|y = (Y, Y”).

Durch Normierung der Vektoren aus M erhalten wir eine abzéhlbare und
dichte Teilmenge {y, : n € N} von K7} (0)\ U} (0). Wir wiihlen gemif Korollar
5.2.4 fiir jedesn € Nein f,, € Y/ mit || fu|| =1 = fu(yn). Firy € Y mit |ly|| =1
und € > 0 gibt es ein von € abhéingiges n € N mit ||y, — y|| < €, woraus

igg'fk(y” > W) = 1 fn(yn) = fu(yn — 9| = [falyn)] = [falyn —y)| > 1 —€

folgt. Da € > 0 beliebig war, erhalten wir sup, ey | fx(v)| = 1. Durch Normierung
folgt in der Tat

sup | fi(y) = [y (5.7.1)
keN

fiir beliebige y € Y. Insbesondere ist

oo

A(r,) = 3 ol fule) — Fuw)]

n=1
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fiir x,y € KNY konvergent. Aus d(z,y) = 0 folgt f,(z —y) =0 fiir alle n € N
und wegen (5.7.1) sogar x = y. Man iiberpriift nun leicht, dass d eine Metrik
auf K NY abgibt.

Ahnlich wie im Beweis von Proposition 5.7.2 sind fiir n € N die Abbildungen
(z,y) = ful@), (2,9) = fa(y) und infolge auch (z,y) = gr|fo(x) — ful(y)| als
Funktionen von (KNY,o(Y,Y')kny ) x (KNY,0(Y,Y’)kny ) nach C stetig. K ist
geméf Lemma 5.7.1 beziiglich ||.|| beschrénkt, woraus folgt, dass d gleichméfiger
Grenzwert der stetige Funktionen (z,y) — 25:1 5| fn(2) = fuly)] fiir N — oo
und infolge selber stetig ist. Das zieht auch die Stetigkeit von K NY 3 x +—
d(z,y) fiir festes y € K NY nach sich, wenn K NY mit o(Y,Y’)kny versehen
ist.

Daraus folgt {z € KNY : d(z,y) < ¢} € oV, Y )gnay firy € KNY
und € > 0. Also ist die von d auf K NY erzeugte Topologie T (d) grober als
(Y, Y")kny . Da letztere Topologie kompakt und 7 (d) Hausdorff ist, folgt sogar
T(d) =Y, Y)kny = 0(X, X')kny. Weil somit KNY kompakt beziiglich einer
metrischen Topologie ist, hat die Folge (x,,)ncn eine konvergente Teilfolge.

a

Es gilt auch die Umkehrung von Proposition 5.7.3. In der Tat ist eine Teil-
menge von einem normierten Raum genau dann schwach kompakt, wenn sie
schwach folgenkompakt ist.

5.8 Der Satz von Dunford-Pettis

In diesem Abschnitt betrachten wir den Banachraum L'(£2, A, u,C) versehen
mit ||.||1, wobei (2,4, 1) ein Mafiraum mit einem endlichen Maf p ist. Kurz
wollen wir L!(u) dafiir schreiben. Bekannterweise lisst sich der topologische
Dualraum von L!(p) isometrisch isomorph mit L> (€, A, i1, C) =: L*(u), ver-
sehen mit || f|lcc = inf{A > 0: p{z € Q: |f(z)| > A} = 0}, identifizieren, indem
wir ein g € L>°(u) als Funktional

by : L'(Q, A, 1,C) — C definiert durch ¢,(f) = / frgdp
Q

betrachten. Wir wollen nun charakterisieren, wann eine Teilmenge K C L'(u)
beziiglich o(L' (1), L' (1)") kompakt, also schwach-kompakt, ist. Dazu benstigen
wir folgende Begriffsbildung.

5.8.1 Definition. Eine Teilmenge K C L'(Q, A, u,C) heifit gleichgradig inte-
grierbar, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 derart gibt, dass

/Efdu’<e

5.8.2 Bemerkung. Einpunktige Mengen K = {f} mit f € L'(u) sind gleichgra-
dig integrierbar. In der Tat gilt zunéchst wegen dem Satz von der beschrinkten
Konvergenz

sup
feK

fir alle E € A mit u(E) < 4.

lim |[fldu=0.

n=%0 J{req:| f(x)|>n}
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Zu € > 0 gibt es somit ein n € N mit f{meQ:lf(ac)|>n} |fldp < 5. Fiir § := 5~ und
E € A mit p(E) < ¢ folgt dann

€
/ﬂﬂg/ lau+ [ Fldi < & +nu(B) <c.
E {z€B:|f(2)|>n} {z€ 7| f(z)|<n}

Offenbar sind Teilmengen gleichgradig integrierbarer Teilmengen von L!(u) sel-
ber gleichgradig integrierbar. Zudem ist die Vereinigung von endlich vielen
gleichgradig integrierbaren Teilmenge von L'(u) wieder gleichgradig integrier-
bar. Insbesondere sind alle endlichen Teilmengen von L'(u) gleichgradig inte-
grierbar. /

5.8.3 Lemma. Sei (fj)jcs ein beschrinktes Netz aus L'(u) derart, dass {f; :
j € J} gleichgradig integrierbar ist. Falls limje s [, f; - gdp fiir alle g € L ()
in C existiert, so gibt es ein f € L*(u) mit

i [ - gdu= [ f-gau (5.8.1)

j€T
fir alle g € L™ (p).

Beweis. Weil p endlich ist, gilt 14 € L>®(u) fiir alle A € A. Voraussetzungs-
gemif existiert daher

v(A) = lim/fj~]lAdu€C
Q

jeJ

fiir alle A € A. Da Grenzwerte additiv sind, gilt v({J)'_; Am) = D01 V(Am)
fiir n € N und fiir paarweise disjunkte Ajp,..., A, € A. Die Mengenfunktion
v: A — C erfiillt wegen der vorausgesetzten gleichgradigen Integrierbarkeit,

dass es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt mit
[V(E)| <€ firalle E€ A mit u(E)<4. (5.8.2)

Seien nun 4,, € A, m € N, paarweise disjunkt. Zu € > 0 sei § > 0 wie in (5.8.2).
Fiir n € N hinreichend grof gilt dann p(|J Ap) < 6, womit

m>n

n

v( U Ap) — Z v(Am)

meN m=1

v({J Am) —v({J Am)| = v(|J Am)| <.

meN m>n

Aus der Beliebigkeit von € > 0 erhalten wir die o-Additivitat. Also ist v ein kom-
plexes Maf3. Wegen (5.8.2) folgt mit der Version vom Satz von Radon-Nikodym
fiir signierte Mafle, angewandt auf den Real- und Imaginérteil von v, die Exis-
tenz eines f € L' (u) derart, dass v(E) = [, f dpu fiir alle E € A.
Also gilt (5.8.1) fiir Funktionen g € L*(u) von der Bauart g = 1g mit E €
A. Aus Linearitédtsgriinden folgt (5.8.1) fiir Treppenfunktionen g € L (). Weil
w endlich ist, sind diese Treppenfunktionen dicht in L () beziiglich ||.||oc. Aus
der Beschrénktheit von {f; : j € J} folgt schlielich (5.8.1) fiir alle g € L>(p).
d

5.8.4 Lemma. Sei (f,)nen eine Folge aus L'(p). Falls fir alle E € A der
Grenzwert lim,, o fE fondu in C existiert, so ist {f, : n € N} gleichgradig
integrierbar.
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Beweis. Wir halten € > 0 fest und setzen fiir k € N
Cr,:={FeA: ‘/ fn—fmdu‘ <e firalle m,n > k}.
E

Da [, fn dp fiir alle E € A konvergiert, gilt J, oy Cr = A.

Aus der Konvergenz einer Folge in L' (11) beziiglich ||.||; folgt die Konvergenz
im Maf} und daraus die punktweise Konvergenz einer Teilfolge fast {iberall. In-
folge ist die Teilmenge M := {1y : E € A} von L'(1) abgeschlossen beziiglich
||l.]l1 und daher ein vollstéindig metrischer Raum. Fiir k£ € N ist

Dy :={1g: E €Cx}

eine Teilmenge von M. Wieder weil Konvergenz beziiglich ||.||; die punktweise
Konvergenz einer Teilfolge fast iiberall impliziert, folgt zusammen mit dem Satz
von der beschrinkten Konvergenz, dass Dy in M abgeschlossen ist. Hétte jede
der Mengen Dy, leeres Inneres als Teilmenge von M, so wiiren alle Mengen M\ Dy,
offen und dicht in M. Nach dem Satz von Baire, Satz 4.1.1, wire (1, o (M \ Dy,)
nichtleer im Widerspruch zu (J, .y Dr = M.

Somit gibt es ein k € N, ein § > 0 und ein G € Cj, derart, dass

||]1E — ]lng < ¢ impliziert 1g € Dy,

Weil aus A € C, und B € A mit u(AAB) = 0 auch B € Ci, folgt, erhalten wir
aus |[1g — 1g||1 < 6 sogar E € Cy.

Fiir ein beliebiges £ € A mit u(F) < 4 folgt wegen ||[lgur — 1|1 =
w(E\G) <éund [[Ig\p — lgli = p(G N E) < § sicherlich GU E,G \ E € Cy.
Zusammen mit E = (GU E) \ (G \ E) erhalten wir fir m,n > k

’/Efn—fmdulz‘/GUEfn—fmdu_/G\Efn_fmdM

/G\Efn—fmdu

Wie wir in Bemerkung 5.8.2 gesehen haben, ist {fi,..., fi} gleichgradig inte-
grierbar. Insbesondere gibt es ein n > 0 mit |fE fx du’ < e fir u(E) < n. Gilt
nun u(E) < min(d,n) fiir E € A, so folgt

’/Efnd,u‘S‘[Efn—fkdu‘+’/]5fkdul<3e

fiir alle n > k. Also ist {f, : n > k} und infolge auch {f, : n € N} gleichgradig
integrierbar; vgl. Bemerkung 5.8.2.

<

< 2e.

fn _fmd,u‘ +

GUE

a

5.8.5 Satz (Satz von Dunford-Pettis). Eine Teilmenge K C L*(Q, A, u, C) ist

—0 1 1 ’
genau dann relativ schwach kompakt, K (LG, L)) ist also kompakt beziiglich

(LY (), LY (1)), wenn K beschrdankt beziiglich ||.||1 und gleichgradig integrierbar
18¢.
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Beweis. Jedes relativ schwach kompakte K C L'(u) ist nach Lemma 5.7.1
beschriankt beziiglich ||.||;. Wire K nicht gleichgradig integrierbar, so géibe es
ein € > 0 und zu jedem n € N ein E, € A und ein f, € K derart, dass
zwar p(E,) < L aber ‘fE fn du‘ > ¢e. Wegen Proposition 5.7.3 hat (fn)nen
eine schwach konvergente Teilfolge (fy())ren. Insbesondere erfiillt (fy,(x))ren
die Voraussetzungen von Lemma 5.8.4, womit {f,u) : k € N} gleichgradig
integrierbar ist im Widerspruch zur Wahl der Folge (f,,)nen.

Sei nun umgekehrt K C L'(u) beschriinkt beziiglich |.||; und gleichgradig
integrierbar. Als isometrische Abbildung bildet die kanonische Einbettung ¢ :
LY(u) — L'(u)” unser beschriinktes K auf die beschrinkte Teilmenge (K ) von

LY ()" ab. Weil daher ¢(K) in KTLI(“)N (0) fiir hinreichend grofies r > 0 enthalten

o 1 //7 1 ’
ist, folgt aus Satz 5.5.6 die schwach-* Kompaktheit von ¢(K) (LG ). Zu

jedem F aus diesem Abschluss gibt es ein Netz (f;);cs aus K derart, dass
(¢(f;))jes schwach-* gegen F' konvergiert, was genau

l_im/ fi-gdp=F(g) firalle ge L>(p)
JE€J Jq

bedeutet. Mit K ist auch {f; : j € J} C K gleichgradig integrierbar. Aus
Lemma 5.8.3 folgt daher

F(g)=1im/ij-gdu=/ﬂf-gduzt(f)(g) fiir alle g € L™ ()

jeJ
mit einem f € L'(u), also F = «(f) € «(L*(p)). Wir haben somit

o 1 //7 1 ’ .
LK) L) C (LY (p)) gezeigt.

Weil ¢ (L), o(EH () X)) = ((EM () o (EH ()", )Y, o)
gemifl Bemerkung 5.5.3 einen Hom6omorphismus abgibt, ist dann K in der

o 1 //7 1 ’ i
schwach kompakten Menge ¢! (L(K ) (G L) )) enthalten und infolge re-

lativ schwach kompakt.

Q

5.9 Satz von Krein-Milman

Aus dem Satz von Hahn-Banach erhélt man auch eine geometrische Aussage
iiber kompakte konvexe Teilmengen eines lokalkonvexen Vektorraumes, ndmlich,
dass sie sogenannte Extremalpunkte besitzen miissen und tatséchlich in gewis-
sem Sinne von diesen erzeugt werden.

5.9.1 Definition. Sei K eine konvexe Teilmenge eines Vektorraumes X. Eine
nichtleere Menge S C K heiflt extremal, wenn aus z,y € K, 0 < t < 1 mit
tr + (1 —t)y € S immer z,y € S folgt. Ein Punkt z € K heifit Extremalpunkt
von K, wenn {z} eine extremale Menge ist. Die Menge aller Extremalpunkte
von K bezeichnen wir mit F(K).

5.9.2 Satz (von Krein-Milman). Fir einen lokalkonveren Raum (X,T) und
eine nichtleere kompakte und konvexe Teilmenge K von X ist K die abgeschlos-
sene konvexe Hiille von E(K), also gilt K = ¢o(E(K)). Insbesondere besitzt K
Ezxtremalpunkte.
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Beweis. Sei P die Menge aller kompakten extremalen Teilmengen von K. Da
K selbst eine solche ist, gilt P # (. Wir zeigen zunéchst:

(i) Fiir U C P gilt entweder (Ve T = 0 oder (N, T € P.

(it) Fir S € P, f € X', p = max{Re f(z) : « € S} und Sy := {x € S :
Re f(x) = p} gilt Sy € P.

Die Eigenschaft (i) priift man leicht nach. Zu (i7) bemerken wir zuerst, dass Sy
nicht leer und als abgeschlossene Teilmenge von S kompakt ist. Aus z € Sy,
z=tx+ (1 —t)y mit x,y € K, 0 <t < 1 folgt wegen z € S zuniichst z,y € S,
womit auch Re f(x) < g und Re f(y) < p. Wegen

p=TRe f(z) =tRe f(z) + (1 — ) Re f(y)

erhalten wir Re f(z) = Re f(y) = p, also z,y € Sf.

Sei Sop € P und setze P’ := {T' € P : T C Sp}. Da die Mengen T € U
alle kompakt sind, folgt wegen der endlichen Durchschnittseigenschaft fiir eine
beziiglich der Inklusion totalgeordnete Teilmenge U C P’, dass (e, T # 0
und nach () folglich (o, T € P’. Also hat U eine untere Schranke in P’. Nach
dem Lemma von Zorn gibt es ein minimales Element M € P’. Wegen (ii) muss
fiir f € X’ die Funktion Re f auf M konstant sein. Da X’ auf X nach Korollar
5.2.7, (i) punktetrennend operiert, kann M nur einen Punkt enthalten.

Wir haben also gezeigt, dass jedes Sy € P einen Extremalpunkt enthélt, also
So N E(K) # 0 fiir jedes Sy € P.

Da K kompakt und konvex ist, gilt sicher ¢o(E(K)) C K, womit sich auch
co(E(K)) als kompakt und konvex herausstellt.

Die Existenz eines z¢ € K \¢o(E(K)) wiirde nach Satz 5.2.5 die Ungleichung
Re f(zo) > Re f(y) fiir alle y € €6(E(K)) und infolge Ky Nco(E(K)) = 0
mit einem gewissen f € X’ implizieren. Im Widerspruch dazu gilt nach obiger
Erkenntnis Ky N E(K) # 0, da nach (i) sicherlich K; € P.

a

Dieser Satz hat viele interessante Konsequenzen. Wir kénnen in dieser Vorle-
sung darauf aber nicht weiter eingehen, bringen aber noch eine Art Umkehrung.

5.9.3 Proposition. Ist (X,T) ein lokalkonverer Raum, gilt ) # B C X und
ist co(B) kompakt, so folgt E(co(B)) C B.

Beweis. Fiir einen Extremalpunkt 2 von ¢o(B) zeigen wir x € B = B. (X, T)
hat nach Definition 5.0.1 und Lemma 2.1.8 Nullumgebungsbasis 4l bestehend
aus offenen, kreisférmigen und konvexen Mengen. Wie in Bemerkung 2.1.10
erwihnt, ist (X,7) ein regulidrer topologischer Raum, womit auch {U : U €
$1} eine Nullumgebungsbasis bildet. Also reicht es, fiir ein beliebiges U € 4l
nachzuweisen, dass (z + U) N B # (; vgl. Korollar 2.1.4.

Wegen B C ¢o(B) ist auch B kompakt, wodurch aus B C Uyesly +U) die
Existenz endlich vieler 4, ..., ¥, € B mit B C Uj=1, m(y; +U) folgt. Als in
¢o(B) enthaltene und abgeschlosbene Mengen sind die konvexen Mengen K;
co((y; +U)NB) fiir j = 1,...,m wieder kompakt. Da co(|J K;) als Blld
der kompakten Menge K7 X« -+ x K, x {(A;)72; € [0,1]™ i )\ = 1} unter der
stetigen Abbildung (z1,. .., zm, ()\])]:1) =2 Ajz dargestellt Werden kann, ist
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diese Menge auch kompakt, infolge abgeschlossen und wegen K; C €6(B) auch
in co(B) enthalten, womit

wB)=w( |J w+U)nB)Ce( |J K;j)=cof |J K;) Cw(B),
j=1,....m j=1,....m j=1,....m

also ©@(B) = co(lJ,_

einem K; = co((y; + U) N B) C @(y; + U) = y; + U enthalten sein, wobei

hier die Kgnvex1tat von U einfliet. Es folgt * —y; € U = —U und daher
Y; € (1‘ + U) N B.

K;). Als Extremalpunkt dieser Menge muss z in

Q

5.10 Fixpunktsatz von Brouwer

Wir wollen in diesem Abschnitt den Fixpunktsatz von Brouwer herleiten. Da-
zu verwenden wir Methoden aus der Differential- und Integralrechnung, was
zugegebenermaflen etwas fehl am Platz wirkt.

Im Folgenden sei S¢ die Einheitssphire {x € R¥*1 : ||z|| = 1} im R*T! wobei
von hier bis zum Ende des Beweises von Satz 5.10.3 ||.|| fiir die Euklidische Norm

w1 2\
Joll = (42 s [2)” steht.

5.10.1 Proposition. Es gibt keine stetig differenzierbare Funktion g : O —
R mit offenem O D K?dﬂ(O), sodass g(O) C S und g|ga = idga.

Beweis.

Schritt 1: Angenommen es gibe ein stetig differenzierbares g : O — R4+ mit
glga = idga und g(0O) C 5%, wobei O D K]Rd“( 0) offen ist. Dann gibt es ein
n>1mit 02 KX (0) 2 KF"(0).

Schritt 2: Fiir t > 0 betrachte dann die Funktion (z € O)
hi(@) = 2+ tg()

welche O offenbar nach R%*! hinein abbildet. Zudem ist h; immer stetig diffe-
renzierbar, wobei

dhi(z) =1+t dg(x).
Da fiir ¢ ||dg(x)|] < 1 die entsprechende Neumannsche Reihe (siche Lemma
6.4.9) konvergiert, ist dh,(z) fiir solche ¢ invertierbar. Wegen der Stetigkeit von
z + ||dg(z)|| auf der kompakten Menge K}fd“(O) liegt C' = sup <, [ldg(2)]|
in [0, +00), und fiir 0 < ¢ < & und ||lz|| < 5 ist dhs(z) invertierbar.

Da fiir ein festes = € K§d+l(0) die Funktion ¢ — det dh;(x) stetig ist und
auf [0, C) nicht verschwindet, muss sie darauf immer dasselbe Vorzeichen haben.
Wegen det dho(z) = 1 folgt det dhy(z) > 0 fiir alle ¢ € [0, ).

Schritt 3: Fiir 0 < t < & ist ht‘KgfaH—l

he(y) mit 2,y € K]R(H (0), dass

r—y+tg(x) —g(y) = he(z) — he(y) = 0.

(0) njektiv. In der Tat, folgt aus he(z) =
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Also x — y = —t(g(x) — g(y)). Andererseits ist aber

lg(x) —g(w)ll = II/0 dg(y +t(x —y))(z —y) dt|| < sup |dg(2)| [lz -yl

llzll<n

und daher erhalten wir

[z =yl = tlg(z) — g(y)ll < t”Shlg ldg ()l |z = yll,
ZlI=n

was wegen tC < 1 die Beziehung x = y nach sich zieht.
RA+1

Schritt 4: Wir behaupten nun, dass he(UE" (0)) = UF;, (0) fiir jedes 0 < ¢ <
& In der Tat folgt aus ||z < 1

[he(@)]| < [l + tlg(x)| <1+,
also gilt A := ht(Ul]RdJr1 (0)) € UIRJ(:;I (0), wobei diese Teilmenge A von UIRJ(:I(O)
nichtleer und wegen dem Umkehrsatz — es ist ja dhi(z) fiir |z < 1(< n)

invertierbar — offen ist. Setzen wir B := %{jrl(O) \ ht(U]leH(O)), so gilt

]Rd+1

U, (0) = AUB. Aufierdem gilt
BNAC RN\ ANA=0,

da R\ A ja abgeschlossen in R4t ist.

Andererseits gilt A C hy (K Fdﬂ (0)), wobei die rechte Menge als stetiges Bild
einer kompakten Menge selber kompakt und daher in R4+ abgeschlossen ist.
Also folgt

ANBC h(KE"(0)nB.

Ein y aus der linken Seite muss daher y = hy(z) € B fiir ein z € KX (0)
erfiillen. Aus ||z|| =1 wirde y = he(x) =z + tid|ga(z) = (1 +t)x & Ulezrl(O)
folgen, was wegen B C Uﬁ:l(O) unmoglich ist. Also muss ||z|| < 1, und daher
y = h(z) € ht(Ul]Rd:l(O)) NB = AN B = 0, was ebenfalls unmdoglich ist. Wir
schlieffen damit auf AN B = ().

Da UF," (0) aber zusammenhiingend ist, muss UF;, (0) = A.

Schritt 5: Nach dem bisher Gezeigten ist fiir jedes ¢t € [0, %) die Abbildung

he UleH(O) — Ulerl(O) eine stetig differenzierbare Bijektion mit regulérem

dhy(z), z € Ul]Rd+1 (0) — also ein Diffeomorphismus. Aus der Transformationsre-
gel folgt

RA+1

At (UEST (0)) = / o detdhy(z) dAaii (x),
UE (0)

wobei man mit Hilfe der Formel zur Determinantenberechnung unmittelbar er-
kennt, dass

det dhy(x) = det(I + tdg(z)) = det dg(z) " + Ba(x)t? + - + Br(z)t + 1,

fiir gewisse stetige reellwertige 3; : U]IRHI(O) — R. Wir erhalten also

Rd+1 Rd+1

(1+ 6" N1 (UF(0)) = A1 (U, (0)) =
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td+1 / det dg(x) d)\d+1((£) + td / 5d($) d)\d_H((E) + ...
URTt (0) U

d+1
)

Rd+1

+1 / B 61 (SL’) d>\d+1(l') + )\d+1(U1 (O)) .
uFtt (o)

Diese Gleichheit muss zumindest fiir alle ¢ € [0, &) gelten. Da ein Polynom p(t)
eindeutig durch die Polynomfunktion p|[0’ 1) bestimmt ist, miissen die Koeffizi-

enten von ¢4+ iibereinstimmen. Also gilt
0 £ AW O) = [ detdgle) dhinao). (5.10.1)
UFT o)

Schritt 6: Andererseits folgt fiir die stetig differenzierbare Funktion h(z) =
llz||?, z € U}RdH(O) aus g(0) C S mit Hilfe der Kettenregel

0=d(hog)(z) = dh(g(x)) dg(z) = 2g(z)" dg(z).

Insbesondere kann dg(z) fiir kein z € UleJrl (0) reguliir sein. Also gilt det dg(z) =
0 im Widerspruch zu (5.10.1).
d

5.10.2 Korollar. Es gibt keine stetige Funktion h : K%{{dﬂ(()) — S84, sodass
hlsd = idsd.

Beweis. Angenommen es géibe eine solche Funktion schon, so konnten wir A auf

ganz R4 fortsetzen, indem wir h(z) = Ty fir [[z]] > 1 setzen. Da

R = K (O U ®M\UFT(0)
und da h auf diesen beiden abgeschlossenen Teilmengen stetig ist, folgt die
Stetigkeit von h auf R%+!. Eingeschriinkt auf R4\ KR (0) ist h offenbar
stetig differenzierbar.

Da auf K& (0) die reellen Polynome in den Variablen (z1, .. .,zq41)? =z
eine nirgends verschwindende und punktetrennende Algebra in C' (KgRlerl (0)) bil-
den, folgt aus dem Satz von Stone-Weierstrass, dass es zu jedem € > 0 derartige
Polynome p1,...pg44+1 gibt sodass

thip.Y”Kz(O),oo <€ jzlaad+1

Wihlen wir € > 0 hinreichend klein und setzen wir

p1(z)

p(r) = : )
Pa+1()

so folgt supy ;<2 [Ih(z) — p(2)] < 3.

Nun sei A : R — R stetig differenzierbar derart, dass A(R) C [0, 1], dass
A((—00, %)) = {0} und dass A([4,400)) = {1}. Man iiberzeugt sich leicht, dass
es solche Funktionen gibt. Es gibt sogar solche, die obendrein unendlich oft
differenzierbar sind. Die Funktion

f(@) = A(llz]*)a(@) + (1 = All2l*))p(), @ € R
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mit Werten in R+! ist iiberall stetig differenzierbar, da fiir z € U§d+1(0) )
2

KFELH(O) der Ausdruck f(z) mit p(z) iibereinstimmt, und da auf R4+ \
KR (0) alle auftretenden Funktionen stetig differenzierbar sind.

Auf R\ UF(0) gilt zudem f(x) = h(x) = &, und fir 2 € K5 (0)
folgt

@) = () — (1 = A(l]2) (h(z) — p(2))]]
zHmmu—u—xmw%MMM—pumzl_%>o

Somit gilt f(x) # 0 fiir alle z € R4*T!, In Folge ist auch

f(2z)

g(z) = 7o, @ € RTY

1/ (22)]]

eine iiberall stetig differenzierbare Funktion mit Werten in S¢, sodass fiir z € S¢

wegen f(2z) = h(22) = Qﬁil\ =T

fen
9) = 7]

Gemif Proposition 5.10.1 kann es aber kein solches g geben.

a

Wir wollen daran erinnern, dass, falls H ein (reeller oder komplexer) Hilbert-
raum und F C H abgeschlossen und konvex ist, es zu jedem = € H ein eindeu-
tiges r(z) € E gibt, sodass d(x, E) = ||z — r(z)||. Die Funktion r : H — F ist
dabei stetig und stimmt auf £ mit idg iiberein.

5.10.3 Satz (Fizpunktsatz von Brouwer). Sei ) # E C R kompakt und
konvex mit d > 0. Jede stetige Funktion f : E — E hat dann einen Fizpunkt,
also gibt es ein x € E mit f(z) = x.

Beweis. Da E insbesondere beschrénkt ist, gilt £ C Ugw“(()) fiir ein n > 0.
Betrachten wir %E und x — % f(nz) anstelle von E und f, so kénnen wir
oBdA. E C UleH(O) annehmen. Indem wir nétigenfalls £ als Teilmenge von
R x {0} C R4*2 betrachten, kénnen wir auch d > 0 annehmen.

Wir nehmen nun an, dass es ein stetiges f : F — E ohne Fixpunkt gibt und

betrachten R?*! versehen mit dem Euklidischen Skalarprodukt als Hilbertraum.
Ist r(z) definiert wie vor dem aktuellen Satz, so ist die Funktion

for:azm f(r(x), z € K (0),

stetig und hat Werte in £ C K%{dH(O). Auflerdem hat f o r keinen Fixpunkt,
da dieser in F liegen miisste und damit ein Fixpunkt von f wire.
Rd+1

Also gilt f(r(z)) — x # 0 fiir alle x € K ~(0). Somit gibt es fiir alle
z € KR (0) ein eindeutiges A(z) € (0, +00) mit

Fr(@) + @) (@ — f(r(2)) € S
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A(z) ist die positive Losung der Gleichung

IFGEDIE =27 (@), Fr(@) = ) + Xz = Fr(@)
= £ (@) + A = Fr@)P =15

also
(Fr@)). fre Fr(e)) — )’
_ A ) r) 1= f @)
M) = ll = f(r(z J HI* 00 | P ees) [
Somit ist die Funktion h (r(z Mz)(x — f(r(x))) stetig. AuBerdem

bildet h die Menge K7 R (0 ) nach S¢ hmem ab. Dabei gilt A(x) = 1 und damit
h(z) =z fiir ||z|| = 1. Geméf Korollar 5.10.2 gibt es aber kein solches h.
u

5.11 Fixpunktsitze von Schauder und Fan-
Glicksberg-Kakutani

Als Folgerung des Brouwerschen Fixpunktsatz wollen wir zunéchst den be-
kannten Fizpunktsatz von Schauder herleiten. Ehe wir diese Aussage bringen,
bendtigen wir noch eine Hilfsaussage.

5.11.1 Lemma. Sei X ein lokalkonvezxer topologischer Vektorraum. Weiters
set E/ eine nichtleere und kompakte Teilmenge von X. Dann ¢ibt es zu jeder
offenen, konvexen und kreisformigen Nullumgebung V in X endlich viele Punkte

Z1,...,Tn € E und stetige Funktionen y1,...,v, : E — [0,1] derart, dass
ECc |J m+V, (5.11.1)
k=1,..., n
vi(x) =0, falls e ¢x;+V, fir j=1,...,n, (5.11.2)
nyk(:c) =1 firalle x€FE. (5.11.3)

Schliefilich gilt fir aolle x € E
x— Z'yk(:c)xk ev. (5.11.4)

Beweis. Das Minkowski-Funktional py : X — [0, +00) ist nach Lemma 5.1.9
eine Seminorm, wobei V = {z € X : uy(z) < 1}. Wegen der Kompaktheit von
E existieren x1,...,2, € E derart, dass (5.11.1) gilt. Seien 8, B : X — [0, +00)
firk=1,...,n deﬁmert durch

Br(x) := max{0,1 — pyv(x — zx)},

und

x) = Zﬁk(x
k=1
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Offenbar ist 8;(z) > 0 dquivalent zu py(z — ;) < 1 und infolge zu z € z; + V.
Da jedes = € F in einer der Mengen x + V enthalten ist, gilt 5(z) > 0 fiir alle
z € E. Wegen der Dreiecksungleichung nach unten und wegen ,u;l [0,€) = €V ist
py und damit auch alle 5; sowie § stetig. Die Funktionen 71, ...,7, : E — [0,1]
definiert durch

_ Bil)

) = )

sind dann ebenfalls stetig, wobei (5.11.2) und offenbar auch (5.11.3) gilt. Ist
z € E, so haben wir schliefflich

reF,

n

x — Z’yk(x)xk = ka(ac)(m —x) -

k=1 k=1

Nach oben gilt v, (z) > 0 genau dann, wenn py (z — xg) < 1, wobei es nach
(5.11.1) mindestens ein k € {1,...,n} mit py (z —zx) < 1 gibt. Damit erhalten
wir

% (w - Z%(x)xk) < @y (@ —2k) <D wlr) =1,
k=1 k=1 k=1

und infolge (5.11.4) gilt.

(]

5.11.2 Satz. Sei X ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum und § # E C
F C X mit kompaktem E und konvexem F'. Jede stetige Funktion f : F — E
hat dann einen Firpunkt.

Beweis. Zunéchst sei I die Menge aller offenen, konvexen und kreisférmigen
Nullumgebungen V in X, welche wir durch V; < V5 < V; D V5 offenbar zu
einer gerichteten Menge machen kénnen; vgl. Lemma 2.1.8. Zu V' € [ definieren
wir das stetige gy : £ — X durch

n
gv (@)=Y @)z, z€E,
k=1

wobei z1,...,z, € E und v,...,7, : E — [0,1] wie in Lemma 5.11.1 sind.
Wegen (5.11.4) gilt dabei x — gy (z) € V.
Fiir jedes z € FE ist gy (x) eine Konvexkombination der Punkte z1,...,z, €

E C F, wodurch gy(E) C co({z1,...,2,}) = Cy C F. Auflerdem ist
Cy im endlichdimensionalen und daher abgeschlossenen Unterraum Y =
span{zi,...,r,} von X enthalten. Da Y hom&omorph zu einem R*! ist, ist
die entsprechende Kopie von Cy = co({z1,...,2,}) als Teilmenge von R4*!
kompakt und konvex. Die Abbildung gy o flc, : Cv — Cy ist somit stetig
und hat — Y ist ja homéomorph zu R¥*! — wegen Satz 5.10.3 einen Fixpunkt
ry € Cy C F, also
gvo flzv) =zv.

Wegen f(F) C E ist (f(mv))VEI ein Netz in der kompakten Menge E. Es hat
also ein gegen ein e € E konvergentes Teilnetz (f(xv(j)))jeJ. Wegen z—gy (x) €

V fiir alle x € E gilt f(t) — gv o f(t) € V fiir alle t € F, womit

f(@v)) —zvi) = fl@vey) — gvi) o flevy) € V) - (5.11.5)
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Da (f(xv(j)))jeJ ein Teilnetz von (f(xv))vg ist, gibt es fiir jedes V' € I ein
Jjo € J, sodass V(j) C V fiir alle j = jo. Da I eine Nullumgebungsbasis abgibt,
erhalten wir aus (5.11.5)

- (f(xv(”) - xV(j)) =0 und somit lim 2y = lim f(zy () =e.
Schlussendlich folgt mit der Stetigkeit von f auf F’

fle) = f(}ien} Ty () = }ien} flzvi) =e.

Q

Schliellich wollen wir uns dem Fixpunktsatz von Fan-Glicksberg-Kakutani
zuwenden. Dieser Satz behandelt spezielle Funktionen, die eine spezielle Menge
in die Potenzmenge einer Menge abbilden. Wir benétigen eine Begriffsbildung
fiir derartige Funktionen.

5.11.3 Definition. Seien (X,7) und (Y, O) zwei topologische Rdume. Eine
Abbildung f : X — P(Y) heifit oberhalbstetig, wenn es zu jedem x € X und
jedem offenen O € O mit f(x) C O ein offenes U € T mit x € U derart gibt,
dass f(t) C O fiir alle t € U.

5.11.4 Lemma. Seien (X,7) und (Y,0) zwei kompakte topologische Haus-
dorffriume und f : X — P(Y) derart, dass f(x) CY fir alle x € X abgeschlos-
sen ist. Die Oberhalbstetigkeit von f ist dann dquivalent zur Abgeschlossenheit
des Graphen

G(f)={(x,9) e X xY :y € f(a)} = |J {a} x f(2)

zeX
von f als Teilmenge von X x Y.

Beweis. Sei zunéchst f oberhalbstetig. Aus (z,y) € G(f) folgt y & f(x). Da
kompakte Hausdorffraume regulédr sind, gibt es zwei disjunkte, offene Teilmen-
gen O, P CY derart, dass f(z) C O und y € P. Wegen der Oberhalbstetigkeit
gilt f(t) CO CY \ P fir alle t € U fiir eine x enthaltende offene Teilmenge U
von X. Wir schlieflen somit auf

(r,y) €U x P und (U x P)NG(f) =10,

wodurch sich (X xY)\G(f) als offen und infolge G(f) als abgeschlossen erweist.

Falls wir f als nicht oberhalbstetig voraussetzen, so gibt es ein x € X und
ein offenes, f(z) umfassendes O C'Y derart, dass es zu jeder Umgebung U > x
ein t € U mit f(¢t) N (Y \ O) # 0 gibt. Letzteres lisst sich auch durch

GUNHNUXx(Y\O)#0

ausdriicken. Wegen der Regularitét von (Y, O) bildet die Menge V(z) aller ab-
geschlossenen Umgebungen von x eine Filterbasis des Umgebungsfilters von =z,
womit auch

C:={G(f)N (U x (Y \0)):U € V(z)}
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eine Filterbasis in X x Y abgibt. Wird G(f) als abgeschlossen vorausgesetzt,
so impliziert die endliche Durchschnittseigenschaft von C und die Kompaktheit
von X x Y, dass [\oce C # 0. Jedes Element in diesem Schnitt ist von der Form
(z,y) € G(f), also y € f(z), mit y € Y\ O, was aber f(z) C O widerspricht.
a

5.11.5 Satz (Fizpunktsatz von Fan-Glicksberg-Kakutani). Sei X ein lokalkon-
vezxer topologischer Vektorraum und sei K eine nichtleere, kompakte und konveze
Teilmenge von X. Weiters sei f : K — P(K) oberhalbstetig und derart, dass
f(zx) fir alle x € K nichtleer, abgeschlossen und konvez ist.

Dann gibt es einen Punkt e € K mit e € f(e). Man spricht von einem
Fixpunkt der mengenwertigen Abbildung f.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 5.11.2 sei I die Menge aller offenen, konvexen
und kreisférmigen Nullumgebungen V' in X gerichtet durch V; < V5 i< V) D Vs
ZuV € I seien 2¥,...,2Y € K und 7/ ,...,7Y : K — [0,1] wie in Lemma

rn

5.11.1 angewendet auf E := K. Anschlieflend wéhlen wir beliebige
v € (@) C K, ...y, € fla)) CK

und definieren damit eine stetige Funktion hy : K — K durch

hv(@):=> W @)y, veK.

k=1

Gemif Satz 5.11.2 gibt es ein ey € K mit hy(ey) = ey. Da K kompakt ist,
gibt es ein gegen ein e € K konvergentes Teilnetz (ey (j));jcs. Wir wollen nun
e € f(e) zeigen.

Dazu sei W € I. Da f(e) + W eine offene Obermenge von f(e) ist, gibt es
wegen der vorausgesetzten Oberhalbstetigkeit ein U € I mit f(¢) C f(e) + W
fir alle t € (e4+ U)N K. Sei Vy € I mit Vo +Vy C U; vgl. Lemma 2.1.8. Fiir
Voo2Veludze (e+Vy)NK gilt

h@) = > W@,

wobei aus v (z) > 0 wegen (5.11.2) folgt, dass z}/ —x € V C V; und infolge
af —e= () —2)+(x—e)eVo+VCU,

womit auch yy € f(z)) C f(e) + W. Wir erhalten aus (5.11.3) wegen der
Konvexitéit von f(e) und W

hv(@ye Y. W) (fle)+W)C fle)+W.
ke{l,...,n},
Y (x)>0

Wegen ey ;) A gibt es ein jo € J mit ey (;) € (e + Vo) N K fiir alle j = jo,
wobei wir wegen der Teilnetzbedingung jg so wahlen kénnen, dass j = jo auch

die Inklusion V' (j) C Vj nach sich zieht. Fiir alle j > jo gilt dann

ev(y) = hvlevy)) € fle)+ W,
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womit e = limje, ; ey (;) im Abschluss von f(e) + W liegt. Da f(e) + W als
Summe einer kompakten und einer abgeschlossenen Menge selber abgeschlossen
ist, erhalten wir e € f(e) + W und infolge e — 2y € W fiir ein zy € f(e) C K.
Wegen der Kompaktheit von f(e) gibt es ein gegen ein z € f(e) konvergentes
Teilnetz (zy (x))ker von (zw)wer. Da auch {W : W € I} eine Nullumgebungs-
basis abgibt, folgt schlieflich

ezz—!—(e—z):z—i-]lfleni(e—zw(k)):zef(e).



Kapitel 6

Elementare Operatortheorie

Sei (X,T) ein lokalkonvexer Vektorraum. Wenn nichts anderes explizit spe-
zifiziert ist, verstehen wir im Folgenden (Links- bzw. Rechts-) Annihilatoren
immer beziiglich dem punktetrennenden Unterraum X’ von X*, d.h. beziiglich
der Dualitdt

L XxX' = C
<’>{ (z,2") — o'(x)

6.1 Konjugierte Operatoren
Das folgende Korollar des Satzes von Hahn-Banach ist oft niitzlich.

6.1.1 Lemma. Seien X,Y normierte Riume und T : X — Y eine lineare
Abbildung. Dann gilt

|7l = sup {(Tw,y)| : v € X, 2| < L;¢/ €Y', [y <1} (€0, +00]).

Auf Grund der Linearitit kann man die obigen Suprema genauso nur durch alle
llzl]l <1, ||| <1 bzw. ||z|| = ||¥/]| = 1 laufen lassen.

Beweis. Nach Korollar 5.2.4 gilt fiir jedes x € X
|1 T]| = sup {{T,y/)| « Iyl < 1},
und es folgt
IT)| = sup {| T : l|l=f| <1} = sup {[{Tz, )| llz]| <1, [ly']| < 1}.

a

6.1.2 Satz. Seien X,Y normierte Riume, und sei T € Ly(X,Y). Dann gibt es
einen Operator T' € Ly(Y’', X'), fiir den gilt

(Tx,y'y = (x,T'y') firalle xe X, y €Y' (6.1.1)

Er ist durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt, und es gilt | T'|| = | T||. Der
Operator T' heifit der konjugierte (der duale) Operator von T.

109



110 KAPITEL 6. ELEMENTARE OPERATORTHEORIE

Beweis. Ist y' € Y', so definiere eine lineare Abbildung* 7"y’ : X — C durch
(T'y')(z): =y (Tz), v€ X.

Als Zusammensetzung der stetigen Abbildungen 3’ und T ist auch T"y’ stetig.
Es gilt nach Definition

(,T'yy = (T'y')(z) = y'(Tx) = (Tx,y’) firalle z€ X,y €Y',

d.h. die Eigenschaft (6.1.1) ist erfiillt. Da X punktetrennend auf X’ operiert,
ist 'y’ durch (6.1.1) eindeutig bestimmt. Sind yi, 35 € Y, so gilt (o, 8 € C)

(z, T'(ay) + Byy)) = (Tz, ayy + Bys) = Tz, yy) + B(Tx, yp)
= 0&<$, T/yi> + /8<$7T/yé> = <1‘, O‘T/yi + ﬁT/y/2> ;

also ist 77 : Y’ — X' linear. SchlieBlich ist nach Definition der Norm auf X’
1Ty || = sup {[(z, T"y")| : [lzf| <1},
und wir erhalten mit Lemma 6.1.1

|7l = sup {(T,y)| : =] <1, [ly'll <1}
=sup {[(z, T'y)| : =] <1, [ly']| <1}
=sup {[[ T/ : |yl <1} =[IT"]|.
Q

An dieser Stelle sei bemerkt, dass T” nichts anderes ist als die Einschrinkung
auf Y’ der Transponierten Abbildung 7% : Y* — X*, wie sie aus der Linearen
Algebra bekannt ist.

6.1.3 Lemma. Fir normierte Riume X, Y, Z, «,8 € C und S,T € Lp(X,Y)
und R € Ly(Y, Z) gilt

idy =idx/, (RoT) =T oR, (T +BS) =aT" +85". (6.1.2)

Ist dabei die Abbldung T : X — Y bijektiv und beschrinkt invertierbar, so ist
auch T' : Y' — X' bijektiv und beschrdnkt invertierbar mit (')~ = (T 1),

Beweis. Die Eigenschaften in (6.1.2) iiberpriift man elementar mit Hilfe der
Eindeutigkeitsaussage in Satz 6.1.2. Ist T : X — Y bijektiv und beschréinkt
invertierbar, also T—! € Ly(Y, X), so folgt aus 7" o (T71) = (T"1oT) =
(idx)/ = idX/ und (Tﬁl)/ OT/ = (TOTﬁl)/ = (idy), = idy/ die Bijektivitiit und
beschriinkte Invertierbarkeit von 7" mit (7')~! = (T~1)".

d

Ist € eine Menge und ¢ : 2 — C, dann bezeichne mit M, die Abbildung,
die einer Funktion f : Q) — C die Funktion My f := ¢ - f : Q@ — C zuweist. Man
spricht von dem Multiplikationsoperator mit Symbol ¢ .

Natiirlich werden die Eigenschaften von M, davon abhéngen, welche Eigen-
schaften ¢ hat, und zwischen welchen R&umen man My betrachtet.

*Hier hat T zunéchst keine tiefere Bedeutung. 7"y’ nur der Name dieser Abbildung.
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6.1.4 Beispiel. Sei 2 eine Menge versehen mit einer o-Algebra A, p ein o-
endliches Maf} auf Q, und ¢ € L*°(u). Dann bildet My klarerweise den Raum
LP(u), 1 < p < oo in sich selbst ab. Er ist sogar ein beschrinkter Operator,
denn (f € LP(n))

Mflo = ([ 167 dn)" < (161 [ 157 dn)” = e 151 2 < o0,

1M flloo = esssup,eq |¢f] < esssup,eq [¢] - esssupyeq [f] = |9l - |1/ ]loo -

Wir sehen, dass |[My| < ||¢]lco. Tatséchlich gilt || My|| = ||¢]lco. Fiir den Fall
p = oo gilt das wegen Myl = ¢. Im Fall p < oo nehme man ein € > 0, und
withle eine Menge A C Q mit p(A) > 0 und |¢(x)] > [[Pllec — € = € A.
Eine solche Menge A existiert nach der Definition des essentiellen Supremums.
Wegen der o-Endlichkeit von g kénnen wir A noétigenfalls kleiner machen, um
auch p(A) < +oo zu gewihrleisten.

Fiir die Funktion f := H(A)iiXA gilt nun

||sz:/Q|f|pdu:/A|u<A>—%|pdu:1,

1
My |12 = / 617 dit = s /A 617 dp > (0]l — )7

Da € > 0 beliebig war, folgt || My, > ||¢llco- /

6.1.5 Beispiel. Sei p ein o-endliches Maf§ auf der Menge 2 versehen mit einer
o-Algebra A, ¢ € L®(n), und 1 < p < co. Betrachte den Multiplikationsope-
rator My € Ly(LP(p)). Bezeichnet ® : L9(p) — LP(p)" mit %—4—% = 1 den
Isomorphismus

(Bg)f = /Q fgdu, feIP(u).geLi(u)

aus Beispiel 2.3.1, so ist M é aufgefasst als Abbildung von L7(u) in sich gleich
My € Ly(L9(p)), was durch das folgende kommutative Diagramm veranschau-
licht wird.

Um dies einzusehen, sei g € L9(u) und f € LP(u) gegeben. Dann gilt
(Mg (2g)) f = (®g)(Myf) = /QMM rgdp = /Qf Mg dp = (®(Msg)) f -

/
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6.1.6 Beispiel. Bekannterweise lisst sich der Dualraum von (co(N, C), ||.||oc) mit
(61(N,C), ||.]l1) identifizieren, indem man nachweist, dass

el(ch) > (511)7161\1 — ((an)nEN = Z anﬁn) € CO(N7(C)/ (613)

neN

einen isometrischen Isomorphismus abgibt. Der Dualraum von (¢1(N,C), ||.|1)
ist isometrisch isomorph zu (¢o (N, C)||.||oc)- Die dazugehorige Abbildung ist

eoo(Na (C) > ('Yn)neN = ((ﬁn)neN = Z’Ynﬁn) € El(Na(C)/ . (614)
neN
Der kanonischen Einbettung ¢ : ¢o(N,C) — ¢o(N,C)" = £ (N, C) entspricht
dabei die natiirliche Inklusion von ¢o(N, C) in £ (N, C).

Sei (X, ||.|) ein beliebiger Banachraum und (z,)nen eine festgehaltene, be-
schriankte Folge in X. Die Abbildung

T:4,(N,C) = X definiert durch  T((Bn)nen) = Y _ Bn - n
neN

ist wegen der absoluten Konvergenz von ) _ fn -2, wohldefiniert und offenbar

linear. Wegen 3, o [|Bn - @l < supgen 2]l - 22 pen [Bnl und [[T((dnr)nen) || =
|zx|| fir & € N ist T beschrénkt mit ||T]| = supgey ||zx|-

Identifizieren wir ¢1(N,C)’ mit o (N, C) vermoge (6.1.4), so ldsst sich 7" :
X' = £ (N, C) wegen

(Badnew, T'(@) = (O B @ny2’) = B2/ (@) = ((Ba)nen, (& (2n))nen)

neN neN

fiir (Bn)nen € 61(N,C), 2’ € X’ explizit ausdriicken durch T"(z") = (2'(25))nen-

Man beachte dabei, dass T'(X’) C ¢;(N,C) (C l(N,C)) wenn (2, )nen
eine Nullfolge ist. In dem Fall gilt fiir die Funktion S : X’ — ¢o(N,C), S(z') =
T'(2") = (2'(xn))nen unter Identifikation von ¢o(N,C)" mit ¢1(N,C) vermoge
(6.1.3)

(@, 8" ((B)nen)) = (S(&'), (Bu)nen) = Y Bn - @' (zn)

neN

= (> B wn, ) = (@D B wn)),

neN neN

wobei ¢ : X — X" die kanonische Einbettung ist. Also folgt fiir S” : ¢;(N,C) —
X", dass S'((Bn)nen) = t(D ey Pn - Tn) € t(X) und somit S" = 1o T. /

6.1.7 Proposition. Seien X, Y normierte Riume und T € Ly(X,Y). Dann
gilt

ker T’ = (ranT)%, kerT = 1t(ranT’).
Beweis. Es gelten die Aquivalenzen

y eker T — Ty =0 — (VmEXZ <$,T/y/>:0)

= (VxGX: <T3:,y’>:0) — y € (ranT)*
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Genauso gilt
rekerT < Tr=0 < (Vy’eY’: (Tz,y') :O)
= (Vy/ eY': (x,T'y) = 0) — z¢€*(ranT’)
u
6.1.8 Korollar. Seien X,Y normierte Riume und T € Ly(X,Y). Dann gilt:
(1) kerT" (CY’) ist w*-abgeschlossen.

(i3) T' ist genau dann injektiv, wenn ranT dicht in'Y beziiglich der Norm oder
dquivalent dazu dicht beziiglich der schwachen Topologie o(Y,Y") ist.

(t5i) T ist genau dann injektiv, wenn ranT’ dicht in X' beziiglich der w*-
Topologie o(X', X) ist.

Beweis.
ad(i): Als Annihilator von ranT ist ker 77 jedenfalls o(Y”, Y')-abgeschlossen.

ad(ii): Wegen Satz 5.3.8 gilt tan T = ranT" """

haben wir

, und wegen Satz 5.4.7

o(Y,Y') _

anT L((raunT)L) = l(keer') .

Also gilt ranT =Y genau dann, wenn ker 77 = {0}.

(x',X)

ad (iii): Wegen Satz 5.4.7 gilt ran 1’ = (+ mnT’)l = (ker 7). Aus
o(X’,X)

ker T' = {0} folgt somit ran 77X xr, Umgekehrt folgt ausran 7’ 7' =
X' wegen der o(X, X’)-Abgeschlossenheit von ker T mit Satz 5.4.7 aus dieser
Gleichheit {0} = £ (X') = *Gan T ™)) = L((ker T)L) = ker T.

a

6.1.9 Proposition. Sei X ein normierter Raum und M ein linearer Unterraum
von X.

(i) Bezeichne tpr : M — X die kanonische Einbettungsabbildung vpr(x) = x,
x € M. Weiters sei ;o : X' — X' /M~ die kanonische Projektion, und
o: X'/M*+ — M', ' + M+ — 2|y der Isomorphismus aus Proposition
5.4.8. Dann gilt v}y = 0 ompra, d.h.

LM

’
X’i>M’

e

X —— X' /M*+
T L

M

(13) Sei M obendrein abgeschlossen, und bezeichne mpr © X — X/M die ka-
nonische Projektion myr(z) == x + M. Weiters sei 1y : M+ — X' die
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kanonische Einbettungsabbildung, und 7 : (X/M) — ML, f s fomy
der Isomorphismus aus Proposition 5.4.8. Dann gilt w; = tprr o T, d.h.

™M

X/M< ............ X

(X/M) s X

Al

M+ — X'
JYEs

Beweis.
ad(i): Firm € M und 2’ € X’ gilt

(@) m = (m, 2"y = eym, 2)x = (m,2")x = 2'(m) = 2’|y (m)

= (o(2' + M) m= (comy(z)) m.
ad(it): Firz € X und f € (X/M) gilt

W?vz() =(z wa fx = <7TM$»f>X/M:f(7TM£U)

(f) x = (eagr o7(f)) .

6.2 Der Satz vom abgeschlossenen Bild

Der folgende Satz zeigt einmal mehr, dass die Vollsténdigkeit von Banachriumen
eine ganz starke Bedingung ist.

6.2.1 Satz (vom abgeschlossenen Bild). Seien X,Y Banachriume und T €
Ly(X,Y). Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) ranT ist ||.||y -abgeschlossen in Y.
(i¢) ranT’ ist w*-abgeschlossen in X'.
(#i7) ranT’ ist ||.||x--abgeschlossen in X'.
Dabei ist T genau dann bijektiv, wenn T’ bijektiv ist.
Die Implikation (i7) = (i) ist wegen o(X', X) C T (||.||) trivial.
Im Beweis benotigen wir folgendes Resultat.

6.2.2 Lemma. Seien X,Y Banachridume und T € Ly(X,Y). Ist T' : Y' — X'
injektiv und ist die Bijektion (T')™! : ranT’ — Y' beschrinkt, dann ist T
surjektiv.

Beweis. Da (T')~! nicht der Nulloperator ist, gilt ¢ := [|(T")7]| > 0. Fiir
y' € Y’ erhalten wir

Iyl = (TH' T || < e IT'Y])- (6.2.1)
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Indem wir ¢T" betrachten, kénnen wir ¢ = 1 annehmen. Beziiglich der Dualitéat
(YY) gilt (siehe Beispiel 5.4.5)

T(U(0))° = {y € Y': Re((Tx),¢/) <1, x € U(0)}
={y €Y' :Re(z, T"y) <1, z € U (0)}
={y €Y' : Ty € U (0)°} = (7)1 (K (0)).

GemiB (6.2.1) folgt aus Ty e KX (0) aber |y < T/ < 1, also
T(U#(0))° = (T")"Y(K{¥ (0)) € KY (0). Zusammen mit Satz 5.3.8 und dem
Bipolarsatz, Satz 5.4.7, folgt daraus

Tor o) =T@r )" = (@ ©)) 2 °KY (0) = K (0).

Wegen Lemma 4.3.3 gilt dann sogar T(Ui* (0)) 2 UY (0) und infolge T'(X) = Y.
a

Beweis (von Satz 6.2.1). Wir setzen anfangs ker T' = {0} und ran T = v vor-

aus, was nach Korollar 6.1.8 zu ker 77 = {0} und ran 7770
ist.

= X' dquivalent

Im Fall eines ||.||-abgeschlossenen ran T erhalten wir ranT = Y, womit sich T
als bijektiv herausstellt. Wegen des Satzes von der offenen Abbildung, Korollar
4.3.4,ist T~': Y — X beschriinkt und 7" gemiB Lemma 6.1.3 bijektiv, wobei
(T")~1 = (T—1)". Trivialerweise ist dann ran7” = X’ wx-abgeschlossen und
infolge ||.|| x--abgeschlossen.

Im Fall eines ||.|| x/-abgeschlossen ranT” ist 77 : Y/ — ranT’ (C X') bijektiv
und nach dem Satz von der offenen Abbildung (7")~! : tanT” — Y’ beschrinkt.
Nach Lemma 6.2.2 ist T surjektiv und daher ranT =Y ||.||-abgeschlossen.

Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir die Rdume M := kerT und Z :=

ran TH'H. Diese sind abgeschlossene Unterrdume der Banachrdume X und Y
und folglich auch X/M sowie Z Banachrdume. Sei S : X/M — Z jener lineare
Operator, der T' = 1z o S o my erfiillt, also

T

k<

X
M

N——
<
N

X/M ——

Dann ist S stetig und daher beschrinkt; vgl. Satz 1.4.1, (FI3). AuBlerdem
ist er injektiv und hat dichtes Bild ranS = ranT in Z. Also erfiillt S die
zusétzlichen Voraussetzungen, die wir oben gemacht haben. Insbesondere ist
ran S ||.|-abgeschlossen genau dann, wenn ran S’ ||.||-abgeschlossen ist. In die-
sem Fall sind S und S’ sogar bijektiv.

Geht man in diesem Diagramm zu den konjugierten Abbildungen iiber, so
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erhélt man mit Proposition 6.1.9

X' Y’
I
M+ Ty vy Y')Z+ (6.2.2)

(X/M) <— 7'

Hier ist S’ injektiv. Weiters gilt wegen der Surjektivitidt von v}, = o omz
mhy(ranS’) =7, 08 0ty (Y) =T (Y') =ranT’ .

Da 7 (siehe Proposition 5.4.8) und ¢y,+ isometrisch sind, ist es auch 7. Damit
ist ran S’ genau dann als normierter Raum vollstéindig, wenn ran 7" es ist. Da X'
und (X/M)" Banachrdume sind, ist daher die |.||-Abgeschlossenheit von ran S’
in (X/M)" &quivalent zu der von ran7” in X'.

Ist ranT” also ||.||-abgeschlossen, so auch ran.S’ und infolge auch ran S =
ranT. Umgekehrt folgt aus der ||.||-Abgeschlossenheit von ran7 = ran.S jene
von ran S’ und damit auch die von ran7”. Zusitzlich ist S’ bijektiv, wodurch
gemif (6.2.2)

ranT’ = 7h, (ran §") = 7h, (X/M)") = vpe o T((X/M)') = 1py0 (ML) = M.
Als Annihilator ist ranT' = M~ ein o(X’, X)-abgeschlossener Unterraum von

X'
u

6.3 Der Satz von Krein-Smulian

Der Satz von Krein-Smulian besagt, dass eine konvexe Teilmenge C' des Dual-
raumes X’ eines Banachraumes (X, ||.||) genau dann schwach-* abgeschlossen
ist, wenn C' N KX'(0) fiir alle » > 0 schwach-* abgeschlossen ist. Dass aus der
schwach-* Abgeschlossenheit von C' jene von C'N KX l (0) folgt, ist eine unmittel-
bare Konsequenz von Satz 5.5.6. Fiir die Umkehrung miissen wir etwas weiter
ausholen.

Zunichst sei I := ¢p(N, X) die Menge aller moglichen Nullfolgen (z,,)nen in
X. Fiir (vp)nen € I sei S, : X' = ¢g(N,C) der Operator S aus Beispiel
6.1.6, also

n)neN

S(mn)nEN('r/) = (xl(xn))neN-
Mit T bezeichnen wir nun die initiale Topologie beziiglich der Abbildungen
S(@n)nens (@n)nen € I. Diese Topologie wird auch beschrinkte schwach-* Topo-
logie bezeichnet. Gem#fi Bemerkung 5.0.3 ist dann (X’,7) eine lokalkonvexer
topologischer Vektorraum.

6.3.1 Lemma. Fiir die beschrinkte schwach-* Topologie gilt (X', T) = «(X),
wobei 1 : X — X' die kanonische Einbettung bezeichnet. Insbesondere ist die
beschrdinkte schwach-* Topologie feiner als die schwach-* Topologie, also T D

o(X', X).
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Beweis. Zu x € X gibt es sicherlich eine Nullfolge (z,,)nen in X mit 27 = x.
Fiir jedes beziiglich 7 konvergente Netz (f;);jcs mit Grenzwert f in X' folgt
wegen den Eigenschaften von initialen Topologien

@)(5) = DD = 10 = Nen)] < DSenrees (Fy = Dlloe 0.

Also gilt «(z) € (X', T)’ und somit «(X) C (X', T)".

Ist umgekehrt F' € (X', T)’, so gilt |F(f)] < 1 fir alle f € U mit einer
geeigneten Nullumgebung U bzgl. T; vgl. Proposition 2.1.14. Wegen (5.0.1)
kénnen wir annehmen, dass

_ e ) .
=8, (KO0 nnsph (KT 0).

mit gewissen Nullfolgen (z1)nen, . .., (27 )nen. Mischen wir diese Nullfolgen zu
der Folge (Yn)neN, also Ym.j—1)4x = x? fir k=1...,mund j € N, so erhalten
wir wieder eine Nullfolge. Wegen

f€U<:>H( ( ))nEN”oogl fir k=1. ,m

& [(fun)nenlloo <1 f € 87! (Kf°(N"C)(0))

yn)neN

gilt U = S,',  (K{°""(0)). Fiir beliebiges f € X' und 6 > || (f(yn))nenlloo
gilt [|((5 - £)(¥n))nenlloc < 1, womit [F(5 - f)| < 1, also [F(f)| < 8. Fiir § N\

1
3
1(f (yn)Inenlloo folgt

IF(H] < N(f@n))nenllos, f€ X"

Folglich ist auf dem Bildraum S, .. (X') (S ¢(N,C)) durch
G((f(yn))nen) = F(f) ein durch 1 beschrinktes lineares Funktional wohl-
definiert, welches sich normtreu zu einem beschrinkten linearen Funktional,
ebenfalls G genannt, auf ganz cy(N, C) fortsetzen lasst; vgl. Korollar 5.2.4. Also
gibt es ein (B )nen € £1(N,C) mit

G((an)nen) Z ap - By firalle  (an)nen € (N, C).
neN

Wie in Beispiel 6.1.6 festgestellt, gilt Séyn)nEN (41(N,C)) C «(X) (€ X”) mit
Séyn)neN (G) = Séyn)neN((ﬁn)neN) = L(ETlEN /Bn : yn)7 WOdurCh

F(f) = G((f(yn)new) = G(So)nen(F)) = (S(yn),ea (@) () = oD Bu-yn)(f)

neN

fir alle f € X’. Also gilt F € «(X).

6.3.2 Lemma. Fiir jedes beschrinkte B C X' gilt T|p = o(X', X)|p

Beweis. In Lemma 6.3.1 haben wir gesehen, dass 7 2 o(X’, X), womit auch
Tls 2 o(X', X)[5.

Fir z € X ist X’ 5 f — f(x) € C stetig beziiglich ¢(X’, X). Folglich ist
fiir jedes feste N € N und jede Nullfolge (x,,)nen in X die Abbildung S(]-ch)ngw :
X" = ¢o(N,C) definiert durch

SN ) = (f(@1), o, fen),0,...)
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ebenfalls stetig beziiglich o(X’, X). Offenbar ist dann S(]_\;n)neN |g: B — c(N,C)
stetig beziiglich o(X’, X)|p. Falls || f|| < C fiir alle f € B, so gilt

1S3y en BUF) = Staynenl B(Hlloo = sup |f(2n)] < C - sup [z, -
n>N n>N

Also konvergiert die Funktionenfolge (S (]in)"eN| B)Nen auf B gleichmiifig gegen
S(an)nen| By Womit Sz y B+ B — co(N, C) stetig beziiglich o (X', X)|p ist.
Andererseits ist 7|p die grébste Topologie auf X’ derart, dass S(;,,), |5 :
B — ¢y(N,C) fiir alle Nullfolgen (2, )nen in X stetig ist; siehe Korollar 1.2.4.
Somit gilt auch 7| C (X', X)|5.
d

6.3.3 Lemma. FEin O C X' ist genau dann offen beziiglich der beschrinkten
schwach-* Topologie, wenn O N B € o(X', X)|p fir alle beschrinkten B C
X'. Also ist T die finale Topologie auf X' beziiglich der Abbildungen g :
(Byo(X',X)|g) = X' mit tp(x) = z, x € B, wobei B alle beschrinkten Teil-
mengen von X' durchliuft.

Beweis. Gemifl Lemma 6.3.2 folgt fiir O € T und fiir beschrinktes B C X',
dassONB e T|gp =0(X', X)|5.

Sei umgekehrt O C X’ mit ONB € o(X’, X)|p fiir alle beschrénkten B C X".
Wir nehmen zunéchst 0 € O an und zeigen, dass O eine Nullumgebung beziiglich
T ist. Wegen O N KX'(0) € U(X’,X)\ler(o) gibt es ein endliches Fy C X mit

De{feX :|f(x)|<1,zeFR}INKYX(0)CO,

da{{f e X :|f(x)| <1,z € F}: FCX endlich} eine Nullumgebungsbasis
beziiglich o(X’, X) abgibt. Wir wollen induktiv fiir n € N endliche F;, C K (0)

derart konstruieren, dass
{(feX:|f(x))<l,ze RHURU---UFR}NKX ,(0)CO. (6.3.1)

Angenommen, m € N und F;, C K7 (0) sind fiir 0 < k < m € N so, dass (6.3.1)
k
fir n = m — 1 zutrifft. Wére

K(F)={feX':|f@) <L ze [J FUFINKLL0\(ONEKL(0)
0<j<m

fir alle endlichen F C K% (0) nichtleer, so wiirde {K(F) : F C

KX (0) endlich} ein System J(XﬂX)|KX/+1(O)—abgeschlossener Teilmengen der

o(X’, X)-kompakten Menge Kﬁf;l(O) abgeben; vgl. Satz 5.5.6. Wegen K (F U
G) = K(F)N K(G) hat dieses die endliche Durchschnittseigenschaft, womit

N K(F)#0.

FgKi (0) endlich

Da F = {z} fiir jedes z € K% (0) hier zuliissig ist, folgt fiir f € X’ aus diesem

Schnitt | f(z)| < 1 fir alle = € X mit [z|| < L, was ||f|| < m nach sich zieht.
Somit liegt f auch in der Menge links in (6.3.1) fiir n = m—1, was K(F)NO = ()
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fiir jedes endliche FF C K% (0) widerspricht. Also gilt K(F) = ) fiir mindestens

m

ein endliches FF C K% (0). Setzen wir F,,, := F fiir eines dieser F, so bedingt
K(F,) =0 die Gﬁltigkeit von (6.3.1) auch fiir n = m.

Sei (zp)nen eine Folge, die im Falle eines unendlichen UkeNU{O} F}, diese
Menge injektiv durchlduft, und sonst diese Menge durchlduft und ab einem
gewissen Index identisch gleich Null ist. In jedem Fall ist (x,, )nen eine Nullfolge,
wobei wegen (6.3.1), und weil jedes f € X' in Ki(_;l(()) fiir ein n € N liegt,

St (KEOMO0) = {f e X ¢ |f(zn)| <1 fiir alle n € N}

(Tn)nen
={feX :|f@)<1,ze |J FR}CO.
keNu{0}

Somit ist O eine Nullumgebung beziiglich 7.

Fiir allgemeines O C X' mit O N B € o(X’, X)|p fiir alle beschrinkten
BCX undzeOgilt0eO—-—2zC X mit (O—2)NB=(0N(B+z))—x¢€
o(X', X)|p+s —x = o(X', X)|p fiir alle beschriinkten B C X’. Nach dem oben
behandelten Fall ist O — x eine Nullumgebung und infolge O eine z-Umgebung
beziiglich 7. Also ist O Umgebung beziiglich 7 aller ihrer Punkte und somit in

T.
a

6.3.4 Satz (von Krein-Smulian). Sei (X, ||.||) ein Banachraum. Fin konvezes
C C X' ist genau dann schwach-* abgeschlossen, wenn KX (0) N C fiir alle
r > 0 schwach-* abgeschlossen ist.

Beweis. Es reicht von der schwach-* Abgeschlossenheit der Mengen C' N
KX'(0), 7 > 0, auf die schwach-* Abgeschlossenheit von C' zu schlieBen. Fiir
ein beliebiges beschrinktes B C X' gilt B C KX (0) fiir hinreichend groBes
r > 0, womit C N B = (C N KX (0)) N B eine abgeschlossene und infolge
(X’\ C)N B = B\ (CN B) eine offene Teilmenge von B beziiglich (X', X)|p
ist.

Nach Lemma 6.3.3 ist damit X’ \ C offen und infolge C abgeschlossen
beziiglich der beschrinkten schwach-* Topologie 7. In Lemma 6.3.1 haben wir
erkannt, dass (X, T)" = ¢(X). Aus Satz 5.3.8 folgt daher

C:éTzia’(X ,X)’

womit C' schwach-* abgeschlossen ist.

6.4 Das Spektrum

Sei X ein Banachraum. Betrachte Ly (X) := Ly(X, X). Dann ist Ly(X) versehen
mit der Operatornorm nicht nur ein Banachraum, sondern auch eine Algebra:
Fir S,T € Ly(X) definiere
X = X
ST { ¢ = S(T(2))
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Klarerweise ist diese Operation mit den Vektorraumoperationen vertraglich, in
dem Sinne, dass

S(T+R)= ST+ SR, (S+T)R=SR+TR, \(ST) = (AS)T = S(\T),

und assoziativ,

S(TR) = (ST)R.
Sie ist auch mit der Norm von Ly (X) vertriglich, denn es gilt
1S -T) @) = 15T NI < IST- 1Tl < 1S 1T - =[]

also haben wir
ST <[SI- 7] -

Gemif der folgenden Definition ist L,(X) versehen mit der Hintereinander-
ausfithrung eine sogenannte Banachalgebra. Weil die spektralen Eigenschaften
von Elementen T' € Ly(X), die uns hier interessieren, nur von der Tatsache
abhédngen, dass es sich um eine Banachalgebra handelt, wollen wir in diesem
Abschnitt diese allgemeineren Objekte studieren.

6.4.1 Definition. Sei A # {0} ein Vektorraum iiber R oder iiber C.
(i) Ist A versehen mit einer bilinearen Abbildung
AxA— A, (a,b)— ab,
die assoziativ ist, also
a(bc) = (ab)c fir alle a,b,c€ A,
so nennt man A eine Algebra.

(7) Ein e € A heiit Einselement einer Algebra A, falls

ae=cea=a furalle a€ A.

(#i7) Eine Algebra heifit kommutativ, wenn

ab=ba fir alle a,be A.

(iv) Eine Unteralgebra B einer Algebra A ist ein linearer Unterraum von A,
der unter der Multiplikation abgeschlossen ist.

(v) Ist A mit einer Norm ||.|| derart versehen, dass
llabl| < |la|| - ||b|| fiir alle a,b€ A,

so spricht man von einer normierten Algebra. Ist obendrein (A4, |.|]) ein
Banachraum, so spricht man von einer Banachalgebra.

(vi) Ist A eine Banachalgebra und e € A ein Einselement, so heifit selbiges
normiert, falls ||e]| = 1. In dem Fall spricht man von einer Banachalgebra
mit Eins.
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Wir beschrinken uns im folgenden auf Algebren iiber dem Skalarkorper C.
Viele, wenn auch nicht alle, Beispiele und Resultate lassen sich auch fiir Algebren
iiber R herleiten.

Eine Algebra ist also nichts anderes als ein Ring, der noch zusitzlich eine
Vektorraumstruktur hat.

6.4.2 Bemerkung.

(i) Sei A eine Algebra. Ist a € A, so folgt fiir irgendein z € A, Oa = (z—x)a =
(za)—(za) =0 = (ax)—(ax) = a(z—2x) = a0. Also ist immer O0a = a0 = 0.
Wegen A # {0} kann 0 kein Einselement sein.

(#4) Einselemente, falls vorhanden, sind offensichtlich eindeutig, denn ist mit
e auch € ein solches, so gilt e = e¢ = é.

(7i7) Eine ganz wichtige Eigenschaft von Banachalgebren ist die Stetigkeit der
Abbildung (a,b) — ab, wenn man A x A mit der Maximumsnorm oder mit
der Summennorm, also mit der Produkttopologie, versieht. Konvergiert
némlich (an,b,) — (a,b) in A x A, also

[(@n;bn) = (a,0)[| = max(|lan — al, [|bn = bl[) =0, n = oo,
so sind die Folgen (a;,) und (b,,) beschrinkt und daher konvergiert auch
anbn — abll = llan(ba — ) + (an — )bl < llan| - b — bl + 6] - lan — al
gegen Null.
/

Offensichtlich ist Ly(X) eine Banachalgebra mit Eins, wobei die identische
Abbildung I : X — X das Einselement abgibt. Ly(X) ist im Allgemeinen aber
nicht kommutativ. Es gibt aber noch viele weitere Beispiele.

6.4.3 Beispiel.

(i) Eine bekannte kommutative Algebra mit Einselement ist Clz], also die
Menge der Polynome p(z) = anz™ + ...+ a1z + ap in einer Variablen
mit komplexen Koeffizienten. Die Abbildung (p, q) — pq ist dabei nichts
anderes als die bekannte Polynommultiplikation und das Einselement ist
das konstante Polynom 1.

(79) Ist X ein topologischer Raum, und bezeichnet Cy(X, C) den Vektorraum
aller beschriankten und stetigen komplexwertigen Funktionen versehen mit
der Supremumsnorm || f||o = sup,cx | f(t)], so ist Cy(X, C) bekannterwei-
se ein Banachraum. Betrachtet man nun die Abbildung

Cb(X’(C) X Cb(X’C) _>Cb(Xa(C)v (f7g)'_>f'g7

also die punktweise Multiplikation, so gilt || f - ¢gllcc < || f]lco - [|]|co- Also

ist Cy(X, C) eine offensichtlich auch kommutative Banachalgebra.

SchlieBllich ist die konstante Einsfunktion offensichtlich ein normiertes
Einselement.
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(791) Der Raum Cy(X,C) aller im unendlichen verschwindenden Funktion aus
Cy(X,C), also jene f € Cp(X,C), die

Ve >0, 3K C X kompakt :|f(t)| <e, Vi€ X\ K,

erfiillen, ist ein abgeschlossener Unterraum von Cy (X, C). AuBlerdem gilt f-
g € Cy(X,C), wenn f, g € Cy(X,C). Also ist Cyp(X, C) eine abgeschlossene
Unteralgebra und somit fiir sich selber genommen eine Banachalgebra. Im
Allgemeinen hat diese Banachalgebra aber kein Einselement.

(iv) Der Raum £ aller beschrénkten reell- bzw. komplexwertigen Folgen ver-
sehen mit der punktweisen Multiplikation ist ebenfalls eine Banachalgebra
mit Einselement. In der Tat ist das ein Spezialfall von Beispiel (i¢), wenn
man X = N versehen mit der diskreten Topologie P(N) nimmt.

/

6.4.4 Definition. Sei A eine Algebra mit Einselement. Ein Element a € A
heifit invertierbar, falls es ein b € A gibt mit ab = ba = e. Weiters sei

Inv(A) :={a € A:a ist invertierbar} .
Fiir ein a € A bezeichne
pla) :={AeC:(a—Xe) € Inv(A)}
die Resolventenmenge von a und
o(a)=C\pla)={Ae€C: (a—Xe) € Inv(A)}

das Spektrum von a. Fiir a — Ae schreibt man auch kurz a — A. Die Abbildung
A+ (@ — \)7! heifit auch kurz die Resolvente von a.

6.4.5 Bemerkung.
1. Wegen Oa = a0 = 0 # e ist sicher 0 ¢ Inv(A), womit Inv(A) # A.

2. Hat a € A eine Links- und eine Rechtsinverse, also ca = e = ab fiir gewisse
b,c € A, so folgt wegen ¢ = ce = c(ab) = (ca)b = eb = b, dass a € Inv(A).
Insbesondere ist das b € A mit ab = ba = e eindeutig, wird mit a=!
bezeichnet und heift Inverses von a.

3. Mit dem letzten Punkt iiberpriift man leicht, dass (Inv(A), ) eine Gruppe
mit neutralem Element e ist.

4. Fiir a € Inv(A) und X € C\ {0} gilt sicherlich Aa € Inv(A) mit (\a)~! =
I
Xa .

/
6.4.6 Bemerkung. In Ly(X) ist ein T' € Ly(X) genau dann invertierbar im Sinne
von Definition 6.4.4, wenn ker 7 = {0} und ran7 = X und wenn 77! : X — X
auch beschrankt ist. Wegen dem Satz von der offenen Abbildung ist die Tatsache,
dass T7! : X — X beschréinkt ist aber automatisch erfiillt, wenn ker T' = {0}
und ranT = X.
Fir T € Ly(X) ist also A € o(T) genau dann, wenn mindestens eine der
folgenden Bedingungen erfiillt ist:
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~ ker(T — M) # {0}.
~ ran(T — AI) # X.

Trifft ker(T — AI) # {0} zu, so heifit A ein Eigenwert von T, ker(T — AI) der
Figenraum von T zu A, und jedes z € ker(T' — AI) \ {0} ein Eigenvektor von T’
zu A. Die Menge aller Eigenwerte bezeichnet man auch als das Punktspektrum
op(T) von T.

Den Rest von o(T') unterteilt man noch in das stetige Spektrum o.(T'), wel-
ches die Menge aller A € C umfasst, fiir die 7' — AI injektiv ist und ran(T — AI)
dicht in X, aber nicht ganz X ist, sowie das Residualspektrum o,(T). Das ist
die Menge aller Punkte A € C, fiir die T'— AI injektiv ist und ran(T — \I) # X.
Offenbar gilt mit diesen Bezeichnungen

o(T) =0,(T)U0.(T)Uo,(T).
Um die Notation zu vereinfachen, schreibt man oft 7'— X anstelle von T'— A\I. //

Sei A Algebra mit Einselement. Ist a € A und p € C[z] ein Polynom, p(z) =
apz™ + ...+ a1z + ag, so kann man definieren

pla) == apa” + ...+ a1a + age.

Klarerweise ist p(a) wieder ein Element von A.
Betrachte fiir festes a € A die Abbildung

[ Clz] - 4
¢“'{ p — pla)

Nun sind A und C[z] Algebren iiber dem Skalarkérper C. Wie man unmittelbar
nachrechnet, ist ¢, ein Algebra-Homomorphismus, also eine lineare und mit der
Multiplikation vertrigliche Abbildung. Man spricht vom sogenannten Finsetz-
homomorphismus.

Insbesondere ist das Bild von ¢, eine kommutative Unteralgebra von A.

6.4.7 Satz (Spektralabbildungssatz). Sei A eine Algebra mit Einselement, und
sei p € Clz]. Dann gilt fira e A

o(p(a)) = p(o(a)),

wobei p(o(a)) := {p(z) : z € o(a)} fiir nicht konstante p und p(c(a)) := {u},
wenn p(z) = p, wobei p € C. Insbesondere gilt o(a™) = o(a)™ fir alle n € N.

Beweis. Fiir konstante Polynome p € C ist p(a) = pe und damit o(p(a)) =
{1} = p(o(a).

Im Folgenden sei p(z) = apz™ + ...+ a1z + ag € Clz] nicht konstant, also
anp #Z0und n > 1.

Fiir A € C gilt nach dem Fundamentalsatz der Algebra

p(z) = A=an(z—=A1) ... (2= )

mit gewissen nicht notwendigerweise verschiedenen, Aq,..., A, € C. Diese Zah-
len sind offensichtlich die Nullstellen des Polynoms p(z) — A, also p~t(\) =



124 KAPITEL 6. ELEMENTARE OPERATORTHEORIE

{A1,-. ., An}. Also gilt A € p(o(a)) genau dann, wenn mindestens eines der dazu-
gehorigen A1, ..., A\, in o(a) liegt. Geht man zu den jeweiligen Negationen iiber,
so liegt A nicht in p(o(a)) genau dann, wenn alle Ay,..., A\, in C\ o(a) = p(a)
liegen.
Nun gilt
pla) = A=anla—A1)-...-(a=X\,),

wobei es in diesem Produkt nicht auf die Reihenfolge der Faktoren ankommt,
da ¢, (C[z]) ja eine kommutative Unteralgebra von A ist.

Ist X € p(o(a)) bzw. A1,..., Ay € p(a), also a — A; € Inv(4), j=1,...,n,
dann folgt aus der Tatsache, dass Inv(A) eine Gruppe ist, dass auch ihr Produkt
und in Folge p(a) — A in Inv(A) liegt. Also liegt A nicht in o(p(a)).

Liegt umgekehrt A nicht in o(p(a)), also p(a) — A € Inv(A4), dann folgt fiir
jedes j=1,....n

(@ —Ay) [an H(a - ) (p(a) — )‘)_1]

k]

= [(p(a) =) " an [J(a = X)) (a= X)) =e.

ki

Also sind alle (a—\;) invertierbar, siche Bemerkung 6.4.5. Also Aq,..., A, € p(a)

bzw. A & p(o(a)).
SchlieBlich folgt o(a™) = o(a)”, wenn man das Bewiesene auf p(z) = z

anwendet.
Q

n

6.4.8 Lemma. Sei A eine Algebra mit Einselement und a € Inv(A), also 0 &
o(a). Dann gilt o(a™) = {5 : A€ o(a)}.

Beweis. Wegen a~! € Inv(A) gilt 0 ¢ o(a). Fiir A # 0 gilt wegen der Gruppe-

neigenschaft von Inv(A)

a—Xe €lnv(A) & (%e —a Y = %ail(a —Xe) € Inv(A).

6.4.9 Lemma. Sei A eine Banachalgebra mit Fins.

~ Fir jedes a € A mit ||la|| <1 gilt e — a € Inv(A) mit
(e—a)'=> a", (6.4.1)
n=0

wobei a® := e und wobei diese A-wertige Reihe absolut konvergiert.

~ Inv(A) ist eine offene Teilmenge von A. Genauer gilt fir a € Inv(A), dass
auch
U_1_(a) CInv(4). (6.4.2)

fla=1y

~ Die Abbildung a — a~! bildet Inv(A) bijektiv und stetig auf ITnv(A) ab.
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Beweis.

~ Wegen [[a™|| < [la]|™ und ||a|| < 1 konvergiert Y~ [|a"|| < >07 [la]|™ =
m. Also konvergiert > ° a™ absolut. Da ¢ — bc fiir jedes feste b € A
stetig ist (siche Bemerkung 6.4.2), folgt
0o N N 0o 0o
n __ : n __ : n __ n __ n _
aZa —a]\}gnoo a —A}gnooa a —Za —Za e,
n=0 n=0 n=0 n=1 n=0

und somit e = (e —a) Y -, a™. Genauso zeigt man e =Y~ a" (e — a).

~ Ist @ € Inv(A) und []b]| < ﬁ, so gilt a — b = a(e — a~'b), wobei

la=t o] < [la= Y - Ha}ll\ = 1. Also existiert (e — a=1b)~!, wobei
(a—b)t=(e—a ')y tal= Z(a_lb)" a! (6.4.3)
n=0

im Sinne der absoluten Konvergenz. Somit gilt a — U : 11‘(0) =
a1
U_1_(a) CInv(A). Insgesamt ist daher Inv(A) offen.

la=1]

~ Aus (6.4.3) folgt fiir a € Inv(A) und ||b|| < ﬁ

lla=b)"—a M= (a'b)" a M| <> [(a"b)" o}
n=1 n=1

oo
- EETTO o N s
<la 1” Z la le -1 la="b||
n=1
1= {la= ol

wobei |[a=1b|| < |la=!|| ||b]| < 1. Diese Abschiitzung zeigt, dass aus b, — 0
folgt, dass (a — b,) ! — a=1. Also ist a — a~! stetig.

a

6.4.10 Lemma. Sei A eine Banachalgebra mit Fins und a € A.

~ p(a) ist offen und o(a) C C abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt.
Genauer gilt o(a) C K)q)(0).

~ Lokal um jedes p1 € p(a) ist die Funktion X — (a—Xe)™! in eine A-wertige
Potenzreihe entwickelbar. Genauer gilt, dass U___1 (1) C p(a) bzw.
II¢

a—ne) 1]
dquivalent dazu
1
—pe)7 Y > —— A.
und dass fiir A € Uu( — ()
(a—Xe)™' = Z()\ — )" ((a— ,ue)_l)n+1 (6.4.5)
n=0

im Sinne der absoluten Konvergenz in A.
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~ FEs gilt die Resolventengleichung
(a=e)! = (a—pe)™ = (A= p)(a—Ae)M(a— pe) ™", A p e pla).

~ Schlieflich gilt fiir 0 < |¢] < ”71” im Sinne der absoluten Konvergenz

(a - 1e) o i ¢Han, (6.4.6)
¢ "=
und infolge lim, 1 o [|(a — pe) | =0
Beweis.
~~ Die Abbildung A — a — Xe ist eine stetige Funktion von C nach A. Nun

ist p(a) gerade das Urbild von Inv(A) unter dieser Abbildung und daher
offen. o(a) = C\ p(a) ist somit abgeschlossen.

Aus [A| > |la|| folgt wegen | tal| < 1 die Invertierbarkeit von a — Ae =
—A(e — ta), womit o(a) C Kjq(0).

~» Sei p € p(a). Fiir A € UH( — (p) gilt ||(a—AXe) — (a—pe)|| = |A—p| <
a—pe)”

m. Wegen (6.4.2) ist A € p(a), wobei wegen (6.4.3)

o0

(a-2¢) " = ((a—pe)—[(a—pe)~(a=2)] ) = (A=) (a—pe) )"

n=0
im Sinne der absoluten Konvergenz.
~ Fiir u, A € p(a) gilt
(a—Xe) ' —(a—pe) ' =(a—Xre) H(e—(a—Ae)(a—pe)™")
— (a—2¢) " ((a — e) — (a— Ae))(a — pue) ™
= (A —m)la—Are) " (a—pe)".

~ Fiir |¢] < HTIH gilt sicher % € p(a), wobei mit (6.4.1)

(Fe—a) ! =Cle— o)t = ¢ ar,
n=0

im Sinne der absoluten Konvergenz. Da Grenzfunktionen von Potenzreihen
mit Konvergenzradius R stetig auf Ugr(0) sind, gilt

1
lim a—pe) Y =liml(a— =€) =0.
Jim @ = pe) ! = i o o)

Q

Ist G C C offen und X ein Banachraum iiber dem Skalarkorper C, so heif3t
eine Funktion ¢ : G — X analytisch, wenn sie lokal um jeden Punkt p € G in
eine konvergente Potenzreihe entwickelt werden kann, also ¢(z) = > 07 (2 —

)™ ay, fir |z — p| < r gilt mit einem hinreichend kleinen > 0 und mit a,, € X
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fiir alle n € N U {0}. Insbesondere ist die Funktion A — (a — Ae)~! auf p(a)
gemif Lemma 6.4.10 analytisch.

Fiir analytische Funktionen gelten folgende Resultate, die wir aber hier nicht
beweisen wollen. Der interessierte Leser sei auf die entsprechende Fachliteratur,
z.B. [K1] oder [Co], verwiesen.

6.4.11 Satz. Sei ¢ : G — X analytisch. Fir H = {1 : z € G\ {0}} ist die
Abbildung z — (1) auf H ebenfalls analytisch.

6.4.12 Satz. Sei ¢ : G — X analytisch und sei zyp € G. Dann sind die Koeffi-
zienten der Potenzreihe, in die o lokal um zg entwickelbar ist, also

o(z) =3 (2 = 20)" an
n=0

fiir alle z € U, (20) mit einem hinreichend kleinen v > 0 eindeutig durch ¢|y, (z,)
bestimmt. Zudem konvergiert diese Potenzreihe absolut sogar auf dem grofsten
Kreis Ugr(z0), der noch in G enthalten ist, und stimmt dort mit ¢ dberein.
Insbesondere st

1
R =sup{p € (0,400) : Uy(20) CG} < ———7.
limsup ||a, ||

6.4.13 Satz (von Liouville). Sei ¢ : C — X analytisch. Ist ¢ beschrinkt, so
muss @ sogar konstant sein.

Wir haben in Lemma 6.4.10 gesehen, dass das Spektrum ganz im abgeschlos-
senen Kreis um 0 mit Radius ||a|| liegen muss. Im Allgemeinen kann o(a) aber
wesentlich kleiner sein. Wir definieren den Spektralradius r(a) als

= max |})|.
7’((1) )\Iéla();) | |
Es ist eine wichtige Feststellung, dass sich diese algebraische Grofle mit Hilfe
der analytischen Grofle lim, o ||a™||» ausdriicken lésst.

6.4.14 Satz. Sei A eine Banachalgebra mit Fins und a € A. Dann gilt immer
o(a) # 0 und
o ko nyt
r(a) = lim fla®|> = inf fla"[|> .
Beweis. Im Falle o(a) = () wire ¢ := (A~ (a — Ae)™!) eine analytische Abbil-
dung von C nach A. Zudem gilt limy_, 4o [[(a — Ae) || = 0; siche unmittelbar
nach (6.4.6).

Da stetige Funktionen beschrankt auf Kompakta sind, folgt damit
die Beschranktheit der Funktion ¢. Wegen Satz 6.4.13 zusammen mit
lim|y| 00 (A) = 0 folgt 0 = (X)) = (a — Ae)~* fiir alle A € C. Daraus folgt
der Widerspruch e =a-a~ = 0.

Um r(a) = lim,— ||a™  zu beweisen, stellen wir zunéichst fest, dass wegen
Satz 6.4.7 die Beziehungen o(a") = o(a)™ und damit

r(a”) =sup{|A\|: A € a(a™)} =sup{|A]" : A € o(a)} = r(a)”
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gelten. Die aus Lemma 6.4.10 bekannte Tatsache, dass r(a) < |la||, angewandt
auf a™ ergibt dann r(a) = r(a™)* < [la||%. Also muss

r(a) < mf Ha"||n < 11m1nf||a”|\n < limsup ||a™ ||n .

n—oo

Es bleibt limsup,, .. |la™||* < r(a) zu zeigen. Dafiir sei wieder ¢ : p(a) — A
definiert durch ¢(\) = (a — Xe)~!. Wegen Satz 6.4.11 ist h: { — cp(%) auf

—_

= {1z €p(a) \{0}}

K, ()folgtDDU ()\{0}
( )\ {0}) folgt aus (6 4.6)

I\

h(¢) = (a— ,e Zw“ " (6.4.7)

n=0

wobei diese Reihe absolut konvergiert. Insbesondere konnen wir h auf die Menge
Du{0} > Uﬁ (0) analytisch fortsetzen, indem man h(0) = 0 setzt.

Aus Satz 6.4.12 folgt nun, dass die Reihe in (6.4.7) sogar auf U% (0) konver-

giert. Da die Koeffizientenfolge dann sicher eine Nullfolge und somit beschriankt
ist, folgt fiir festes |¢] < ﬁ7 dass

"™ < C, n e NU{0},

mit einem C' > 0. Daraus schlieflen wir

1 1
limsupHa”H% < lim C%T = .
Da [{] < -y oy beliebig war, gilt sogar limsup,, , , la™||* < r(a).

Q

6.4.15 Beispiel. Sei u ein o-endliches Mafl auf der Menge €2 versehen mit einer
o-Algebra A, sei ¢ € L®(p), und 1 < p < oo. Fiir die lineare Abbildung
My : LP(u) — LP(p) wie in Beispiel 6.1.4 wollen wir zeigen, dass

p(My) = {X € C: esssup,eq (— ¢ — A|) <0}. (6.4.8)

Die Tatsache, dass esssup,cq (— |[¢ — A]) < 0 fiir ein festes A € C, bedeutet
gerade, dass |¢ — A| > ¢, p-fast tiberall fiir ein festes ¢ > 0.
Also gilt fiir ein A € C mit esssup,eq (— [¢ — A[) < 0, dass (¢ — A)~*
L (). Offenbar gilt dann (Mg — A\)M4_x)-1 = Ms_x)-1(Mg — X) = I, also
ist A € p(My) und
(My = 2)7" = Mg_x)-1

Sei umgekehrt angenommen, dass esssup,cq (f | — )\|) =0. Zun € N existiert
dann eine Menge A, mit x(A,) > 0 derart, dass [¢(z) — A| < L fiir z € A,,. Da
p o-endlich ist, kénnen wir A,, so wihlen, dass zusétzlich u(A,) < co. Setze

fn = ,[L(A’I’L)_%XAW,' Dann ist

1
fnp:/fnpdﬂz /X'n,d =1
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1
1My — M) full2 = /Q 6 AP Sl d < -

Wir schlieBen, dass (M, — ) nicht invertierbar in Ly,(LP(p)) ist. Insgesamt folgt
(6.4.8). Als néchstes wollen wir zeigen, dass

op(My) = {XeC: pu(o~'({A}) > 0}.

Gehort A zu dieser Menge, so wihle A C ¢~1({\}) mit 0 < p(A) < oo. Dann
gilt (My—A)xa = 0 aber xa € LP(u)\{0}. Umgekehrt folgt aus (My,—A\)f =0
mit || f]|, > 0, dass ¢(z) — X =0 fiir fast alle x € {¢t : f(¢) # 0} mit u{t: f(¢) #
0} > 0. Also gilt ¢(x) = A fiir alle x € A mit einem A € A, pu(A) > 0.

Wir wollen schlieilich anmerken, dass fiir jeden Punkt A € o(My) \ 0,(My)
das Bild ran(Mg — X) dicht in LP(y) liegt. Um dies einzusehen, sei A & o, (M)
gegeben, und sei 1 < ¢ < 0o mit % + % = 1. Dann gilt M(qb_l({)\})) =0.

Betrachten wir jetzt My als Operator in Ly (L%(p)), so folgt auch A & o, (My),
womit {f € Li(u) : (My — AN)f = 0} = {0}. Gemé&B Beispiel 6.1.5 ist My €
Ly(L7()) bis auf Isomorphie gerade die Konjugierte von M, € Ly(LP (). Nach
Korollar 6.1.8, (i1), ist das Bild von (M, —A) € Ly(LP(u)) dicht in LP (). Somit
haben wir o.(My) = 0(My) \ 0p(My) und o (My) = 0. /

6.4.16 Beispiel. Sei K ein kompakter Hausdorfl-Raum, und ¢ € C(K). Dann
kénnen wir den Multiplikationsoperator My auch als Operator in Ly(C(K))
betrachten. Als erstes zeigen wir

o(My) = ¢(K). (6.4.9)
Genauso wie im letzten Beispiel erhélt man, dass ¢(K)° C p(My); es ist ndmlich

(Mg — A" = My_n-1, A€ d(K).

Fiir die umgekehrte Inklusion konstruieren wir wieder eine Folge f,, mit || f,|| =1
aber [|(My — A)fal < L. Sei also A € ¢(K) gegeben, und schreibe A = ¢(zq).
Da ¢ stetig ist, existiert zu jedem n € N eine offene Umgebung O,, von zy mit
|p(x) — A| < L fiir # € O,,. Da K kompakt und damit auch regulér ist, bilden
die abgeschlossenen Umgebungen von x( eine Umgebungsbasis. Wir finden also
eine abgeschlossene Umgebung A,, von xg mit O,, D A,,. Nach dem Lemma von
Urysohn existiert eine Funktion f, € C(K) mit 0 < f, <1, f,(A4,) = 1, und
fn(O%) = 0. Diese hat offenbar die gewiinschte Eigenschaft. Damit haben wir
(6.4.9) bewiesen. Als nichstes zeigen wir

op(My) ={XeC: (67 ({\}) #0}.

Einerseits, hat man f € ker(My — X) \ {0}, so muss ¢(z) — A = 0 gelten fiir
alle z € f~1(C\ {0}). Diese Menge ist aber offen und nichtleer. Hat umgekehrt
¢~ 1({\}) nichtleeres Inneres, so konstruiert man wieder mit Hilfe des Lemmas
von Urysohn eine stetige Eigenfunktion.

Weiters ist fiir A € o(My) und damit A = ¢(z) der Bildraum ran(My; — \) =
{f (p—9¢(x)) : f e C(K)} im abgeschlossenen Kern des stetigen linearen
Funktional f — f(z) enthalten und somit nie dicht. Wir haben also o.(My) = 0
und 0, (My) = o(My) \ o (My).



130 KAPITEL 6. ELEMENTARE OPERATORTHEORIE

An diesem Beispiel ldsst sich auch der Spektralabbildungssatz einfach illus-
trieren. Denn fiir jedes Polynom p € C[z] gilt offenbar p(My) = Mpoe, und
daher

a(p(My)) = (po ¢)(K) = p(a(My)).
Weiters haben wir
r(My) = max|g(z)| = [ M| -

/

6.5 Kompakte Operatoren

Ehe wir die Definition eines kompakten Operators geben, wollen wir daran erin-
nern, wie sich die Kompaktheit einer Teilmenge eines metrischen Raumes cha-
rakterisieren ldsst.

6.5.1 Bemerkung. Fiir eine Teilmenge K eines metrischen Raumes (M, d) sind
folgende Aussagen dquivalent.

(1) K ist kompakt.
(74) Jede Folge in K hat eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K.

(731) (K,d|gxx) ist ein vollsténdiger metrischer Raum und K ist total be-
schrankt.

Dabei bedeutet die totale Beschréanktheit einer Teilmenge B C M,
dass es zu jedem € > 0 endlich viele z1,...,z, € M derart gibt, dass
BCU(z1)U---UU(xy,).

Fiir den Abschluss einer Teilmenge A eines metrischen Raumes (M, d) sind
daher folgende Aussagen #dquivalent.

(a) Aist in M relativ kompakt, also ist A kompakt.
(b) Jede Folge in A hat eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M.

(¢) (A,d|7,7) ist ein vollstdndiger metrischer Raum und A ist total beschrénkt.

In (¢) kann man offensichtlich erste Bedingung weglassen, falls (M, d) als
vollsténdig vorausgesetzt wird.

Die Aussagen iiber die Abschliisse von A folgen unmittelbar aus den ent-
sprechenden Aussagen iiber K, wenn man bemerkt, dass der Abschluss und
auch jede Teilmenge einer total beschrankten Menge wieder total beschrinkt
ist, und weil es zu jeder Folge (2, )nen aus A eine Folge (¥, )nen aus A gibt mit
d(n,yn) < =, womit fiir jede Teilfolge von (yy,)nen mit Grenzwert aus M die
entsprechende Teilfolge von (z,),en ebenfalls denselben Grenzwert hat, welcher
offenbar in A liegt. /
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6.5.2 Definition. Seien X, Y Banachriume. Dann heifit eine lineare Abbildung
T : X — Y kompakter Operator, wenn T(K3X(0)) in Y relativ kompakt ist, daher
wenn

T(K7(0))

in Y kompakt ist. Die Menge aller kompakten Operatoren von X nach Y be-
zeichnen wir mit K (X,Y).

Da jede kompakte Teilmenge eines normierten Raumes total beschrankt
und infolge beschrinkt ist, liegt jeder kompakte Operator in Ly(X,Y), also

6.5.3 Bemerkung. Da das Multiplizieren mit einer festen komplexen Zahl un-
gleich Null ein Hom6omorphismus ist, und da abgeschlossene Teilmengen kom-
pakter Mengen wieder kompakt sind, folgt, dass die Kompaktheit von T'(K7¥ (0))
zu der von T'(KZ(0)) bzw. T(U§ (0)) fiir nur ein § > 0 dquivalent ist. /

Kompakte Operatoren sind unter allen beschrinkten Operatoren auf einem
unendlichdimensionalen Banachraum jene, deren Eigenschaften jenen von Ope-
ratoren auf endlichdimensionalen Rdumen — sprich Matrizen aus der linearen
Algebra — am néchsten kommen.

6.5.4 Proposition. Fir Banachriume X,Y, Z gilt:
(1) Jedes T € Ly(X,Y) mit dimranT < oo ist kompakt.

(#) Falls fir T € K(X,Y) der Bildbereich ranT abgeschlossen ist, so muss
dimran7 < oo.

(73i) Die Menge K(X,Y) der kompakten Operatoren in Ly(X,Y) ist ein
beziiglich der Operatornorm abgeschlossener linearer Unterraum wvon
Ly(X,Y).

() Fir T € Ly(X,Y) und S € Ly(Y, Z) ist ST kompakt, wenn mindestens
einer der beiden Operatoren S, T kompakt ist.

Beweis.

ad(i): Wegen dimranT < oo ist ranT algebraisch und topologisch isomorph zu
CdimranT: vo] Satz 2.2.1. Insbesondere hat die beschriinkte Menge T'(Ki (0))

Tra.

——————ranT
einen kompakten Abschluss T'(Ki¥ (0)) in ranT. Nach Satz 2.2.1 ist ran T
———————ranT —Y
in Y abgeschlossen, womit T'(K:*(0)) - T(K{¥(0)) .

ad(i7): Als abgeschlossener Unterraum von Y ist ran T ein Banachraum. Nach

dem Satz von der offenen Abbildung ist 7 : X — ranT offen. Also ist T'(K3X(0))
eine kompakte Umgebung der 0 in ran7. Nach Proposition 2.2.4 folgt dann
dimranT < oo.

ad (7i1): Die algebraischen Operationen sind stetig, also ist das Bild der kom-
pakten Menge S(K{¥(0)) x T(K;X(0)) unter + wieder kompakt, wodurch auch

(S + T) (K (0)) € S(K7(0)) + T(K{(0))
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kompakt ist. Zusammen mit (AT)(K3X(0)) = AT(K3X(0)) erhalten wir die Kom-
paktheit von S + T und AT. Somit ist die Menge der kompakten Operatoren
ein linearer Unterraum von Ly(X,Y).

Sei T' € Ly(X,Y) im Abschluss von K(X,Y). Zu jedem r > 0 existiert dann
ein S € K(X,Y) mit ||S — T|| < r. Da die Menge S(K;i*(0)) total beschriinkt
ist, existieren z1,...,z, € Ki* (0) mit

) c YU @)

Da ||Tz — Sz| < r fiir x € K{*(0), folgt
T(K7(0)) € SO (0) + U (0 U U3 (S(:) € |J Usn(T(@i)

Also ist T'(K3X(0)) total beschrinkt und daher T(K{¥(0)) kompakt.

ad (iv): Fiir kompaktes T ist mit T'(K;X(0)) auch S( T(K;{*(0)) ) kompakt, und
somit auch

S(T(K{(0))) € S(T(K{(0)) ).

Fiir kompaktes S ist wegen

S(T(K7(0))) € S(ITIEY (0)) = | T[|S(KY (0)) = |7 S(KY (0))

und der Tatsache, dass Multiplizieren mit ||T']| stetig ist, auch ST kompakt.

6.5.5 Bemerkung. Ist T € Ly(X,Y) kompakt und M C X abgeschlossen, so ist
die Einbettung ¢ : M — X, x + x offensichtlich stetig. Aus Proposition 6.5.4,
(iv), folgt, dass T|pr = T ov: M — Y auch kompakt ist /

6.5.6 Bemerkung. Wir sehen, dass K(X) := K (X, X) ein von {0} verschiedenes
Ideal von L;(X) ist. Fiir dim X = oo gilt K(X) # Ly(X), da I sicher nicht
kompakt ist. Wegen Proposition 6.5.4 ist K (X) in Ly(X) Norm-abgeschlossen.

Ist X = H ein separabler Hilbertraum, so kann man zeigen, dass tatséchlich
K (X) das einzige echte Norm-abgeschlossene Ideal von Ly(H) ist. /

6.5.7 Satz. Seien X,Y Banachriume und T € Ly(X,Y). Dann ist T genau
dann kompakt, wenn T' € Ly(Y', X') kompakt ist.

Beweis. Sei T kompakt. Setzen wir
— N / /
= {y |T(K1X(0))'y EY, ||y Hgl}’

so ist ® C C( T(K;X(0)) ,C), wobei T(K;X(0)) (CY) versehen mit der von ||.||
induzierten Topologie kompakt ist, und C( T'(Ki¥(0)) ,C) versehen mit ||.||o0
ein Banachraum ist.
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Wegen |y |m( y)| < |ly|| fir alle y’|m € ® und y € T(Ki{¥(0)) ist
die Menge ® von Funktionen punktweise beschrinkt, und wegen
Y lreron (W) — ¥ lrmrmy (W2)l = 19/ (9 = )l < llys — w2l
fiir y1,y2 € T(K;X(0)) und qu € @ ist sie auch gleichgradig stetig. Nach
1

dem Satz von Arzela—Ascoli ist @ total beschriankt. Also gibt es zu jedem € > 0
Punkte y1,...,y, € Y mit [[y;]| <1 und

n

U UM (4 b ey

Ist nun ¢ € Y/, ||| < 1 und j € {1,...,n} derart, dass qu €
1

0))

Ue‘"””(;yﬂm)7 so gilt auch
IT"y; =Tyl = sup (&, T'(y; —y))| = sup [(Tz,y;—y")|
z€ KX (0) z€ KX (0)
. / o
= mes;}g( ’yj|T(Kf((()))(T‘T) Y |T(K1X(0))(Tx)|
/
< lvilraray — ¥irwraile <€

Also ist auch {T"y' : ¢/ € Y', ||y/|| < 1} = T"(K}"(0)) eine total beschrinkte
Teilmenge von X’ und damit 7" kompakt.

Fiir die Umkehrung seien zunichst tx : X — X", 1y : Y — Y” die ka-
nonischen Einbettungen wie in Lemma 5.5.2. Dann gilt fir © € X, ¢y € Y’
stets

<y/7LYTCC>Y’ = <T$7y/>Y = <$7T/y/>X = <T/y/7LXJ/'>X/ = <ylaT//LX:E>Y’7

womit tyT = T"1x. Da die kanonischen Einbettungen immer Isometrien sind,
folgt
w T(K(0)) € T"(KX(0)).

Fiir kompaktes T" folgt nach dem ersten Teil des Beweises die Kompaktheit
von T"”. Insbesondere ist T”(K{X"(0)) total beschrinkt und damit auch sei-
ne Teilmenge ¢ty T(K;X(0)). Da Isometrien diese Eigenschaft erhalten, ist auch
T(K{¥(0)) total beschriinkt und damit 7" kompakt.

u

6.5.8 Proposition. Sei X Banachraum, T € K(X), A € C\ {0}. Dann gilt
dimker(T — M) < oo. Zudem ist ran(T — AI) abgeschlossen und hat endliche

Kodimension in X, wobei dim (X/ ran(T — )J)) = dimker(T" — \I).

Beweis. Wegen der Stetigkeit von T'— Al ist Y := ker(T — M) (C X) abge-
schlossen und daher ein Banachraum. Der Operator Ty = M|y : Y — Y ist
bijektiv und kompakt. Aus Proposition 6.5.4, (i7), schlieflen wir dimY < oo.
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Wegen dimker(T — AI) < oo existiert geméif Proposition 5.2.8 ein abge-
schlossener Unterraum M von X mit

ker(T — AI)+M = X .

Die Abbildung S := (T'— A)|p : M — X ist dann beschrénks, injektiv, und
es gilt ran S = ran(T — AI). Um zu zeigen, dass ran S in X abgeschlossen ist,
geniigt es nach Lemma 4.3.6 eine Zahl r > 0 derart zu finden, dass

rllzll < [[Szll, = € M. (6.5.1)

Angenommen, (6.5.1) ist fiir jedes r > 0 falsch, dann gibt es eine Folge (2, )nen,
T, € M, mit ||z,]| = 1, Sz, — 0. Nun ist T(K;X(0)) kompakt. Geht man
notigenfalls zu einer Teilfolge iiber, so kann man also erreichen, dass T'z,, — xg
fiir ein gewisses xp € X. Es folgt Az, = (T — S)z,, — o, womit 29 € M. Nun
ergibt
Szg = lim S(A\z,)=A lim Sz, =0.
n—oo n—oo

zusammen mit der Injektivitdt von S die Tatsache xg = 0, welche aber ||zg|| =
lim,, o0 [|Azn|| = |A| # 0 widerspricht.

Aus dem schon Bewiesenen zusammen mit Proposition 6.1.7 folgt wegen
Satz 6.5.7, dass (ran(T — M)t = ker(T — M)’ = ker(T' — AI) endlichdimen-
sional ist. Wegen Korollar 5.4.9 hat ran(T — AI) endliche Kodimension und
dim (X/ ran(T — )\I)) = dimker(T" — \I).

u

Im Allgemeinen kann man iiber die Gestalt des Spektrums nicht mehr sagen,
als dass o(T') kompakt und nichtleer ist. Fiir einen kompakten Operator T gilt
aber viel mehr; vgl. die Zusammenfassung 6.5.13.

Wir benétigen ein geometrisches Lemma.

6.5.9 Lemma. Sei X normierter Raum und M ein linearer Unterraum mit
M # X. Istr > 1, so existiert x € X mit

lz[| <7 aber |z —y|| > 1 fiir alle y € M .
Beweis. Sei z1 € X mit ||z "‘MHX/M =1, also
inf {|lzy —yl|:y e M} =inf {|jzy —y||:y e M} =1.

Wihle y; € M mit ||x1 — y1]] < r und setze z := x1 — 4.
d

6.5.10 Lemma. Flir einen Banachraum X seiT' : X — X beschrinkt. Weiters
sei (An)nen eine Folge komplexer Zahlen und r > 0 mit |A,| > r > 0 fir alle
n € N. Gibt es eine Folge M,, C X, n € N, abgeschlossener Unterrdume mit

Mn -,C«- MnJrla T(Mn) c Mn; (T - )\nI)(MnJrl) c Mn

fiir alle n € N, so ist T' nicht kompakt.
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Beweis. Wenden wir Lemma 6.5.9 auf M,, C M,,4; an, so gibt es z,, € My 11
mit ||z,| <2, ||z, —yl| > 1 fiir alle y € M,,. Fiir 1 <m < n liegt

z2:=Txm — (T — A2y,

in M,. Also folgt
1
[T2n = Taml| = [[An@n = 2] = [An] - 20 — TZH > |Anl Z7>0.

Die Folge (Tx,)nen hat also keine konvergente Teilfolge, obwohl (2, )nen be-
schrankt ist, was fiir kompakte T nicht der Fall sein kann.

a

Die folgende Aussage beinhaltet einen Teil des Hauptsatzes dieses Abschnit-
tes iiber die Struktur von o (7).

6.5.11 Proposition. Ist X ein Banachraum, T € K(X), r > 0, und E C
C\ UL(0) eine Menge von Eigenwerten von T, so

(1) gilt ran(T — X) # X fiir jedes \ € E,
(i1) ist E endlich.

Beweis. Angenommen, (i) ist falsch, womit ran(T — A\gI) = X fiir ein A\g €
E. Wir setzen M, := ker(T — \I)" fiir n € N und bemerken, dass wegen
(T — M D)"T = T(T — NoI)™ sicherlich T(M,,) C M,,.

Da X ein Eigenwert von T ist, existiert x; € My, &1 # 0. Wegen ran(T —
Xol) = X gibt es eine Folge (2, )nen in X mit (T — Mol)xp41 = 2n, n > 1. Es
folgt

(T — )\Ol)n.rnJrl =T 75 O7 (T — Ao])n+1l‘n+1 = (T — )\0[)1‘1 =0.

Also sind M,, abgeschlossene Unterraume mit M,, C M, 4. Setzt man A, := A¢g
fiir alle n, so gilt offenbar auch

(T — 2\ ))(Myy1) € M, .

Gemif Lemma 6.5.10 wire T" dann aber nicht kompakt.
Wire (i¢) falsch, so giibe es eine Folge (A, )nen von paarweise verschiedenen
Eigenwerten. Sei e,, ein Eigenvektor zu A, und setze

M,, :=span{ey,...,en_1}.

Da die A, verschieden sind, gilt dim M,, = n — 1. Als endlichdimensionale Un-
terrdume von X sind die M, abgeschlossen, wobei auch M, C M, ;. Fiir
T =aie; + ...+ ape, € M, folgt

Tx =ai e+ ... +apipen € Myt
und damit
(T - /\nl)x = 041(/\1 — )\n)el + ...+ Oén—l(/\n—l - /\n)en_l e M, .

Wieder nach Lemma 6.5.10 wére 7' dann aber nicht kompakt.
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6.5.12 Satz. Sei X ein Banachraum und T € K(X).
(1) Ist X\ #0, so gilt

dimker(T — ) = dim (X/ ran(T — )J)) .

(it) Fir A € o(T)\{0} ist X ein Eigenwert von T, also o(T)\{0} = o,(T)\{0}.

(#i7) o(T) ist hochstens abzihlbar und hat hichstens einen Hiufungspunkt,
ndmlich 0.

Beweis. Fir festgehaltenes A # 0 sei N := ker(T' — AI) und M :=ran(T — \I).
Wegen Proposition 6.5.8 ist IV endlichdimensional und M ist abgeschlossen mit
endlicher Kodimension. Fiir einen gewissen endlichdimensionalen Unterraum F'
von X und einen geméf Proposition 5.2.8 gewéhlten abgeschlossenen Unterraum
E von X gilt dann

X =N+E=F+M,

wobei alle vier hier auftretenden Unterrdume auch abgeschlossen sind; vgl. Satz
2.2.1. Die Abbildungen 91 : N x E — X und v : F x M — X definiert durch
¥j(z,y) = x + y sind nach Korollar 4.3.4 linear und bijektiv mit beschrinkten
Inversen. Dabei sind N x E und F' x M Banachridume wie in Proposition 2.4.5.
Gemifl Lemma 6.1.3 sind auch ¢} : X’ — (N x E) und ¢4 : X' — (F x M)’
bijektiv und beschrinkt invertierbar, wobei wir (N x E) mit N’ x E’ und
(F x M) mit F' x M’ auf natiirliche Weise identifizieren kénnen. Man beachte
dabei, dass

dim N’ = dim N = dimker(T — A\]) < co und

dim F' = dim F = dim (X/ ran(T — )\I)) <.
Die Abbildung S : E — M definiert durch Sy = (T — M)y firx y € E ist
offenbar linear, beschrankt und bijektiv. Wieder nach Korollar 4.3.4 ist S und

wegen Lemma 6.1.3 auch S’ : M’ — E’ bijektiv und beschriinkt invertierbar.
Fiir ein lineares B: N — F sei R: N x E — F x M definiert durch

R(z,y) = (Bx,Sy), (z,y) € NXE.

Man iiberzeugt sich leicht, dass dann R'(a,b) = (B’a, S'b) fiir (a,b) € F' x M’.
Offenbar gilt

ker R = ker B x {0}, ran R = ran B x M, (6.5.2)
ker R = ker B' x {0}, ran R’ =ran B’ x E'.

Betrachtet man ng@/Jfl X > X, sogilt frzxe Nyye FE

Vo Rz +y) + ANz +y) = Bz + Sy + ANz + ) (6.5.3)
= Bx+ (T — M)y + Az +7v)
=Br+ (T = M)(z+y)+ Mz +y)=T(x+y)+ Bx.

Wegen der Beschrianktheit von N+E > o +y + x € N ist auch 2 + y — Bz
ein beschriankter Operator mit endlichdimensionalen Bildbereich, weshalb C' :=
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1/12Rw1_1 + A € K(X); vgl. Proposition 6.5.4. Gem#fl Satz 6.5.7 erhalten wir
C’ € K(X'). Offenbar gilt

(C — M) =Ryt und (C' — M) = (7 1) Ry (6.5.4)

Wir wollen zunéchst dim N # dim F' auf einen Widerspruch fiithren, womit (%)
bewiesen wire. Im Falle dim N > dim F gilt immer ker B # {0}. Zudem kénnen
wir B : N — F surjektiv wihlen. Gemi8 (6.5.2) und (6.5.4) gilt ran(C—AI) = X
aber ker(C' — AI) # {0}, was zusammen Proposition 6.5.11 widerspricht.

Im Falle dim N < dim F' kénnen wir B : N — F injektiv wéhlen, womit
B’ : F' — N’ surjektiv ist. Wegen ker B’ # {0} folgt aus (6.5.2) und (6.5.4),
dass ran(C’ — A\I) = X' aber ker(C' — AI) # {0}, was wiederum Proposition
6.5.11 widerspricht.

Die Aussage (i) folgt sofort aus (i), wenn man bedenkt, dass wegen dem
Satz von der offenen Abbildung A € o(T') heifit, dass ker(T' — M) # {0} oder
ran(T — AI) # X. Die Aussage (ii1) folgt sofort aus Proposition 6.5.11 und (7).

a

6.5.13 (Zusammenfassung). Sei X ein Banachraum und T € K(X). Dann
besteht das Spektrum von T aus einer (endlichen oder unendlichen) Folge
A1, Aa, ... die, falls sie unendlich ist, lim, oo A\, = 0 erfillt. Jeder von Null
verschiedene Spektralpunkt X ist ein Eigenwert, und es gilt

dimker(T — A) = dim[X/ran(T — A)] < c©. (6.5.5)

Die Aussage von Satz 6.5.12, insbesondere, dass stets (6.5.5) gilt, ist auch
als Fredholmsche Alternative bekannt.

6.5.14 Bemerkung. Nach Proposition 6.5.8 gilt dimker(7V — M) =

dim (X/ ran(T — /\I)). Wegen Satz 6.5.7 konnen wir Satz 6.5.12 auch auf T”
anwenden und erhalten sogar

dimker(T — M) = dim (X/ ran(T — /\I))

= dimker(T" — ) = dim (X' /ran(T’ — )\])) .

/

6.6 Operatoren im Hilbertraum

Wir beginnen mit einer Konsequenz der Schwarzschen Ungleichung; vgl. Lemma
6.1.1. Wieder haben alle Rdume den Skalarkorper C.

6.6.1 Korollar. Seien Hy, Ho Hilbertraume. Ist T : Hy — Hy linear, dann gilt
|IT|| = sup {|(Tz,y)| : « € Hi,y € Ha, ||z||, Iyl <1}.

Beweis. Wegen der Schwarzschen Ungleichung gilt [(Tz,y)| < ||T fiir
llzll, |yl <1.Mity= me gilt sogar |(Tz,y)| = ||Tz|, wodurch

7] = sup {||T| : [|l]| < 1} = sup {|(Tz, y)| : [|=[l, [yl < 1}
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Q

Sei T € Ly(H;, Hs). Dann ist die Abbildung f : @ — (Tx,y) fiir jedes feste y
ein stetiges Funktional auf H;. Also gibt es wegen Proposition 3.2.5 ein eindeutig
bestimmtes Element — wir bezeichnen es mit 7"y — fir das f(z) = (z,T*y),
x € Hy gilt. Also ist T*y jenes eindeutige Element aus H; mit

(Tz,y) = (x,T"y) fiir alle z € Hy.

Aus der Eindeutigkeit von T*y € H; mit dieser Eigenschaft folgt die Linearitét
der Abbildung y — T™*y. Der Operator T* : Hy — H; heifit die Adjungierte
von 7.

Offenbar hiingt T* eng mit dem konjugierten Operator 77 zusammen. Bevor
wir auf diesen Zusammenhang niher eingehen, stellen wir einige elementare
Eigenschaften zusammen.

6.6.2 Proposition. Sei H ein Hilbertraum.
(i) Fir alle T € Ly(Hy, Hs) gilt T* € Ly(Ha, Hy) mit

1T = NITll, |1 T*T| =T

(1) Fir alleT,S € Ly(Hy, Ha), R € Ly(Hz, H3) und X € C gilt
(T+8)* =T+ 5% (ANT)* =AT*, (RS)* =S*R*, T** =T, I" =1,
wobei I die Identititsabbildung auf einem Hilbertraum ist.
(#9t) Fiir alle T € Ly(Hy, Ho) gilt

ker T* = (ranT)%, kerT = (ranT*)*.

Beweis.
ad (i): Wegen Korollar 6.6.1 gilt

T[] = sup{[(T"z,y)| : @ € Ha,y € Hy, |[z]], lyl| <1}
= sup{|(z,Ty)| : w € Ha,y € Hy, |[z[|, [lyl < 1} = [T

Es ist | T*T| < [|T*|| - |T|| = ||T||?. Andererseits gilt
|Tz||? = (Tx, Tx) = (T*Tx,z) < ||T*T| - ||z||* fiir alle 2 € Hy,
also ||T||* < ||T*T||.
ad (i1): Wir beweisen (RS)* = S*R*; die restlichen Aussagen folgen analog.
Fiir alle x € Hy,y € Hj ist
(RSz,y) = (R(Sz),y) = (Sz, Ry) = (z, S"R"y).

ad(iii): Esist ¢ € kerT* «— T*z =0 <= (T*z,y) = 0 fir alle y €
H, < (z,Ty) =0firalley € Hi <= 2z L ranT. Die zweite Beziehung
folgt aus der ersten, wenn man T** = T beachtet.
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a

Da sich nach dem Satz von Riesz, Proposition 3.2.5, der Dualraum H’ in
natiirlicher Weise mit H identifizieren ldsst, besteht ein enger Zusammenhang
zwischen Adjungierter und Konjugierter. Dazu bezeichnen wir fiir 7 = 1,2 mit
®,; die konjugiert-lineare Isometrie zwischen H; und H ]' aus Proposition 3.2.5,
®; :y — (-,y). Dann ist das Diagramm

H, H <2 H,

Tl T’T TT*

H2 Hé e H2
Do

kommutativ, d.h. es gilt ®10T* = T o®,, denn es gilt einerseits (z € Ho,y € Hy)

(Ty,x) = (Ty, (-, 2)) = (Ty, 2(x)) = (y, T"(D2(x))) ,

und andererseits

(Ty,x) = (y,T*(ﬁ) = <y7 (,T*$)> = <y7(I)1(T*$)> .

Man koénnte dieses Diagramm genauso zur Definition der Adjungierten heran-
ziehen. Der obige Zugang iiber das innere Produkt ist aber gebrduchlicher.

Die Tatsache, dass fiir einen Operator auf einem Hilbertraum die Adjungierte
wieder ein Operator auf dem gleichen Raum ist, gibt uns die Moglichkeit, T und
T* in Beziehung zu setzen.

6.6.3 Definition. Sei H ein Hilbertraum und 7' € L,(H). Dann heifit 7'
(1) normal, wenn TT* = T*T};
(i1) selbstadjungiert, wenn T = T*;

(iii) wnitdr, wenn TT* = T*T = I, d.h. T ist bijektiv mit 7% = T~1.

Ist T € Ly(Hy, Hy) mit zwei Hilbertrdumen Hy, Hs so, dass T*T = Iy, und
TT* = Iy,, dann wird T ebenfalls als unitir bezeichnet.

6.6.4 Beispiel. Sei p ein o-endliches Maf} auf der Menge €2 versehen mit einer o-
Algebra A, und sei ¢ € L (). Wir betrachten den Multiplikationsoperator M,
mit Symbol ¢ am L?(p). Als erstes bestimmen wir seine Hilbertraumadjungierte.
Wegen

(Mat.0) = [ (@05 = [ FGGau = (1.2450).

ist M: = M=. Wir sehen, dass My stets normal ist, und selbstadjungiert bzw.
I 4 ¢ =

unitér genau dann, wenn ¢ f.ii. reell ist bzw. f.ii. Betrag 1 hat. /
Uber die Gestalt des Spektrums solcher spezieller Typen von Operatoren

lésst sich einiges sagen. Zum Beispiel ist die folgende Aussage iiber den Spek-

tralradius eines normalen Operators von grofler Bedeutung in der Spektraltheo-

rie. Wir erinnern daran, dass stets 7(T') < ||T'|| gilt, im Allgemeinen aber nicht

Gleichheit gelten muss.



140 KAPITEL 6. ELEMENTARE OPERATORTHEORIE

6.6.5 Proposition. Sei N € Ly(H) normal. Dann gilt r(N) = ||N||.

Beweis. Ist N normal, so auch N2. Wir erhalten mit Proposition 6.6.2, (i),

IN?[[ = [I(N?)*(N?)]| = [IN*(N*N)N|| = [N*(NN*)N]| (6.6.1)
= [[(N*N)*(N*N)|| = [N*N|* = (IN]]*)*,

also ||N?|| = || N||?. Daraus erhalten wir HN2k|| = ||N||2k fiir alle £ € N durch
vollstdndige Induktion, da diese Gleichheit fiir £ = 1 richtig ist und da durch
eine Anwendung von (6.6.1) auf den normalen Operator N 2" zusammen mit der
Induktionsvoraussetzung || N2 || = | N||2"

2k+1 2k+1

k k
IN* = V)2 = N2 = V|

folgt. Aus Satz 6.4.14 erhalten wir schliefilich

r(N) = lim [N"|% = lim [[N?"]|5F = |N].
n—o00 k—oo D

Bei der Untersuchung von Operatoren auf einem Hilbertraum ist die qua-
dratische Form (T'z,z) von Bedeutung.

6.6.6 Lemma. Ist T € Ly(H) und gilt (Tz,x) = 0 fiir alle x € H, so folgt
T=0.

Beweis. Aus der Polarisationsformel (3.1.3) angewandt auf die Sesquilinearform
[z,y] = (Tz,y) folgt (Tz,y) = 0 fiir alle 2,y € H und damit Tz = 0 fiir jedes
xc H.

Q

Nun wollen wir uns noch speziell unitdre Operatoren ansehen.
6.6.7 Proposition. Sei U € Ly(Hy, Hy). Dann sind dquivalent:
(1) U ist unitdr.
(1) ranU = Hy und (Uz,Uy) g, = (x,y)m, fir alle z,y € Hy.
(#91) ranU = Hy und ||Uz|| g, = ||||m, fir alle z € Hy.

Beweis. Ist U unitér, so folgt ran U = Hs unmittelbar aus UU* = Iy,. Wegen
U*U = Iy, folgt (Uz,Uy)g, = (x,U*Uy)p, = (x,9)m,, ¢,y € Hy. Wir haben
damit (i) = (ii) gezeigt. Die Implikation (i) = (4i4) ist trivial. Aus (4¢4) folgt
schliellich

(U*Uz,z) = (Uz,Uzx) = |Uz|* = ||z|* = (z,2), € H, .

Wegen Lemma 6.6.6 gilt daher U*U = Ij,. Andererseits ist unter der Voraus-
setzung (#i7) sicher U eine lineare stetige Bijektion von H; auf Hs. Aus Korollar
4.3.4 folgt U=t € Ly(Hz, Hy), und aus U*U = Iy, damit U* = UL,

d

Auch iiber die Lage des Spektrums eines unitiren Operators lidsst sich eine
Aussage machen.



6.6. OPERATOREN IM HILBERTRAUM 141

6.6.8 Proposition. Sei U € Ly(H) unitdr. Dann gilt o(U) C T, wobei T =
{zeC:|z| =1}.

Beweis. Es gilt |U]| = 1, also ist o(U) C K;(0) (C C). Da sicher 0 € p(U) ist,
und U~ ebenfalls unitir, folgt, dass auch o(U~1) C K;(0) (C C). Nun ist nach
Lemma 6.4.8 o(U~!) = o(U)7L.

u

Die Menge W(T) := {(Tz,z) : ||z|| = 1} heifit der numerische Wertebereich
des Operators T' € Ly(H). Offenbar gilt

W(T) C K 7(0). (6.6.2)

Man iiberpriift sofort, dass W(T™*) = {z.z € W(T)} und W(aT + BI) =
aW(T) + g fir a,8 € C.

Das Spektrum eines Operators im Hilbertraum steht in Beziehung zu seinem
numerischen Wertebereich.

6.6.9 Proposition. Fiir einen Hilbertraum H und T € Ly(H) gilt
o(T) CW(T).
Beweis. Sei A € W(T), und setze § := d(A\,W(T)) > 0. Fiir z € H, ||z| = 1,
gilt
§ < |(Tx,x) = A = |((T = Nz, z)| < (T = Nz] . (6.6.3)

Aus der Linearitdt folgt damit §||z| < ||(T'— A)x|| fiir alle z € H. In Bemerkung
4.3.5 haben wir gesehen, dass dann 1" — X injektiv ist, und dass die Abbildung
(T —X)~! :ran(T — \) — H beschriinkt mit einer Abbildungsnorm kleiner oder
gleich § ist. Wegen Lemma 4.3.6 ist ran(T — X) auch abgeschlossen.

Da z € W(T*) genau dann, wenn z € W (T), kann man obige Argumentation
auf T* und A anwenden, und erhélt ker(7* — X) = {0}. Also gilt

ran(T — \) = ran(T — \) = (ran(T — A\)5)* = ker(T* — \)* = X;

insgesamt folgt A € p(T).
a

6.6.10 Bemerkung. Wir wollen herausstreichen, dass wir im Beweis von Pro-
position 6.6.9 fiir A\ ¢ W(T) gezeigt haben, dass A € p(T) mit |[(T — X))~} <
m gilt.

6.6.11 Bemerkung. Sei [.,.] : H x H — C eine beschrinkte Sesquilinearform.
Gemif Satz 3.2.6 ldsst sich diese dann eindeutig durch einen Operator G €
Ly(H) mit ||G|| = ||[.,.]|| darstellen, also [z,y] = (Gz,y) fiir alle z,y € H. Ist
nun [.,.] auch koerziv, also gilt fir ein ¢ > 0

Re[z,z] > c|z||® fiir alle 2 € H,

dann folgt daraus, dass der numerische Wertebereich W (G) von G in der Halb-
ebene H, := {z € C: Rez > ¢} enthalten ist. Verwenden wir das in Bemerkung
6.6.10 Gesagte fiir A = 0, so folgt 0 € p(G) mit

1
=M < -,
Cc

da ¢ =d(0,H.;) < d(0, W(G)). Der in dieser Bemerkung dargelegte Sachverhalt
wird neben Satz 3.2.6 auch Satz von Laz-Milgram genannt. /
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6.6.12 Korollar. Fiir einen Hilbertraum H und A € Ly(H) ist A genau dann
selbstadjungiert, wenn W(A) C R.

Beweis. Es gilt (x € H)

2iIm(Azx,z) = (Az,z) — (Az,z) = (Az,z) — (z, Ax)
= (Az,z) — (A"z,2) = (A — A"z, x).

Also gilt W(A) C R genau dann, wenn ((A — A*)z,x) = 0 fiir alle ||z]| = 1 und
damit fiir alle x € H. Wegen Lemma 6.6.6 bedeutet das gerade A = A*.
d

6.6.13 Korollar. Sei A € Ly(H) selbstadjungiert. Setzen wir
v-(A) :==inf {(Az,2) : ||lz]| =1} und v (A):=sup{(Az,z): ||z =1},

so gilt
o(A) € [r-(A),1+(A)] € R,

wobei y_(A),v+(A) € 0(A). Dabei ist

[A]l = r(A) = max(|y-(A)], [v+(A)]) -

Beweis. Offenbar gilt v_(A) = min W(A) und 74 (A4) = max W(A). Geméis
Korollar 6.6.12 und Proposition 6.6.9 haben wir

o(A) S W(A) C [y-(A),7+(A)] S R.

Nehmen wir fiir einen Moment an, dass W(A) C [0,+00), dann folgt (vgl.
(6.6.2))
a(A) S W(A) C [0,7(A)] € [0, [|A[l] < [0, +00).

Wegen Proposition 6.6.5 folgt daraus max.c,(4)2 = max.c,(a)|z| = r(A) =
[|A]|. Wir erhalten||A|| € 0(A) und nach einer abermalige Anwendung obiger
Inklusionskette || A|| = v+ (A).

Allgemein gilt W (A)+\ = W(A+AI) C [0, +00) fiir alle reellen A > —v_(A).
Also folgt fiir solche A aus obigem Spezialfall angewandt auf den selbstadjun-
gierten Operator A + Al

Yo (A)+ A =74 (A+ M) € 5(A+ ).

Wegen o(A+ M) = 0(A) + X (siehe Satz 6.4.7) folgt 74 (A) € o(A). Infolge gilt
—v-(A4) =v4(—A) € 0(—A) = —c(A), und daher v_(A4) € o(A).

SchlieBlich folgt r(A) = max(|y—(4)],|v+(A4)]) sofort aus o(A) C
[1-(A), 7+ (A)] mit v_(A),74.(A) € o(A). -

Aus Korollar 6.6.13 und Korollar 6.6.12 folgt unmittelbar

6.6.14 Korollar. Fiir ein A € Ly(H) ist A genau dann selbstadjungiert mit
o(A) C [0,+00), wenn 0 < (Az,z) (€ R) fir alle x € H. In diesem Fall spricht
man von einem positiven Operator.
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6.7 Kompakte selbstadjungierte Operatoren

Wir wollen diesen Abschnitt mit einem Beispiel beginnen.

6.7.1 Beispiel. Sei H ein Hilbertraum, N € NU{oo} und F = {e, : N5 n < N}
ein Orthonormalsystem in H mit e, # e, fiir n # m. Weiters seien \,, N
n < N, Zahlen aus R\ {0}, die im Falle N = oo eine Nullfolge abgeben. Wir
betrachten die Abbildung A : H — H definiert durch

N
Az = Z An(x,en)en, ©€ H. (6.7.1)

n=1

Fiir N < oo ist dies eine endliche Summe. Im Falle N = oo folgt aus & =
((z,€n))nen € 2(N), dass auch (A, (,e,))nen € £2(N); vgl. Satz 3.3.3. Wegen
(3.3.2) konvergiert dann die Reihe in (6.7.1), womit A in jedem Fall wohldefiniert
ist. Man tiberzeugt sich leicht von der Linearitét von A. Aus Satz 3.3.3 erhalten
wir mit" ¢ := maxys;<n |A;| auch

N N
JAZ[* =" Pa(@en)]” < - [(@en)]® = - |z,
n=1 n=1

weshalb sich A als beschrénkt mit ||A|| < ¢ herausstellt. Fiir z = e;, wobei
j € N derart ist, dass |\;| = ¢, folgt [|Az|? = ||\;jz||*> = %, wodurch sogar
| A|l = maxnsj<n |Aj]. Wegen

N
(Az,y) = > M@, en)(en,y) = (2, Ay)

n=1

ist A auch selbstadjungiert.
Wiederholen wir im Falle N = oo diese Argumentation fir Ay : H — H
definiert durch

Az = Z An(z,en)en, x € H,
n=~k
wobei k € N, so ist auch Ay linear und beschrinkt durch [Ag| =
max;en,j>k |A;j|. Insbesondere gilt limy_, o || Ag|| — 0. Wegen

k
A— Z )\n(v en)en = Ak-‘rl
n=1

konvergiert die Folge (Z:Zl An(.sen)en)ken von beschrinkten Operatoren mit
endlichdimensionalem Bild beziiglich der Operatornorm gegen A. Nach Propo-
sition 6.5.4 folgt somit A € K(H).

Aus (6.7.1) zusammen mit Ae; = \je; erhalten wir wegen Proposition 6.6.2
ker(A)r =ran A = span E .

Schliefllich wollen wir o(A) \ {0} bestimmen. Geméafl Satz 6.5.12 gilt fiir A €
C\ {0}, dass A € o(A) \ {0} genau dann, wenn ker(A — \I) # {0}, also wenn A
ein Eigenwert ist.

TIm Fall N = co existiert dieses Maximum wegen lim; oo Aj = 0.
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Wegen Ae; = Aje; ist jedes A; ein Eigenwert. Sei P die orthogonale Pro-
jektion auf den Abschluss der linearen Hiille aller e;, also P = Z;yzl(.7ej) - €
gemif (3.3.3) in Satz 3.3.3. Ist A € C\ {0} ungleich allen \;, j € N, so folgt fiir
recH

N N
Az — dx = Z An(z,en)e, — Z Az, en)en — A(I — Pz
n=1 n=1
N
=> (A= N(@ en)en — A = P)z,
n=1

wodurch ||Az — \z||? = 25:1 IAn — A2[(z,e,)]? + [A2||(I — P)z||?; siehe Satz
3.3.3. Fiir & # 0 gilt Px # 0 oder (I — P)x # 0, wobei im ersten Fall (z,¢e,) # 0
fiir mindestens ein n. Wir schliefen in jedem Fall auf || Az — Az||? # 0, wodurch
A& o,(A)\ {0} =0c(A)\ {0}. Also gilt 0(A)\ {0} ={X; : N2 j <N} /

Wir wollen in diesem Abschnitt den Sachverhalt vom Anfang von Kapitel
7 fiir selbstadjungierte Operatoren auf endlichdimensionalen Hilbertraumen auf
kompakte selbstadjungierte Operatoren auf beliebigen Hilbertrdumen erweitern.
In der Tat wollen wir zeigen, dass jeder kompakte selbstadjungierte Operator auf
einem Hilbertraum von der Bauart des Operators in Beispiel 6.7.1 ist. Zunéchst
benétigen wir

6.7.2 Lemma. Ist A € L,(H) selbstadjungiert, so gilt ker(A—AI)Lker(A—pl)
fir verschiedene A, € op,(A).

Beweis. Sind z € ker(A — AI) und y € ker(A — ul), so folgt wegen o(A4) C R
(siehe Korollar 6.6.13)

)\(.’Iﬁ,y) = (A$7y) = (SC,Ay) = u(x,y),

was fiir A # p nur méglich ist, wenn (x,y) = 0.

Q

Ist H ein Hilbertraum und A : H — H kompakt und selbstadjungiert so
gilt (A) C R geméf Korollar 6.6.13. Nach Satz 6.5.12 ist o(A) abzdhlbar mit
Héufungspunkt hochstens 0, wobei o(A4) \ {0} = 0,(A) \ {0}.

6.7.3 Lemma. Ist A € Ly(H) selbstadjungiert und kompakt, so gibt es ein
N € {0} UNU {0}, ein ONS {e; : j € N, j < N} mit e; # e; firi # j und
komplexe Zahlen X\;, j € N, j < N, derart, dass {\; : N > j € N} =o(A)\ {0}
mit ej € ker(A—\;I), N > j €N, dass limj_,oo A; = 0 9m Fall N = oo, und
dass fiir jedes X € o(A) \ {0}

span{e; : N > j € N, \j = A} = ker(A — XI). (6.7.2)

Beweis. Fir jedes A € 0(A4)\ {0} = 0,(A) \ {0} gilt 0 < dimker(A — ) < oo;
siche Proposition 6.5.8. Als endlichdimensionaler Hilbertraum hat ker(A — AI)
eine Orthonormalbasis bestehend aus dimker(A — AI) vielen Vektoren; siehe
Lemma 3.3.2. Wir wéhlen eine solche aus und bezeichnen diese mit FEy.

E:= U E\

Aeo(A)\{0}
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bildet nach Lemma 6.7.2 ein abzédhlbares Orthonormalsystem in H. Insbeson-
dere konnen wir E in der Form

E={e;:j €N, j <N} (6.7.3)

mit N € {0} UNU {co} und einer injektiven Abbildung j — e; schreiben. Fiir
J € Nmit j < N setzen wir zudem \; = X, wobei X € 0(A)\ {0} derart ist, dass
€; € FE\.

Um im Fall N = oo das Grenzwertverhalten lim;_,o A; = 0 nachzuwei-
sen, sei ¢ > 0. Nach Proposition 6.5.11 ist o(A) \ K(0) und folglich auch
U)\EU(A)\KE(O) E\ endlich. Da j — e; injektiv ist, gibt es ein j(e) € N mit

U B < {e:i<i}

A€ (AN\KE(0)

Fiir j > j(e) gilt folglich e; ¢ Ey im Fall || > ¢, womit |);| <e.
u

Im vorherigen Lemma 6.7.3 bedeutet N = 0 genau o(A)\{0} = und N € N
genau, dass o(A) \ {0} endlich und nichtleer ist. Weil j — e; in Lemma 6.7.3
injektiv ist, gibt es nach (6.7.2) zu jedem X € o(A) \ {0} genau dim ker(A — A1)
viele j mit A; = A. Man sagt, dass A\;, N > j € N, das Spektrum gezéhlt nach
Vielfachheit durchléuft.

6.7.4 Satz (Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren). Fiir
einen Hilbertraum H sowie einen selbstadjungierten und kompakten Operator
A: H — H gilt mit der Notation aus Lemma 6.7.3

N
Az = Z An(z,en)en, v € H. (6.7.4)

n=1

Diese Reihe konvergiert im Falle N = oo beziiglich der Operatornorm. In jedem

Fall gilt (ker A)* =ran A = span E.

Beweis. Wir betrachten das Orthonormalsystem E wie in (6.7.3), welches aus
Eigenvektoren e; zu den Eigenwerten A; # 0 besteht. Offenbar gilt £ C ran A
und somit

span E C ran A = (ran A)* = (ker A)*; (6.7.5)

vgl. Proposition 6.6.2. Aus A(E) C span E folgt fiir + € E+ und y € E, dass
(Az,y) = (z, Ay) = 0, wodurch A(E+) C E+.

Im Fall E+ # {0} ist also A|g. : E+ — E* ein kompakter und selbstadjun-
gierter Operator. Jedes A € o(A|g1) \ {0} ist gemifl Satz 6.5.12 ein Eigenwert
von A|p. und daher auch von A. Ist 0 # x € E* ein dazugehoriger Eigen-
vektor, also Az = Az, so folgt mit (6.7.3), dass z endliche Linearkombination
von Vektoren aus E ist, womit wir den Widerspruch = € span E N E+ = {0}
erhalten.

Also gilt 0(A|g+) = {0}, was zusammen mit Korollar 6.6.13 impliziert, dass
|AlgL]| = r(Algy) = 0. Wir erhalten A|lg. = 0 und infolge E+ C ker A.
Durch Bildung orthogonaler Komplemente folgt zusammen mit (6.7.5), dass
(ker A)+ = ran A = span E.
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Um (6.7.4) nachzuweisen, sei zunéchst ¢ € E, also « = e; fiir ein j. Wir
erhalten wegen (z,e,) =0 fur n # j

N
Az = Nje; = z An(z,en)en, .
n=1

Wie wir in Beispiel 6.7.1 gesehen haben, hédngt hier die linke und rechte Sei-
te linear und stetig von x ab. Also gilt (6.7.4) fiir alle z € spanE. Fiir
x € span E" = B = ker A verschwindet die linke und rechte Seite in (6.7.4),
womit (6.7.4) auf ganz H gilt.

Dass die Reihe in (6.7.4) im Falle N = oo beziiglich der Operatornorm
konvergiert, haben wir in Beispiel 6.7.1 gesehen. a

6.7.5 Bemerkung. Die Eigenwerte eines kompakten, selbstadjungierten und po-
sitiven Operator A sind in [0, +00) enthalten; siehe Korollar 6.6.14. Insbesondere
kénnen wir die Indexierung in (6.7.3) so wihlen, dass die Folge A;, j € N,j < N,
der entsprechenden Eigenwerte in o(A) \ {0} monoton fallend ist, also

AM > > A3 >...>0.

Fir A € 0(A) \ {0} gilt gem&B unserer Wahl der Indexierung A = \A; fiir genau
dim ker(A — AI)-viele aufeinanderfolgende Indizes j. /

6.7.6 Proposition (Minimaz-Prinzip). Sei H ein Hilbertraum, A € Ly(H)
kompakt, selbstadjungiert und positiv. Mit der Indexierung von Eigenwerten und
Orthonormalsystem bestehend aus Figenvektoren wie in Bemerkung 6.7.5 gilt

A, = inf sup (Az,x) fir alle ne N, n< N, (6.7.6)
V<H i
dim V=n—1{5"

wobei das Infimum ein Minimum ist. Im Falle N < n € N mit n < dim H
verschwindet die rechte Seite von (6.7.6).

Beweis. Fiir M, := span{es,...,en}, m € N, m < N gilt geméf Satz 6.7.4

Mk =span{ep : k€N, m <k < N}@kerA.

Ist dann x =y + Zg:n agey aus M- | mit y € ker A = ran A+ beliebig, so gilt

N N
(Az,2) = 3" Melawf® < A0 3 < Al
k=n k=n

Wegen dimM,,_1 =n—1< N < dim H fiir n < N, kénnen wir in diesem Fall
x # 0 wihlen, woraus die Ungleichung ,>“ in (6.7.6) folgt. Im Falle N < n <
dim H kénnen wir V < H mit dimV =n—1 und My < V wihlen. Damit folgt
{0} # V*+ C ker A und weiter sup,cy s |j,=1(Az, z) = 0.

Im Falln € Nyn < N gilt ,<“ in (6.7.6), da wir von dimV = n — 1 auf
VN M, # {0} und fiir x = >,_, ager, € VN M, weiter auf

(Az,2) =D Aelarl® = X Y el = A llf?
k=1 k=1
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schlieflen.

a

Wir kommen zu einer weiteren Folgerung von Satz 6.7.4.

6.7.7 Proposition. Seien Hy, Hy Hilbertriume und sei T € K(Hy, Hy). Mit
der Indexierung von Eigenwerten und Orthonormalsystem bestehend aus Eigen-
vektoren wie in Bemerkung 6.7.5 angewandt auf den kompakten, selbstadjun-
gierten und positiven Operator A :=T*T € K(Hy) gilt

T=3 Vailsen)fa, (6.7.7)
n=1

und
N
T =3 VAl fa)en, (6.7.8)
n=1

wobei {f; : j € N,j < N} ein Orthonormalsystem in Ho ist. Im Fulle N = oo
konvergieren obige Reihen beziiglich der Operatornorm.

Beweis. Offenbar ist T*T : Hy — H; selbstadjungiert und beschriankt. Wegen
(T*Tx,z) = (Tx,Tx) > 0 erkennen wir aus Korollar 6.6.14, dass T*T positiv
ist. Geméf Satz 6.7.4 gilt T*T = 25:1 An (., €n)en, wobei im Falle N = oo diese
Reihe beziiglich der Operatornorm konvergiert. Wir wihlen hier die Indexierung
von Eigenwerten und Orthonormalsystem bestehend aus Eigenvektoren wie in
Bemerkung 6.7.5. Wie wir in Beispiel 6.7.1 gesehen haben, definiert

N
VTT =Y V(. en)en (6.7.9)

einen linearen, selbstadjungierten und kompakten Operator. Dabei gilt fiir x =
€j

2
\/T*T Xr = vT*T\/)\jej = )\jej = T*TCC

Linearitat und Beschranktheit implizieren v/ T*TQx = T*Tx fiir alle x € span F.
Aus ker T*T = E+ = ker vVT*T und H; = span E @ E-+ erhalten wir schlieflich
(VT*T)? = T*T. Fiir x € Hy gilt daher

(VT*Tx,VT*Tx) = (T"Tz,x) = (Tx,Tx). (6.7.10)

Wenden wir diese Gleichung auf © = y — 2z an, so folgt aus vI*Ty = VT*Tz,
dass Ty = T'z. Somit ist durch U(v/T*Tx) = Tx eine surjektive Abbildung von
ran v/T*T nach ran T' wohldefiniert. Man iiberpriift sofort, dass U linear ist und
mit (6.7.10) erkennen wir auch, dass U isometrisch ist, womit sich U eindeutig

linear und isometrisch zu einer bijektiven Abbildung U : ran/T*T — ranT
fortsetzen lisst, welche UvT*T = T erfiillt; vgl. Satz 2.5.2.

Bezeichnet P : H; — ran+/T*T die orthogonale Projektion und wenden wir
UP auf (6.7.9) an, so folgt (6.7.7), wobei f; = Uej, j € N,j < N, wegen der
Isometrieeigenschaft von U ein Orthonormalsystem in Hs abgibt.

Aus (2 = V(e fn)* = (2 = VAn(., fu)en) folgt wegen der Tatsache,
dass Adjungieren konjugiert linear und isometrisch beziiglich der Abbildungs-
norm ist, auch die Darstellung von T in (6.7.8).
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6.7.8 Bemerkung. Wegen Proposition 6.7.7 ist jeder kompakte Operator T :
H, — H, fiir Hilbertrdume H7, Ho Grenzwert beziiglich der Operatornorm ei-
ner Folge von Operatoren mit endlichdimensionalen Bild. Bezeichnen wir mit
F(Hy,Hy) < Ly(Hy, Hy) den Unterraum aller beschrinkten Operatoren von H;
nach Hs mit endlichdimensionalen Bild, so erhalten wir zusammen mit Propo-
sition 6.5.4

K(H,,H;) = F(H,H>),

wobei der Abschluss in L, (H;, Hs) beziiglich der Operatornorm genommen wird.
Es war lange eine offene Frage, ob diese Gleichheit auch fiir allgemeine Ba-
nachrdume gilt. Durch ein aufwindiges Gegenbeispiel konnte diese Frage mit
,Nein“ beantwortet werden. /

6.7.9 Korollar. Seien Hi, Hy Hilbertrdume mit dim H;y = oo und habe T €
K (Hy, Hy) die Darstellung (6.7.7) wie in Proposition 6.7.7. Setzen wir fiirn € N

sn(T) := min IT - K],
KeLy(H1,H2),
dimran K<n
so gilt s,(T) = vV An fir n < N und s,(T) = 0 fiir N < n € N. Die Zahlen
$n(T) werden auch s-Zahlen des kompakten Operators T genannt.

Beweis. Fir n € N mit n < N hat K, = >/} \/X;(..¢;)f; einen Bildbereich
von Dimension n — 1. Dabei gilt fiir x € H;

N N
T = Ka)al® = 1) V(e fil17 =D Asl(a, e5)]
j=n Jj=n
N
<D Al )P < Aall)l?,
Jj=n

wodurch ||T — KnH < v An und infolge ianELb(Hl,Hz),dimranK<n HT — K” <

VAn. Fiir N<neNhat T = Z;\f:l V/Aj(.,e;) f; einen Bildbereich von Dimen-
sion kleiner n, wodurch minger, (g, ,#s,),dimran K <n |7 — K|| = 0.

Ist umgekehrt n € Nmit n < N und K beschréankt mit dimran K < n, so gilt
wegen der Rangformel aus der Linearen Algebra codimker K = dimran K < n.
Also gibt es ein « € span{ey,...,e,} mit € ker K und ||z|| = 1, wodurch

IT = K|I* > (T = K)|* = | T2l* = || D /A e5) £
j=1
=D Nl e)P =AY [(@es)l = A
j=1 i=1

Also gilt inf g e 1, (11, Hy),dim ran K <n |T— K[| > v/A, und wegen der ersten Hélfte
des Beweises ist diese Infimum sogar ein Minimum.

a



Kapitel 7

Der Spektralsatz

Sei A € C™*" eine symmetrische Matrix. Dann ist das Spektrum von A gleich
der Menge aller Eigenwerte von A. Es gibt eine Basis {b1,...,b,} des C" beste-
hend aus Eigenvektoren von A. Diese Basis kann als Orthonormalbasis gew&hlt
werden.

Bezeichne mit Aq,..., A, € R alle Eigenwerte von A, und bezeichne mit Py
die orthogonale Projektion des C™ auf den Eigenraum von A zum Eigenwert \.
Dann gilt

PP;=0,1#j4 P +...+PFP,=1.

Ist z € C", so kann man Az berechnen als
i=1

Der Spektralsatz fiir beschriinkte selbstadjungierte Operatoren kann als ein ,,un-
endlichdimensionales Analogon® dieser Tatsache gesehen werden. In der allge-
meinen Situation wird dabei obige Summe, in der iiber die Eigenwerte von A
summiert wird, durch ein Integral, welches sich {iber das Spektrum von A er-
streckt, ersetzt.

7.1 Spektralmafle

Fiir das Folgende sei daran erinnert, dass ein P € Ly(H) genau dann eine
orthogonale Projektion ist, wenn P* = P = P?, vgl. (3.2.3).

7.1.1 Definition. Sei Q) eine Menge, A eine o-Algebra auf 2, und H ein Hil-
bertraum. Ein Spektralmaf fiir (2, A, H) ist eine Funktion E : A — Ly(H) mit
folgenden Eigenschaften:

(SM1) Fiir jedes A € A ist E(A) eine orthogonale Projektion.

(SM2) E(@)=0und E(Q) = 1.

(SM3) E(Al n Ag) = E(Al)E(AQ) fiir je zwel Al, AQ € A

149
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(SM4) Sind A,, € A, n € N, paarweise disjunkt, so gilt

B(Uan) = S B(A
neN n=1

im Sinne der starken Operatortopologie, also E(U A )m =

S E(Ay)z fiir alle x € H.

n=1

Aus (SM3) folgt insbesondere, dass F(A;)E(Az) = E(A3)E(Ay). Fiir dis-
junkte Aj, Ay € A gilt wegen (SM2) sogar E(A1)E(Az) = E() = 0. Insbeson-
dere ist fiir eine paarweise disjunkte Mengenfolge A,, € A, n € N, wie in (SM4)
die Voraussetzung des folgenden Lemma 7.1.2 erfiillt. Also konvergiert die Reihe
in (SM4) sowieso im Sinne der starken Operatortopologie.

Wegen (P, P,y) = (P, Ppz,y) fir alle z,y € H bedeutet die Vorausset-
zung P, P, = 0 fiir n # m gerade, dass ran P,, | ran P, fiir alle n # m.

n=1

7.1.2 Lemma. Sei H ein Hilbertraum, und (P,)nen eine Folge orthogonaler
Projektionen auf H mit P, P,, =0, n # m. Dann konvergiert die Reihe

P::ZPn

neN

im starken Sinn, also gilt Pr = limy _ Zgﬂ P,x fiir alle x € H. IThre Summe
P ist eine orthogonale Projektion, und es gilt

ker P = ﬂ ker P,, ran P = span U ran P, .

n=1 n=1

Beweis. Wle man aus P,P,, = P,P, = 0, n # m, leicht herleltet ist die
Summe Z 1 P eine orthogonale Projektion mit Bildraum SpanU _,ranP,.

Insbesondere gﬂt I anl P,|| < 1. Fir z € H gilt

2 i 2 Y 2
ol = | - Pas||” = D Pac®.
n=1

n=1
Also ist die Folge 25:1 | Poz||? in N konvergent und daher eine Cauchy-Folge
in R. Wegen (M < N)

N N
Hsz_sz\ S IR SR
n=1 n=M+1 n=M+1

ist auch die Folge (Zi:;l P,x) nen eine Cauchy-Folge in H und somit konvergent
gegen ein Px € H. Offensichtlich ist  — Px linear. Wegen

N 2 N [e%e}
I1Pal* = gim |37 Pl = tim S Pl = 37 Bl < [l (7.0.1)
n=1 n=1 n=1

gilt sogar P € Ly(H). Wir zeigen als niichstes, dass P eine selbstadjungierte
Projektion ist:

x—]\}gnooZP Zme hm ZZP P,x = lgnooZmefo

m=1 mlnl m=1
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(Pz,y) = lim ( ZPJ;y = hm ZPny (z, Py).

N—oc0

SchlieBlich gilt wegen (7.1.1) ker P = (.~ ker P,,, und wir erhalten damit auch

(o) o0
ran P = (ker P)* ( ﬂ ker P, ) = span U (ker P,,)- = span U ran P, .

n=1 n=1
a
Um mit Spektralmafien zu arbeiten, werden wir uns oft mit Hilfe des

nichsten Lemmas auf Sétze iiber komplexe Mafle zuriickziehen.

7.1.3 Bemerkung. Zunéchst wollen wir einige wichtige Eigenschaften von kom-
plexen Maflen aufzihlen, vgl. [K2] oder [R2]. Sei €2 eine nichtleere Menge und
A eine o-Algebra darauf.

~> Eine Funktion p : A — C heifit komplexes Maf}; wenn fiir alle paarweise
disjunkten Folgen A,,, n € N, von Mengen aus A gilt

i <U An> _ i (A (7.1.2)

neN

Endliche nichtnegative Mafle auf (€2, .4) sind spezielle komplexe MaBe.

~~ Fiir ein komplexes Ma8 p wird durch (A € A)

|| (A) := sup Zm tAre A keN, [ J4;=A (7.1.3)

jEN

eine nichtnegative Mengenfunktion |u| : A — [0, +00] definiert, die als
Variation von p bezeichnet wird.

Man kann zeigen, dass || ein endliches nichtnegatives Mafl auf (2, A) ist.
Es ist damit offensichtlich das kleinste nichtnegative Maf} v auf (£2,.4) so
dass |u(A)| < v(A) fir alle A € A.

~» Fir ein komplexes Mafl p auf (€, A) bezeichnet ||| := |p|(Q2) die Total-
variation von .

Die Abbildung p +— ||p|| ist in der Tat eine Norm auf dem komplexen
Vektorraum M (€2, A) aller komplexen Mafle. Mit dieser Norm ist M (Q2,.A)

ein Banachraum.

~ Ist p : A — [0,400] ein nichtnegatives Mafl und v € M (9, A), so heifit
v absolut stetig bzgl. p, in Zeichen v < pu, falls aus A € A, p(A) =0
folgt, dass v(A) = 0. Man zeigt leicht, dass das zu |v| < p dquivalent ist.
Offensichtlich gilt immer v < |v|.

Fir p,v € M(Q,.A) sagen wir, dass v < p, falls v < |pl.
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~» Sei p ein o-endliches nichtnegatives Mafl. Dann ist ein Mafl v € M (9, A)

genau dann absolut stetig beziiglich p, wenn es eine sogenannte Dichte-
Funktion f € L'(Q, A, u, C) gibt mit

v(A) = /Afdu, Ac A. (7.1.4)

Der Zusammenhang zwischen v und f ist bijektiv (f ist p-fast {iberall
eindeutig durch v bestimmt), wobei sogar

|u|(A)=/A|f\du, Ac A, (7.1.5)

und damit || f|l1 = ||v||. f heiBit die Dichte von v bzgl. p.

Die Dichte von v beziiglich |v| ist unimodular, hat also Werte auf der
Einheitskreislinie.

Fir v € M(Q,A) sei p irgendein nichtnegatives, o-endliches Mafl mit
v < p, und sei f die Dichte von v beziiglich pu.

Eine messbare Funktion g : Q — C heif3t integrierbar bzgl. v (€ M(Q, A)),
wenn ¢ - f integrierbar bzgl. p ist. Wir definieren dann

/diw:/ggfdu.

Diese Definition ist unabhéngig von p, wobei u = |v| eine zuldssige Wahl
ist. Auerdem ist das Integral linear im Maf} » und im Integranden g. Fiir
beschrianktes ¢ gilt dabei
’ / gdv
Q

Fir p,v € M(Q,.A) folgt aus den letzten beiden Punkten, dass v < pu
genau dann, wenn (7.1.4) gilt, wobei die Dichte f auch in diesem Fall
|p|-fast iiberall durch v eindeutig bestimmt ist.

< lglloo [l (7.1.6)

Ist g : @ — C messbar, so gilt dann auch hier

/diV=/ngdu (7.1.7)

in dem Sinne, dass die linke Seite genau dann integrierbar ist, wenn es die
rechte ist.

Triagt Q eine Hausdorffsche und lokalkompakte Topologie 7 und sind A
die Borelmengen, also die von T auf €2 erzeugte o-Algebra, so heiflen Mafle
o A — [0, +00] BorelmaB, falls u(K) < +oo fiir alle kompakten K C €.
Ein solches Maf} heifit reguldr, falls fiir alle A € A

uw(A) =sup{u(K): K C A, K ist kompakt},

und
w(A) =inf{u(0) : O 2 A, O ist offen}.

Ein p € M(Q, A) heifit regulér, falls |p| regulér ist.
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~ Ist p € M(Q,A) regulir, f bzgl. u integrierbar und v definiert wie in
(7.1.4), so ist auch v regulér.

~» Die Menge aller regulidren p € M(£2,.A) bildet einen bzgl. ||.|| abgeschlosse-
nen Unterraum M,..4(€2), welcher nach dem Rieszschen Darstellungssatz,
Satz 2.3.9, isometrisch isomorph zu (Cp(£2))’ ist.

~» Hat die Topologie T auf 2 eine abzéhlbare Basis, so ist jedes u € M(Q, A)
reguldr. Insbesondere ist fiir jede offene oder abgeschlossene Teilmenge 2
von RP jedes u € M(Q, A) regulir.

/

7.1.4 Lemma. Sei E ein Spektralmaf fir (0, A, H), und seien g,h € H fest-
gehalten. Dann ist die Abbildung E, ), : A — C, die definiert ist durch

Egn(A) = (E(A)g,h),
ein komplexes Maf auf A. Fir die Variation |Ey 1| gilt die Abschitzung
[Eg.n(A) < E(A)g] - [E(A)R]|

Die Totalvariation von Ey p, ist somit hichstens gleich ||g|| - ||h]|.

Fiir diese komplezen Mafe gilt Eqp = Ep g, Exg,+pgah = Mgy n + 1B, 1
sowie Eg xn,4puhs = AEgn, + [iEg n, fir g,91,92,h,hi,he € H und A\, € C.
Auflerdem ist Eg 4 immer ein nichtnegatives Majs.

Beweis. Seien A,, n € N, paarweise disjunkt. Dann gilt

N

i 3 () = i, 3 (B ) = (3 Ea0)
= (2 800.0) = £l &),

also konvergiert > 7 | By 5(A,) und zwar gegen E,;(U;—; Ay). Wir sehen,
dass Ey 5, ein komplexes Mafl auf der o-Algebra A ist.

Offenbar gilt Ey,(A) = (E(A)g, k) = (g, E(A)h) = (E(A)h, g) = Epg(A).
Die Sesquilinearitét der Abbildung (g, h) — E  iiberpriift man dhnlich elemen-
tar. Klarerweise ist Eg 4(A) = (E(A)g, g) = | E(A)g|* nichtnegativ.

Um die Variation |Ey | von Eg ), abzuschétzen, seien A € A sowie paarweise
disjunkte Mengen A,, n € N, mit (J;; A, = A gegeben. Wihle «,, € C,
lan,| = 1 mit |Egn(Ay)| = anEyn(Ay,). Da fir m # n der Bildraum von
E(A,,) orthogonal auf den von E(A,,) steht, gilt (N € N)

i B =3 (E(an)(ang).h) = S (B(aw)(@ng), E(Aw)h)

n=1 n=
( Z E(A)(ang), Z E(A )
n=1 n=1

<||ZE )(ang)| IIZE n)hll-
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Da die Vektoren E(A,,)(a,g) paarweise orthogonal sind, gilt

HZE )(omg)] ZIIE )(omg)|I? = ZIIE )gll?
= || ZE<An>g\|2 =B Angl* < 1E@R)g).

2

Genauso zeigt man || Z" 1 E(A )(h)H2 < ||[E(A)h||?>. Wir erhalten insgesamt
S0 L Egn(An)] < [E(A)g] - | E(A)R||. Also ist fiir jede Menge A € A

| Eg.n|(A) < |EA)g] - [E(A)R] -

Insbesondere gilt || Eg nl| = |Eyn[(92) < [lg] - [|A]
Q

Bezeichne die Menge aller beschrénkten .4-messbaren Funktionen ¢ : 2 — C
mit BA(Q,C). Fiir ¢ € BA(Q,C) sei [|¢]loo := Sup,eq |¢(x)]. Wir wollen nun
iiberlegen, wie man eine Funktion ¢ € BA(Q, C) beziiglich einem Spektralmaf
integrieren kann.

7.1.5 Lemma. Sei E ein Spektralmap fir (Q, A, H) und sei ¢ € BA(Q,C).
Dann ezistiert ein eindeutiger Operator A € Ly(H) so, dass fir alle g,h € H

Aga / ¢dEgh

Dabei ist || ]| < [[6]]oc-
Der Operator A heifit das Integral von ¢ beziiglich E, und wird mit [ ¢ dE
bezeichnet.

Beweis. Fiir g, h € H bezeichne B(g,h) := [, ¢ dEq . Mit (g,h) — Eg ,(A) ist
auch B : H x H — C sesquilinear, vgl. Lemma 7.1.4. Wegen (7.1.6) und Lemma
7.1.4 gilt zudem

1B(g, M) < ll#llocllgll 1]l -

Also ist B sogar eine beschrinkte Sesquilinearform. Nach Satz 3.2.6 existiert
ein eindeutiger Operator A € Ly(H) mit B(g,h) = (Ag, h) fiir g, h € H. Dieser
erfiillt zudem || Al < ||¢||co-

Q

BA(Q, C) ist nicht nur eine Menge sondern, versehen mit der normalen Addi-
tion und skalaren Multiplikation, der Multiplikation von Funktionen, sowie mit
der Norm ||.]|oo €ine kommutative Banachalgebra mit dem Einselement ¢ = 1.
Sie triigt sogar noch eine weitere algebraische Operation, ndmlich das Konju-
gieren. Dafiir definiere fiir ¢ € B4(Q,C) die Funktion ¢* durch ¢*(z) := ¢(x).
BA(,C) ist mit diesen Operationen eine sogenannte C*-Algebra.

7.1.6 Definition. Eine Banachalgebra C versehen mit einer Abbildung .* : C —
C heifit C*-Algebra,

() falls .* involutorisch ist, also (a*)* =a, a €C,
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(ii) falls .* konjugiert linear ist, also (Aa+pub)* = Xa* +fb*, a,b € C, A\, u € C,

)

(#4i) falls (ab)* = b*a*, a,b€C,

(tv) falls .* isometrisch ist, also ||a*|| = ||a||, a € C,
)

(v

und falls ||aa*|| = ||a||? fiir alle a € C gilt.

Wegen
sup [§(2)d(z)| = sup(|¢(x)|?) = (sup|p()]),
e e xEQ

sind alle diese Eigenschaften fiir B4(Q, C) erfiillt, wobei diese C*-Algebra sogar
kommutativ ist.

Ein weiteres Beispiel fiir eine im Allgemeinen nicht kommutative C*-Algebra
mit Eins ist Ly(H) fiir einen Hilbertraum H. Dazu definiere man die Involution
auf dieser Algebra als T +— T™, wobei T die Hilbertraumadjungierte von T ist,
siehe Proposition 6.6.2.

7.1.7 Bemerkung. Eine charakteristische Eigenschaft von C*-Algebren C mit
Eins ist, dass so wie fiir Ly(H) (siehe Proposition 6.6.5) auch allgemein fiir
normale Elemente x € C, also x*x = xzx™, wegen

12212 = ll(2?)* (=) | = |(z*2)?|| = [|(z*2) " (=" @) || = ||]=*2]|* = (J«]*)?,
und damit Hka I = ||a;H2k, k € N, fiir den Spektralradius gilt, dass
— i nw = 1 25158 — Izl .
r(@) = Tim o[} = lim (2] = o]

/

7.1.8 Definition. Eine Abbildung ¢ : C; — Cs zwischen zwei C*-Algebren mit
Eins heifit ein *-Homomorphismus, wenn sie mit allen algebraischen Operatio-
nen vertraglich ist, also wenn stets gilt

D(z+y) = 0(x) + 2(y), P(Az) = A®(z), D(z-y) = B(x) - (y),

P(z7) = (¢(2))", @(l¢,) = e, -

Wir zeigen nun, dass man aus einem Spektralmafl fiir (Q, A, H) einen *-
Homomorphismus von B4(2,C) in L,(H) erhilt.

7.1.9 Satz. Sei E ein Spektralmaf fir (0, A, H). Dann ist die Abbildung

[ BAQC) - LH)
@E'{ 5 o JbdE

ein *-Homomorphismus mit folgenden Eigenschaften:
(i) Pr(1la) = E(A) fir alle A € A.
(it) [Pl = 1.

(7ii) Jeder Operator im Bild von ®g ist normal.
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(iv) Vertauscht ein Operator B € Ly(H) mit allen Projektionen E(A), A € A,
so0 auch mit allen Operatoren der Form ®g(¢), ¢ € BA(Q,C).

(v) o(®r(p)) C ¢(Q) (topologischer Abschluss), wobei fir A € C\ ¢() (C

p(®E(9))) .

¢ — )\) '
(vi) Fir g € H und ¢ € BA(Q,C) gilt |Pr(¢)g|® = Jo l6I?dE, 4.

(vid) Ist ¢, € BA(Q,C), n € N, eine gleichmifig beschrinkte Folge von Funk-
tionen, die punktweise gegen eine Funktion ¢ : Q0 — C konvergiert, so ist
¢ € BAQ,C) und fiir alle g € H gilt

nh_)rrgo q)E(Cbn)g = (I)E(d))g-

(Pp(¢) — M)~ = P

Also konvergiert die Folge ® (¢, ),n € N, bzgl. der starken Operatortopo-
logie gegen @ (o).

(viii) Ist ¢, € BA(Q,C), n € N, eine Folge von Funktionen, die gleichmdipig
gegen eine Funktion ¢ : Q — C konvergiert, so ist ¢ € BA(Q,C) und es
gilt

lim ®5(6,) = ®5(0)

beziiglich der Operatornorm. Dasselbe gilt fiir gleichmdjfig konvergente
Netze.

Beweis.

~~ Der Operator [ ¢ dE ist eindeutig durch die Beziechung

([/gzde]g,h) :/QqsdEg,h

definiert. Damit folgt unmittelbar, dass ® g linear ist. Wegen Lemma 7.1.5
gilt || [ ¢dE|| < ||¢]|oc und daher ||@p| < 1.

Aus der Definition von [ ¢ dE in Lemma 7.1.5 folgt unmittelbar ®5(1a) =
E(A), A € A.Insbesondere ist P (1g) = E(2) = I, und somit | @g| = 1.

~+ Weiters ist

([/¢dE]*g,h) = (s [/(/)dE]h)
Z/QMEh,ﬁ/QMEg,h: ([/ME]g,h),

und daher ® g mit * vertraglich.

~» Angenommen, B € L;(H) vertauscht mit allen Projektionen E(A), A
A. Fir g,h € H gilt Eyp-p(A) = (E(A)g,B*h) = (BE(A)g,h)
(E(A)Bg,h) = Epg,n(A) und daher

(B[/¢dE]g,h) - ([/¢dE]g,B*h> :/QME%BW
Z/QﬁdeBg,h: ([/(de]Bg,h).

Also gilt B[ [ ¢dE] = [ [ ¢ dE]B.

€
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~ Da fiir jedes feste Ay € A die Projektion E(Ag) mit allen E(A) vertauscht,
folgt insbesondere E(Ao)[ [¢dE]| = [ [ ¢ dE|E(Ay).

Aus Egag)g,n(A) = (E(Ag)E(A)g, h) = (E(AgNA)g, h) = Eg n(AgNA)
folgt damit

B a0 = (B0)[ [ 0aE)g.) = ([ [ 6dB]Ea0)g. 1
:/¢dEE(AO)g,h:/ ddEy, p, .
Q Ao

Da Ag beliebig war, ist E[
als Dichte.
Halten wir nun ein ¢y € BA(€, C) fest, so folgt daraus mit (7.1.7)

([ [ onar]] [oaBlon) = [ ondB]

:/Q¢O.¢dEg,h= ([/¢0'¢dE]97h>-

[ d E]g N absolut stetig beziiglich F,; mit ¢

Somit ist ¢y multiplikativ.

~ Das Bild von ®pg ist als *-homomorphes Bild einer kommutativen C*-
Algebra ebenfalls kommutativ und enthélt mit einem Operator 7' auch
dessen adjungierten 1. Daher gilt TT* = T*T fiir jeden Operator der
Gestalt T'= ®g(¢).

~ Fir A € ¢(Q) ist die Funktion ﬁ beschriinkt und daher in BA(Q, C).
Aus der Linearitdt und der Multiplikativitéit von @ folgt

1 1
o )\) (I)E(¢ 3

und daher \ € o(®g(¢)), wobei (Pg(¢) — A\)~! = (I)E(ﬁ)

(PE(o) — M) Px( ) (@r(¢) — M) = Pp(lo) =1,

~» Wegen der Multiplikativitat gilt

I [ oaElal = ([ 6y, [6dre = ([ [0dr]'[ [ oaElg.q)
~([ [ 0P E)g.0) = [ 10F aE,,.

~ Konvergiert eine gleichméflige beschrinkte Funktionenfolge ¢, €
BA(Q,C), n € N punktweise gegen ¢ : Q — C, so ist aus der MafBtheorie
bekannt, dass ¢ messbar ist und wegen der gleichméfiigen Beschréanktheit
ist ¢ auch beschrinkt, also ¢ € BA(Q,C). Zudem gilt fiir g € H

19 5(6n)g — Pe(@)gl® = | / 6) dEg|> = / (6n — 0 By 250,

wegen dem Satz von der beschrinkten Konvergenz, da |¢,, — ¢|? sicherlich
gleichméflig beschrinkt ist und punktweise gegen Null konvergiert.
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~ Konvergiert schlieBlich ¢,, € BA(Q2,C), n € N gleichmBig gegen ¢ : Q —
C, so folgt wegen ||®g|| =1

[@2(dn) = Pe()|| < [|pn — dllc =0, n = c0.

Q

Folgendes Lemma zeigt auf, wie man [ ¢ dE nicht nur schwach wie in Lem-
ma 7.1.5 definieren kann, sondern auch als Grenzwert bzgl. der Operatornorm
einer Folge von Operatoren der Bauart ».;" | apE(Ay) mit oy, € C und ei-
ner A-Partition {Aq,..., A} von Q erhélt. Dabei bedeutet A-Partition, dass
{A1,...,A,} paarweise disjunkte Elemente von A mit (J;_; Ay = Q sind.

7.1.10 Korollar. Sei E ein Spektralmaf fir (Q, A, H) und sei ¢ € BA(Q,C).
Ist ¢, n € N, eine Folge von Treppenfunktionen von  nach C der Form

(bn = E O/Z]IA?’ )
k=1

mit A-Partitionen {A}’,...,A;ﬂb(n)} von Q und af € C derart, dass ¢,
gleichmdflig gegen ¢ konvergiert, also ||¢p — dpl|lcc — 0, n — o0, dann kon-

vergiert
m(n)

> apB(AY)
k=1
beziiglich der Operatornorm gegen f odE.

Beweis. Offensichtlich gilt ®p(¢,) = X it af ®p(lay) = X i ap B(AD).
Wegen || @g|| =1 gilt

[®2(dn) = Pe()l| < [|¢pn — Gllc =0, n— o0.

Q

7.1.11 Bemerkung. Man beachte, dass jede Funktion aus B4((2, C) beliebig gut
gleichméflig durch Treppenfunktionen approximierbar ist, da man zu jeder Funk-
tion ¢ € BA(Q,C) und beliebigem € > 0 eine endliche Uberdeckung der abge-
schlossenen Kreisscheibe Kﬁiﬁ\lmm) durch offene Kugeln Uj, j = 1,...,n, mit
Durchmesser ¢ wihlen kann.

Setzt man V; := (b‘l(Uj), definiert A; induktiv durch A; = Vi, Aj4q =
Vit \Ui—; Ar, und wihlt 2, € Ay, beliebig, so ist {Aq, ..., A, } eine A-Partition
von §2 und

I¢ = delloc = max sup{|¢(zx) —d(y)| : y € Ar}

< kglla?fnsup{\cb(x) — oY) mye Ay} <e.

Dabei ist ¢ := > 1, d(zr)1a,. /



7.1. SPEKTRALMASSE 159

Ist Q ein kompakter und Hausdorffscher topologischer Raum, dann ist C'(£2)
mit der Supremumsnorm und den natiirlichen algebraischen Operationen eine
kommutative C*-Algebra mit Eins.

Es ist eine tiefliegende Tatsache, dass alle *~-Homomorphismen von C(Q) in
eine C*-Algebra Ly(H) in der in Satz 7.1.9 dargestellten Weise erhalten werden
konnen. Zum Beweis verwenden wir den Darstellungssatz von Riesz, Satz 2.3.9.

7.1.12 Satz. Sei Q ein kompakter und Hausdorffscher topologischer Raum,
sei H ein Hilbertraum, und sei ® : C(Q) — Ly(H) ein beschrinkter *-
Homomorphismus wie in Definition 7.1.8. Bezeichnet A die o-Algebra aller
Borelmengen in Q, so existiert ein Spektralmaf E fir (Q, A, H) mit

B(¢) = /¢dE, 6 e Q). (7.1.8)

Unter allen Spektralmafen mit dieser Figenschaft gibt es genau eines so, dass
fir alle g,h € H das kompleze Borelmaf$ Eg j, reguldr ist.

Dieses eindeutige Spektralmaf$ hat zusdtzlich die Eigenschaft, dass fiir einen
Operator B € Ly(H) genau dann B ®(¢) = ®(¢) B fiir alle ¢ € C(Q) gilt,
wenn B E(A) = E(A) B fir alle A € A.

Beweis.

Schritt 1: Wir konstruieren einen Kandidaten E fiir ein Spektralmafl fiir
(Q, A, H). Seien g,h € H festgehalten. Dann ist die Abbildung

(I>!J7h o ((I)(¢)g7 h)

ein lineares Funktional auf C(Q), fiir das (¢ € C(2))

[(@(2)g, )| < [I@(D)] lgll 1Al < 121 |@lloc [lgll IAIl

und damit ||y || < [|®] [lg]l ||h] gilt. Nach dem Darstellungssatz von Riesz
existiert ein eindeutiges reguléres Borelmaf 14 5, auf Q mit [|pq 1] < || 2] |Ig]] |7l
derart, dass

(®(p)g, h) = Pgp(0) = / odpgy firalle ¢ e C(Q). (7.1.9)
Q
Sind ¢1,92,h € H, so gilt

(®(0)(91 +92), 1) = (P(P)g1,h) + (®(d)g2,h) fiir alle ¢ € C(Q),

woraus wegen der Eindeutigkeit im Rieszschen Darstellungssatz jig, 44,,n =
gy ,h + [g,n folgt. Genauso sieht man, dass pxgn = Apgn fiir A € C, und
dass fin,g = lg.h-

Zu gegebenen A € A definieren wir [g, h]a := pg n(A). Dann ist [g, h]a eine
Sesquilinearform und es gilt |[g, h]a| < ||pg.nll < [|®]] [lg]| [|R]]. Nach Satz 3.2.6
existiert ein eindeutiger Operator E(A) € L,(H) mit

[g,h]a = (E(A)g,h) firalle g,heH.
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Wegen

(E(A)g, h) = p1g,n(A) = png(A) = (E(A)h, g) = (9, E(A)h)
sind die Operatoren E(A) selbstadjungiert.

Schritt 2: Angenommen B € Ly(H) vertauscht mit allen ®(¢), ¢ € C(Q2). Dann
gilt fiir g, h € H und beliebige ¢ € C(Q)

[ Sdumgs = (©(0)Ba.1) = (B(6)g.1) = (8(6)0.5°N) = [ ddyen.

Da die MaBe p4 p, eindeutig durch (7.1.9) bestimmt sind, stimmen die komplexen
Mafle (1pg,n und pg g+p liberein. Fiir A € A folgt somit

(E(A)Bg,h) = ppg.n(A) = pg.5-n(A) = (E(A)g, B"h) = (BE(A)g, h),

also E(A)B = BE(A).
Da jeder Operator ®(¢g) mit allen ®(¢), ¢ € C(Q), vertauscht, gilt insbe-
sondere

B(ho)E(A) = E(A)(¢y) fiir alle ¢y € C(Q),A € A.

Schritt 8: Aus der Multiplikativitdt von ® werden wir nun insbesondere die
Tatsache herleiten, dass die E(A) Projektionen sind. Dazu seien ¢, ¢g € C().
Es folgt

/Q¢ ~podpgn = (P(¢- do)g, h) = (2(d)P(¢o)g, h) = /Q¢dﬂ<1>(¢o)g,h-

Da mit p,, auch A — [ A Qo dpg n ein reguldres komplexes Borelmaf ist, folgt
aus der Eindeutigkeit in (7.1.9)

/Q b0 18 djign = ogoman(D) = (E(A)B(do)g. 1)
= (®(¢o)E(A)g, h) = / ®0 diLE(A)g,h -
Q

Da fiir jedes feste A € A mit pg5 auch Ay — fAl 1A dptgn = pg,n(A1NA) ein
regulidres komplexes Borelmaf ist, folgt aus der Tatsache, dass obige Gleichung
fiir alle ¢g € C(Q2) gilt, wegen der Eindeutigkeit in (7.1.9)

(B(Ay N A)g,h) = g n(Ag NA) = / La dptg
Ay

= ppa)gn(A1) = (E(A1)E(A)g, h).

Also gilt E(A1NA) = E(A1)E(A). Insbesondere ist wegen E(A)? = E(A) der
Operator E(A) eine selbstadjungierte und somit orthogonale Projektion.

Schritt 4: Wir zeigen, dass E ein Spektralmaf fiir (Q, A, H) ist. Es ist schon
bekannt, dass E(A) immer eine orthogonale Projektion ist, und dass F(A; N
Ag) = E(Al)E(Ag) Aus

(B(Q)g,h) = pig1() = / Ldpigp = (B(1)g, h) = (g, 1)
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und (E(0)g, h) = pg,n(0) = 0 fiir alle g, h € H folgt E(Q) =1 und E(0) = 0.
Gemifl Lemma 7.1.2 gilt fiir paarweise disjunkte Borelmengen Ay, k € N,

ZE(Ak)g =Pg firalle ge H,
k=1

wobei P : H — H eine orthogonale Projektion ist. Da pgp : A — C ein
komplexes Maf ist, gilt aber fiir alle g,h € H

(Pg,h) =Y (BE(Ak)g,h) =Y pgn(Ay) = Ng,h( U Ak) = (E( U Ak)%h),
= k=1

k=1 keN keN

und daher P = E(UkeN Ak). Also ist E bzgl. der starken Operatortopologie
o-additiv.

Schritt 5: Wegen Lemma 7.1.5 ist fir ¢ € C(2) der Operator A := [¢dE
eindeutig durch (Ag,h) = fQ ¢dE, )}, definiert. Nun gilt aber Eyj = g, und
aus (7.1.9) folgt somit (7.1.8).
Gilt schlielich B E(A) = E(A) B fiir alle A € A, so folgt B ®(¢) = ®(¢) B
fiir alle ¢ € BA(2,C) D C(Q) wegen Satz 7.1.9.
a

7.1.13 Korollar. Sei 2 ein kompakter und Hausdorffscher topologischer Raum,
bezeichne mit A die o-Algebra aller Borelmengen in 2, und sei H ein Hilbert-
raum. Weiters sei ® : C(Q) — Ly(H) ein beschrinkter *-Homomorphismus.
Dann besitzt ® eine Fortsetzung zu einem *-Homomorphismus ®g
BA(Q,C) — Ly(H) mit den Eigenschaften wie in Satz 7.1.9, wobei E das Spek-
tralmaf zu ® wie in Satz 7.1.12 ist. Insbesondere gilt ||| = ||Pg| = 1.
Dabei sind fiir ein B € Ly(H) folgende Aussagen dquivalent.

~ E(A) B=B E(A) fir alle A € A.
~ ®(¢p) B =B ®(¢) fir alle p € C(Q).
~ Op(¢) B= B ®g(¢) fir alle ¢ € BA(Q,C).

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus Satz 7.1.12 und Satz 7.1.9.
a

Folgendes Ergebnis zeigt, dass die Voraussetzung in Satz 7.1.12, dass ® be-
schrankt ist, nicht vonnéten ist.

7.1.14 Lemma. Seien C; und Cs jeweils C*-Algebren mit Eins. Ist ® : C; — Cs
ein *-Homomorphismus wie oben, so ist ® automatisch beschrdnkt mit Abbil-
dungsnorm ||®|| = 1. Dabei gilt o(®(a)) C o(a) fir alle a € C;.

Beweis. Fiir a € Cy sei A € p(a), also a — Al¢, € Inv(Cy). Es folgt

(®(a) — Ale,) ®((a— Ale,)™") = ®(a— Ale,) ®((a— Ale,) ™)
= (I)[(a’ - )‘1(31)(0’ - )‘1C1)71] = (I)(1C1) = 1C2 )
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und genauso ®((a — Al¢,)™') (®(a) — Al¢,) = le,. Somit ist A € p(®(a)).
Ubergang zu den Komplementen ergibt o(®(a)) C o(a) und daher r(®(a)) <

r(a).

Fiir a € C; sind aa™ und ®(a)®(a)* = ®(aa*) offensichtlich normal. Es folgt
1®(a)|* = [ ®(a)®(a)*[| = (®(aa”)) < r(aa”) = [laa™|| = [|a]*.

Wegen ®(1¢,) = 1¢, gilt [ = 1.

7.2 Der Spektralsatz fiir beschrinkte selbstad-
jungierte Operatoren

Der Spektralsatz ist DER Eckpfeiler in der Theorie der selbstadjungierten Ope-
ratoren, und spielt eigentlich bei allen Aussagen tiber selbstadjungierte Opera-
toren eine wesentliche Rolle.

7.2.1 Satz (Spektralsatz fiir beschriinkte selbstadjungierte Operatoren). Sei
H ein Hilbertraum und A € Ly(H) selbstadjungiert. Bezeichne mit A die o-
Algebra der Borelmengen auf o(A). Dann existiert ein eindeutiges Spektralmaf
fiir (o(A), A, H), das sogenannte Spektralmafl von A oder die Spektralzerlegung
von A, mit

A= /(t —t)dE =: /tdE(t) . (7.2.1)
Dabei sind fiir einen Operator T € Ly(H) folgende Aussagen dquivalent:
(i) TA= AT.
(i) TE(A) = E(A)T fiir alle A € A.
(iti) T [[ pdE] = [[ ¢dE] T fir alle ¢ € BA(c(A),C).
Man beachte zunéchst, dass jedes Spektralma$ fiir (o(A), A, H), welches

(7.2.1) erfiillt, wegen der Rechenregeln in Satz 7.1.9 auch

p(A) = /pdE (7.2.2)

fiir alle Polynome p € Clz] erfiillt.
Zum Beweis von Satz 7.2.1 konstruieren wir als erstes einen *-
Homomorphismus von C(c(A)) nach Ly(H).

7.2.2 Lemma. Sei C[z| neben den dblichen algebraischen Operationen +,
skalares Multiplizieren und Multiplizieren (vgl. Beispiel 6.4.3) versehen mit
X Clz] = Clzl,

ip(z)=ap2"+ ... +ag — pT(z) =" +...+ag.
Dann ist .* konjugiert linear und involutorisch, und es gilt (p-q)* = ¢*-p* = p*-¢*
fiir alle p,q € C|z].



7.2. DER SPEKTRALSATZ 163

Ist A= A* € Ly(H), so gilt zudem fiir den Einsetzhomomorphismus

[ Clz] — Ly(H)
¢A.{ p o plA) (7.2.3)

Pa(p") = ¢a(p)” sowie

lPaA®)| L, ) = IPlo(a)lloo -

*

Beweis. Die Giiltigkeit der algebraischen Rechenregeln fiir .* ist einfach nach-
zupriifen. Weiters haben wir schon im Absatz vor Satz 6.4.7 festgestellt, dass
¢4 ein Algebren-Homomorphismus ist. Fiir p(z) = a,2™ + ... + ag gilt zudem

[p(A)]" = [anA™ + ...+ aol] =G A" + ...+ @l = p*(A).

Um die Norm von p(A) zu berechnen, beniitzen wir den Spektralabbildungssatz
und Proposition 6.6.5. Es gilt

lp(A) |y (rry = r(p(A)) = max {|A] : A € a(p(A))} = max {|A] : X € p(a(4))}

= max{|p(2)| Tz E O'(A)} = Hp‘U(A)”OO'
a

7.2.3 Proposition. Sei A € Ly(H) selbstadjungiert. Dann existiert ein ein-
deutiger beschrinkter *-Homomorphismus ® 4 : C(o(A)) — Ly(H) derart, dass
P A(ploay) = ¢a(p) = p(A) fir jedes Polynom p € Clz] gilt.

p’—>P|a(A)

Clz] —=C(o(4))

I
\ | Dy
o) v

Ly(H)

Beuweis. Versehen wir C(o(A)) mit .* : f > f, so ist die Abbildung p — p|,(a)
von C[z] nach C(c(A)) linear und mit der Multiplikation sowie mit .* vertréglich,
wobei bei letzterer Vertriglichkeit o(A4) C R mafigeblich einfliefit. Das Bild

P = {plo(a) : p € C[2]}

von p + ply(a) ist somit eine beziiglich .* abgeschlossene Unteralgebra von
C(o(A)), welche offenbar alle linearen Funktionen der Form z — az + 3 mit
a, B € C enthilt. Also ist P nirgends verschwindend und punktetrennend, womit
wegen dem Satz von Stone-Weierstrafl

P Z o(0(a)). (7.2.4)
Die Abbildung
da { P = Ly(H)
A ploay = 6a(p) =p(A)
ist wohldefiniert, da aus p|,(a) = qlo(a) die Beziehung [|plsa) — @lo(a)llc =
[0]lcc = 0 und wegen Lemma 7.2.2 weiter ||p(A) — q(A)|z,z) = 0 bzw. p(A) =
q(A) folgt. Offensichtlich gilt (1) = 1.
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Da sowohl p > pl,(4) also auch ¢4 linear und mit der Multiplikation sowie

mit .* vertréglich sind, folgt dasselbe fiir ngSA. Weiters ist qASA, wieder wegen
Lemma 7.2.2, isometrisch.

Sei schlieBlich ® 4 die eindeutige Fortsetzung von ¢4 durch Stetigkeit zu ei-
ner isometrischen Abbildung von P C(o(A)) nach Ly(H), vgl. Satz
2.5.2. Da alle Rechenregeln fiir *~-Homomorphismen nur stetige Ausdriicke ent-
halten, tibertragen sich durch die Eindeutigkeit von stetigen Fortsetzungen alle
Rechenregeln von g?) 4 auf @ 4. Also ist ® 4 ein beschrinkter *~-Homomorphismus
von der C*-Algebra C(o(A)) nach Ly(H).

Da jedes lineare und beschrénkte ® : C(o(a)) — Ly(H) mit ®(p|y)) = p(A)

fiir alle p € C[2] eine Fortsetzung von ¢4 ist, folgt ® = ® 4, wodurch auch die
Eindeutigkeit gezeigt ist.
Q

Jetzt konnen wir Satz 7.1.12 einsetzen, um das gewiinschte Spektralmafl zu
erhalten.
Beweis (von Satz 7.2.1). Sei @4 : C(0(A)) — Ly(H) der *-Homomorphismus
aus Proposition 7.2.3. Weiters sei E das Spektralmafl aus Satz 7.1.12, welches
D als Py(d) = [ ¢dE darstellt. Da ¢(z) := z ein Polynom ist, gilt

A=0a0) = [ dlogaaE = [1aB(0).

Fiir ein T € Ly(H) gilt nach Korollar 7.1.13 TE(A) = E(A)T fiir alle Borel-
mengen A genau dann, wenn 7' mit allen ® 4(¢), ¢ € C(0(A)), vertauscht, bzw.
genau dann, wenn 7 mit allen ®5(¢) = [[ ¢ dFE], ¢ € BA(c(A),C) vertauscht.
Wegen ¢|,(4) = (t = t) € C(0(A)), folgt daraus AT = T A.

Gilt umgekehrt AT = T' A, so folgt auch p(A)T = Tp(A) fiir jedes Polynom
p. Da sowohl ¢ — ®4(¢)T als auch ¢ — TP 4(¢) stetig als Abbildungen von
C(o(A)) nach Ly(H) sind, und da beide auf der dichten Menge P (C C(o(A)))
iibereinstimmen, folgt, dass auch ®4(¢)T = TP 4(¢) fir alle ¢ € C(o(A4)), vel.
(7.2.4).

Ist E ein weiteres Spektralma$ fiir (0(A), A, H), welches (7.2.1) erfiillt, so
folgt auch fiir dieses Maf} (7.2.2), also

/pdE = ®4(plya)) =p(A) = /pdE' fir alle p € Clz].

Da die Abbildung ¢ — [ ¢dE ein beschrinkter *-Homomorphismus auf
C(o(A)) ist, vgl. Satz 7.1.9, folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposi-
tion 7.2.3, dass ®4(¢) = [ ¢ dE fiir alle ¢ € C(o(A)). SchlieBlich folgt aus der

Eindeutigkeitsaussage in Satz 7.1.12, dass F = F, wenn man beachtet, dass auf
o(A) als kompakter Teilmenge von R alle komplexen Borelmafle regulir sind,

vgl. Bemerkung 7.1.3.
Q

7.2.4 Bemerkung. Ist E das Spektralmafl zu A = A* € Ly(H), so konnen wir
dieses durch F(A) := E(ANo(A)), wobei A € A(R), also eine Borelteilmenge
von R ist, zu einem Spektralmaf fiir (R, A(R), H) fortsetzen. Offensichtlich hat
F kompakten Tréger, also F(R\ K) = 0 fiir eine gewisse kompakte Teilmenge
von R; etwa K = o(A4).
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Bezeichnet ¢ : 0(A) — R, so gilt fiir g,h € H und A € A(R)
By (A) = By (v (A)) = Egn(ANa(A)) = Fyn(A).

Aus der bekannten Transformationsregel (die auch fiir komplexe Mafe gilt) aus
der Mafitheorie folgt fiir ein beschrianktes messbares ¢ : R — C

/ b dF, ) = / ¢ dE., = / poudE,, = / Oloct) dEy
R R o(A) o(A)

und daher [, ¢ dF = fU(A) #lo(ay dE. Insbesondere gilt [, t - L (t) dF(t) = A,
wobei K C R kompakt und derart ist, dass K D o(A).

Sei nun umgekehrt F ein SpektralmaB mit kompaktem Tréger fiir
(R, A(R), H) derart, dass [t 1 (t) dF(t) = A mit einem kompakten K C R,
fiir das F(R\ K) = 0 gilt. Indem wir K nétigenfalls durch K U o (A) ersetzen,
kénnen wir K D o(A) annehmen. Aus den Rechenregeln in Satz 7.1.9 folgt

p(A)=/p~lleF

fiir alle Polynome p € C[z]. Die selbe Gleichheit gilt fiir das eben mit E kon-
struierte Spektralmafl F. Da {p|x : p € C[z]} dicht in C(K) sind, folgt aus
|®p| = ||®z]| = 1 (vel. Satz 7.1.9), dass [¢ - L dF = [¢ - 1g dF fir alle
¢ € C(K).

Als Zusammensetzung der beschriankten *-Homomorphismen ¢ +— ¢ - 1
von C(K) nach BA®(R,C) und @5 ist ¢ — [¢ - Lx dF ein beschriinkter
*-Homomorphismus und stimmt mit ¢ — [¢ - 1 dF iiberein. Die Eindeutig-
keitsaussage in Satz 7.1.12 angewandt auf Q = K ergibt F(A) = F(A) fiir alle
Borel-Teilmengen A C K. Wegen F(R\ K) =0 = F(R\ K) folgt F = F.

Also ist F' das eindeutige Spektralmal mit kompaktem Triager fiir
(R, A(R), H) so, dass [t 1x(t) dF(t) = A fiir ein gewisses kompaktes K C R
mit F(R\ K) =0. /

7.2.5 Bemerkung. Wir bemerken noch, dass fiir ® = ® 4 auch Korollar 7.1.13
gilt, und wir damit jeder beschrinkten und messbaren Funktion ¢ : 0(4) — C
einen normalen Operator ®g(¢) = [ ¢ dE zuordnen koénnen. Wir erhalten also
einen Funktionalkalkiil fiir BA(c(A),C). Fiir ¢ € C(o(A)) gilt Pr(¢) = ®a(0),
wobei wegen der Isometrieeigenschaft von ® 4

H/¢ dEH = ¢l firalle ¢eCla(4)). (7.2.5)

/

7.2.6 Beispiel. Sei a,b € R, a < b. Betrachte den Multiplikationsoperator M &€
L?(a,b) mit Symbol ¢(z) := z. Dieser ist beschriinkt und selbstadjungiert, wobei
(M) = [a,b]; siehe (6.4.8) in Beispiel 6.4.15. Wir zeigen, dass das Spektralmafl
E von M gegeben ist durch

E(A) := My, A C [a,b] Borelmenge.
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Zunéchst iiberpriifen wir, dass E ein Spektralmafl auf [a,b] ist. Dazu bemerke,
dass
M}, = Mys = My, My, = Myy = My,

My, =0, My, =1, My, My, =M, 1., =M, s,

Z My, =My _ 14, =My, _ a,» Do paarweise disjunkt.
neN
Betrachte fiir g, h € L?(a,b) das komplexe Ma§ E, ,(A) := (E(A)g, h). Es gilt

Byn(8) = (E@)g.h) = |

(]lAg)Edt:/gEdt.
[a,b] A

Wegen gh GiLl(a7 b) ist £, absolut stetig beziiglich des Lebesgue Mafles mit
der Dichte gh. Fiir jedes Polynom p € C|[z] folgt

([/pdE]g,h) :/[a,b]pdEg’h :/[a,b]p-ghdt
:AAMMMWﬂ=MMmm;
also ist [ pdE = p(M). /

7.2.7 Beispiel. Sei A € Ly(H) selbstadjungiert und gelte o(A) C [0,00). Dann
existiert ein selbstadjungierter Operator B € L,(H) mit B2 = A. Dies ist
eine unmittelbare Konsequenz aus dem Funktionalkalkiil, denn die Funktion
¢ x — ++/T ist eine stetige Funktion auf o(A). Setzt man B := ® 4(¢), so gilt
offenbar

B? = ®4(¢)* = Da(¢?) = Pa(id) =
Da ¢ reellwertig ist gilt zudem B* = ®4(¢)* = ®4(d) = ((;5) = B. /

7.2.8 Beispiel. Sei A € Ly(H) selbstadjungiert, und sei ¢(z) := Y.~ anz" eine
Potenzreihe, deren Konvergenzradius grofler als || A|| ist. Dann ist insbesondere
¢(z) eine stetige Funktion auf o(A), also ist der Operator ® 4(¢) wohldefiniert.
Wir kénnen aber auch in anderer, ebenfalls natiirlicher, Weise einen Operator
mit A und ¢ assoziieren. Dazu setzen wir

B = i ap A" .
n=1

Diese Reihe konvergiert, aufgrund unserer Annahme den Konvergenzradius von
¢ betreffend, in der Operatornorm. Da ¢(z) = limy 00 Zg:o a, 2" gleichméaBig
auf o(A) gilt, ist

N N
B=Jm > end"= Jim 3 an®a(z")

N
i8S =0 i S) = 80001
!
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7.2.9 Bemerkung. Der Spektralsatz Satz 7.2.1 gilt genauso fiir jeden norma-
len Operator. Vergleicht man das mit der linearen Algebra, so iiberrascht diese
Tatsache nicht, denn es kann ja auch jede normale Matrix mit einer geeigneten
Basistransformation auf Diagonalform gebracht werden. Der Beweis des Spek-
tralsatzes fiir normale Operatoren erfordert aber ein tiefliegendes Hilfsmittel —
die sogenannte Gelfand-Transformation — aus der Theorie der C*-Algebren, das
wir hier aber nicht zur Verfiigung haben.

Analysiert man den Beweis, den wir hier fiir selbstadjungierte Operatoren
gegeben haben, so stellt man fest, dass der zweite Teil des Beweises, ndmlich
die Konstruktion des Spektralmafles mit Hilfe von Satz 7.1.12, auch fiir normale
Operatoren funktioniert. Der wesentliche Punkt ist also die Konstruktion eines
*-Homomorphismus von C(c(A)) nach Ly(H). Ist A nun nicht selbstadjungiert,
sondern nur normal, so steht man vor dem Problem, dass es nicht ausreicht
Polynomfunktionen p(z)|s(4) zu betrachten, da o(A) im Allgemeinen nicht reell
ist und wir daher den Satz von Stone-Weierstraf nicht auf {p(2)|,(4) : p € C[z]}
anwenden konnen, weil diese Algebra nicht beziiglich komplexer Konjugation
abgeschlossen ist. Versucht man diese Schwierigkeit zu beseitigen, indem man
Polynome p(z,%) in den beiden Variablen z und z betrachtet, so hat man das
Problem zu zeigen, dass ||[p(N, N*)||z,m) < [P(2,%)|s(a)ll, denn jetzt kénnen
wir den Spektralabbildungssatz nicht mehr einsetzen. Tatséchlich ist genau diese
Stelle der Punkt, wo man ein tiefliegenderes Instrument benotigt. /

Aus dem Spektralsatz erhalten wir Normalformen fiir selbstadjungierte Ope-
ratoren. Um den technischen Aufwand zu reduzieren, beschrinken wir uns auf
den Fall, dass A einen zyklischen Vektor besitzt, also dass es ein Element u € H
gibt mit

span{A"u: n=0,1,2,...} = H.

7.2.10 Korollar. Sei H ein Hilbertraum, und A € Ly(H) selbstadjungiert.
Sei vorausgesetzt, dass A einen zyklischen Vektor besitzt. Dann existiert ein
endliches positives Borelmaf p auf o(A) und ein unitirer Operator U : L*(u) —
H mit AoU = U o My, wobei M, den Multiplikationsoperator f(t) — tf(t) in
L?(u) bezeichnet.

Beweis. Sei E das Spektralmafl von A, sei u ein zyklischer Vektor fiir A, und
setze p := Ey 4. Dann ist u(A) = (E(A)u,u) = ||[E(A)ul|* > 0. Betrachte die

Abbildung )
o {Clw) = 8

Aus Satz 7.1.9 wissen wir, dass
2
1120 = | o MP B =l [ ragn =g,

Nun ist der Definitionsbereich C'(o(A)) von ¢ dicht in L?(x) und wegen ran ) =
{[fU(A) fdEu: f € C(a(A))} 2span{A™u: n=0,1,2,...} und rant) dicht in
H. Wir kénnen also 1 zu einem isometrischen und bijektiven Operator U von
L?(p) auf H fortsetzen. Dabei gilt fiir alle f € C(o(A))

B(M(f)) = [/tf(t)dE]u: [/tdE] [/de]u: A((f)).
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Weil beide Seiten stetig von f abhéngen, folgt U o M; = Ao U.
d

Wir wollen als néchstes eine Aussage beweisen, die zeigt, dass man Eigen-
schaften des Spektrums von A am Spektralmafi £ ablesen kann.

7.2.11 Korollar. Sei H ein Hilbertraum, A € Ly(H) selbstadjungiert, und E
das Spektralmaf$ von A. Dann gilt fir A € o(A) stets ker(A— M) =ran E({\}).
Insbesondere ist A € o,(A) genau dann, wenn E({\}) # 0.

Beweis. Fiir ein g € H gilt nach Satz 7.1.9 und wegen [t — A\|? = 0 fiir t = \

(A= angl? = [

e P dE,, — / It — A2 dE,., .

a(A\{A}

Da |t — A? > 0 auf o0(A) \ {\}, und da das Integral einer strikt positiven
Funktion nach einem (positiven) Maf} genau dann verschwindet, wenn das Maf}
das Nullma# ist, gilt (A — A\I)g = 0 genau dann, wenn

0= Eyg(a(A)\{A}) = [E(@(A)\ {\})gl*-

Wegen ||g||? = [|E(a(A) \ {\Dgl* + [E({\})g|]? ist das #quivalent zu g =
E({A})g bzw. zu g € ran E({\}). q

Wir erhalten auch eine exakte Formel fiir das Wachstum der Resolvente.

7.2.12 Korollar. Sei H ein Hilbertraum und A € Ly(H) selbstadjungiert. Dann
gilt

o

(A, o(A))

Beweis. Setzen wir ¢(t) =t, t € 0(A), so gilt C\ ¢p(c(A)) =C\ o(A4) = p(A).
GeméB Satz 7.1.9, (v), gilt fiir A € p(A)

(A=) = fiir alle X € p(A).

1
-
Wegen ﬁ € C(o(A)) folgt aus (7.2.5)

N e

):/(th)*ldE.

1y _ 1 — 1 = L
IA=271=1 [ =5 480 = =5~ = ety

Q
Die Ungleichung ,>“ in Korollar 7.2.12 gilt nach (6.4.4) allgemein in Bana-

chalgebren.

Ist A ein kompakter selbstadjungierter Operator, so kann man, aufgrund der
speziellen Gestalt des Spektrums eines kompakten Operators, den Spektralsatz
in einer einfacheren Form formulieren. Dazu sei an die speziellen spektralen
Eigenschaften kompakter Operatoren erinnert.

Ist A = A* kompakt, so ist 0(A) C R eine Menge ohne Hiaufungspunkt in
C\ {0}, wobei 0,(A) \ {0} = o(A) \ {0}. Insbesondere koénnen wir o(A) \ {0}
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als {\, : n € Nyn < N} mit einem N € {0} UN U {co} anschreiben. Dabei
sind die A, paarweise verschieden und wir wihlen zweckméBiger Weise die A,
noch so, dass |Ay,| < |Ay| fiir n < m. Setzen wir P, = E({\,}), so ist gemifl
Korollar 7.2.11 P, die orthogonale Projektion auf ker(A — A,,). Auflerdem gilt
(im starken Sinne)

> P =Y E({A})=E(c(A)\{0}) = I — E(c(A) n{0}). (7.2.6)

Insbesondere ist der Abschluss der linearen Hiille der Bildbereiche von den P,
genau das orthogonale Komplement von ran E(c(A) N {0}) = ker A (vgl. Ko-
rollar 7.2.11). Damit gilt 0 ¢ 0,(A) genau dann, wenn die lineare Hiille der
Bildbereiche der P,, dicht in H ist.
Setzen wir f(t) =t, t € o(A), so erfiillt auf o(A) die Funktionenfolge f, (t) =
ﬂl{/\l,.“,/\n}(t) fﬁI‘ n S N
[ fn = flloo = sup [tloapa,..a, 3 (O] = sup [tlin mri<j<ny(t)]
t€o(A) teo(A)
—sup{[Agl i+ 1< 5 < N} = P

und im Falle N < oo und n = N sogar ||f, — fllec = 0. Nun gilt A = [ f dE
sowie

/fndE Z/t]l{,\} dE(t ZAE{A} => NP
j=1
Wegen f, f, € C(c(A)) folgt aus (7.2.5)
[A=D> NBill=I | fdE— [ fudE| =Ifan— fllsc-
IV [rae- [

Im Fall N < oo ist also A = Z;V:l A;P; und sonst gilt A = Z;‘;l Aj Pj bzgl. der
Operatornorm.

Wiéhlt man nun Orthonormalbasen {v, 1,...,vn 4, } von ker(A—X,I) —nach
Satz 6.5.12 ist ker(A— A, I) ja endlichdimensional — und {w; : j € J} von ker A,
falls ker A # {0}, so folgt aus (7.2.6) (siehe auch Lemma 7.1.2), dass

span ({vn,1,...,Un,a, :n € N} U{w;: j € J}) —ran( Z E{A})
AEa(A)

=I

Also haben wir ein Orthonormalsystem bestehend aus Eigenvektoren gefunden.
Stellen wir ein x € H mit dieser ONB als Fourierreihe

T = Z(m,vnyk)vnyk + Z(m,wj)wj
n,k J
dar, so gilt

Az = A (@, vn k) vnk) = D (2,00 k) AV = D An (T, U k) Vi

n,k n,k n,k

s

Somit haben wir folgende Version des Spektralsatzes fiir kompakte selbstadjun-
gierte Operatoren bewiesen.
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7.2.13 Korollar (Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren).
Sei H ein Hilbertraum und A € Ly(H) kompakt und selbstadjungiert. Schreiben
wir o(A)\ {0} = {1, Aa, ...} als endliche oder unendliche Folge mit paarweise
verschiedenen A\,, und bezeichnen wir mit P, die orthogonale Projektion auf
ker(A — A\, 1), so gilt A, € R, P, P, = P,,P, =0, m #n, und

A= "M\P, (7.2.7)

n>1

wobei die Reihe in der Operatornorm konvergiert.
Ist u;, i € I, eine ONB von H bestehend aus Figenvektoren von A — eine
solche gibt es immer — so gilt fir jedes x € H entwickelt in eine Fourierreihe

x = Z (4w,
iel

dass
iel

wobei Ay jenen Eigenwert bezeichnet, zu dem u; Eigenvektor ist.

7.3 Sturm-Liouville Differentialgleichungen

Sei ¢ eine stetige reellwertige Funktion auf dem Intervall [0,1], f € L?(0,1),
A € C ein komplexer Parameter, und (a, a1), (3, 31) € R?\ {0}. Wir betrachten
das Randwertproblem

W' 4+ qgh—Ah={f

ah(0) + aih/(0) =0, Bh(1) + B1A'(1) =0, (7.3.1)

und fragen nach der Existenz von Losungen bzw. nach einer Beschreibung der
Losungsmenge. Randwertprobleme dieser speziellen Gestalt heiflen auch Sturm-
Liouville Probleme, und treten in vielen Fragestellungen der Physik auf.

7.3.1 Beispiel. Betrachte eine zwischen zwei festen Punkten (0,0) und (1,0)
eingespannte, in der (z,y)-Ebene schwingende Saite. Sei p € C([0,1]), p > 0,
die Massendichte der Saite. Weiters sei u(t, z) die Auslenkung der Saite an der
Stelle « zum Zeitpunkt ¢. Dann erfiillt v die Schwingungsgleichung

0%u 0 ou
32~ 2 P@)50)

Da die Saite eingespannt ist, gilt fiir jedes ¢
u(t,0) = u(t,1) =0.

Um eine Lésung u(t,z) zu finden, versuchen wir einen Separationsansatz
u(t,z) = T(¢t) X (x). Setzt man in die Differentialgleichung ein, so ergibt sich

T()X (x) = T(t) (p(x) X' (),

wobei Punkte die Ableitung nach der Zeitvariablen ¢ und Striche die Ablei-
tung nach der Ortsvariablen = bezeichnen. Weiters gelten die Randbedingungen
T()X(0) =T(t)X (1) =0 fiir alle ¢.
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Setzt man voraus, dass keine der auftretenden Funktionen identisch Null ist,
was ja ohnehin ein nicht sehr interessanter Fall wére, so erhélt man

T(t) _ (p(a)X'(2))
W~ X@

sowie X (0) = X (1) = 0. Die linke Seite dieser Beziehung héingt nur von ¢ ab, die
rechte nur von z, also miissen beide Seiten gleich ein und derselben Konstanten
A sein. }

Die allgemeine Losung der Gleichung % = ) lésst sich sofort hinschreiben.
Komplizierter ist die Gleichung die sich auf der rechten Seite ergibt:

(p(z) X' (z))’
X(x)

Wir stehen als allererstes vor dem Problem herauszufinden, fiir welche A\ diese
Gleichung tiberhaupt l6sbar ist. Dass dieses Problem nicht trivial ist, zeigt uns
schon der Spezialfall p(z) = 1, € [0,1]. In diesem Fall siecht man elementar,
dass es eine Losung gibt genau dann, wenn A von der Gestalt 72n?, n € N, ist,
und dass die Lésung fiir A = 72n? ein skalares Vielfaches von sin(nmz) ist.
Macht man eine geeignete Variablensubstitution, so kann man das Problem

(7.3.2) in ein Sturm-Liouville Problem umformulieren. /

=\, X(0)=X(1)=0. (7.3.2)

7.8.2 Beispiel. Betrachte ein Teilchen, dass sich in einem eindimensionalen Me-
dium zwischen zwei Barrieren 0 und 1 unter dem Einfluss eines elektrischen
Potentials V(z), = € [0,1], aufh&lt. Sei ¥(¢, ), fol |U(t,z)|? dr = 1, jene Funk-
tion, fiir die die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ sich im
Abschnitt U des Leiters befindet gleich

P(t,U) = /U |V (t,z)|* dx

ist. Dann besagt die Schrodinger Gleichung, dass

gilt. Dabei ist i das Planck’sche Wirkungsquantum und m die Masse des Teil-
chens.
Wir machen wieder einen Separationsansatz ¥(t,z) = T'(t)X (z), und erhal-
ten
LTt X (2)
T(t)  2m X(x)
also muss fiir eine gewisse Konstante \

LT(t) h? X" (z)
th(t) = A und " om X(a)

+V(x),

+V(z)=A

gelten. Es folgt, dass T ein skalares Vielfaches von ! sein muss. Fiir X haben
wir wieder ein Sturm-Liouville Problem erhalten. Aus physikalischen Griinden
nimmt man wieder die Randbedingungen X (0) = X (1) = 0 hinzu.

Die in dieser Weise erhaltenen Lésungen (sofern man welche erhilt), haben
die interessante Eigenschaft, dass P(¢,U) nicht von der Zeit abhiingt. Sie be-
schreiben also die stationéren Zustédnde des Teilchens. Tatséchlich ist fiir diese
Zustéande nicht nur die Aufenthaltswahrscheinlichkeit von der Zeit unabhéngig,
sondern alle durch Messung ermittelbaren Grossen. /
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Wir kommen nun zu unserer Untersuchung des Randwertproblems (7.3.1).
Als erstes miissen wir uns klar machen, welche Eigenschaften eine Funktion
zumindest haben muss, damit der Differentialausdruck auf der linken Seite von
(7.3.1) iiberhaupt wohldefiniert ist: Da wir f € L?(0,1) voraussetzen, muss die
Funktion h differenzierbar sein, ihre Ableitung i’ noch absolut stetig sein und
B im L?(0,1) liegen.

7.3.83 Bemerkung. Warum nehmen wir nicht f € C([0,1]) und betrachten zwei
mal stetig differenzierbare Funktionen hA? Wir werden den Operator L : h +—
—h"" + qh betrachten. Dieser wiirde dann C?[0, 1] nach C([0, 1]) abbilden, also
zwischen unterschiedlichen Réumen agieren. Versieht man C(][0, 1]) mit der Su-
premumsnorm und C?[0, 1] mit der Norm ||f]| := 2721:0 17|00, so hat man
einen beschriankten Operator zwischen zwei Banachrdumen. Es ist aber viel
besser L als (nicht beschrinkten und nicht iiberall definierten) Operator vom
L?(0,1) in sich selbst zu betrachten, denn dann hat man das michtige Instru-
ment der Spektraltheorie in Hilbertrdumen zur Verfligung. /

7.3.4 Definition. Sei
Dg = {h € C"(0,1) : I’ absolut stetig, k" € L*(0,1), «h(0) + a;h’(0) =0},
Dy :={h € C"(0,1) : I’ absolut stetig, h” € L*(0,1), Bh(1) + B1h'(1) = 0},
D := DgN Dy, und sei L: D — L?(0,1) definiert als
Lh:=—h"+qh, heD.
Der Operator L heifit auch Sturm-Liouville Operator mit Potential q.
Offenbar ist L eine lineare Abbildung. Wir machen im Folgenden stets die

Generalvoraussetzung: L ist injektiv, also folgt aus h € D und Lh = 0, dass
h=0.

Man kann zeigen, dass immer eine geeignete reelle Zahl g derart existiert, dass
diese Voraussetzung fiir ¢ — g (anstelle von ¢q) gilt. Offenbar sind die Randwert-
probleme fiir ¢ und ¢ — g, bis auf eine Verschiebung des Eigenwertparameters
A dquivalent.

Wegen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes fiir Losungen von linearen
Differentialgleichungen gibt es reellwertige Funktionen hg, hy € C?[0,1] die nicht
identisch Null sind, und die

Lhy=Lhy =0, hg € Dy,h1 € D1,

erfiillen. Wegen der Eindeutigkeitsaussage sind diese bis auf skalare Vielfache
eindeutig bestimmt, und es gilt (ho(z), h(z)), (h1(x), Ry (z)) # (0,0), x € [0,1].

7.3.5 Lemma. Se: W die Wronski-Determinante

e (o) ma@)
Wi = o (320 40)

der Funktionen hg und hy. Dann gilt W(0) # 0. Insbesondere sind hg und hy
linear unabhdingige Funktionen.
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Beweis. Angenommen es ist W(0) = 0. Dann existiert (uo,p1) € C2\ {0} mit

110 (ho(0), 25(0)) = g1 (ha(0), A1 (0)) -

Da (ho(0),h((0)) # (0,0), muss pug # 0 sein. Wir erhalten, dass hy der Rand-
bedingung bei 0 geniigt, da ja i—‘l)ho dies tut. Es folgt hy € D1 N Dy = D, und
wegen unserer Generalvoraussetzung folgt h; = 0, ein Widerspruch.

a
Es gilt
W/(.’E) = (hohll - hf)hl)/ = h(/)hll + hohlll — hghl — hgh/l = hoghl — qh0h1 =0.

Also ist W eine von Null verschiedene Konstante.
Sei g : [0,1] x [0,1] — R definiert als

S who(@)m(y) L, 0<z<y<1
g9(x,y) =9
whi(@)ho(y) ,0<y<z<1

Beachte, dass g wohldefiniert ist, reellwertig, stetig, und der Symmetriebedin-
gung g(x,y) = g(y, z) geniigt. Sie heifit die Green’sche Funktion fir L.

7.3.6 Satz. Sei g die Green’sche Funktion fir L, und G : L*(0,1) — L?(0,1)
der Integraloperator

(Gf) () = / o(z.9)f(w) dy. f € L*(0,1).

Dann ist G ein kompakter und selbstadjungierter Operator in L?(0,1). Es gilt
ranG =D, LGf=Ff feL*0,1), GLh=h, heD, (7.3.3)

also ist L1 ein kompakter selbstadjungierter Operator am Hilbertraum L?(0,1).
Ist A € 0,(G), so ist A # 0 und es gilt dimker(G — \) = 1.

Beweis. Wir wissen aus den Ubungsaufgaben, dass G kompakt und selbstad-
jungiert ist. Wir miissen zeigen, dass alle Gleichungen in (7.3.3) gelten.
Sei f € L?(0,1) und setze h := G f. Setze

h y)dy, Hy(z) : h y)d
W/O Y, 1 W/l Yy,

dann sind Hy und H; absolut stetig und H), = W~ hof, H} = —W ~thy f, fast
iiberall. Es gilt

h(x) = / oz, 9) f(y) dy

== [ @ 1)y + W [ ot ) dy
= Ho(2)h1(2) + Hi(2)ho(z) .
Daher ist h absolut stetig, damit fast iiberall differenzierbar, und es gilt
B = (W™ hof)hy + Hohy + (=W hy f)ho + Hyhy = Hoh'y + Hyhy), f.ii.
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Wir erhalten nach dem Hauptsatz der Differential-Integralrechnung

h(x) = h(0) + / "W (y) dy = h(0)+ / " (Hoy)h, (o) +-H (9) () dy. = € [0,1].

Die Funktion Hoh} + Hjh( ist stetig. Also folgt, dass h sogar iiberall differen-
zierbar ist und b/ (z) = Ho(z)h} (z)+ Hy(x)h{(z) sogar fiir alle = gilt. Wir sehen,
dass I/ auch absolut stetig ist, und dass

W' = (W= hof)hy + Hoh) + hif Hy + h{y(=W ~*hy f) € L*(0,1).
Weiters gilt

ah(0) + a1 h'(0) = a[Hy(0)h1(0) + H1(0)ho(0)] + o1 [Ho(0)R}(0) + Hi(0)hg(0)]
= Hl(O) (Olho(O) + th6(0)) = 0,

Bh(1) + Bl (1) = B[Ho(1)h1 (1) + Hi(1)ho(1)] + Br [Ho(1)h (1) + Hi(1)ho(1)]
= Ho(1)(BRh1(1) + SRy (1)) = 0.

Insgesamt haben wir also h € D. Weiters berechnet man

Lh = —[(W ho f)l, + Hoh!! + WiHy + hy(~=W " hy )] + q(Hohy + Hyho)
= (—h{ + gh1)Ho + (—h{ + qho)Hy + W (hihy — hoh}) f = f.

Es folgt dass ran G C D und LG = idp2(g,1)-

Sei nun h € D. Dann ist Lh € L?(0,1), und wir erhalten LGLh = Lh. Da L
injektiv ist, folgt GLh = h. Infolge haben wir ranG = D und GL = idp.

Klarerweise ist G injektiv, also 0 & 0,(G). Sei A € 0,(G), und sei angenom-
men, dass es zwei linear unabhéingige Funktionen h, h € ker(G — \) gibt. Dann
ist jede Losung der Differentialgleichung —h” + (¢ — ) = 0 eine Linearkom-
bination von & und h, und erfiillt daher die Randbedingungen in (7.3.1). Nun
kann man aber zu beliebig vorgegebenen xg, 1 eine Losung y dieser Gleichung
finden mit y(0) = zg, ¥'(0) = x1, ein Widerspruch.

d

7.3.7 Korollar. Es ezistiert eine Folge (Ay)nen und eine Orthonormalbasis
{en : n € N} von L?(0,1) derart, dass

(1) 0 <|M| <A < ..o, und [N\, — o0;

(i) en € D und Le, = Apep, n € N;

(it7) Ist X € C, A € {\, : n € N}, dann hat die Gleichung Lh — A\h = f fiir
jedes f € L?(0,1) eine eindeutige Lésung h € D;

(i) Ist A = N\, fiir ein n € N, dann hat die Gleichung Lh — A\h = [ genau
dann eine Losung in D, wenn f L e, ist. In diesem Fall unterscheiden
sich je zwei Ldsungen nur um ein skalares Vielfaches von e,,.
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Beweis. Ist h € D, A € C\ {0}, und Lh = Ah, so folgt Gh = +h. Umgekehrt ist
fiir jede Funktion h € L?(0,1), A # 0, mit Gh = fh schon h € D und Lh = Ah.
Die Behauptung folgt also aus dem Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte
Operatoren, Korollar 7.2.13 bzw. Satz 6.7.4. a

7.83.8 Bemerkung. Besonders interessant ist die Tatsache, dass man eine Ortho-
normalbasis aus Eigenfunktionen erhélt. Dazu denken wir wieder an das Beispiel
der schwingenden Saite, Beispiel 7.3.1. Hat man eine Anfangslage der Saite gege-
ben, u(0, ) = ug(z) € L*(0,1), und entwickelt man diese in eine Reihe nach den
Eigenfunktionen, ug(z) = > cyYn€n, Tn = fol uo(z)en () dz, so erhilt man die
Losung der Schwingungsgleichung (wieder durch Variablensubstitution) explizit
aus dieser Reihe. Um dies zu rechtfertigen, muss man beachten, dass diese Reihe
hinreichend gut konvergiert. /

7.3.9 Beispiel. Betrachte den Fall, dass ¢ = 0 und (a, 1) = (1,0), (8,51) =
(1,0). Dann betrachtet man also gerade die Gleichung (L —X)h = —h” —Ah =0
mit den Randbedingungen h(0) = h(1) = 0. In diesem Fall kann man die Ei-
genwerte A, und zugehorigen Eigenfunktionen e, natiirlich explizit ermitteln:
Es gilt A\, = 7202, n € N, und e, (z) = sin(7nz). Man erhilt also eine Ortho-
normalbasis beziiglich derer die Reihendarstellung eines Elementes f € L?(0,1)
gerade die bekannte Fourier-Entwicklung einer L?(0,1)-Funktion in eine reine
Sinusreihe ist. /

Zum Abschluss betrachten wir noch ein Beispiel, welches zeigt, dass man oft
auch noch viel mehr Theorie benétigt als in den bisher betrachteten Fillen.

7.8.10 Beispiel. Wir betrachten die Bewegung eines Elektrons im Wasserstoffa-
tom, also unter dem Einfluss des elektrischen Potentials des Wasserstoftkernes.
Sei wieder ¥(t,Z) die L?-Dichte der Aufenthaltswahrsscheinlichkeit, also

P(t,U) = /U |V (t, 7)|* dz

die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Elektron zum Zeitpunkt ¢ im Bereich U
befindet. Die dreidimensionale Schrédingergleichung besagt dann

'halp h2 AV + VU

ot T om +
Schreibt man ¥(¢, #) in Polarkoordinaten (r, ¢, #) an, und macht einen Separa-
tionsansatz, so kommt man fiir R(r) wieder auf eine Gleichung von der Gestalt
eines Sturm-Liouville Problems. Allerdings sucht man nun Lésungen nicht auf
einem endlichen Intervall, sondern fiir r € [0, c0).

Die von uns entwickelte Theorie von Sturm-Liouville Problemen l&sst sich
nun nicht mehr so einfach anwenden, denn der Operator G ist zwar noch selbst-
adjungiert, aber nicht mehr kompakt. Sein Spektrum kann also neben Eigen-
werten noch andere Spektralpunkte enthalten. Das Punktspektrum ist aber
auch hier wieder von besonderer Bedeutung, denn es gibt uns wieder stationére

Zustande des Elektrons. Die Eigenwerte beschreiben die stabilen Energieniveaus
des Elektrons. /
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Anhang A

Topologien / Dualrdume

Einige verschiedene Topologien, die im Laufe der Untersuchung
von topologischen Vektorrdumen, normierten Rdumen und Hilber-
traumen aufgetreten sind.

T Topologie

X Menge
d Metrik --» von der Metrik induzierte Topologie

Il Norm, Normtopologie

(.,.) Skalarprodukt --+ Norm, Normtopologie
X Vektorraum

Familie von Seminormen < lokalkonvexe Topologie

Teilraum von linearen Funktionalen --» lokalkonvexe Topologie

7). Normtopologie
X normierter Raum

schwache Topologie T, = o(X, X') C 7}

7). Normtopologie

X =Y’ Dualraum
eines normierten schwache Topologie 7, = o(X', X") C TH‘H

Raumes
schwach-* Topologie Ty« = (X', (X)) C Tw

X =BX,Y), X,Y Operatornorm --+ Normtopologie

normierte Rdume
Konvergenz im starken Sinne

X = B(H), H Hilbertraum Konvergenz im schwachen Sinne
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ANHANG A. TOPOLOGIEN / DUALRAUME

Einige Beispiele von Banachrdumen und ihren Dualrdumen

X Y 2 X’ p:Y - X’
LP(p), 1 < p < oo. p posi- L4 141 _9q - d
tives Maf} auf (1); p T (29)(f) = Jo fo di
LY(w). p  positives o- [0 _ d
endliches Maf} auf Q2 ) (e0)(f) = Jo Fodp
Co(L). L lokalkompakter M(L _ d
Havedonfiram (L) (o) (f) = Jp fdu
L>(M(L)) =
M(L). L lokalkompakter

Hausdorflraum

{r e HHGM(L) L (p) + F(p) =
F(v) p-fiiwenn p < v }

(pF)(p) = [, F(p) dps

co = {(an)nen : an — 0}

gl

©((bn)nen)((@n)nen) = D anbn

neN

¢ = {(an)nen : konvergent }

21

L (p).
auf M

i positives Mafl

Raum der endlichen-additiven pu-
absolut stetigen Mafle auf M
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