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Kapitel 1

Der Primzahlsatz

Wir wollen in diesem Kapitel den Primalsatz beweisen der eine quantitative
Anwort auf die Frage nach der Anzahl der Primzahlen gibt.

1.0.1 Satz (Primzahlsatz). Bezeichne mit P die Menge aller Primzahlen, und
seiw(z):=t{peP: p<ax}. Dann gilt

lim (@) =1.

xr—00 —_—
log x

Dazu stellen wir einen Zusammenhang mit sogenannten Dirichletreihen her.
Diese sind funktionentheoretischen Methoden zugénglich.

1.0.2 Definition. Sei (a,)nen eine Folge komplexer Zahlen. Die, zunichst for-

mal gebildete, Reihe
1
D(s) := n—
()= 3 an—

neN

heifit Dirchletreihe mit Koeffizienten a,,.

Natiirlich stellt sich die Frage ob, und gegebenfalls fiir welche Zahlen s € C,
die Reihe D(s) konvergiert. Ahnlich wie Potenzreihen hat das Konvergenzgebiet
einer Dirichletreihe eine ganz spezielle Gestalt, es handelt sich ndmlich stets um
eine Halbebene.

Fiir o € [—00, 0] bezeichne mit H,, die offene Halbebene

Ha:z{SE(C:Res>a}.

1.0.3 Lemma. Sei (an)nen eine Folge komplexer Zahlen, und sei D(s) die
Dirichletreihe mit Koeffizienten a,. Ist D(s) fir eine Zahl so € C absolut kon-
vergent, so konvergiert D(s) auf der abgeschlossenen Halbebene Hges, absolut
und gleichmdjig.

Beweis. Es ist [n=%| =n~®¢¢ und daher gilt

1

— _ |an| < |an|

a nRes — nRe S0

, Res > Resy.
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Setzt man 7 := inf{s € C: D(s) absolut konvergent}, so ist wegen Lemma
1.0.3 also D(s) auf der Halbebene H., absolut und lokal gleichméBig konver-
gent. Daher stellt D(s) eine auf H, analytische Funktion dar. Die Halbebene
H.,, heifit auch Konvergenzhalbebene der Dirichletreihe D(s), und +y ihre Kon-
vergenzabszisse. Genauer muss man eigentlich von der Halbebene der absoluten
Konvergenz bzw. Abszisse der absoluten Konvergenz sprechen, denn es kann
durchaus vorkommen, dass D(s) fiir gewisse Punkte s konvergiert aber nicht
absolut konvergiert.

1.0.4 Beispiel. Betrachte die Dirichletreihe mit Koeffizienten a,, := (—1)", n €
N, das ist also die Reihe > 7, (—1)"n~*. Das Konvergenzverhalten dieser Reihe
ist wie folgt:

o absolut konvergent , auf Hy,
Z(—l)"n_s ist { konvergent aber nicht absolut konvergent , 0 < Res <1
n=1 divergent , Res <0

1.0.5 Beispiel. Die Riemannsche Zetafunktion ((s) ist die Dirichletreihe zur
Folge a, :=1,n € N, d.h.

1

o)=Y

ns
n=1

Die Konvergenzabszisse (der absoluten Konvergenz) dieser Dirichletreihe ist
gleich 1, ¢(s) ist also eine auf H; analytische Funktion. Man kann zeigen, dass
die Reihe Zf;l n~* fiir Res < 1 nicht konvergiert.

Der Zusammenhang der Primzahlzdhlfunktion 7(x) mit einer gewissen Di-
richletreihe begriindet sich auf der folgenden Feststellung.

1.0.6 Lemma. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) FEs gilt m(z) = —Z=(1 + o(1)).

= log x

(i7) Sei ©(x) := Y peplogp. Dann ist ©(x) = z(1 + o(1)).

p<z
(m) Sei

| logp n=pF mit pcP
An) = { 0 , sonst

und P (x) = EZ§§ A(n). Dann ist ¥(x) = (1 + o(1)).

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen. Sei r(z)
definiert durch die Beziehung ©(z) = z(1 4+ r(x)). Es gilt klarerweise O(z) <

m(x)log x, also
() > —
e = log x

(1+r(z)). (1.1)

Wir brauchen auch eine Abschétzung von 7w nach oben. Sei 0 < ¢ < 1, dann gilt
wegen m(z?) < 29,

O(z) > Z logp > log(z?) - (7(z) — w(27)) > qlogz - (m(z) — a7),
peP



also

L
m(x) < logx(l —|—r(3:))a + .

Wir setzen speziell ¢ :=1 — \/1;@' Dann folgt

x

< 1 1.2
7o) < (14 R(2) (12)
wobei
)= 14+ (0 4r@)(1- o)+ (oga)a” e
P _ ogx
x r(z N og )
Es ist 1
1
zhﬂngo (1 - \/IO:g:E) =1, IILII;O(Iogx)x_ Viegz = (),
also ist
limsup r(z) = limsup R(z), liminfr(z) = liminf R(z).
Sei nun (ii) vorausgesetzt, d.h. sei limy ,oor(z) = 0. Dann folgt auch

lim, o R(z) = 0, und wegen (1.1) und (1.2) erhalten wir (¢). Gilt umge-

kehrt (¢), so folgt wegen (1.1) dass limsup,_, ., r(z) < 0, und wegen (1.2) dass

liminf, . R(x) > 0. Wir schlieflen dass lim,_,o, r(z) = 0, d.h. es gilt ().
Wir zeigen als nédchstes, dass

b(x) = O(2) + O((log ) V) |

Dieses impliziert klarerweise die Aquivalenz von (i) und (ii7). Die Summanden
von 1) die bei © fehlen sind die logp zu Primzahlpotenzen p* mit k > 2. Es
geniigt also zu zeigen, daf

8{(k,p)|k >2,p" <2} =0(Vz).

Ist p* < @, so folgt p < ¥z und k < iggi < }ggg, also kann man obige Anzahl
abschétzen durch

Y Va=vEt Y Va<va+t

1 E 1
2<kslons s<k<loss

logz ,—
Tog 2 Vo =0(z).

0

Die Eigenschaft () in Lemma 1.0.6 ist offenbar gerade die Aussage des Prim-
zahlsatzes. Interessant wird die Aquivalenz von () und (i#¢) nun im Lichte des
folgenden Tauber’schen Satzes.

1.0.7 Satz (Ein Taubersatz). Sei (an)nen eine Folge nichtnegativer reeller Zah-
len, sodaf8 die Dirichletreihe D(s) := > .°  a,n™* in der Halbebene H; absolut
konvergiert. Es gelte:

(1) Die Funktion (s—1)D(s) lafst sich auf eine offene Menge, welche die abge-
schlossene Halbebene H enthiilt, analytisch fortsetzen. Sei p das Residuum
an der Stelle s =1 der Funktion D(s).
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(13) Es existieren Konstanten C und k mit der Eigenschaft (s = o +it)

[D(s)], D (s)] < CJt]", o> 1, ]t] > 1.

Sei r(x) definiert durch
natiirliche Zahl N (k)

an = px(1 + r(x)). Dann gilt fiir eine geeignete

n<z

1
@) =0 oigs)
Es kann zum Beispiel N (k) = 2[k] + 2 gewdhlt werden.

Um den Primzahlsatz zu zeigen haben wir also zwei Dinge zu tun: Erstens
zu zeigen, dass die Folge (A(n))n,eny den Voraussetzungen von Satz 1.0.7 mit
p =1 geniigt, und zweitens natiirlich Satz 1.0.7 zu beweisen.

1.1 Die Riemannsche Zetafunktion

Die, uns interessierende, Dirichletreihe > ; A(n)n™* ist eng verbunden mit

der Riemannschen Zetafunktion ((s). Die folgende Aussage zeigt dieses, sowie
auch dass ((s) wiederum eng verbunden ist mit den Primzahlen P.

1.1.1 Lemma. Die Riemannsche Zetafunktion hat die folgende Darstellung,
das Euler-Produkt:

1y-1
)=J](1-=) ", seH, (1.3)
p
p€EP
Insbesondere ist ((s) # 0 fir alle s € H;. Die logarithmische Ableitung

(log((s)) = CC/((;)) ist gegeben als

C(S) neN e
Beweis. Um die Produktdarstellung von ¢(s) einzusehen schreibe fiir Res > 1
1 — —s — —5 —5\— — —5
= ) =20 - 1:1_[(2(1)’“) )
p k=0 k=0 peP peP k=0

Da jedes n € N eine eindeutige Primfaktorzerlegung hat, folgt durch Ausmulti-
plizieren (beachte, dass die auftretenden Reihen absolut konvergieren),

I > =1+ > n=*. (1.4)
k=0

peP = n>1 hat
po<p<p1 nur Primfaktoren
PE[po,p1]

Wir erhalten (s = o + it)

I IR RS E D SR SE s

p n>1 hat n>po
po<p<p1 nur Primfaktoren
PE[po,p1l
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Wir sehen, dass das Euler-Produkt auf jeder abgeschlossenen Halbebene Hj .,
€ > 0, lokal gleichméfig konvergiert. Verwendet man (1.4) mit pp = 2, und 148t
p1 gegen unendlich streben, so erhélt man (1.3).

Da das Euler-Produkt lokal gleichméflig konvergiert, ist auch die Reihe

Zﬂ;log (1- pi) — —log (};[P@ - ]%)*1) = —log((s)

auf H; absolut und lokal gleichmé&Big konvergent. Da alle Summanden analy-
tische Funktionen sind, folgt dass die Reihe der Ableitungen auf H; ebenfalls

lokal gleichmiiig konvergiert, und zwar zur Summe —(log {(s)) = — CC,((SS)). Nun

gilt
d 1 (logp)p~*
—log(l——)=- =
Z;Pds og( ps) peZIP’ 1—p—s
== (logp)> (P*) == Am)n~*.
peP k=1 neN

Die letzte Umformung ist gerechtfertigt, da die Reihe > 7

ey A(n)n™° auf H;
absolut konvergiert.

U

Im folgenden Satz zeigen wir einige wesentliche Eigenschaften der Riemann-
schen Zetafunktion.

1.1.2 Satz. FEs gilt:

(1) Die Funktion ((s) besitzt eine Fortsetzung auf die Halbebene Hy die analy-
tisch auf Ho\{1} ist, und an der Stelle 1 einen einfachen Pol mit Residuum
1 hat.

(i7) Fir jedes m € NU {0} gibt es eine Konstante C,, sodaf (s = o + it)

¢ (s)] < Cilt], |t| > 1,0 > 1.

(131) Bezeichne die nach (i) existierende (und nach dem Identititssatz eindeuti-
ge) Fortsetzung von ((s) zu einer auf Hy meromorphen Funktion wiederum
mit . Dann hat ¢ auf der Geraden Res =1 keine Nullstellen.

(iv) Es gibt eine Konstante § > 0, sodaf

IC(s)] = 6]t 7%, [t| > 1,0 > 1.

Beweis. (Satz 1.1.2, (i), (ii)) Sei B(z) = x — [z] — 3, und betrachte das Integral

o0

F(s):= /x_s_lﬁ(:v) dx .

1

Es gilt [z7713(z)| < 427771, also konvergiert dieses Integral lokal gleichmiBig
in der Halbebene Hy. Daher ist F(s) eine analytische Funktion auf Hp.
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Am Intervall (n,n + 1) ist B(z) =2 —n — 1, also haben wir

n+1 n+1

/ 6(:1:)%(3:75)&0 = %[(n +1) "+ n"%]) - / x %dx.

Es folgt

—s/ Blx)z™°~ 1dx——NZ/+ %7 1d:v—Zns— 1+N )

Ni=s 1
— “Cdx = - 1 N~ .
/1 T = Z n + ) =% + 1— s
Fiir Res > 1 kann man in dleser Beziehung N — oo streben lassen, und erhélt

1 1
C(S) - 5 + s—1
Die rechte Seite dieser Gleichung ist also eine Fortsetzung von ((s) auf Hyp, und
offenbar hat sie die in (i) verlangten Eigenschaften.
Wir kommen zum Beweis von (i7). Zunéchst bemerken wir dass, wegen

—sF(s), seH;. (1.5)

oo

¢m(s) = Z(—logn)m%, m € NU{0},

n=1

jede Ableitung der Zetafunktion auf jeder Halbebene H ;. beschrénkt ist:

|¢(m) (s Z logn) LU Z logn)™ g

m € NU{0},e >0,s € Hyy.. (1.6)

Fiir die gewiinschte Abschéitzung nach oben brauchen wir also nur einen aus-
geschnittenen Streifen rechts der Geraden Res = 1 zu betrachten, zum Bei-
spiel S := {s € C: 1 < Res < 2,[t| > 1}. Fiir s € S gilt IIHSWI < V5,
fiir die Abschétzung in (i7) geniigt es also auf S eine Abschétzung der Gestalt
|C(™)(8)| < e8| zu finden.

Wegen (1.5) erhalten wir eine Abschiitzung [¢™)(s)| < ¢mls|, s € S, wenn
wir zeigen konnen, dass alle Ableitungen F*), & € N U {0} auf S beschrinkt
sind. Dies ist aber einfach einzusehen: Es gilt

F®)(s) = /(— logt)™t~*~14(t) dt, k € Ny .
1
Beachte hier, dass alle diese Integrale lokal gleichméfig konvergieren. Also haben

wir

|[FR)(s)| < / (logt)t*"*gdt <3 / (logt)*t=2dt, Res > 1.
J1 J1

Fiir den Beweis von (ii7) und (iv) verwenden wir das folgende Lemma.
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1.1.3 Lemma. Es gilt (s = o +it)

- > — . .
LD o+ 208) [o)o - DF > 2, seB. (1)
Beweis. Zuniichst eine elementare Ungleichung: Fiir |a| = 1 gilt Re(a*) +

4Re(a?) + 3 > 0. Denn ist aa = 1, so berechnet man
(a+a)* = a* + 4a°a + 6a%@* + 4a@® +@* = (a* + @) + 4(a® +@*) + 6,

und damit

2(Re(a') + 4Re(a®) +3) = (2Rea)* > 0.
Sei nun (b, )nen eine Folge nichtnegativer Zahlen, sodafl die Dirichletreihe
D(s) := 3, cnbnn™° auf Hy absolut konvergiert, und setze Z(s) := eP) . Wir
zeigen, dass dann

Re D(o + 2it) + 4Re D(o +it) + 3D(0) > 0, s =0 + it € Hy,

und

|Z (o +it)|* | Z (o + 2it)| |Z(o)> > 1. (1.8)

Um dies einzusehen, setzt man in der obigen Ungleichung a := n~iz. Dann folgt
also _ _
Re(n™2") + 4Re(n ") +3 > 0.

Multipliziert man dieses mit b,n~¢ und summiert auf, so folgt die behauptete

Ungleichung fiir D. Die Ungleichung fiir Z folgt durch exponentiieren.
Betrachte speziell die Koeffizienten

b {% ,n=p" mitpeP
n -—

0 , sonst
Dann gilt
[e’e) 1 [e’e) 1 e
D) =3 b =33 Ly =3 (“los1 - p). s € Hy
n=1 peEP k=1 peP
also

Die im letzten Absatz bewiesene Ungleichung liefert nun (1.7).

4

Beweis. (Satz 1.1.2, (ii1), (iv) ) Angenommen die Fortsetzung von ¢ hétte eine
Nullstelle sg = 14ito. Dann muf also lim,~ 1 {(0+itg) = 0 gelten. Die linke Seite
der Ungleichung (1.7) hat, fiir ¢ = ¢p und o \ 1, einen endlichen Grenzwert,
némlich

lim HC 0 +ito) )t

tim [| S22 G0+ 2ito)] [6(0) o = D] = IC'(1+ i) [6(1+ 2ita)].

Die rechte Seite strebt fiir o \, 1 aber gegen +o00, ein Widerspruch. Das zeigt
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Wir kommen zum Beweis von (iv). Zunéichst kann man sich wieder, wie
im Beweis von (i), auf den ausgeschnittenen Streifen S beschrinken, denn fiir
o> 2 gilt

— 1 — 1 2
G2 116 -121-3 - 21-3 =2 T 50,
n=2 n=2
Nach Lemma 1.1.3 gilt fiir s € Hy
(c— 1)1

Ol e T e = O

Die Funktion ((o)(o — 1) ist auf dem Intervall 1 < o < 2 stetig, sie ist also nach
oben durch eine positive Konstante beschrinkt. Da [((o 4 it)| < Colt|, [¢| > 1,
folgt mit einer geeigneten Konstanten ¢ > 0

IC(s)] > c(o —1)3|t| 7%, s€ S. (1.9)

Sei nun € € (0,1) gegeben, und setze o(t) := 1 + €[t|~°.
Fall 0(t) < 0 < 2: In diesem Fall gilt wegen (1.9)

3
1

C(o +it)] > c(eft| %) H[t] 1 = cet |t 4.

Falll <o < o(t): Esist ((o +it) = ((o(t) +it) + f:(t) ¢'(z +it) dz, und daher

g

C(o +it)| > [C(o(t) + it)| - ] ¢ (x +it) dx‘ .

o(t)
Wegen [('(s)| < Cilt], |t] > 1, 0 > 1, folgt
¢l +it)] = [C(a(t) +it)] — Cultl(o(t) — o) >
> cet|t] ™ = Ct|(o(t) — 1) = (cet — Cre)|t| 2.

Wihlt man nun € so klein, daf§ ¢ — Ciet > 0 ist, folgt die Abschitzung nach
unten.

U

Die gewiinschten Eigenschaften der Dirichletreihe Y °  A(n)n~* kénnen
nun aus Satz 1.1.2 hergeleitet werden.

1.1.4 Korollar. Die Folge (Ay)nen erfillt die Voraussetzungen von Satz 1.0.7.

Beweis. Die Tatsache dass D(s) := > -, A(n)n~* auf Hy absolut konvergiert
ist klar. Sei

G = {s € Ho\ {1} : ((s) £ 0} U{1}.
Dann ist G offen und enthilt die abgeschlossene Halbebene H;. Es ist —(s —
1)< () eine analytische Fortsetzung von (s —1)D(s) auf G. Offenbar ist das

¢(s)
Residuum von D(s) and der Stelle 1 gleich 1. Es gilt, fiir [t| > 1, 0 > 1,
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und, wegen D'(s) = SO

2
D) < 2

e

U

Damit folgt der Primzahlsatz sobald wir den Taubersatz Satz 1.0.7 bewiesen
haben.

1.2 Beweis von Satz 1.0.7

Wir betrachten nicht nur Ag(x) =
torischen Funktionen

n<a Ons sondern auch die hdheren summa-

1
Ag(z) ::HZan(x—n)k, x>1,k=0,1,2,....

n<lz

Diese Funktionen sind nichtnegativ, monoton wachsend, und fiir £ > 1 absolut
stetig. Es gilt
;e-i-l(‘r) = Ak(‘r)v k=>0.
Weiters ist stets Ax(1) =0, k > 1, also haben wir Ay4q1(z) = [ Ag(t) dt. Sei im
1
folgenden 74 (x) definiert durch

k+1

@) = Py,

(1 =+ e (:Z?)) ,

dann ist ri(x), > 1, eine auf kompakten Mengen beschrinkte Funktion.

1.2.1 Lemma. Sei k >0 und N € N. Gilt

reg1(x) = O(ﬁ),

so folgt
1
ofgh)
(@) *Nlog x
Beweis. Da die Funktion A (z) monoton wachsend ist, gilt (¢ > 0)

x+c
CAk(.%') < / Ap(t)dt.

Wir verwenden diese Ungleichung fiir ¢ = ha wobei 0 < h < 1. Es gilt

Ak+1($ + hZZ?) — Ak+1(il?) = ﬁ |:($ “+ hI)k+2 (1 + ’I”k+1(117 + I’L:C))_

—ght2 (1+ rip (x))} .
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und daher
k+1)! E+1) 1
1+rp(x) = (p;’;*l) Ap(z) < (p;,;rl) E(Ak-i—l(l’ + hx) — Apga(z)) =
1
= m |:(1 + h)k+2(1 + T'k-‘rl(x + hl’)) — (1 + Thk+1 ((E)):| .
Mit
() == sup [rpq1(z + &)
0<€<1

schreibt sich diese Beziehung als

Tk (I) < 1

< g [0 @) — (1 )] -1 =

1
= [((1+h)F+2 41 L+ B2 = (14 Rk +2))) |
ey L0+ R )ew) + (L 1) = (L hk+2))
Nach unserer Voraussetzung an 7441 () ist fiir hinreichend grofe x sicher e(z) <
1. Wir kénnen, fiir solche x, also h := \/e(z) verwenden. Der erste Summand in

obiger Ungleichung ist dann < (/€(x) 2’6;3 L Der zweite Term ist ein Polynom
in h dessen konstanter und linearer Term verschwindet. Er kann also, bis auf
einen (von k abhingigen) konstanten Faktor, durch h? = ¢(z), und damit auch
durch +/e(z) abgeschitzt werden. Unsere Voraussetzung an 741 (x) impliziert

offenbar dass auch e(x) = O(ﬁ/@% also gilt mit einer gewissen Konstanten
K(k)

1
Nlogx

Wir miissen ry(z) auch nach unten abschétzen. Mittels (0 < ¢ < x)

rp(z) < K(k)

cAp(z) > / Ap(t)dt = A1 (z) — Agpr(z —¢),

erhiilt man genauso wie oben (mit geeignetem K (k))

ri(z) > —K(k)v/e(x)

fiir hinreichend groBe x. Es folgt r,, (7) = O(y—).

log x

0o

Sei k € N. Fiir o > 1 betrachte das Integral

o+1i00 |xs+k|

|s(s+1)---(s+ k)|

ds.

o —100

Der Integrand ist ldngs des Integrationsweges ein O(t%), also ist dieses Integral
konvergent. Auf der Geraden Res = o wird die Reihe D(s) durch die von ¢
unabhéngige konvergente Reihe Y7 | |a,|n~7 majorisiert. Also ist das Integral

o+i00

D(s)z*tF
/ s(s+1)...(s+k)d8, o>1,

o —100
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absolut konvergent und es gilt

o+1i00 o s stk 0o o+ico (z)s
(S wt S o,
L s(s+ 1) (st k) — L os(s+ 1) (s+ k)
(1.10)
Die Integrale auf der rechten Seite konnen berechnet werden.
1.2.2 Lemma. Firk € N und o >0 gilt
o+t00 0 0 <1
a’® <a
— ds = - 1.11
2mi ) s(s+1)---(s+ k) 8 {%(1—%)’“ a>1 (L11)
Beweis. Sei
CLS
F(s):= s(s+1)---(s+k)
Diese Funktion ist analytisch auf C mit Ausnahme der einfachen Pole
0,—1,...,—k. Die Residuen an diesen Polen sind
_ e
ReS(f,—V)—m,V—O,...,k.

Seien 71, 2, 72 die folgenden Wege:

ga!

Y

|

Im Fall 0 < @ <1 integriert man f lings des Weges 71 4+ 2. Nach dem Cauchy-
schen Integralsatz ist f'y1+'yz f(s)ds=0.Da0 < a <1ist, gilt |a®| < 1 lings des
gesamten Integrationsweges. Das Integral f,m f(s)ds strebt daher fiir R — oo
gegen 0. Es folgt

o+100
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Sei nun ¢ > 1. Wir integrieren f(s) lings des Weges 71 + 2. Es ist |a®| < a°
langs dieses Weges, also gilt f% f(s)ds — 0 fiir R — oo. Nach dem Residuensatz
haben wir

k
1 G V| 1\*
ol IRLCCE Wy B (e
Y1+92 v=0
O
Setzt man (1.11) in (1.10) ein, so erhélt man
1 o+ico D( ) i
s)x
Ap(z) = 5 ds, k=1,2,... 1.
k(l') 211 ‘ s(s+1)---(s+k) s, ) 45 ,O >

Insbesondere kann man hier zum Beispiel o := 2 verwenden. Wir verschieben
in dieser Formel den Integrationsweg ,Re s = 2“ in die Halbebene Re s < 1:

A
1+
0 o i 2 =
Y
1—1

Dabei sei o € (0,1) so gewiihlt, dass der gesamte Weg v im Analytizitéitsgebiet
von D(s) liegen.

Sei nun I'p die Kurve ,,Stiick von v nach oben, dann strichlierte Strecke,
dann lings Res = 2 nach unten, dann strichlierte Strecke“. Der Integrand ist
innerhalb der Kurve I'g analytisch mit Ausnahme eines einfachen Poles an der
Stelle 1. Nach dem Residuensatz haben wir
1 D(s)zstFk prltk

7§ s(

ds =

s+1)-...-(5+k) k+1)

2mi
—Tr
Wegen |D(s)| < C[t]", |[t] > 1,1 < o < 2, gilt fiir jedes feste = lings der
strichlierten Strecken

D(s)xtF

< Cylt|RRL
s(s+1)---(s+k)I — il
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Wir wahlen nun k£ > k41, dann ist der Integrand ldngs der strichlierten Strecken
also < C1]t|=2. LBt man nun R — oo streben, so erhélt man
1+k 1 D(s)zs+k
Ag(z) = i +— (s)z ds.
(k+1)! 2mi ) s(s+1)---(s+k)
v

Um A mit Hilfe dieser Formel abzuschétzen, beniitzen wir das Lemma von
Riemann-Lebesgue in einer etwas feinereren Variante.

1.2.3 Lemma (von Riemann-Lebesgue). Sei I = (a,b), ein (endliches oder
unendliches) Intervall, f : I — C eine Funktion mit den Eigenschaften:

(1) f ist beschrinkt;
(ii) f ist stetig differenzierbar;
(i4i) f und [’ sind absolut integrierbar.

Dann ist fiir x > 0 auch die Funktion f(t)x® absolut integrierbar und es gilt

b
/f(t):v“ dt:O(lo;I).

Beweis. Wir wihlen Folgen a,, — a, b, — b, a < a, < b, < b. Da |z%| = 1 ist
und f absolut integrierbar, gilt

n—oo
n

Z" - 7 F()at dt)] .

Nach Voraussetzung ist f beschrinkt und f’ absolut integrierbar, also ist

b b
/ ft)z™ dt = lim ft)x™ dt =

zlim[

n—oo

(£

ilogx

b

‘/f(t)a:“dt‘ < K’

a

|
logz |’

U

Wegen |D'(s)] < C|t|", |t| > 1,1 < ¢ < 2, und da k hinreichend grof
gewihlt wurde, konnen wir das Lemma von Riemann-Lebesgue auf die Funktion
f@) = S(& s=141it, t € (1,00), anwenden. Es folgt dass

s+1)---(s+k)?
1+ic0
1 D(s)xstF okt
s s—0(22),
2mi s(s+1)...(s+ k) logx
14

Das gleiche Argument kann man auf die Integrale lings der Strecken [1 — 4,1 —
i00) bzw. [1 — 4,1+ i] anwenden. Fiir letzteres erhélt man, da o < 1,
o+1
1 D(s)xtF
2mi ) s(s+1)...(s+k)

o—1

k+1 k+1
=0 27y -o().
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Wir betrachten nun das Integral lings der horizontalen Strecke [0 + 4,1 + i]:

1+i . 1
’ / D(s)x s SCQ/IkJrudu:
J s(s+1)---(s+k) )
o+1 o
2k , Rl
B 210g3:($_x )_O(logaz)'

Analog behandelt man das Integral lings der horizontalen Strecke [0 — 4,1 — 4.
Wir schlieflen aus den obigen Abschitzungen, dafl fir £ > x + 1

k+1
Ak(x

wktt x
)= (Z—i—l)! (log:v)’

d.h. daBl ri(x) ein O(@) ist. Mit Lemma 1.2.1 folgt fiir k < x +1

) =0 )

wobei Ny, := 2[51+2=F Speziell fiir k = 0 folgt die Behauptung von Satz 1.0.7.



Kapitel 2

Elliptische Funktionen

2.1 Periodische Funktionen

Wir betrachten in diesem Kapitel stets Funktionen die meromorph auf ganz C
sind. Eine Zahl p € C heiit Periode der Funktion f € M(C) C C(C,C), wenn

f(Z—i—p):f(Z), zeC.

Die Menge aller Perioden einer Funktion f bildet offenbar eine abgeschlossene
(additive) Untergruppe von C. Ist G C C eine Untergruppe, so bezeichnen wir
mit K(G) die Menge aller Funktionen mit Perioden G, d.h.

K@G):={feM(C): f(z+p) = f(2),2€C,pe G}.

Offenbar ist K(G) ein Unterkdrper von M (C). Wir wollen bemerken, dass K (G)
nicht nur ein Unterkorper von M (C) ist, sondern auch noch unter anderen Ope-
rationen abgeschlossen ist. Namlich gilt stets

f(z) € K(G) = ['(2), f(-2) € K(G)
" feK(@),aeC = f(z+a) € K(G).

Wie die folgende Bemerkung zeigt, ist diese Begriffsbildung K (G) fiir diskrete
Untergruppen interessant.

2.1.1 Lemma. Ist G nicht diskret, so ist K(G) = C, d.h. K(G) enthilt nur
die konstanten Funktionen.

Beweis. Sei pg € C ein Haufungspunkt von G und sei f € K(G). Wihle
zo € C mit wo := f(20) # oco. Dann hat die Menge der wp-Stellen von f einen
Haufungspunkt, ndmlich zg + pg. Nach dem Identitéitssatz ist f konstant.

U

Diskrete Untergruppen von C miissen bereits von einer ganz speziellen Ge-
stalt sein.

2.1.2 Lemma. Sei G eine diskrete Untergruppe von C. Dann ist G von einem
der folgenden Typen:

15
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(1) G ={0}.
(2) G =Zw mit einem w € C\ {0}, d.h. G zyklisch.
(3) G = Zw;y + Zwy mit zwei R-linear unabhingigen Zahlen wi,ws € C.

Beweis. Wir zeigen als erstes, dass G abgeschlossen ist. Angenommen pg ist ein
Héufungspunkt von G. Sei € > 0, dann existieren zwei verschiedene Elemente
r,y € G mit [z —pol, |y —po| < §. Es folgt, dass z —y € G\ {0} und |z —y| <e.
Also ist 0 ein Hiufungspunkt von G. Nun ist 0 € G, also ist G nicht diskret, ein
Widerspruch. Beachte dass, da G diskret ist, also auch G\ {0} abgeschlossen
ist.

Ist G = {0}, so sind wir fertig. Sei also G # {0}. Bezeichne U,(w) die
offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt w und Radius r. Ist R > 0 so grof} dass
(G\ {0}) N Ug(0) # 0, so ist die Menge {w € G\ {0} : |w| < R} kompakt
und nichtleer. Also existiert w; € G mit |wi| = min{|w| : w € G\ {0}}.
Ist G = Zw, so sind wir fertig. Sei also G # Zw;. Dann existiert nach dem
gleichen Kompaktheitsargument ein Element we € G \ Zw; mit we = min{|w| :
w e G \ Zwl}

Wir zeigen als erstes dass w; und wy iiber R linear unabhéngig sind. Ange-
nommen es wire we = Aw; mit einem A € R. Da |wg| > |ws], folgt [A| > 1. Wir
erhalten im Fall A > 1

lwa — wi] = (A = Dwi]| < Alwi| = |ws|.

Da we —w; € G\ Zwy, ist das ein Widerspruch. Im Fall A < —1 hat man |ws +
wi] = (=X = D)w1| < (=A)|Jwi| = |wz], und erhélt genauso einen Widerspruch.

Wir benétigen eine Zwischenbemerkung: Seien a,b € C zwei R-linear un-
abhéngige Zahlen, dann gilt co{0,a,b,a + b} C Ujq)4)5/(0). Trivialerweise ist
0 € Ujg+p/(0). Da a,b # 0, ist |al,[b] < |a| + |b|. Weiters ist, wegen der R-
linearen Unabhéngigkeit, [a+b| < |a|+ |b]. Da die offene Kreisscheibe Ujq|45(0)
konvex ist, folgt dass co{0,a,b,a+ b} C U|q4s/(0).

Setze nun L := Zw; + Zws. Betrachte die Aufteilung der gesamten Ebene in

w1

Parallelogramme mit Seiten 5+ sowie “3:
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Jedes der kleinen Parallelogramme hat genau einen Eckpunkt w in L. Nach der
obigen Zwischenbemerkung ist es enthalten in der offenen Kreisscheiben U,.(w),

wobei 7 := ‘w—;‘ + |w—22‘ Bemerke, dass r < |ws|. Wir schliessen, dass
w

W
M :=co{+t— + =
cof 5 5

C\MC |J Upw).
weL\{0}

} g U\w2\(0) ’

Sei nun angenommen, dass G \ L # 0. Dann kénnen wir wieder wg € G\ L
withlen, sodaf |wy| = min{|w| : w € G\ L}. Nach der Minimialititseigenschaft
von we, ist sicher |wo| > |wsl|. Also ist wo & M. Also existiert w € L\ {0} mit
lwo — w| < |wa| < Jwg|. Da wy —w € G\ L ist, ist das ein Widerspruch zur
Minimalitatseigenschaft von wy.

4

2.1.3 Definition. Seien wj,ws € C zwei R-linear unabhéngige Zahlen. Dann
heiit L := Zwi + Zwsy ein Gitter. Die Punkte aus L bezeichnet man auch als
Gitterpunkte, die konvexe Hiille gy, := co{0, w1, we, w1 + wa} als Grundmasche
zum Gitter L.

9L /fws

Jede Funktion f € K(L) heiit elliptische Funktion zum Gitter L, manchmal
spricht man auch von doppeltperiodischen Funktionen.

Ist G = Zw, so kennen wir einige Funktionen in K (G). Zum Beispiel f(z) =
2w 'z oder f(z) = sin(2rw~'z). Wir wollen nun auch zu jedem Gitter L
elliptische Funktionen konstruieren. Dazu benétigen wir ein Lemma.

2.1.4 Lemma. FEs gilt:
(i) Sei o € R. Die Reihe
D —
(nym)EZXZ (n? +m2)2
(n,m)#(0,0)
konvergiert genau dann, wenn o > 1.
(79) Sei L ein Gitter und sei o > 2. Dann ist die Reihe
S L
weL\{0} |u)|‘7

konvergent.
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(7i1) Sei L ein Gitter und sei M C L\ {0}. Dann konvergiert die Reihe
1 1
—_— - — 2.1
Z ((2 — w)? w2) (2.1)
weM
lokal gleichmifig in C\ M.

Beweis. Um (i) einzusehen, bemerke man, dass die betrachtete Reihe genau
dann konvergiert, wenn das Integral

- / dxdy
) @y
z24y2>1
konvergiert. Substituiert man Polarkoordinaten z = rcosp,y = rsiny, so

erhalt man
o0

Oordrd(p dr
I'= 2a T TEa—t
01 '

1

Sei L = Zwy + Zws. Fiir den Beweis von (ii) geniigt es zu zeigen, dafl es eine
Konstante 6 > 0 gibt mit

[nwy + mws|* > 6(n* +m?), n,m € Z.
Betrachte die Funktion

|zwy + ywo?

g @y ER{(0,0)).

h(z,y) ==

Diese ist homogen, d.h. es gilt h(rz,ry) = h(z,y), r > 0. Sie nimmt also ihr
Minimum auf der Kreislinie 22 + y2 = 1 an. Da w; und wy iiber R linear
unabhéngig sind, ist h(z,y) dort jedoch # 0.

Wir kommen zum Beweis von (4i7). Fiir |w| > 2|z| gilt

1 I ‘_ —22 —|—2zw _
(z—w)? w2l ’LU22— w?(z —w
—Z+2 z 1
= |—w T 2] <l —
‘(% — 1)2‘ w3l — 12 |wl|?

Sei nun r > 0 gegeben. Ist |z| < r, so haben wir

1 1
<b5r

- > 9.
’(z—w)2 w2‘_ ol = 2r

1
jw]?”

Also ist die Reihe Y wem (ﬁ — #) absolut und gleichméfig konvergent

lw|>2r
auf der Kreisscheibe U,(0). Da es nur endlich viele Gitterpunkte w € M
mit |w| < 2r gibt, konvergiert die Reihe (2.1) absolut und gleichmifig auf

Ur(0)\ M.

O
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2.1.5 Satz. Sei L = Zw, + Zws ein Gitter. Die Funktion

p(z):= % + Z (ﬁ - %) (2.2)

weL\{0}

ist elliptisch zum Gitter L. Sie heif$t die WeierstraBsche p-Funktion zum Gitter
L.

Die Weierstrafische o-Funktion ist gerade. Sie hat Pole 2-ter Ordnung in
den Gitterpunkten und ist sonst analytisch. Ihre Ableitung @' ist gegeben als

o) =-2) ﬁ (2.3)

Sie ist ungerade, hat Pole 3-ter Ordnung in den Gitterpunkten und ist sonst
analytisch.

Beweis. Wegen Lemma 2.1.4, (iii), ist die Reihe in (2.2) lokal gleichmiflig
konvergent in C\ (L \ {0}), und stellt daher eine in C\ (L \ {0}) analytische
Funktion dar. Also ist p in C\ L analytisch, und hat an der Stelle 0 einen 2-
fachen Pol. Sei wg € L\ {0}. Summiert man in (2.2) nur iiber w € L\ {0,wp}, so
ist die entstehende Reihe lokal gleichmiBig konvergent in C\ (L \ {0, wo}) und
daher dort analytisch. Wir sehen, dass p auch an der Stelle wg einen 2-fachen
Pol hat.

Die Ableitung g’ ist also analytisch in C\ L und hat an den Gitterpunkten
Pole 3-ter Ordnung hat. Wegen der lokal gleichméfigen Konvergenz und der
Analytizitdt der Summanden in (2.2), kénnen wir g’ durch gliedweises diffe-
rentiieren der Reihe (2.2) berechnen, wobei die entstehende Reihe wieder lokal
gleichmiiBig konvergent ist. Damit ergibt sich unmittelbar die Formel (2.3).

Die Abbildung w — —w ist eine Bijektion von L\ {0} auf sich. Wir sehen,
dass p(—2) = p(z) und p'(—2) = —p'(z). Weiters ist fir jedes wg € L die
Abbildung w — w — wq eine Bijektion von L auf sich. Wir schlielen dass die
Funktion '(z) elliptisch ist.

Wir miissen noch zeigen, dass p elliptisch ist. Es gilt (p(z + w1) — p(2)) =
' (z4+w1) — p'(z) =0, also ist p(z + wy) — p(2) = ¢ konstant fiir z € C\ L.
Speziell fiir z := —%wl ¢ L ergibt sich

1 1

c= @(—%wl +w1) - @(—%wl) = p(gw1) = p(=5w1) = 0.

Die gleiche Argumentation zeigt, dass p(z + ws2) = p(z) gilt.
U

Grundlegend fiir die Untersuchung elliptischer Funktionen sind die drei Liou-
villeschen Sétze. Diese sind eigentlich ganz einfache Folgerungen aus der Peri-
odizitét.

2.1.6 Satz. Sei L ein Gitter und f elliptisch zu L. Dann gilt:
(i) 1-ter Liouvillescher Satz: Hat f keine Polstellen, so ist f konstant.

(74) 2-ter Liouvillescher Satz: Es hat f nur endlich viele Pole modulo L und
die Summe aller Residuen an Polstellen eines vollstindigen Representan-
tensystems modulo L ist gleich Null.
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(791) 3-ter Liouvillescher Satz: Sei b € Co. Die Anzahl der b-Stellen von f
modulo L gezdhlt gemdfs ihrer Vielfachheit hdingt nicht von b ab.

Beweis. Hat f keine Pole, so ist also f € H(C). Insbesondere ist f eine stetige
Funktion der abgeschlossenen Grundmasche gy nach C. Daher ist f auf gr
beschriankt, und wegen der Periodizitdt daher auf ganz C. Nach dem Satz von
Liouville ist f konstant. Dies beweist den 1-ten Liouvilleschen Satz.

Betrachte wieder die abgeschlossene Grundmasche gr,. Da f € M (C) ist, hat
die Menge der Polstellen von f keinen endlichen Haufungspunkt. Insbesondere
konnen in g nur endlich viele Pole liegen, also hat f auch nur endlich viele
Pole modulo L. Dain U, ,— ;o1 [(Aw1 + pw2) + g1 ] nur endlich viele Polstellen
liegen, kénnen wir a € C wihlen, sodass am Rand von a + g;, keine Pole liegen.
Nach dem Residuensatz gilt

> Res(fw= [ fQdc.
wvéaljroglL 8(‘1:"‘914)

Die Summe auf der linken Seite erstreckt sich genau iiber ein vollstindiges Re-
presentantensystem der Pole von f modulo L. Das Integral auf der rechten Seite
ist gleich 0, denn die Integrale iiber gegeniiberliegende Seiten von d(a + gr,) he-
ben sich auf da f periodisch ist und sie in umgekehrter Richtung durchlaufen
werden. Das ist der 2-ten Liouvilleschen Satz. ,

Wir kommen schliesslich zum 3-ten Liouvilleschen Satz. Mit f ist auch j.{z()zj 5
elliptisch zum Gitter L. Bezeichne mit Ny, b € C,, die Anzahl der b-Stellen von
f modulo L gez&hlt gemaf ihrer Vielfachheit. Sei a € C wieder so gewihlt, dass
auf d(a + gr) keine Pole liegen. Nach dem 2-ten Liouvilleschen Satz und dem
Satz von logarithmischen Residuum folgt

B B f'(<) _
Ny — Nog = / 7f(<)_bd§ 0, beC.

d(atgr)

0

Ist f € K(L), so definieren wir eine Zahl Ord f € N U {0}, die Ordnung
von f, als die Anzahl N, der b-Stellen von f modulo L gezéhlt gem#$ ihrer
Vielfachheit. Nach dem 3-ten Liouvilleschen Satz ist Ord f wohldefiniert, nach
dem 1-ten ist Ord f # 0 und nach dem 2-ten ist Ord f # 1.

2.1.7 Beispiel. Die Weierstrafische p-Funktion hat Ordnung 2, ihre Ableitung
@' hat Ordnung 3.

2.2 Der Korper K (L)

Es stellt sich heraus, dass die algebraische Struktur des Kérpers K (L) recht
einfach ist. Tatséchlich kann man alle elliptischen Funktionen aus der Weier-
strafischen p-Funktion und ihrer Ableitung erzeugen.

2.2.1 Satz. Sei L ein Gitter. Dann gilt K (L) = C(p) + C(p)g’.

Beweis. Schritt 1: Wir zeigen als erstes, dass

{f € K(L): [ gerade, analytisch auf C \ L} = Clg].
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Dabei ist die Inklusion ,2% klar. Sei also eine gerade Funktion f € K(L) die
ausserhalb von L analytisch ist gegeben. Ihre Laurententwicklung um Null ist,
da sie gerade ist, von der Form

Wir verwenden Induktion nach n(f). Ist n(f) > 0, so ist f nach dem 1-ten
Liouvillschen Satz konstant, und daher f € C[p]. Sei vorausgesetzt, dass fiir
alle g mit n(g) > n(f) schon gezeigt ist, dass g € C[p]. Die Funktion ¢(z) :=
f(2) = agn( f)p*"(f ) ist gerade, elliptisch und analytisch auBerhalb von L. Sie
hat bei Null einen Pol der Ordnung 2(n(f) — 1). Also ist g € C[p], und damit
auch f € C[gp].

Schritt 2: Als néchstes zeigen wir dass

{f € K(L): f gerade} = C(p).

Wieder ist die Inklusion ,, D% trivial. Sei also f € K(L) gerade und sei ay, ..., an,
ein vollstdndiges Representantensystem der Pole die nicht in L liegen, wobei jede
Stelle so oft aufgezéhlt wird wie ihre Vielfachheit angibt. Dann ist

9(2) = f(2) - [] (0(2) — p(a))

=1

eine gerade elliptische Funktion, die Pole nur in L hat. Nach dem ersten Schritt
ist g € Clgp], und wir schliefen dass f € C(p).
Schritt 3: Wir zeigen dass

{f € K(L): f ungerade} = C(p)¢’.

Ist f € K(L) ungerade, so ist g := g-o—f, gerade. Nach Schritt 2 ist g € C(gp) und
es folgt, dass f € C(p)p'.

Schritt 4: Jede Funktion f 148t sich als Summe einer geraden und einer unge-
raden Funktion schreiben, ndmlich als f = fg + f,, mit

fo(2) = W Fulz) = W

Ist f € K(L), so sind auch fy, f,, € K(L). Damit folgt die Behauptung des
Satzes aus Schritt 2 und Schritt 3.
0

Ist fo eine nichtkonstante elliptische Funktion, so wird jeder Wert von fj
angenommen. Also ist der Einsetz-Homomorphismus r — r(fy) welcher C(X)
nach K (L) abbildet injektiv. Das heifit wir kénnen C(gp) mit C(X) identifizieren.
Also ist K (L) eine Korpererweiterung von C mit Transzendenzgrad 1. Weiters
ist K (L) eine endliche Korpererweiterung von C(gp), tatséchlich hat sie Grad 2.

Das im Beweis von Satz 2.2.1 verwendete Verfahren ist konstruktiv. Als
Beispiel zeigen wir:

2.2.2 Beispiel (Differentialgleichung fiir p(z)). Es gilt

o (2)? = 4p(2)® — g20(2) — g3
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wobel

gs =60 Z w™, g3 = 140 Z w™ O

weL\{0} weL\{0}

Die Funktion ¢’(z)? ist gerade und hat Pole nur in L, muf sich also als Poly-
nom in p(z) schreiben lassen. Um dieses Polynom zu bestimmen, machen wir
Koeflizientenvergleich bei den jeweiligen Hauptteilen der Laurententwicklungen
an der Stelle 0. Dazu miissen wir die Laurententwicklung von p kennen: Es ist

1 oo
mit
Z wk k>3,
weL\{0}

Um (2.4) einzusehen, bemerken wir zunéchst dass, da p(z) gerade ist, die Lau-
rentreihe von p die Gestalt 25 + > a2,2%" hat. Aus der Definition von o(z)
folgt ap = 0. Fiir k > 1 gilt

02 = )Y@ = (VHED Y
weL\{0}
also ist (o(z) - L)(2n)( ) .
i = e = 0k ) Y oy
weL\{0}

Nun koénnen wir Koeffizientenvergleich bei den Hauptteilen machen. Es ist

1
p(2) = = +3G42% +5Ge2* + ...,
z

also folgt
P'(2) = —2%+6G4z+20G6z3+...,
p(2)? = %+6G4+10G6z2+...,
p(2)* = 2—16+9G4%+15G6+...,
o (2)? = 42%—24G4$—80G6+....

Daher ist g(2) := ¢/(2)? — 4p(2)? + 60p(2) + 140G§ eine elliptische Funktion die
keine Pole hat und an der Stelle 0 gleich Null. Nach den Liouvilleschen Sétzen
ist g =0.

Die Reihen (G, heiflen auch Fisenstein-Reihen zum Gitter L. Offensichtlich
ist Gap41 = 0. Die Information der Zahlenfolge (G, ),>3 der Eisenstein-Reihen
zu L entspricht also genau der Kenntnis der Weierstrafischen p-Funktion zum
Gitter L, und diese wiederum bestimmt K (L), also alle elliptischen Funktionen
zu L.

Da die p-Funktion eine so prominente Rolle spielt, und wir sie spéterhin
noch brauchen werden, wollen wir ihr Abbildungsverhalten noch etwas genauer
studieren.
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Sei f eine meromorphe Funktion. Ein Punkt b € C,, heifit Verzweigungs-
punkt von f, falls es im Urbild f~!({b}) eine mehrfache b-Stelle gibt. Ist b € C,
so bedeutet dies gerade dass es ein Urbild a von b mit f’(a) = 0 gibt.

2.2.3 Lemma. FEs gilt:

(i) Die Funktion @'(z) hat modulo L genau drei Nullstellen, ndmlich
5, % Diese sind einfach.
(#4) Die Funktion o(z) hat modulo L genau vier Verzweigungspunkte, nimlich

w1 wa

eg =00, €] = p(7), €2 = @(7)a es =

w1 + wz)

— )

(131) Seiw € C\ L. Dann gilt p(z) = p(w) genau dann, wenn z = w mod L
oder z = —w mod L.

Beweis. Ist a einer der angegebenen Werte, so ist 2a € L aber a € L. Es folgt
p'(a) = p'(a —2a) = p'(—a) = —p'(a), also p’(a) = 0. Da p’ Ordnung 3 hat,
sind das alle Nullstellen und sie sind einfach.

Die Aussage (ii) folgt nun unmittelbar aus (i), da g einen zweifachen
Pol in den Gitterpunkten hat. Um (ii¢) einzusehen sei w gegeben. Dann ist
g(z) == p(z) — p(w) eine elliptische Funktion mit Ordnung 2. Sie hat also
modulo L (inklusive Vielfachheit) genau zwei Nullstellen. Offensichtlich ist
g(w) = g(—w) = 0.

U

2.3 Das Abel’sche Theorem

Wegen dem Produktsatz von Weierstrafl existiert zu je zwei vorgegebenen Folgen
(an)nen und (by)nen ohne endlichen Haufungspunkt mit {a, : n € N} n{b, :
n € N} = ) eine in ganz C meromorphe Funktion die genau die Nullstellen a,,
und Polstellen b,, hat. Verlangt man zusétzlich, dass f € K(L) fiir ein Gitter
L, so muf} klarerweise a,, und b,, L-periodisch sein. Weiters mufl die Anzahl der
Elemente eines vollstéindigen Representantensystems modulo L von {a, : n €
N} gleich jener eines solchen von {b,, : n € N} sein, ndmlich gleich Ord f. Diese
offensichtlichen notwendigen Bedingungen sind aber noch nicht hinreichend fiir
die Existenz von f.

2.3.1 Satz (Abel). Seien a1,...,a, € C und b1,...,b, € C, so daff a; #
by mod L, j,k =1,...,n. Dann existiert eine elliptische Funktion die modulo
L genau (inklusive Vielfachheit) die Nullstellen aq,...,a, und die Polstellen
b1,...,b, hat, genau dann wenn

air+...+a,=by+...+b, modL.
Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, noch einige Vorbereitungen.

2.3.2 Lemma. Sei L = wiZ + w2Z ein Gitter, sei a € C\ {0}, und betrachte
das Gitter L := (aw1)Z + (awz)Z. Dann ist die Abbildung ¢, : f(z) — f(a™'z)
eine Bijektion von K(L) auf K(L).
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Beweis. Sei f € K(L) und w = n(aw;) + m(awsz). Dann gilt

pa(z4w) = f(a " zHnaw+maws]) = f(a™ ' z+nwi+mws) = fla™'2) = @a(z),

also ist p, € K(L). Klarerweise ist ¢, o ¢ = $(ba) und 1 = id. Insbesondere
ISt g © Pa-1 = Pa-1 0 Pqid, also @, eine Bijektion von K (L) auf K (L).

Dieses Lemma zeigt dass man bei der Untersuchung von K (L) nicht alle
Gitter zu betrachten braucht. Definiert man eine Aquivalenzrelation ~ auf der
Menge aller Gitter durch

Ly~ Ly & HGEC\{O}Z Lo=alq,

so kann man sich stets auf die Betrachtung der Gitter eines vollstindigen Re-
presentantensystems modulo ~ zuriickziehen (oder auf die einer Menge von
Gittern die ein solches umfasst). Zum Beispiel gibt es zu jedem Gitter L eine
(nicht eindeutig bestimmte) Zahl 7 mit Im7 > 0, sodass L ~ (Z + 7Z). Um
dies einzusehen schreibe L = wyZ + wyZ, und setze a := :I:(wl)_l, wobei das
Vorzeichen so gewihlt ist, dass Im(fwow] 1) > 0. Beachte hier, dass wy und ws
iiber R linear unabhéngig sind.

2.3.3 Lemma. Sei L = wZ + woZ ein Gitter, dann existiert eine in ganz C
analytische Funktion mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Istw € L, so gilt o(z 4+ w) = e* W=+ (2) fiir z € C mit gewissen, von,
w aber nicht von z abhdngigen, komplexen Zahlen a(w),b(w).

(i1) Die Funktion o hat nur einfache Nullstellen. Diese sind genau die Punkte
witwsz
w2+ L
2

Beweis. Genauso wie in den obigen Ausfithrungen sieht man, dass es geniigt
die Existenz von o fiir Gitter der Gestalt L = Z + 7Z, Im 7 > 0, zu beweisen.
Sei also im folgenden stets vorausgesetzt, dass L von dieser Gestalt ist.

Wir betrachten die sogenannte Thetareihe fir 7

I(r,z) = Y elmnirEme) (2.5)

n=—oo

Als erstes zeigen wir, dafl sie in ganz C lokal gleichmé&Big konvergiert. Schreibe
T=u+tv, v >0, und z = x + iy dann ist

—m(n?v+2ny)

2
eur(n TH2nz)| _ e )

Variert z in einem Kompaktum K, so ist y auf K nach unten beschriankt, und
da v > 0 ist, haben wir

1
n2v+2ny > §n2v, n>N,

mit einem geeigneten N € N. Es folgt [em(""v+2n2)| < ¢=5vn® fiir alle n > N.
Da v > 0 ist e~ 2” < 1. Die Reihe

5 (5) rees ()
n=1
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ist also, als Teilreihe einer konvergenten geometrischen Reihe, konvergent. Wir
sehen, dass die Reihe in (2.5) auf K gleichmiBig konvergiert.
Wir untersuchen nun das Transformationsverhalten von (7, z). Offensicht-
lich gilt
I(r,2) =90(r,z+1). (2.6)

Weiters ist

19(7_72:4_7_) _ Z eiw(n2r+2n~r+2nz) _ e*’iﬁ(TJrQZ) Z eiw((n+1)2r+2(n+1)z)

Da mit n auch n + 1 alle ganzen Zahlen durchliuft folgt
W1,z +7) = e UT2Y(7 7). (2.7)

Durch mehrfache Anwendung der Formeln (2.6) und (2.7) erhalten wir fiir be-
liebiges w € L die Transformationsformel (7).

Sei a € C sodass auf dem Rand der verschobenen Grundmasche a+ gy, keine
Nullstellen von ¢(7,.) liegen. Da ¥(r,.) die Periode 1 hat, heben sich im Integral

1 9’ (7, ()
= 271 / I(T, () dq
O(a+gr)

die Beitrédge der rechten und linken Kante auf. Wegen (2.7) gilt
0' (1,2 +7) = —2mie " T2 Y (7, 2) + eI TH2)Y (7 2) |
und daher

O'(r,z+71) i Y(1,¢)
Irz+71) 2mi ¥ I(r,¢)

Also haben wir

atl g t a t
27”]:/ (r,a + )dt—i—/ (rya+T1+1)

dt =2mi.
IHr,a+t) ar1 V(mya+T7+1) m

Nach dem Satz von logarithmischen Residuum hat 9(7, .) daher genau eine Null-
stelle zp in a + g7, und diese ist einfach. Wegen der Transformationsregel (i) ist
die Menge aller Nullstellen von ¥(r,.) gleich zg + L, und alle diese Nullstellen
sind einfach.

Um eine Nullstelle zp zu bestimmen, bemerken wir, dass sich fiir z := £

2
in der Reihe (2.5) die Summanden zu n > 0 und —n — 1 gegenseitig aufheben:

1+7

1+T}

[(—n— 127 4+ 2(—n— 1) - [n27+ on ] —(2n+1).

0

Beweis. (Satz 2.3.1) Seien zuerst aq, ..., a, und by, ..., b, gegeben mit a1 +. ..+
an =by+ ...+ b, mod L. Indem man zum Beispiel a; durch einen modulo L
kongruenten Punkt ersetzt, konnen wir annehmen dass sogar a; + ...+ a, =
by +...+b,.
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Sei ¢ die Funktion aus Lemma 2.3.3, zy die Nullstelle von ¢ in der Grund-
masche, und definiere

[[j=, o(20 + 2 —aj)
H;'l:1 o(z0+2—0b;)

Offenbar hat f die gewiinschten Null- und Polstellen. Weiters ist fiir w € L
wegen der Transformationsformel aus Lemma 2.3.3, (7),

f(z) =

H_?:l ea(w)(zoJrzfaj)er(w)

H?:l ea(w)(z0+2—b;)+b(w)

fle+w) = (2) = eI i bmer ) f(2) = £().

Wir sehen, dass f € K(L).

Sei nun umgekehrt f € K(L), und seien ai,...,a, und by,...,b,, n =
Ord f, vollstandige Representantensysteme modulo L der Nullstellen bzw. Pol-
stellen von f aufgelistet geméaf ihrer Vielfachheit.

Betrachte eine verschobene Grundmasche a + gr die 0 nicht enthélt und
auf deren Rand keine Null- oder Polstellen von f liegen. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass aj,b; € a + gr. Nach dem Re-
siduensatz (expliziter: nach dem verallgemeinerten Satz vom logarithmischen
Residuum) gilt

n

n 1 )
Yoo X [ g s

d(atar)
Setzt man g(z) := z{:((zz)), so ist fiir w € L
f'(2)
gz+w)—glz) =w .
e+ - o) =l

Das obige Integral (2.8) berechnet sich durch zusammenfassen der Beitriige ge-
geniiberliegender Seiten daher als

Cw Q) o w1 10
2mi la,a+w1] f(C) C * 2mi /[‘a.,aerg] f(C) C '

Die Funktion f hat auf der Strecke [a, a+w1], und daher auch auf einer gewissen
einfach zusammenhéngenden offenen Umgebung dieser Strecke, keine Null- oder
Polstellen. Sei h ein Zweig des Logarithmus von f auf dieser Umgebung. Dann

gilt also f(z) = e"*) sowie h'(z) = );,((zz)). Es folgt

/ 119 d¢ =h(a+wi) — h(a).
Ja,a+wi]

Nun ist etletw) = f(a + wy) = fla) = €M%, also haben wir
h(a + w1) — h(a) € 2wiZ. Das zweite Integral behandelt man genauso.
Es folgt, dass >0 a; — > bj € L.

U

Wir wollen noch elliptische Funktionen zu vorgegeben Hauptteilen konstru-
ieren.
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2.3.4 Satz. Seien by, ...,b, € C paarweise inkongruent modulo L, ly,...,1, €
N, und a,; € C, j =1,....,n, v =1,...,1;, komplexe Zahlen mit a;,, # 0,
7 =1,...,n. Dann existiert eine elliptische Funktion die modulo L genau die
Polstellen by, ...,b, hat und dort die Hauptteile

O
; (2 = b))

hat, genau dann wenn Y77 a1 ; =0 ist.

Beweis. Gibt es eine Funktion f € K(L) mit den genannten Eigenschaften, so
ist nach dem 2-ten Liouvillschen Satz ~7 a1 ; = 0.

Umgekehrt seien by,...,b, und a,; gegeben. Durch Linearkombinationen
von Funktionen der Gestalt p*)(z + a) konnen wir eine Funktion F' € K(L)
erzeugen, die genau die Polstellen by, ..., b, hat, und dort die Hauptteile

L

>t
v=2 o (Z - bj)y '
Man beachte hier, dass das Residuum der g@-Funktion an ihrer Polstelle, und
damit auch dass jeder ihrer Ableitungen, gleich Null ist.
Sei o die Funktion aus Lemma 2.3.3, zg ihre Nullstelle in der Grundmasche,
und definiere
a'(2)

g(z) := o)

Diese Funktion hat modulo L genau eine Polstelle, und hat dort einen einfachen
Pol mit Residuum 1. Wegen der Transformationsformel aus Lemma 2.3.3, (i),
gilt fiir jedes w € L

U/(Z + ’LU) — a(w)ea(w)erb(w)o_(Z) + ea(w)erb(w)o,/(Z) ,

also ist g(z +w) = a(w) + g(2). Wegen >°7_, ay; = 0 ist die Funktion

G(z) = Z a1,;9(z —bj)
j=1

also elliptisch zum Gitter L. Weiters hat sie genau die Polstellen by, ..., b, und
hat dort einfache Pole mit Residuum a; ;. Die Funktion F' 4+ G hat nun die im
Lemma verlangten Eigenschaften.

0

2.4 Das Additionstheorem der p-Funktion

2.4.1 Satz. Sei L ein Gitter. Es gilt:

(i) Geometrische Form des Additionstheorems: Sei u,v,u +v & L, dann gilt
1 plutv) —p/(u+o)
det |1 p(u) o' (u) =0
1 p(v) ' (v)
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(74) Analytische Form des Additionstheorems: Sei u,v,u+v & L, dann gilt

p(u+v) = %(%)2 —p(u) — p(v).

(#i7) Verdoppelungsformel: Sei 2u & L, dann gilt

179" (u)\2 (p(u)? + 92)* + 2g30(u)
(2u) = 1( o (u) ) 2ol = T - ;zp(U) -

Beweis. Wegen u,v,u + v ¢ L folgt aus Lemma 2.2.3, (4i7), dass p(u) # p(v).
Die Funktion

L op(2) ¢'(2)
f(z):=det [1 p(u) @' (u)
L op(v) ¢(v)

ist elliptisch zum Gitter L und hat die Gestalt f(z) = A+ Bp(z) + Cp’(z) mit
gewissen Konstanten A, B,C' € C, C # 0. Daher ist f analytisch in C\ L und
hat and den Gitterpunkten Pole der Ordnung 3. Es folgt, dass Ord f = 3. Damit
hat f auch genau drei Nullstellen (inklusive Vielfachheit geziihlt). Offensichtlich
ist f(u) = f(v) =0, nach dem Abelschen Theorem muf} die dritte Nullstelle bei
—(u + v) liegen. Das zeigt die Aussage ().

Betrachte die drei Punkte

(z1,91) = (p(u),p'(v))
(72,92) = (p(v), ' (v))
(z3,93) = (p(u+v), = (u+v))

Wegen (i) liegen diese Punkte auf einer Geraden.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass die Werte 1, x2, x5 paarweise ver-
schieden sind. Die Punkte (z;,v:), ¢ = 1,2,3, sind also verschiedene Punkte
einer Geraden y = max + b mit m := % und b geeignet. Wegen der
Differentialgleichung von g, vgl. Beispiel 2.2.2, sind z1,x2,z3 Nullstellen des
Polynomes

q(X) :=4X> — goX — g3 — (mX +b)*.

(
Da sie paarweise verschieden sind gilt ¢(X) = 4(X — 21)(X — 22)(X — x3), und
wir schlieflen dass

[

m
$1+$2+$3:T.

Das ist die Beziehung in (i3).

Untersuchen wir nun den Fall, dass x1, 22, xs nicht paarweise verschieden
sind. Wegen unserer Voraussetzungen an u und v ist stets z1 # x2, also tritt
dieser genau dann auf, wenn z3 = x; oder x3 = z9 gilt, d.h. genau dann wenn
ux (u+v) € L oder v+ (u+v) € L. Wegen u,v ¢ L ist das dquivalent zu
2u+4v € L oder u+2v € L. Die Menge {(u,v) : uw,v,utv & L,2u+v,u+2v & L}
ist dicht in {(u,v) : u,v,u v & L}. Die linke und rechte Seite der Formel in
(74) héingen stetig von (u,v) ab, also gilt die gewiinschte Gleichheit iiberall.

Wir kommen zum Beweis von (4i7). Fiir das erste Gleichheitszeichen
halte man w in (i7) fest und lasse v — wu streben. Die Differentialglei-
chung der p-Funktion besagt dass ¢'(2)? = 4p(2)® — gap(z) — g3. Daher gilt
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20" () = 12p*(2)—ga. Setzt man dies ein, so erhilt man die zweite Gleichheit.

O

Wir wollen kurz motivieren warum man von der Formel in (i) als der
,geometrischen Form* des Additionstheorems der p-Funktion spricht. Sei P2C
der zweidimensionale projektive Raum iiber C, und betrachte die Abbildung
® : C/L — P2C, die definiert ist vermoge der Beziehung

L {[1,p<z>,p'<z>] L 2E L
[0,0,1] ,z€L

Wegen der Differentialgleichung der p-Funktion und der Tatsache, dass p jeden
Wert annimmt, ist ® eine Bijektion von C/L auf die ebene algebraische Kurve

X (g2, g3) mit der Gleichung
zozg = 42% — ggzgzl — ggzg .

Mit Hilfe dieser Bijektion konnen wir die Struktur einer abelschen Gruppe,
die C/L als Faktorgruppe von (C,+) nach der Untergruppe L trigt, auf die
algebraische Kurve X (92, g3) iibertragen.

Das Additionstheorem der gp-Funktion liefert nun eine geometrische Cha-
rakterisierung der so auf X(gs,g3) definierten Gruppenoperation. Es besagt
némlich: Seien a, b, ¢ € X (g2, g3) und a + b+ ¢ = 0. Dann liegen a, b, ¢ auf einer
Geraden. Es gilt sogar auch die Umkehrung: Eine Gerade hat mit X (go, g3) drei
Schnittpunkte und diese haben Summe 0. Das heift die Addition auf X (92,93)
ist tatsédchlich in geometrische Weise bestimmt.

Schliesslich wollen wir zeigen, dass fiir eine beliebige elliptische Funktion f
ein Analogon des Additionstheorems der gp-Funktion gilt.

2.4.2 Satz. Sei f € K(L), dann gibt es ein von 0 wverschiedenes Polynom
P e C[X,Y, Z] mit
P(f(2), f(w), f(z +w)) =0.

Der Beweis dieser Aussage erfolgt unter Verwendung korpertheoretischer
Methoden. Wir werden die folgenden Begriffe und Aussagen verwenden:

e Sei k C K eine Korpererweiterung. Elemente aq, ..., a, € K heiflen alge-
braisch abhingig iiber k, wenn es ein P € k[x1,...,z,] \ {0} gibt, sodal
P(ai,...,a,) =0 gilt. Ein Element a € K heifit algebraisch tiber k, wenn
es algebraisch abhiingig iiber k ist. Die Korpererweiterung K heifit alge-
braisch iiber k, wenn jedes Element a € K algebraisch iiber k ist.

o Ist K1 C Ky C K3, K5 algebraisch iiber K7 und K3 algebraisch iiber Ko,
so ist K3 algebraisch tiber K.

e Sei k£ C K und sei vorausgesetzt, dass n Elemente aq,...,a, € K exi-
stieren, sodafl K algebraisch iiber k(aq,...,ay) ist. Dann sind je n + 1
Elemente von K algebraisch abhéngig iiber k.

Beweis. (Satz 2.4.2) Die folgenden Uberlegungen spielen alle im Kérper € der
meromorphen Funktionen in 2 Variablen, der wie folgt konstruiert werden kann:
Die Menge aller Funktionen g : C x C — C die in beiden Variablen (gleichzeitig)
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stetig und jeder einzelnen Variablen analytisch sind ist ein nullteilerfreier kom-
mutativer Ring mit Einselement. 2 sei sein Quotientenkérper. Wir betrachten
die Teilkorper

k= Cund K = C(p(2), p(w), p' (2), ' (w)) -

Betrachte zusitzlich die Kérper K; = C(p(z),p(w)) und K :=
C(p(z), p(w), p’'(2)). Wegen der Differentialgleichung der p-Funktion ist p'(z)
Nullstelle eines Polynoms mit Koeffizienten in C(p(z)) C K7, also ist Ko alge-
braisch iiber K;. Genauso ist g’ (w) Nullstelle eines Polynoms mit Koeffizienten
in C(p(w)) C Ky, also ist K algebraisch iiber Ks. Es folgt dass K algebraisch
iitber K ist. Daher sind je drei Elemente von K algebraisch abhéngig iiber k.

Sei nun f € K(L). Nach Satz 2.2.1 ist f(z) € C(p(z),¢'(z)) € K und
genauso f(w) € C(p(w), e (w)) € K. Nach dem Additionstheorem in der
analytischen Form ist p(z + w) € K, wegen dem Additionstheorem in der
geometrischen Form haben wir ©/'(z + w) € K. Satz 2.2.1 zeigt nun, dass
auch f(z + w) € K. Es folgt nach dem im vorigen Absatz Gezeigten also
dass f(z), f(w), f(z + w) algebraisch abhingig iiber C sind, und das ist die
gewiinschte Behauptung.

O



Kapitel 3

Riemannsche Fliachen

3.1 Riemannsche Flichen und analytische Funk-
tionen

Wir werden auf 2-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeiten eine analyti-
sche Struktur definieren.

3.1.1 Definition.

(1) Sei X ein Hausdorffscher topologischer Raum. Ein Paar (U, ¢) heifit eine
Karte, wenn U C X offen, ¢(U) C C offen, und ¢ : U — ¢(U) ein
Homo6omorphismus ist.

(i) Zwei Karten (Uy, ¢—) und (Uz, ¢2) eines Hausdorff-Raumes X heiflen ana-
lytisch vertréglich, wenn Uy N U = () oder die Abbildung

@20 ¢f1|¢1(UlmU2) 1 p1(Ur NUs) — ¢2(Ur NU2)

analytisch ist. Da ¢5 o ¢f1 bijektiv ist, ist in diesem Fall auch die Inverse
¢1 0 ¢y analytisch.

(i4i) Eine Familie 2l = {(Uy,, ¢o) : a € A} von Karten heifit ein Atlas auf X,
wenn (J,c 4 Ua = X ist und je zwei Karten aus 2 analytisch vertraglich
sind.

3.1.2 Definition. Eine Riemannsche Fliche ist ein Paar (X,2) wobei X ein

Hausdorffscher topologischer Raum ist und 2 ein Atlas auf X.

3.1.3 Beispiel. Sei X eine offene Teilmenge von C versehen mit der Spurtopolo-
gie. Dann ist 2 := {(X,id)}, wobei id als Abbildung von X nach C betrachtet
wird, ein Atlas auf X.

3.1.4 Beispiel. Sei Coo = C U {00} die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von C,
d.h., vermoge der stereographischen Projektion, die Riemannsche Zahlenkugel.
Wir definieren (C* := C\ {0})

Uy :=C, ¢ :=id

U2 =C*U {OO}, ¢2(2) = {(Z) 2 f(c* (31)

31
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Dann ist ¢1 (U NUsz) = ¢o(U; NUz) = C* und

1
(br007")(2) = 7, 2€C".
Wir sehen, dass 2 := {(Uy, ¢1), (Us, ¢2)} ein Atlas auf Co, ist.

8.1.5 Beispiel. Seien wy,wy € C linear unabhéingig iiber R, und bezeichne L :=
Zwy + Zws. Die Faktormenge C/L heifit der komplexe Torus. Bezeichne mit
m : C — C/L die kanonische Projektion. Wir versehen C/L mit der finalen
Topologie beziiglich 7, d.h. eine Menge W C C/L ist offen genau dann, wenn
7 Y (W) C C offen ist.

Ist VCC,soist 7' (n(V)) = Uper(w+ V). Wir sehen, dass offene Teil-
mengen von C unter 7 auf offene Teilmengen von C/L abgebildet werden. Die
Projektion 7 ist also nicht nur stetig, sondern auch offen.

Bezeichne mit A die Menge aller offenen Teilmengen von C die mit jeder
Aquivalenzklasse modulo L hichstens einen Punkt gemeinsam haben. Es gibt
viele Mengen mit dieser Eigenschaft, zum Beispiel jede Kugel mit hinreichend
kleinem Radius. Fiir jedes V' € A ist w(V) offen und 7|y eine bijektive stetige
und offene Abbildung von V' auf 7(V'), also ein Homdomorphismus.

Wir definieren nun

A= {(r(V),(xly)™"): V €A}
Offenbar ist [ Jy,c 4 m(V) = C/L. Seien Vi, Vs € A, und betrachte die Abbildung

1/] = (lez)_l © (7T|V1) N ((lel)_lﬂ—h/z(‘/?)) - ((lez)_lﬂlvl (‘/i)) Nnvs.

Dann gilt stets ¢(z) =z mod L. Da L diskret ist und 1) stetig, folgt dass ¢ auf
jeder Komponente konstant ist, und daher analytisch. Also ist 2 ein Atlas.

Riemannsche Flichen haben eine wichtige Zusammenhangseigenschaft. Ein
topologischer Raum heiflt lokal bogenweise zusammenhdingend, wenn jeder
Punkt eine Umgebungsbasis aus bogenweise zusammenhéngenden Mengen hat.

3.1.6 Lemma. Sei (X,2) eine Riemannsche Fliche. Dann ist X lokal bogen-
weise zusammenhdngend. Damit ist jede Zusammenhangskomponente von X
offen und bogenweise zusammenhdingend.

Beweis. Da jeder Punkt eine Umgebung besitzt die homdomorph zu einer offe-
nen Teilmenge von C ist, ist X lokal bogenweise zusammenh#ngend.

Sei € X und M die Bogenkomponente von X die x enthilt, d.h. die
Menge aller y € X die mit = durch eine stetige Kurve verbunden werden
konnen. Wegen lokal bogenweise zusammenhéngend ist M offen. Also sind alle
Bogenkomponenten offen, und daher auch abgeschlossen. Da jede Bogenkom-
ponente zusammenhingend ist, folgt, dass die Zusammenhangskomponenten
gleich den Bogenkomponenten sind.

U

Mit Riemannschen Fliachen konnen diverse Konstruktionen ausgefithrt wer-
den. Wir erwidhnen an dieser Stelle nur eine ganz einfache.

3.1.7 Lemma. Sei (X,2) eine Riemannsche Fliche, und sei Y C X offen.
Versieht man'Y mit der Spurtopologie von X und definert man

B :={(UNY,¢luny) : (U,¢) Karte von X}

so ist (Y,B) eine Riemannsche Fliche.
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Beweis. Klar.

O

3.1.8 Definition. Seien (X7,%2;), (X2,25) Riemannsche Flichen und f: X7 —
Xo. Dann heifit f analytisch, wenn f stetig ist und fiir je zwei Karten (Uy, ¢1) €
Aq, (Ug, ¢2) € Ay mit Uy N f_l(Uz) #* 0 die Abbildung

poo fogy i (UnNfHU2) = C

analytisch ist. Die Menge aller analytischen Abbildungen von (X;,%2;) nach
(XQ, 9[2) bezeichnen wir mit HOl((Xl, Q[l), (XQ, 2[2))

Wir werden im folgenden oft von einer Riemannschen Fliche X sprechen
und dabei den Atlas von X nicht explizit anfiihren. Man beachte, dass dies
nur dazu dient die Notation abzukiirzen, tatsédchlich héngen alle eingefiithrten
Begriffe von dem gegebenen Atlas ab.

3.1.9 Lemma. Seien X1, Xo Riemannsche Flichen und f : X1 — X5. Dann
ist f € Hol(X1, Xs) genau dann, wenn gilt: Fiir jeden Punkt © € X, existieren
Karten (U1, ¢1), (Us, ¢2) von X1 bzw. Xo und eine offenen Umgebung U C X3
von x, sodaff U C Uy, f(U) CUs, und ¢20 fo ¢1_1|¢1(U) analytisch ist.

Beweis. Sei vorausgesetzt, dass f der Bedingung des Lemmas geniigt. Sei x €
X1 und wéhle (Uy, ¢1), (U, ¢2), U wie angegeben. Dann ist ¢ o f o ¢1_1|¢1(U)
analytisch und daher stetig. Da ¢ und ¢; ' Homéomorphismen sind und ¢, (U)
offen, folgt dass f an der Stelle x stetig ist.

Seien nun (V7,%1), (Va,12) Karten von X; bzw. Xo mit Vi N f=1(Va) # 0.
Wegen der Stetigkeit von f folgt dass Vi N f~1(Vz) offen ist. Sei z € 1 (V4 N
f~Y(Vs)), und wihle (Uy, ¢1), (U, ¢2),U wie angegeben fiir den Punkt x :=
Y71 (2). Dann ist

Yoo forpyt = (hrogy ) o(paofodr)o(proyrh)

wobei auf einen geeigneten Definitionsbereich eingeschrinkt wird: Setze D :=
Y1 (UNVEN f1(Va)), dann ist D offen, nichtleer, und alle Zusammensetzungen
sind wohldefiniert

proy; ! $a0fopr! Paogy !
— — —

D Pi(UNVLN fH(Va)) $2(U2 N V2) C

Als Zusammensetzung analytischer Funktionen ist also 0 fo; ! |p analytisch.
Ist umgekehrt f € Hol(Xy, X3), und x € X; gegeben, so wihle Karten

(U1, ¢1), (Ua,¢2) von X; bzw. Xy mit & € Uy und f(z) € Us, und setze

U :=U; N f71(Us). Da f stetig ist, ist U eine offene Umgebung von z, und da

f analytisch ist, ist die Funktion ¢3 o f o ¢ | #: (U) analytisch.

O

3.1.10 Beispiel. Sei X C C offen und f : X — C. Dann ist f € H(X), d.h.
analytisch im Sinne der Funktionentheorie, genau dann wenn f € Hol(X, C).
Das ist trivial, denn die einzigen Karten von X bzw. C sind id : X — C bzw.
id:C— C.
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3.1.11 Beispiel. Sei X C C offen. Die Menge aller komplexwertigen Funktio-
nen f die auf einer Teilmenge dom f von X definiert sind steht in bijektiver
Beziehung zur Menge aller Funktionen f : X — C, und zwar vermoge der
Identifikation f — f mit

f:ZH{f(z) , z€dom f
00 , z ¢ dom f

Dann gilt: Es ist f € M(X), d.h. f meromorph im Sinne der Funktionentheorie,
genau dann wenn f € Hol(X,Cq).

Beweis. Sei zuerst f € M(X), und bezeichne mit D die Menge der Singula-
ritdten von f. Fir z € X \ D wihle

(U17¢1) = (Xv ld)v (U27¢2) = (Cvld)v U:= UT(Z)a

wobei r > 0 so klein ist, dass U,.(z) € X\ D. Es ist U,.(z) = id~*(U,(z)) offen in
der Riemannschen Fliche X . Weiters ist U C Uy, f(U) C Uy, und ¢» ofo¢1_1 =f
analytisch. Sei nun z € D. Wihle (Uy, ¢1) := (X,id), (Uz, ¢2) die Karte (3.1),
und U := U, (z) wobei r > 0 so klein ist, dass U \ {z} € X \ D und f(z) # 0,
x € Uy(z). Eine solche Wahl von r ist méglich da lim,_,. |f(z)| = co. Dann ist

ﬁ , v e U\{z}
0 , T =2

(¢2ofo¢;1)(x>—{

und diese Funktion ist nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz analytisch. Wir
sehen, dass f € Hol(X,Cq).

Umgekehrt sei f so, dass f € Hol(X,Coo). Sei z € X gegeben. Ist f(z) # oo,
so wiihle eine offene Umgebung U von z mit f (x) # o0, € U. Dann gilt fiir
die Karten (Ui, ¢1) := (X,id), (Uz, ¢2) := (C,id) dass U C Uy N f~1(U3) und
f=¢20 fo (bl_l analytisch. Ist f(z) = 00, so wihle eine offene Umgebung U
von z mit f(z) # 0, # € U. Dann gilt fiir die Karten (Uy,¢;1) := (X,id) und
(Ua, ¢2) aus (3.1), dass U C Uy N f~1(Us). Weiters ist fiir x € U

L -
ofop? x) = f@) 7{(58)#00
(20 fod;")(x) {O (@) = o
Diese Funktion ist, wieder nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz, analytisch.
Also ist f: X\ f~!(c0) — C meromorph.
U

3.1.12 Beispiel. Seien wi,wy € C iiber R linear unabhéngig und L := Zw; +
Zwsy. Dann steht die Menge aller Funktionen f : C/L — Cs in bijektiver
Beziehung mit den L-periodischen Funktionen f : C — Cq, nédmlich vermoge
der Beziehung f — fom. Dann gilt: Es ist f € K(L), d.h. elliptisch zum Gitter
L, genau dann wenn f € Hol(C/L,Cy.).

Um dies einzusehen geniigt es zu bemerken, dass nach Beispiel 3.1.11 fiir
eine Karte (U, ¢) von C/L die Funktion f o ¢~'zu Hol(U,Cs,) gehort, genau

dann wenn f|s-1 () meromorph ist.

Wir geben nun noch eine einfache Konstruktion Riemannscher Flidchen an.
Sind X,Y topologische Rdume und p : ¥ — X. Dann heifit p ein lokaler
Homdéomorphismus, wenn jeder Punkt y € Y eine offene Umgebung V' besitzt,
sodass p(V)) C X offen ist, und p|y : V — p(V) ein Homdomorphismus ist.
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3.1.13 Lemma. Sei X eine Riemannsche Fliche, Y ein Hausdorff-Raum, und
p: Y — X ein lokaler Homdomorphismus. Dann kann Y zu einer Riemann-
schen Fldche gemacht werden, und zwar derart dass p analytisch ist.

Beweis. Ist (U, ¢) eine Karte von X, und V C Y offen mit p(V) C U, so ist
(V,¢ o p|y) eine Karte auf Y. Hat man zwei in dieser Weise erhaltene Karten

(‘/hd)l op|V1)7 (‘/25¢2 op|V2)7 mit V.1 N Vs 7£ @7 S0 gllt

(62 o plv) o (¢1 Op|v1)71 =doot,

und diese Abbildung ist analytisch.
Es ist fiir jede Karte (U, ¢) von X die Abbildung ¢ o p eine Karte von Y,
und daher ist p € Hol(Y, X).
U

3.2 Einige Sitze iiber analytische Funktionen

Viele Aussage aus der Funktionentheorie iiber analytische Funktionen lassen
sich unmittelbar auf analytische Funktionen zwischen Riemannschen Flichen
iibertragen. Denn im lokalen ist eine Abbildung in Hol(X,Y") ja gerade eine
analytische Funktion zwischen gewissen Teilmengen von C.

3.2.1 Proposition. Seien X,Y, Z Riemannsche Flichen. Dann gilt:
(i) Hol(X,C) ist eine C-Algebra.
(i7) Sind f € Hol(X,Y), g € Hol(Y, Z), so ist go f € Hol(X, Z).

(i4i) Der Identitétssatz: Sei X zusammenhingend. Sind f,g € Hol(X,Y) und
hat die Menge {x € X : f(x) = g(x)} eine Hiufungspunkt, so folgt f = g.

(iv) Der Satz von der offenen Abbildung: Sei f € Hol(X,Y) nicht konstant.
Dann ist f offen.

(v) Das Maximumprinzip: Ist f € Hol(X,C) nicht konstant, so besitzt |f] :
X — [0,00) kein Mazimum.

(vi) Ist f € Hol(X,Y) injektiv, so ist f~1 € Hol(f(X), X).

Beweis. Die Aussagen (7) und (i) sind klar.

Wir kommen zum Beweis des Identitdtssatzes. Betrachte die Menge M :=
{r € X : f(z) = g(x)}. Dann ist klarerweise M abgeschlossen. Sei zy ein
Héufungspunkt von M. Zu z; € X existiert nach Lemma 3.1.6 eine stetige
Kurve 7 : [0,1] — X mit v(0) = ¢ und (1) = ;.

Ist x € X, so existierten Karten (ﬁx, ¢1) und (V,,,1,) von X bzw. Y mit = €
U, und f(z) € V,. Bezeichne die Zusammenhangskomponente von U, N f~(V;)
welchen den Punkt @ enthélt mit Uy. Es gilt v([0, 1]) € U, (0,1 Uy ). Da ([0, 1])
kompakt ist, konnen wir endlich viele Werte t1, ..., t, finden, sodafl

A([0,1]) C UL U...UT,,

wobei Uj 1= Us;). OBdA konnen wir dabei annehmen, dass t; = 0 ist. Be-
zeichne entsprechend Vj :=V, (1), ¢; 1= @y (r;) und ¢ := ).
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Die Menge {z € ¢1(U1) : 10 fop;t =11 0gody'} hat in ¢ (U;) einen
Hiaufungspunkt, ndmlich ¢4 (o). Nach dem Identitétssatz der Funktionentheorie
folgt dass fly, = glu,. Ist ¥([0,1]) C Uy, so folgt insbesondere dass f(x1) =
g(x1) und wir sind fertig. Ist v([0,1]) € Un, so existiert ein Index k € {2,...,n}
mit Ux N Uy # 0, denn andernfalls hétten wir die zusammenhéingende Menge
~([0, 1]) in die zwei nichtleeren offenen Mengen ([0, 1])NU; und ([0, 1])) N (U2 U
... UU,) zerlegt. OBdA sei k = 2. Die Menge {z € ¢2(Us) : ¢po fop,' =
Yo 0G0y 1} enthilt eine nichtleere offene Menge, niamlich ¢2(Uy NUz). Es folgt
dass flu, = 9lu,, insgesamt also f|y,uv, = glv,uy,. Verfihrt man nach dem
selben Schema weiter, so erhilt man in hochstens n Schritten dass f(z1) = g(x1).

Um (iv) einzusehen, geniigt es zu bemerken, dass fiir je zwei Karten das Bild
der analytischen Funktion 1o fog ™! offen ist, und das 1 ein Homéomorphismus
ist.

Das Maximumprinzip ist nun klar. Um (vi) zu sehen, bemerke man dass
f(X) offen ist, daher eine Riemannsche Fliche, und dass fiir je zwei Karten die
Funktion v o f o ¢! analytisch und injektiv ist. Damit ist auch ¢ o f =1 oy}
analytisch.

0

Ein Phénomen das in der klassischen Funktionentheorie nicht auftritt, ist die
Méglichkeit, dass der Definitionsbereich einer analytischen Funktion kompakt
ist. Im Rahmen der Riemannschen Flichen ist dies jedoch sehr wohl moglich,
wie wir an den Beispielen von Co bzw. C/L sehen, und ist tatséchlich ein
sehr interessanter Fall. Die folgende Aussage ist einfach, wir wollen sie trotzdem
explizit herausstellen, da sie sich mit diesem Fall beschéftigt.

3.2.2 Proposition. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Dann gilt:

(1) Sei Y eine zusammenhingende Riemannsche Fliche. Ist f € Hol(X,Y)
nicht konstant, so ist f surjektiv und Y kompakt.

(it) Es st Hol(X,C) = C.

Beweis. Zu (i): die Menge f(X) ist offen und kompakt, daher gleich Y. Zu
(7i): C ist nicht kompakt.
U

3.3 Die Riemannschen Flichen von Logarith-
mus und Wurzel
Sei X C C offen und f € H(X). Setze Y := f(X),
L(f) = graph f = {(z, f(2)) : z € X},

und bezeichne mit m : T'(f) — X bzw. m2 : T'(f) — Y die Projektionen auf die
jeweiligen Komponenten
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Da f eine Funktion ist, ist 1 bijektiv. Wir kénnen also auf I'(f) eine Topologie
definieren durch die Vorgabe dass 71 ein Homéomorphismus wird.
Fiir z € X und r > 0 derart dass f|y, () injektiv ist, definieren wir

Usy =11 (Un(2)), ¢ i=ma|u., -

Weiters sei
Ql(f) = {(Uz,ru¢z,7‘) : f|U,~(z) lnjektlv} .

3.3.1 Proposition. Sei X C C offen, f € H(X), und sei vorausgesetzt dass
f'(2) # 0, z € X. Dann ist ((f),A(f)) eine Riemannsche Fliche. Es gilt
71 € Hol(T'(f), X), m; ' € Hol(X,T'(f)), und o € Hol(T(f),Y).

Beweis. Zunichst ist m; nach Definition ein Homomorphismus von I'(f) und
X, und daher ist I'(f) Hausdorff und U, ,. offen. Es gilt ¢. , = (f|v, (z)) omilv...
und ¢, (U..r) = f(Uy(2)). Nun ist f|y, (- analytisch und injektiv, also ist auch
(flu, )"« f(Ur(2)) — Ur(2) analytisch. Es folgt dass ¢..,(U.,,) offen ist und
¢z, ein Homdomorphismus. Es ist also jedes Paar (U, ,, ¢, ) eine Karte.

Sei z € X gegeben. Da f'(z) # 0 ist, gilt fiir jedes hinreichend kleine r > 0
dass fy, (- injektiv ist. Es gibt also Karten die den Punkt z enthalten.

Seien (U, r, ¢»r) und (Uy,s, duw,s) gegeben, und sei angenommen, dass U, N
Uw,s # 0. Nun ist

(@2 © D 6o (U o) = T20 (T2l (U2 AUw) T = idmy(. UL -

Insbesondere ist (¢.,, © ¢k )4, . (v...AU...) analytisch.

Die Abbildung 72 : T'(f) — Y ist trivialerweise analytisch, denn sie ist
ja lokal genau eine Karte. Die Abbildung 7 : I(f) — X ist analytisch,
da mly,. © ¢2; = (flu.») ' Nach Proposition 3.2.1, (vi), ist auch 7!
analytisch.

0

Man spricht von (I'(f),4(f)) manchmal auch als Riemannsche Fliche der
Umkehrfunktion von f. Denn: Blaht man den Bildbereich von f so auf, dass f
bijektiv wird, d.h. macht man aus einem Punkt w € Y mit vielen Urbildern
zi, 1 € I, die vielen Punkte (z;,w), ¢ € I, mit dem jeweils eindeutigen Urbild
z;, so erhdlt man gerade T'(f). Aus f wird dabei die Abbildung z — (z, f(2)),
und das ist gerade 7' : X — I'(f). Also hat das aufgeblihte f die Inverse
m:D(f) — X.

Wir wollen diese Konstruktion fiir den Fall von f(z) = €* bzw. f(z) = ¥/z
auch noch anders interpretieren. Beschiiftigen wir uns zunédchst mit f(z) = e*:
Betrachte Y := Z x C*. Wir versehen jetzt Y aber nicht mit der Produkttopo-
logie, sondern mit einer anderen Topologie. Fiir (k,z) € Z x C* und 0 < r < ||
definiere

Uik, ) {k} x Up(2) , 2 ¢ (—00,0)
r(R,2) = T

({k} x (Ur(z)NCH)) U ({k+1} x (Up(z)NCT)) , 2z € (—00,0)
Dann bilden die V(k,z) = {Uq(k,z) : 0 < r < |z|} Umgebungsbasen einer
Topologie auf Z x C*. Bezeichnet 72 die Projektion 72 : Z x C* — C*, so ist

72 ein lokaler Homdomorphismus. Tatséchlich bildet 72 die Umgebung U, (k, 2)
bijektiv und bistetig auf U, (z) ab. Weiters kénnen wir einen Atlas definieren als

A= {(Ur(k,2), 7|, (5,2)) : (k,2) EZxC*,0<r<|z2]}.



38 KAPITEL 3. RIEMANNSCHE FLACHEN

Beachte hier, dass die Kartenwechsel immer die Identitét sind, also sicher ana-
lytisch. Wir haben somit Y zu einer Riemannschen Fliche gemacht. Sei nun
® :T'(e*) — Y die Abbildung

Imz], z)

@((z,ez)) = ([ 5

Dann ist @ bijektiv, und wir haben das folgende Diagramm:

I(e*) — 2> 7 x C*

Es folgt, dass ® eine bianalytische Abbildung von I'(e*) auf Y ist.

Im Fall f(z) = {/z geht man ganz genauso vor, nur dass man anstelle von
Z x C* die Menge Z := Z, x C* verwendet. Die Definitionen von Topologie
und Atlas sind dann die gleichen. Der Isomorphismus zwischen I'(z") und Z ist
gegeben durch

\I/((z,z")) = ([na;iz],z"),

wobel wir hier arg z € [0, 27) wéhlen.



Kapitel 4

Analytische Fortsetzung

4.1 TUberlagerungen

4.1.1 Definition. Seien X,Y, Z topologische Riume, und seien 7 : ¥ — X
und f: Z — X stetig. Eine stetige Abbildung F': Z — Y heif}t ein lifting von
f, wenn wo F' = f, d.h. also

Y
F/4
~ ™
s/
Z—f>X

Hat man X, Y, Z und f gegeben, so muf} es nicht notwendig ein lifting geben.
Existiert ein lifting, so muf} dieses nicht eindeutig sein. Eine Eindeutigkeitsaus-
sage kann man unter relativ allgemeinen Voraussetzungen erhalten. Die Frage
nach der Existenz ist unangenehmer.

Eine Abbildung 7 : Y — X heifit lokaler Homdéomorphismus, wenn jeder
Punkt y € Y eine offene Umgebung V besitzt, sodass n(V') offen ist und 7|y
ein Homdomorphismus von V' auf 7(V).

4.1.2 Proposition. Seien X,Y Hausdorff, m : Y — X ein lokaler Homdomor-
phismus, Z zusammenhdngend und [ : Z — X stetig. Sei zog € Z und seien
F1, By liftings von [ mit F1(z0) = Fa(20). Dann ist Fy = F5.

Beweis. Sei A:={z € Z: Fi(z) = F»(z)}. Diese Menge ist abgeschlossen und
nichtleer. Sei z € A und setze y := Fi(z) = F2(z). Wihle eine offene Umgebung
V von y sodass w|y ein Homdomorphismus von V auf die offene Menge
U := f(V) ist. Da Fy, F» stetig sind, gibt es eine offene Umgebung W von z mit
Fl(W),FQ(W) g U. Nun ist 7o Fj = f, also FJ|W = (7T|V)71 @) f|v[/7 ] = 1,2
Wir sehen dass W C A. Also ist A auch offen, und da Z zusammenhéngt, folgt
A=7Z.
U
Es ist eine wichtige Tatsache, dass das lifting einer Homotopie in X, falls es
existiert, eine Homotopie in Y ist.

Zwei Wege 70,71 : [0,1] — X mit gleichem Anfangs- und Endpunkt a bzw. b
heiflen FEP-homotop in X, wenn es eine stetige Abbildung H : [0,1]x[0,1] — X

39
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gibt mit H(0,s) = a, H(1,s) =b, s € [0, 1], sodass
H(t,0) =~(t), H(t,1) =(t), t €[0,1].

4.1.3 Satz (Monodromiesatz). Seien X und Y Hausdorff-Riume und 7 :Y —
X ein lokaler Homdomorphismus. Seien g, v1 Wege in X mit gleichem Anfangs-
und Endpunkt a bzw. b die FEP-homotop in X sind, und sei H : [0,1] x [0,1] —
X eine FEP-Homotopie zwischen g und v1. Sei ¢ € Y mit w(c) = a, und sei
angenommen, dass jeder Weg vs(.) := H(.,s), s € [0,1], ein lifting T's : [0,1] —
Y besitzt. Dann haben T'y und I'y den gleichen Endpunkt und sind FEP-homotop.

Beweis. Sei K : [0,1] x [0,1] — Y definiert als K(t,s) := I's(t). Wegen der
Eindeutigkeit des liftings I'g ist K wohldefiniert.

Im ersten Schritt zeigen wir, dass, fur ein gewisses ¢ > 0, die Abbildung
K stetig auf [0,¢€] x [0,1] ist. Dazu wiihle offene Umgebungen U von a und V
von ¢, sodass w|y ein Homdomorphismus von V auf U ist. Es gilt H({0} x
[0,1]) = {¢} C U. Da H stetig ist und [0, 1] kompakt, existiert ¢ > 0 sodass
H([0,€] x [0,1]) € U. Betrachte die Abbildung K’ := (x|v)~' o H|jo,qx[0,1]-
Diese ist stetig. Nun ist fiir jedes s € [0,1] die Abbildung ¢ — K'(t,s) ein
lifting von 7s|[p,q mit Anfangspunkt c. Wegen der Eindeutigkeit des liftings
folgt K'(t,s) =Ts(t), t € [0,¢], s € [0, 1]. Also ist K stetig auf [0, €] x [0, 1].

Im zweiten Schritt zeigen wir, dass K iiberall stetig ist. Angenommen es
existiert ein Punkt (¢,0) wo K nicht stetig ist. Sei

7 :=inf{t € [0,1] : K nicht stetig an (¢,0)}.

Nach dem ersten Schritt gilt 7 > € > 0. Sei V eine offene Umgebung von
K(1,0) und U eine offene Umgebung von n(K(7,0)) = 7,(7), sodass 7|y ein
Homoomorphismus von V' auf U ist. Wéhle § > 0, sodass H(I5(7) x Is(0)) C U,
wobei Ig(u) := [0,1] N (u — B,u + 3). Die Kurve I' := (7|y) ™" 0 vg|r,(r) ist
ein lifting von ~, mit T'(7) = K(r,0) = Tx(7). Also ist I'(t) = T',(¢) fiir alle
t € Is(7). Insbesondere ist K(t,0) € V, t € I5(7).

Wiéhle t1 € I5(7), t1 < 7, dann ist K an der Stelle (¢1,0) stetig, und daher
gibt es a > 0 sodass K (t1,14(0)) C V. Da n(K(t,s)) = H(t,s) und da |y
bijektiv ist, folgt dass

Ly(ty) = K(t1,s) = (n]y) " (H(t1, s)), s € Io(0).

Also ist, wegen der Eindeutigkeit des liftings, I's(t) = (n|v) ' (H(t1,8)), t €
I5(c). Wir sehen, dass K (t,s) = (n|v) 1 (H(t,s)), t € Is(7), s € I,(0). Insbe-
sondere ist K stetig an der Stelle (¢,0) fiir ¢t > 7, t € I5(7), ein Widerspruch.
Wir haben jetzt gezeigt, dass I'g und I'y homotop sind. Da 7 ein lokaler
Homéomorphismus ist, ist die Menge 7~1({b}) diskret. Nun ist K ({1} x [0,1])
eine zusammenhingende Teilmenge von 7~ !({b}), und daher einpunktig. D.h.
alle Wege I's haben den selben Endpunkt.
U

Wir kommen zur Frage nach der Existenz von liftings. Im allgemeinen ist
die Situation dabei iiberhaupt nicht klar. Aber man kann doch eine Klasse von
Leguten® Abbildungen 7 angeben, fiir die oft liftings existieren.

4.1.4 Definition. Sei X ein topologischer Raum. Ist Y ein weiterer topologi-
scher Raum und 7 : Y — X, dann heift 7 eine Uberlagerungsabbildung, wenn
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gilt: Jeder Punkt € X hat eine offene Umgebung U, sodass sich 7=(U) als
disjunkte Vereinigung 7~ 1(U) = Uker Vi mit offenen Mengen V; schreiben lafit
und zwar derart dass 7|y, : Vi — U fiir jedes k € I ein Homéomorphismus ist.

In diesem Fall heifit das Paar (Y,7) eine Uberlagerung von X. Eine offene
Umgebung U mit der genannten Eigenschaft heifit trivialisierend.

4.1.5 Beispiel.

(1) Sei X := C. Betrachte Y := Z x C versehen mit der Produkttopologie
und sei m die Projektion auf die zweite Komponente, m(n, z) := z. Dann

ist (Y, ) eine Uberlagerung von X, denn zu gegebenem Punkt z wiihle
U=Cund V;, :={k} xC, k € Z.

Z x C

~

(17) Sei X :=C*, Y :=C,n(2):==¢*. Fir v € X, sei U :={w e C*: argw €
(argz — F,argz+ 5)} und Vi, == {2 € C: Imz € (argx — J,argz + §) +
2kmi}, k € Z, wobel wir argz in (—m, 7] wéhlen.

® 2—1

(i73) Sei X = C*, Y := C*, und n(z) := 2" wobei n € N. Fir z € X, sei
U:i={weC":argwe (argz—F,argz+F)} und V; ;= {2 € C: argz €
(MBIZZ METPEY L 2kmiy (... -1
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C*

v

c* /
In einem ersten Schritt zeigen wir, dass fiir Uberlagerungsabbildungen Wege
stets ein lifting besitzen.

4.1.6 Lemma. Seim:Y — X eine Uberlagerungsabbildung. Ist v ein Weg in
X und yo € 7 1(7(0)), so existiert ein lifting T' von v mit T'(0) = yo.

Beweis. Seiy:[0,1] — X ein Weg, v(0) =: zo. Da [0, 1] kompakt ist, existieren
to,...,t, mit 0 =19 < t; <...<t, =1 und trivialisierende Mengen Uy, ..., U,
mit Y([tx—1,tk]) C Uk, k=1,...,n.

Wir zeigen induktiv dass |[g,) ein lifting mit Anfangspunkt yo besitzt. Fiir
k = 0 ist das trivial. Sei angenommen I'y_; ist ein lifting von 7|, ,) mit
Anfangspunkt yo. Schreibe 7=1(Uy) = U Vi,i, dann gilt Tp_1(ts—1) € Vi,io
flir ein gewisses ig € I. Definiere I'y als

i€ly

) Te—1(?) t € [0,t5—1]
Tutt) = {(ﬂvk,io)l oy(t) t€ [tp_1,tr]

Dann ist 'y, ein lifting von [ 4,] mit Anfangspunkt yo.

4

Diese Aussage kann nun auf eine grofiere Klasse von stetigen Abbildungen
als Wege ausgedehnt werden.

Ein topologischer Raum heisst einfach zusammenhdngend, wenn er zusam-
menhéngend ist und wenn jeder geschlossene Weg FEP-homotop zum konstan-
ten Weg ist (man kénnte auch nur ,homotop“verlangen, das fiihrt auf den glei-
chen Begriff).

4.1.7 Proposition. Sei 7w : Y — X eine Uberlagerunsabbildung. Sei weiters
Z einfach zusammenhdingend und lokal bogenweise zusammenhdngend. Ist f :
Z — X stetig, und zo € Z, yo € Y, sodass f(z0) = w(yo), dann existiert ein
lifting F : Z =Y wvon f mit F(20) = yo.

Beweis. Sei z € Z, wihle einen Weg v mit Anfangspunkt zy und Endpunkt z,
und setze « := f o+. Dann ist o ein Weg in X mit Anfangspunkt f(zg). Sei
I':[0,1] — Y das lifting von a mit I'(0) = yp, und definiere F(z) := I'(1).

Als erstes miissen wir zeigen, dass F' wohldefiniert ist. Sei dazu + ein anderer
Weg der zp mit z verbindet, und sei o/ und IV wie oben konstruiert. Da Z
einfach zusammenhéngend ist, sind v und +" FEP(!)-homotop. Ist H eine FEP-
Homotopie zwischen v und v/, so ist fo H eine FEP-Homotopie zwischen o und
o/. Nach dem Monodromiesatz gilt T(1) = T'(1).
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Die Tatsache dass m o F' = f ist klar aus der Definition. Wir miissen noch
zeigen, dass F' stetig ist. Sei dazu z € Z gegeben. Seien U und V offene
Umgebungen von w(F(z)) = f(z) bzw. F(z), sodass 7|y ein Homéomorphismus
von V auf U ist. Da Z lokal bogenweise zusammenhéngend ist, existiert eine
bogenweise zusammenhiingende Umgebung W von z mit f(W) C U. Seien 7,
a, I' wie in der Definition von F(z), und sei 7/ ein Weg in W der z mit 2’
verbindet, o := f o+/. Dann gilt stets /([0,1]) € U, also ist I := (7)1 o/
ein lifting von o' mit IV(0) = F(z) = T'(1). In der Definition von F(z’)
verwenden wir nun den Weg +' - v der ja 29 mit 2’ verbindet, und sein lifting
I'"-T. Es folgt F(z') =T"(1) € V. Also haben wir F(W) C V.

U

Eine Anwendung dieses Satzes liefert die Existenz von Logarithmen stetiger
Funktionen: Sei X C C einfach zusammenhingend, und sei f : X — C stetig
und nullstellenfrei. Dann existiert eine Funktion F : X — C sodass f(z) = ef'(*),
z € X. Um dies zu sehen, betrachte die Uberlagerungsabbildung m(y) := e¥, und
wiéhle fiir F' ein lifting von f.

4.2 Analytische Fortsetzung

4.2.1 Das Biindel der Funktionskeime

Sei X eine Riemannsche Fliche, und sei z € X. Auf der Menge aller Paare
(U, f) wo U eine offene Umgebung von z ist und f € Hol(U,C), definieren
wir eine Relation ~, als (Ui, f1) ~» (Us, f2) wenn es eine offene Umgebung V/
von z gibt mit fi|y = fa|y. Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation. Eine
Aquivalenzklasse [(U, f)]~, heiBt ein Funktionskeim an der Stelle x. Die Menge
aller Funktionskeime an der Stelle x bezeichnen wir mit O,, weiters sei

O(X) := UzGXom )

O heifit das Biindel der Funktionskeime auf X. Wir kénnen in natiirlicher Weise
eine Abbildung mx : O(X) — X definieren, und zwar wie folgt: Sei y € O(X),
dann existiert genau ein € X mit y € O,,. Setze wx(y) := z. Diese Abbildung
heifit auch die Biindelprojektion von O(X).

Wir wollen nun auf O(X) die Struktur einer Riemannschen Fliche definieren.
Fiir U C X offen und f € Hol(U, C) setze

N, f) = {lU,f)l~, : beU}.

Die Menge aller solcher Mengen N (U, f) bildet die Basis einer Topologie 7o (x):
Um dies zu sehen seien N (Ui, f1) und N(Us, f2) gegeben mit N (U, f1) N
N(Uz, f2) # 0. Wahle y € N(Uy, f1) N N(Uz, f2), y = [(V.g)]~,. Dann gilt
x € Uy NUz und (Uy, f1) ~z (V,9), (Us, f2) ~z (V,g). Es existiert also eine
offene Umgebung Vj von z mit Vo C VNU; NUz; und glv, = filw = f2lve-
Daher ist

NVo,glvy) € N(Ur, f1) NN (Us, f2) -

4.2.1 Lemma. Die oben auf O(X) definierte Topologie ist Hausdorff. Die
Biindelprojektion wx : O(X) — X ist ein lokaler Homdomorphismus.
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Beweis. Seien y1 € O, C O(X), y2 € Oy, C O(X), zwei verschiedene Funk-
tionskeime. Ist x7 # x2, so konnen wir, da X Hausdorff ist, Representanten
y1 = [(U1, fi)l~,, und y2 = [(Uz, f2)]~,, wihlen mit Uy N Uz = §. Dann gilt
offenbar N (Uy, f1) N N(Us, f2) = 0. Betrachte nun den Fall, dass 1 = x2 =: z.
Sei U eine offene und zusammenhéngende Umgebung von z. Angenommen es
ist N(U, filv) N N(U, f2luy) # 0, dann wéhle 2z € N(U, f1lv) N N(U, f2|v),
z = [(V,h)]~,. Dann ist (U, f1|lv) ~q (V,h) und (U, f2|lv) ~a (V,h), also auch
(U, f1lv) ~a (U, falv), d.h. f1 und fo stimmen auf einer gewissen offenen Um-
gebung von a iiberein. Nach dem Identitéitssatz gilt daher fi|y = f2|y. Es folgt
dass auch (U, f1lu) ~z (U, fo|ly) und damit (U, f1) ~z (Us, f2), ein Wider-
spruch.

Fiir jede Menge N (U, f) ist mx|n(v,s) eine Bijektion von N (U, f) auf die
in X offene Menge U. Die Spurtopologie auf N(U, f) ist gegeben durch die
Umgebungen N(V, f) mit V' C U offen. Daher ist 7x|y(,f|,) ein lokaler
Homd&omorphismus.

U

Vermoge Lemma 3.1.13 wird nun O(X) zu einer Riemannschen Fliche. Ein
Atlas von O(X) ist gegeben durch {mx|n . s}

4.2.2 Korollar. Fs ist rx € Hol(O(X),X). Ist U C X offen, und f €
Hol(U,C), so ist nx|nw,f) : N(U, f) — U analytisch und bijektiv. Weiters
st (T‘—X'N(U,f))_l S HOI(U,N(U, f))

Beweis. Nach der Konstruktion von Lemma 3.1.13 ist mx lokal gerade eine
Kartenabbildung.
U

Wir kénnen auch in natiirlicher Weise eine Abbildung ax : O(X) — C
definieren: Ist y € O(X), so wihle einen Representanten (U, f), d.h. y =
(U, F)l~r o und setze ax(y) = f(nx(y)). Beachte hier, dass der Wert

f(mx(y)) nicht von der Wahl des Representanten abhéingt.

4.2.3 Lemma. Sei U C X offen, f € Hol(U,C). Dann gilt ax|yw,f) = fo
x|nw,p)- Bs ist ax € Hol(O(X),C).

Beweis. Seiy € N(U, f), dann ist y = [(U, f)]~, - Nach der Definition von
ax haben wir ax(y) = f(7x(y)).

Es folgt das ax o (7x|n(,p) " = [ ist, und damit analytisch. Da der Atlas
von O(X) gerade durch die 7x| (v, f) gegeben ist, folgt dass ax analytisch ist.

O

4.2.2 Analytische Fortsetzung lings Wegen

4.2.4 Definition. Seiy € O(X), a := mx(y), und sei 7y : [0,1] — X ein Weg in
X mit v(0) = a. Weiters sei I' ein lifting von v mit I'(0) = y. Dann heifit I'(1)
die analytische Fortsetzung von y lings .

Die Biindelprojektion 7y ist keine Uberlagerungsabbildung. Eine analytische
Fortsetzung lings eines Weges muss nicht existieren. Wenn sie existiert ist sie,
da O(X) und X Hausdorff sind, jedoch eindeutig.

Wir wollen uns iberlegen, warum wir in dieser Definition von ,analytischer
Fortsetzung ldngs v* sprechen. Sei also y € O, v ein Weg mit Anfangspunkt a,
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und I ein lifting von v mit I'(0) = y. Schreibe T'(t) = [(Uy, fi)]~, ,,- Ist t € [0, 1],
so existiert € > 0 sodass I'(s) € N(Uy, fi), s € Ic(t). Also ist [(Us, fs)l~, ., =
[(Ut, ft)l~.,» d.h. es existiert eine Umgebung V' von v(s) mit fs|v = fi|v.

Wir wollen, wegen seiner traditionellen Bedeutung, den Monodromiesatz fiir
analytische Funktionen explizit formulieren.

4.2.5 Korollar (Monodromiesatz fiir analytische Funktionen). Sei X eine Rie-
mannsche Fliche, vo,v1 FEP-homotope Wege, und sei y € O,y ein Funktion-
keim. Sei H eine FEP-Homotopie zwischen vy und v1, und sei vorausgesetzt,
dass y fir jedes s € [0,1] eine analytische Fortsetzung Ty lings jedes Weges
vs(.) := H(.,s). Dann stimmen die analytischen Fortsetzungen von y lings o
und ldngs v1 tberein.

Man erhélt nun, dass, unter bestimmten Voraussetzungen, Funktionskeime
zu global definierten analytischen Funktionen fortsetzen werden kénnen.

4.2.6 Korollar. Sei X eine einfach zusammenhingende Riemannsche Fldiche,
a€ X, undy € O,. Sei vorausgesetzt, dass y eine analytische Fortsetzung lings
jedes Weges mit Anfangspunkt a besitzt. Dann existiert F' € Hol(X,C), sodass
(Xv F) ~ay-

Beweis. Sei x € X gegeben. Fiir einen Weg 7, der a mit x verbindet, existiert
ein lifting T'; mit T';(0) = y. Definiere nun F(x) := ax(T'z(1)). Nach dem
Monodromiesatz ist der Wert ax (I';(1)) nicht von der Wahl von +, abhéngig,
es ist also eine Funktion F': X — C wohldefiniert.

Sei (U, f) ein Representant von I'; (1) mit U bogenweise zusammenhéngend.
Fir y € U wéhle einen Weg 7., der ganz in U verlduft und der z mit
y verbindet. Das lifting 'y, von v, mit I'y,(0) = T'y(1) ist gegeben als
Loy() = [(U, f)l~,, - Verwendet man den Weg vy - 7, um F(y) zu
berechnen, so sieht man dass F(y) = f(y). Wir haben also F|y = f|y und es
folgt F € Hol(X, C).

U

4.2.3 Maximale analytische Fortsetzung

Seien X und Y Riemannsche Flichen. Eine Abbildung p : Y — X heif3t lokal
bianalytisch, wenn jeder Punkt y € Y eine offene Umgebung V besitzt, so-
dass p(V) C X offen ist, p|y bijektiv, und p|y € Hol(V,p(V)). Dann ist auch
(plv)~" € Hol(p(V), V).

Eine lokal bianalytische Abbildung induziert fiir jedes y € Y eine Abbildung
zwischen O,y und O,, ndmlich die Abbildung

* !

@ Y
p :{ p(y) v
[(U7 f)]Np(y) = [((p|V) (U ﬂp(V)),f op)]Ny
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wobei V eine offene Umgebung von y ist sodass p(V') offen und p|y bianalytisch
ist. Man sieht leicht ein, dass p* bijektiv ist, die Inverse p. : Oy — O,y wird
induziert durch (V, f) — (p(V), f o (p|ly)™") wo V C V und V wie oben. Da
das Biindel O(Y') die disjunkte Vereinigung der O, ist, konnen die Abbildungen
P« © Oy — Op, der einzelnen Fasern zu einer Abbildung O(Y) — O(X)
zusammengefasst werden. Wir bezeichnen diese wieder mit p.. Beachte, dass
man die folgenden Diagramme hat:

Px Px

oY) 2= 0(X) oy)— o)
Y ——X \cc/

4.2.7 Lemma. Seien X,Y Riemannsche Flichen und p:Y — X lokal biana-
lytisch. Dann ist p, € Hol(O(Y), O(X)).

Beweis. Sei y € O(Y) gegeben. Wihle offene Umgebungen U C X von
mx(p«(y)) und V. C O(X) von p.(y), sodass mx|y bianalytisch ist. Setze
W = (pomy) 1 (U), dann ist W C O(Y) offen und y € W. Weiters ist
p«|w = (mx|v) ! opomy, also analytisch.

U

Wir wollen nun untersuchen wie weit sich ein gegebener Funktionskeim fort-
setzen 1a8t.

4.2.8 Definition. Sei X eine Riemannsche Fliche, ¢ € X, und f, € O,. Ei-
ne analytische Fortsetzung von f, ist ein Tupel (Y, p, F,b) bestehend aus einer
zusammenhéngenden Riemannschen Flidche Y, einer lokal bianalytischen Ab-
bildung p : Y — X, einer Funktion F € Hol(Y,C), und einem Punkt b € Y,
sodass

p(b) = a wnd p. (V. F)].,) = fo.

Eine analytische Fortsetzung (Y, p, F,b) von f, heifit mazimal, wenn sie die
folgende Eigenschaft hat: Fiir jede analytische Fortsetzung (Z,q, G, c) von f,
existiert ® € Hol(Z,Y) sodass ®(¢) = b und F o & = G. Weiters sagen wir zwei
analytische Fortsetzungen (Y, p, F,b) und (Z,q,G,c) sind bianalytisch dquiva-
lent, wenn es eine analytische und bijektive Abbildung ® : Z — Y gibt mit
®(c)=bund Fod =G.

Die universelle Eigenschaft einer maximalen analytischen Fortsetzung lasst
sich auch durch das folgende Diagramm ausdriicken:

Die untere Hilfte dieses Diagramms ist stdrker als die in der Definition gefor-
derte Eigenschaft ®(c) = b, folgt aber wegen der Eindeutigkeit des liftings denn
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X,Y sind Hausdorff, Z ist zusammenhéngend, und p ein lokaler Hom&omor-
phismus.

4.2.9 Satz. Sei X eine Riemannsche Fliche, a € X, und f, € O,. Dann
existiert eine maximale analytische Fortsetzung von f,. Diese ist, bis auf biana-
lytische Aquivalenz, eindeutig. Man spricht auch von der Riemannschen Fliche
des Funktionskeims f,.

Beweis. Wir zeigen als erstes die Existenz einer maximalen analytischen Fort-
setzung. Dazu bezeiche Y die Zusammenhangskomponente von O(X) welche
den Punkt f, enthélt. Dann ist Y, als offene Teilmenge der Riemannschen
Fliche O(X), selbst auch eine Riemannsche Fliche. Klarerweise ist Y zusam-
menhéngend. Wir betrachten das Tupel (Y, 7x |y, ax|y, fa). Nach Korollar 4.2.2
ist mx|y lokal bianalytisch, und nach Lemma 4.2.3 ist ax|y € Hol(Y,C).
Offenbar ist f, € Y und nx(f,) = a. Um 7% (fs) zu berechnen, schrei-
be fo = [(U, f)]~, mit U zusammenhidngend. Dann ist N(U, f) C Y, und
nach Lemma 4.2.3 gilt f o 7mx|nw,f) = ax|nw,f)- Also ist 7% ([(U, f)l~.) =
(N(U, f),ax)]~;, - Wir sehen, dass (Y,7x|y,ax|y, fa) eine analytische Fort-
setzung von f, ist.

Sei (Z,q, G, ¢) eine andere analytische Fortsetzung von f,. Definiere ® := g,o0
(7z|N(z,c)) ", dann ist ® € Hol(Z, O(X)). Es gilt f, = ¢.([(Z,G)]~.) = @(c),
also ist f, € ®(Z). Da ® stetig ist, ist ®(Z) zusammenhingend. Es folgt dass
®(Z) CY. Wir haben nun das folgende Diagramm:

Wir kommen zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage. Seien dazu (Y, p, F, b) und
(Z,q,G, c) zwel maximale analytische Fortsetzungen. Dann haben wir also ® €
Hol(Z,Y) und ¥ € Hol(Y, Z) mit



48 KAPITEL 4. ANALYTISCHE FORTSETZUNG

und es gilt ¥ o®(c) = ¢. Da X und Z Hausdorff sind und Z zusammenhéngend,
folgt dass W o & = idz. Genauso erhilt man ® o ¥ = idy, also ist ® bijektiv.
Klarerweise ist ®(¢) =bund F o ® = G.

4

Da auf einer Riemannschen Fliche die Zusammenhangskomponenten mit
den Bogenkomponenten iibereinstimmen, sehen wir, dass die maximale analyti-
sche Fortsetzung eines Funktionskeimes f, gegeben ist als die Menge aller Funk-

tionskeime die man aus f, mittels analytischer Fortsetzung lings eines Weges
erhalten kann.



Kapitel 5
Runge Theorie

5.0.1 Definition. Sei K C C kompakt, f : K — C. Wir sagen f ist analytisch
auf K, wenn es eine offene Menge U und eine analytische Funktion F': U — C
gibt mit U 2 K, F|g = f.

5.0.2 Beispiel. Sei K := D die abgeschlossene Einheitskreisscheibe. Dann kann
jede auf K analytische Funktion auf K gleichméBig durch Polynome appro-
ximiert werden. Denn die Taylorreihe von f mit Anschlussstelle 0 konvergiert
gleichméfig auf K.

Sei andererseits K := T die Einheitskreislinie und betrachte die Funktion
f(z):= % Diese ist analytisch auf K, kann aber auf K nicht gleichm#flig durch
Funktionen aus H(C) approximiert werden, insbesondere nicht durch Polyno-
me. Denn fiir jedes g € H(C) gilt sicherlich ¢ g(¢)d¢ = 0, und es ist aber
¢ £(C) d¢ = 2.

Wir wollen in diesem Kapitel die folgende Frage untersuchen: Sei G C C
offen, K C G kompakt. Wann sind alle auf K analytischen Funktionen auf
K gleichméfig durch in G analytische Funktionen approximierbar? Oder, etwas
allgemeiner: Wo mufl man Singularitéiten zulassen, sodass jede auf K analytische
Funktion approximierbar ist?

5.1 Der Polverschiebungssatz

Der Polverschiebungssatz ist ein oft recht praktisches Hilfsmittel. Wir werden
ihn, und einige verwandte Resultate, im folgenden beniitzen.
Sei K C C kompakt. Fiir & € C\ K bezeichne
1
R, :=C| | cC(K)

Z—

den Abschluss der Polynome in (z — a)~! beziiglich der Supremumsnorm auf
K. Weiters setze Ro = C[z] C C(K), das sind also jene Funktionen auf K die
sich auf K gleichméBig durch Polynome approximieren lassen.

5.1.1 Proposition (Polverschiebungssatz). Sei K C C kompakt, und seien
a,b € C\ K. Dann gilt R, = Ry genau dann, wenn a und b in der gleichen
Zusammenhangskomponente von C\ K liegen. Ist a in der unbeschrinkten Kom-
ponente von C\ K, so gilt Ry C Reo.

49
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Beweis. Fiir a € C\ K betrachte die Menge
M, = {bE(C\K: RbgRa}.

Offenbar gilt a € M,.

Wir zeigen dass M, abgeschlossen ist. Sei dazu ¢ € M,, und b, € M,
mit b, — c¢. Dann gilt (z — b,)"" — (2 — ¢)~" gleichméBig auf K, also ist
(z—¢)™' € Upen Bb. € Ra = Ry. Es folgt C[(z — ¢)7!] C R,, und damit auch
R. C R,.

Die Menge M, ist auch offen: Sei b € Ma, und sei > 0 sodass U,.(b) C C\ K.
Fiir ¢c € Uz (b) und 2 € K gilt |[= b| < %, und daher ist die geometrische Reihe

ZnmolE=

) auf K gleichméflig konvergent. Nun ist

o _(c=b)"
z—c z—bZ z—b _nzio(z—b)”Jrl €8y S Ra.
Wir erhalten wieder R. C R,, und sehen dass Uz (b) C M,.

Die Menge M, ist also in C\ K offen und abgeschlossen ist daher Vereinigung
von Zusammenhangskomponenten von C \ K. Insbesondere umfasst sie jene
Zusammenhangskomponente von C \ K welche a enthélt.

Seien nun a,b in der gleichen Zusammenhangskomponente von C\ K. Nach
dem oben gezeigten gilt b € M,, und, wenn man die Rollen von a und b ver-
tauscht, auch a € M. Insgesamt hat man R, = Rjp.

Betrachte nun den Fall, dass a in der unbeschriinkten Komponente von C\ K
liegt. Wihle einen Punkt ¢ mit K C U (0). Dann liegt ¢ ebenfalls in der
unbeschréankten Komponente und damit gilt R, = R.. Nun ist die Taylorreihe
fiir (z—c¢)~! mit Anschlussstelle 0 im ganzen Kreis U (0) konvergent, also kann
(2 — ¢)~t auf K gleichmiiflig durch Polynome approximiert werden. Wir haben
also R, = R. C R

Seien nun a, b Punkte aus verschiedenen Komponenten Z, und Z;, von C\ K.
Dabei sei 0BdA Z, nicht die unbeschrinkte Komponente von C \ K. Setze
§ := max,ck |2 — al. Angenommen es gibt eine Funktion g € C[(z — b)~!] mit
= — g(2)|lx < 5. Dann gilt also |1 — (z — a)g(2)| < %, z € K. Die Funktion
1—(z—a)g(z) ist analytisch in C\ {b}, insbesondere ist sie also analytisch in Z,
und stetig auf Z,. Da Z, beschriinkt ist, erhalten wir aus dem Maximumprinzip

Zseuga|1— (z —a)g(2)] —zrgggcaﬂ —(z—a)g(2)].

Nun ist 07, C K, also ist die rechte Seite < % Ein Widerspruch, denn an der
Stelle @ nimmt die Funktion 1 — (z — a)g(z) den Wert 1 an. Wir schliessen, dass
R. Z Ry.

U

Wir kommen nun zu einem Ergebnis, das uns zeigt wie man eine gegebene
Funktion durch rationale Funktionen mit Polstellen in einer gewissen ,kleinen*
Menge approximieren kann.

5.1.2 Proposition. Sei G C C offen und K kompakt, K C G. Dann gibt es
eine kompakte Menge M C G\ K, sodass sich jede in G analytische Funktion
auf K gleichmdﬁig approximieren lGfit durch rationale Funktionen der Gestalt
P ﬁ deren Pole w; sdmtliche in M liegen.
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Zum Beweis beniitzen wir das folgenden Lemma.

5.1.3 Lemma. Sei G C C offen und K kompakt, K C G. Dann gibt es endlich
viele orientierte Strecken ol,... o™ in G\ K, so dap fiir jede in G analytische

Funktion f gilt:
L&
f(z) = M;[C_ch, zeK.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir voraussetzen, dass
G # C ist. Da K kompakt ist, ist d(K,dG) > 0. Wir legen ein achsenparalleles
Gitter mit Maschenweite d < \/iid(K ,0D) auf die Ebene. Da K kompakt ist,
wird K nur von endlich vielen der abgeschlossenen Gitterquadrate getroffen;
seien diese Q*, ..., QY. Da wir die Maschenweite des Gitters hinreichend klein
gewiihlt haben, gilt fiir jedes dieser Quadrate Q* NOG = 0, und daher Q* C G.
Also haben wir

N
KclJa@'ca.
k=1

Nach der Cauchyschen Integralformel gilt

O (SIP {f(Z) L7 € (@)

i P -2 |0, 2 e m((QH))

Da die Quadrate QF paarweise disjunkt sind, erhalten wir insgesamt also

N

_ 1l J© .
R T TV

k=

Bezeichne nun mit ¢',..., 0™ jene Strecken, die Seite eines der Quadrate Q*
sind, aber nicht gemeinsame Seite von zwei solchen Quadraten. Diese Strecken
seien mit jener Orientierung versehen die sie von der positiven Orientierung von
OQF erhalten.

Ist o Seite von zwei benachbarten Qudraten, so kommt in der Summe (5.1)
der Summand fg % d¢ zweimal vor, jedoch mit unterschiedlicher Orientierung.
Diese Summanden heben sich also gegenseitig auf. Wir erhalten

n

N
f(z) = 1 > /k Q{C(TOZ d¢, z € | mnt(QY). (5.2)
: k=1

211
k=177

Ist fiir eine Seite o eines der Quadrate Q* der Schnitt ¢ N K nichtleer, so kommt
auch das Q" auf der entsprechenden Seite benachbarte Quadrat unter den Q'
vor, und damit ist die Seite ¢ nicht unter den oben ausgewihlten o', ... o™.
Die rechte Seite von (5.2) ist analytisch, insbesondere stetig, in C\ ;_, o*,
insbesondere also auf K. Die linke Seite hat die gleiche Eigenschaft, die
Beziehung (5.2) gilt also fiir alle z € K.
U

L ...,o" die Strecken aus dem obigen

Beweis. (von Proposition 5.1.2) Seien o

Lemma, und setze M := |J;_, o*.
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Wegen der Integraldarstellung von f aus Lemma 5.1.3 geniigt es zu zeigen,
dass sich ein Integral f f (C) ~ d¢ auf K gleichméfig durch rationale Funktionen
mit Polen nur in o approxmneren 148¢.

Die Funktion g(¢) := % ist stetig auf der kompakten Menge o x K, also
ist sie dort gleichméBig stetig. Insbesondere finden wir zu jedem € > 0 ein 5 >0,
sodass

’g@,z)—g((’,z)’ <e¢ zeKund (¢ €omit [ -] <.

Nun unterteilt man o in Teilstrecken 77 der Linge ¢(n7) = [ ;d¢ < 4, wiihlt
wj € 7, und setzt ¢; ;= — f(w;)¢(n’). Dann folgt

\/ ¢,z dc——\—\/ (¢2) = glw,2)) de| < e e(x?).

Insgesamt folgt

’<e€()

]/c, L P

O

Je besser wir in Proposition 5.1.2 die Funktion f approximieren wollen desto
mehr Pole werden die approximierenden rationalen Funktion haben. Die Lage
der Pole ist jedoch von der Approximationsgiite unabhéngig: Da stets alle Pole
in |J,_, 0¥ liegen, riicken sie nicht niher an K heran.

5.2 Die Approximationssitze von Runge

Sei P C C. Bezeichne mit Cp(z) die Menge aller rationalen Funktionen deren
Pole samtliche in P liegen.

5.2.1 Satz (Approximationssatz von Runge). Sei K C C kompakt, und P C C.
Dann sind dquivalent:

(i) Jede auf K analytische Funktion ist auf K gleichmdfig durch Funktionen
aus Cp(z) approzimierbar.

(13) P trifft jede beschrinkte Komponente von C\ K.
(19i) Zu jedem zo € C\ K gibt es eine Funktion p € Cp(z) mit
[p(20)] > max|p(z)| .
Beweis. Wir zeigen (it) = (i). Sei f ist analytisch auf K, d.h. analytisch

auf einer gewissen offenen Menge G C K. Nach Proposition 5.1.2 gibt es eine
kompakte Teilmenge M C G, sodass f durch Funktionen der Gestalt

gz => 9 (5.3)

Z— W;j;
endl J

mit w; € M auf K gleichmiaf8ig approximiert werden kann.
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Sei w € M und gehore w zu einer beschrénkten Komponente Z von C \ K.
Wihle wg € Z N P. Dann kann nach dem Polverschiebungssatz (z —w)~! durch
Polynome in (z — wg)~! approximiert werden. Ist w in der unbeschrinkten
Komponente, so kann, ebenfalls nach dem Polverschiebungssatz, (z—w)~! durch
Polynome approximiert werden. Insgesamt kann jeder Summand in (5.3), und
damit auch g, durch Elemente aus Cp(z) approximiert werden.

Es gelte (7). Sei zp € C\ K gegeben, und setze ¢ := max,ck |z — zg|. Die
Funktion (2 — 29) ™! ist analytisch auf K, also gibt es eine Funktion ¢ € Cp(2)
mit max.ex (2 — 20) "' — ¢(2)| < 55. Nach dem Polverschiebungssatz kénnen
wir annehmen, dass ¢ an der Stelle zg analytisch ist. Fiir die Funktion p(z) :=
1 — (z — 20)q(z) gilt dann max.ck |p(z)| < 3 und p(z0) = 1. Wir schen, dass
(#47) erfiillt ist.

Sei nun angenommen, dass P eine beschrinkte Komponente Z; von
C \ K nicht trifft. Ist p € Cp(z), so ist p analytisch in Z;. Wegen
0Zy C K, ist p stetig auf Zy. Also haben wir nach dem Maximumprin-
zip sup,c gz, [p(2)] < max.ck [p(2)]. Die Bedingung (i) ist also fiir jedes
zo € Zy verletzt.

U

5.2.2 Korollar (Kleiner Satz von Runge). Sei K C C kompakt. Jede auf K
analytische Funktion ist auf K gleichmdfig durch Polynome approzimierbar,
genau dann wenn C\ K zusammenhingend ist.

Beweis. Wihle P = () in Satz 5.2.1.
|

Wir kénnen auch so approximieren, dass gleichzeitig an endlich vielen Stellen
interpoliert wird.

5.2.3 Korollar. Sei K C C kompakt und sei C\ K zusammenhingend. Weiters
seien 21,...,2n € K und Ny,..., Ny, € N. Dann kann jede auf K analytische
Funktion auf K gleichmdflig durch solche Polynome p approzimiert werden, fir
die f —pin z;, j=1,...,n, eine Nullstelle der Ordnung mindestens N; hat.

Beweis. Wihle ein Polynom ¢ sodass f — ¢ bei z;, j =1,...,n, eine Nullstelle
der Ordnung mindestens N; hat. Dann ist die Funktion

Fle) = H?_{((i)—_ e

analytisch auf K. Sei § := max,cx | H?:l (z—zj)Ni|. Zu e > 0 wiihle ein Polynom
p sodass max.c [F(2) — p(z)| < §, dann gilt

max |(2) = (4(2) + p(=) [[( = 2)™)| <e.

zeK

j=1

4

Wir wissen aus dem Satz von Osgood, dass eine auf einem Gebiet G punkt-
weise konvergente Folge analytischer Funktionen auf einer dichten offenen Teil-
menge G von G sogar lokal gleichméfig konvergiert. Insbesondere ist also der
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punktweise Grenzwert einer Folge analytischer Funktionen auf einer dichten of-
fenen Teilmenge analytisch. Wir konstruieren mit Hilfe des Satzes von Runge
eine Folge von Polynomen, die punktweise gegen die unstetige Funktion

1 ,2=0
X{O}(z) = 0 sonst

konvergiert.

5.2./ Beispiel. Sei

I, :={z€C: |z] <n, d(z,[0,00)) > %} U [%,n], K, :=1,U{0}.

Dann ist K, kompakt, es ist K,, € Kpny1, U,cny Kn = C, und C\ K,, zusam-
menhéngend. Die Funktion x oy |x, ist analytisch auf K, also gibt es nach dem
kleinen Satz von Runge Polynome p, mit sup,cx [pn(2) — xq03(2)| < +. Es
folgt dass

lim p,(2) = x103(2), z € C.

n—oo

Ein dichter Teilbereich von C wo wir in diesem Beispiel lokal gleichméfiige Kon-
vergenz haben, ist C\ [0, 00). Tatséchlich konvergiert die Folge auf keiner offenen
Menge die einen Punkt von [0, 00) enthélt lokal gleichméBig. Denn: Angenom-
men es existierte eine solche Menge O. Sei r € O N (0, 00), dann ist ein ganzer
Kreisbogen {z € C: |z| =r, - < argz < d} in O enthalten. Auf diesem konver-
giert (pn)nen gleichméBig. Auf dem Bogen {z € C: |z| =1, < argz < 27 — 0}
ist (pn)nen ohnehin gleichmifig konvergent, insgesamt also auf der ganzen
Kreislinie mit Radius r. Nach dem Maximumprinzip konvergiert (p,)nen da-
her auch auf der ganzen Kreisscheibe U,.(0) gleichméBig. Ein Widerspruch da
die Grenzfunktion an der Stelle 0 unstetig ist.
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