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Kapitel 1

Die komplexen Zahlen

1.1 Eigenschaften von C

Wir diskutieren einige Unterschiede zwischen R und C. Zunéchst: R ist ein
angeordneter Korper.

1.1.1 Lemma. C kann nicht zu einem angeordneten Korper gemacht werden.

Beweis. In einem angeordneten Korper ist jedes Quadrat positiv. Insbesondere
ist also 1 > 0 und daher —1 < 0. Kénnte C zu einem angeordneten Korper
gemacht werden, so wire —1 = i2 > 0 WS!.

O

Nun betrachten wir Kérperantomorphismen von R bzw. C.
1.1.2 Satz. Es gilt
(i) Es gibt (ausser der Identitit) keinen Korperantomorphismus von R.
(13) Es gibt unendlich viele Korperantomorphismen von C (ohne Beweis).

(7i1) Es gibt (ausser der Identitit) genau einen Kdrperantomorphismus von C,
der R (als Ganzes) fest lifst.

Beweis.
ad (i): Zuniichst 148t jeder Kérperantomorphismus Q elementweise fest. Da in

R gilt
r>y <= JzeR:x—y=22,

erhélt jeder Korperantomorphismus die Ordnung, ist also stetig. Da Q dicht in
R ist muf ein solcher = idR sein.

ad (iii): Wegen ¢(R) < R folgt aus (), daB p(x) = z fiir € R gilt. Es folgt
pla+iy) = p(x) + e(D)e(y) = = + ¢()y,

P(0)? = 9(i%) = p(=1) = —1,d-hp(i) = +i.
Also ist entweder ¢ = id¢ oder ¢(z) = Z.

ad (i7): Geht mit Hilfe von Transrendenzbasen von R iiber Q.

1
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U

1.1.3 Satz. (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom p(z) € Clz] zerfdllt
in Linearfaktoren. D.h. C ist algebraisch abgeschlossen. Klarerweise ist diese
Aussage dquuivalent zu: Jedes Polynom in C[z]\C hat eine Nullstelle. Betrachtet
man mit p € C[z] auch das Polynom q/z) := p(2)p(Z), so gilt ¢(R) <R, also ist
q € R[z]. Offensichtlich ist nun die obige Aussage dquivalent zu: Jedes Polynom
q € R[z] \ R hat eine Nullstelle.

Beweis. 1.(Argand) Wir beniitzen die folgenden Aussagen:
(¢) Jedes Polynom p € C|z] hiingt stetig von z ab.

(1) Jede stetige Funktion f : K — R auf einem Kompaktum K nimmt auf K
ein Minimum an.

(7i1) Jede komplexe Zahl hat k — te Wurzeln.

Sei nun p € C[z]C gegeben.

) 3e € C: |p(c)| = inf.ec |p(2)|. Denn p(z) = an2™+ ... +ag = 2"(a, + 221 +
...+ 8. Fiir hinreichend grofes |z| ist die Klammer nahe bei a,,(# 0), also gilt
Ip(2)| — oo fiir |z] — oo. Sei nun R so groff , daB |p(z)| > |p(0)| fiir |z] > R.
Dann ist inf.cc [p(2)| =€|.1<r [p(2)| und letzteres wird angenommen, da die

abgeschlossene Kreisscheibe kompakt ist.

) Sei k > 1, h(z) := +bzF + 2¥g(z) mit b € C\ 0, g € C[z], g(0) = 0. Dann
Ju € C: |h(u)| < 1. Denn: Sei d eine k — te Wurzel von ¢. Fiirallet: 0 <t <1
gilt [h(dt)] < [1 —t*] + |d*tFg(dt)| = 1 — t*(1 — |$g(dt)]). Da g(0) = 0 und ¢
stetig bei 0 folgt die Behauptung.

) Ist p(c) # 0so 3¢ : |p()| < |p(c)|. Denn: setze h(z) := % =1+b2k +
Zk:(bk+12 +...+ bnz”’k) mit by, # 0. Nach dem gerade bewiesenen gibt es ein u
mit |h(u)] < 1, also ist |p(c + )| < |p(c)].

-) Wegen dem ersten Teil dieses Beweises folgt, dafl Jc : |f(c)| = 0, d.h. f(c) = 0.

0

Dieses Verfahren ist nicht konstruktiv, kann aber zu einem Algerithmus ver-
bessert werden.

1.1.4 Bemerkung. (M.W.Hirsch, St.Smale,1979) Konstruieren einen Algerith-
mus, so daf fiir jedes Polynom p € C[z] \ C und fiir beliebigen Startwert zo € C
eine Folge (z,)nen produziert wird, welche gegen eine Nullstelle von p konver-
giert. Genauer gilt sogar

p(zn)| < K™|f(20)],n €N

mit einer Konstanten K < 1 die nur von Grad des Polynomes p abhéngt.

Beweis. 1.(Laplace) Wir benutzen die folgenden Aussagen:

(1) Jedes reelle Polynom mit ungeraden Grad hat eine reelle Nullstelle

THI.3



1.2. REELLE DIVISIONSALGEBRA 3

(#4) Zu jedem nicht konstanten reellen Polynom p gibt es einen Oberkérper
K >R in dem p in Linearfaktoren zerfillt.

(74i) Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen: Sei
n
H 2= C)=2"—m2" £ (=D,

dann ist jedes symetrische Polynom in R[(i,...,&,] ein Polynom in
R,y M)

(v) Jedes quadratische Polynom in Clz] zerféllt in Linearfaktoren. Sei nun
h(z) = 2" —b12" "1 £.. .+ (=1)"b, € R[z] gegeben. Wir schreiben n = 2¥¢
mit 2xq und verwenden Induktion nach k. Der Induktionsanfang ist gerade
(). Sei also k > 1.

Fir gewisse Elemente (q,...,(, € K (Zufillungskorper) gilt
H z— (k) -
k=1
Fiir ¢t € R betrachte das Polynom

Li(2) = H (2 =G — G —tG() € K[2].

1<k<I<n

Bei Permutationen von ({1, ..., (,) bleibt L; invariant, also sind seine Koeffizi-
enten symetrische (reelle) Polynome in ¢ und damit in by. Es folgt L; € R[z].
Der Grad von L, ist @ = 2F"1¢(2k_)), also hat L; nach Induktionsvoraus-
setzung eine Nullstelle in C, d.h. 3 Index (k,1), so dal {; + {; +t(x(; € C. Daes
nur endlich viele Indius aber unendlich viele reelle Zahlen t gibt, 3r # s, (k,1),
so daf

G+ G +7GG €C, G+ G+ GG eC,
damit ist aber (x(;, (x + (; € C. Also sind (i, (; die Nullstellen des Polynoms
2> — (Ce + Q)2 + GG € C[2],

sind also selbst in C.

g

Folgerung 1.4 Jede endliche Korpererweiterung von R ist entweder R oder
C. D.h. insbesondere, dal man am R"™, n > 3, keine Multiplikation definieren
kann, die R™ zu einem Korper macht.

1.2 Reelle Divisionsalgebra

1.2.1 Definition. Sei V' ein Vektorenraum iiber R und sei auf V' eine Multi-
plikation definiert die den Distributivgesetzen

(ax + By)z = a(zz) + B(yz), z(ay + Bz) = alzy) + B(xz),

x,y:z €V, a, B €R, geniigt. Dann heifit V' eine reelle Algebra.

DEI.5
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4 KAPITEL 1. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Es werden viele zuséatzliche Eigenschaften von reellen Algebren als Gesetze

formuliert und benannt:
DEI.6

1.2.2 Definition. Sei V eine reelle Algebra. V heif3t
(1) assoriative : <= Vz,y,z € V : z(yz) = (zy)z.

(#4) kommutative : <= Vz,y € V : zy = yx.

(iv

)
)
(7i1) Algebra mit Eiserelement : <= Je €V :Vx €V : Xe =ex = z.
) nullteilerfrei : <= Vz,y € V:zy=0=z = 0vy =0.

)

(v) ] quadratisch : <= V ist Algebra mit Einzelelement e, und jedes Element
z € V geniigt einer Gleichung der Gestalt 2 = ae + Bz mit gewissen

a, B eR.
(vi) Divisionsalgebra : <= Va,b € V,a # 03|23y : ax = b, ya = b.

Eine assoriative Divisionsalgebra mit Einzelwert (nicht notwendig kommu-
tativ) heifit manchmal auch Schiefkérper. Dazu bemerke man:

1.2.3 Lemma. Jede assoriative Divisionsalgebra hat ein Einserelement.

Beweis. Sei a # 0, dann existiert e € V mit ea = a. Es ist e # 0 wegen a # 0
und es folgt (e2 —e)a = 0, also €? = e. Daher ist e(ex — ) = (e — e)x = 0, also
ex = x fiir beliebiger € V. Analog folgt xe = z.

U

Ein bekanntes Beispiel fiir einen Schiefkérper (der kein Korper ist) sind
die Hamiltonschen Quaternionen. Wir definieren dazu an R* m it der Basis
e:=(1,0,0,0), i = (0,1,0,0), 7 = (0,0,1,0), k = (0,0,0,1) eine Multiplikation
durch die Festlegung das e ein Einselelement ist und das gilt:

i j k
i —e k —j
j -k —e i
k j -1 —e

Diese 4-dimensionale reelle Algerba bezeichnet man mit H. Die Tatsache,
da H ein Schiefkérper ist folgt aus dem néchsten Lemma.

1.2.4 Lemma. Die Abbildung

atif — (y+id)
(a,ﬁ7’7’5)'—><7_¢5 oz—iﬂ)

ist ein injektiver Homomorphismus von H in den Ring der komplexen 2x2-
Matrizen. Insbesondere ist H Schiefkorper.

Bewets. Es gilt:
e (§ 9,0 (7 %),7 = (45" k= (L79),

und man rechnet unmittelbar nach, dafl die Matrizen der gleichen Operations-
tafel geniigen wie 1, j, k.
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Das Bild von H ist die Menge aller komplexen 2x2-Matrizen der Form
(%), £,e € C. Da dort (% 2) = |z]* + |w|? ist und die Inverse wieder diese
Gestalt hat ist dieser Unterring sogar ein Schiefkorper.

0

Ist V eine beliebige Algebra mit Einselement und geniigen u,v,w € A, der
Operationstafel von 4, j, k, so heifit (u,v,w) ein Hamiltonsches Tripel.

Die Menge ImV := {x € V|22 € Re, # € Re \ 0} heifit der Imaginirraum
von V. Klarerweise Im V' bzgl. skalarer Multiplikation abgeschlossen, i.a. jedoch
nicht bzgl. Addition.

1.2.5 Bemerkung. Ist V nullteilerfrei, u # 0, u € ImV, u? = a, e, so ist a < 0.
Denn: angenommen « > 0, o = 3%, dann folgt (u — Be)(u + Be) = u? — 32 =0,
ein WS! da u # £0e.

1.2.6 Lemma. Sei V nullteilerfrei, (u,v,w) ein Hamiltonsches Tripel, dann
gilt

(i) Die Abbildung ¢ : H — V, ¢(a, 8,7,0) := ae + fu + v + dw, ist ein
injektiver Homomorphismus.

(1) Ru+Ro+Rw <ImV.

Beweis.

ad (i): Klarerweise ist ¢ ein Homomorphismus. Er ist genau dann injektiv, wenn
die Elemente e, u, v, w linear unabhéngig sind.

-) u,v sind linear unabhingig: Angenommen v = av = w = vu = W = —wW
d.h. w =0 WS

-) e, u, v sind linear unabhéngig: Angenommen v = ae+fu, o, 5 € R. = 2afu =
12 — a?e — f2u? € Re WS!

-) e,u,v,w sind linear unabhéngig: Angenommen nicht, dann gibt es eindeutige
Zahlen g,0,7 € R: w = ge+ ou+ Tv. Wegen w = uwv, folgt —v = gu — oe + Tw,
also

w=(g+0)e+(c—gu—T7w.

Wegen der Eindeutigkeit folgt 72 = —1 WS!.

ad (ii): Es gilt (Bu+ yv + dw)? € Re durch nachrechnen.

U

1.2.7 Lemma. SeiV eine nullteilerfreie assoriative reelle Algebra mit Finsele-
ment e. Ist U <ImV ein 2-dimensionaler Unterraum und u € U, u® = —e, so
gibt es v € U so daf$ u,v,uv ein Hamiltonsches Tripel ist.

Beweis. Wéhle x € U, so da8 u, x linear unabhéngig sind. Dann gilt da z +u €
U<ImV ist:
Be = (e+z)? =u? +2* + (ur + 2u),

also ux 4 ru = e Setze v = x + Ju, dann ist uv = —vu. Weiters konnen wir
annehmen, dafl v> = —e, denn sonst multipliziere man v mit einem A > 0.

RED

LEIL9

LEI.10
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6 KAPITEL 1. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Es ist u, v, w := uv ein Hamiltonsches Tripel. Denn:

2

vw = v(w) = -—-v(vu) = —vu = u,

wv = (w)y = w? = —u,

wu = (w)u = —vu? = v,

ww = uluww) = utv = —v,

vw? = uw = —v, also v(w?+e)=0=w?=—c.

Wie bemerkt ist Im V' im allgemeinen kein Unterraum von V. Wir werden
sehen, dafl dies bei quadratischen Algebren doch der Fall ist. Zunéchst zeigen
wir, dal “quadratisch* kein seltener Begriff ist.

1.2.8 Lemma. Jede endlich dimmensionale assoriative Divisionsalgebra ist
quadratisch.

Beweis. Betrachte den Einsatzhomomorphismus ¢, von R[z] — V, d.h. fiir
x € Vist v, (p(2)) := p(z). Da V nullteilerfrei ist, ist ker ¢, ein Primideal.
Da R]z] ein Hauptidealring ist, gibt es ein Primpolynom p € R[z], so daf§
ker ¢ = (p). Reelle Primpolynome sind aber linear oder quadratisch.

0
1.2.9 Lemma. Ist V quadratisch, so ist ImV ein Unterraum von V und es gilt
V=Re® ImV.
Beweis.

-) Seien u,v € mV linear unabhingig. Es gelten Beziehungen /u + v)? = aje +
Bi(u+v), (u—1v)? = aze+ B2(u —v), und es folgt

(B1 + Bou + (B — Bo)v = 2u? 4+ 20% — (ag + az)e € Re.

Wie wir im Beweis von Lemma 1.2.6 gesehen haben sind wu,v,e linear un-
abhingig, also ist 1 = B2 = 0 d.h. (u+v) € ImV.

) Seix €V, z ¢ R. Es gilt 22 = ae + 2Bz mit a, B € R, also
(x — Be)* = 2% — 282 + f%e = (a + f*)e € Re,

d.h. da x — fe € Re, dall x — Be € ImV.

O

1.2.10 Satz. (Frobenius) Sei V' eine nullteilerfreie, assoriative und quadrati-
sche reelle Algebra (2.B. eine endlichdimensionale assoriative Divisionsalgebra).

Dann ist V = C oder V = H.

Beweis.
) Ist dimV = 1, so ist trivialerweise V' = R. Ist dimV = 2, so Ju € V mit
u? = —e und es ist V = Re @ Ru, also ist V = C.
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-) Sei dimV > 3. Dann ist dimImV > 2 also gibt es wegen Lemma 1.2.7 ein
Hamiltonscher Tripel u,v,w € ImV. Sei x € ImV, da v, u, w, git; € ImV folgt

zu + ux € Re,xzv + vr € Re, zw + wzr € Re.

Multipliziert man die erste Gleichung mit V' von rechts die zweite mit u von links,
so folgt xw —wx € Ru+ Rw, also mit der dritten Gleichung zw € Ru+ Rv + Re

und damit
z € Ru+Rv+ Rw,

d.h. ImV = Ru + Rv + Re und damit V = H.
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Kapitel 2

Runge-Theorie

2.1 Der Polverschiebungssatz

Ist B eine Kreisscheibe, so werden alle in B holomorphen Funktionen durch ihre
Taylor-Polynome kompakt approximiert. Das ist fiir allgemeine Gebiete nicht
richtig: Ist zum Beispiel K = {|z| = 1} und f(z) = 1, so ist f analytisch auf K
(d.h. in einer gewissen Umgebung von K'), kann jedoch sicher nicht gleichméBig
durch Polynome approximiert werden denn f\z\:1 f(z)dz = 2mi. Es stellt sich
also die Frage:
Sei D ein Gebiet, K < D ein Kompaktum. Wann sind alle auf K analytischen
Funktionen gleichméfig durch in D analytische Funktionen approximierbar ?
Oder: Wo mufl man Singularitdten zulassen, so daf} jede auf K holomorphe
Funktion approximierbar ist ?

Wir benétigen eine allgemeine Version der Cauchyschen Integralformel.
Zunéchst:

2.1.1 Bemerkung. Sei R ein kompaktes Rechteck in einem Gebiet D. Dann gilt
fiir jede Funktion f analytisch auf R:

1 f(C) o (2),z€F
2mi / e {ros
OR

2.1.2 Lemma. Sei K(# 0) ein Kompaktum im Gebiet D. Dann gibt es end-
lich viele verschiedene, orientierte, horizontale oder vertikale Strecken ot ..., o"
gleichen Linge in D\ K, so daf8 fiir jede in D analytische Funktion f gilt:

_ 1l [ f©Q

Beweis.

) oBdA sei D # C. Da K kompakt ist, gilt d(K,0D) > 0. Wir legen ein
achsenparalleles Gitter kompakter Quadrate (d.h. Randstrecken sind dabei).
auf die Ebene. Die Maschenweite d sei < d(L\gD). Da K kompakt ist, wird K

nur von endlich vielen Gitterquadraten getroffen: Q', ..., Q" Es gilt:

Kch ,Q"cD.

9
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Dabei ist die linke Inklusion klar, die rechte folgt da die Maschenweite hinrei-
chend klein gewahlt wurde.

-) Wir betrachten nun diejenigen Strecken o', ..., 0" die Teile von dQ* sind,
aber nicht als gemeinsame Seite von zwei Quadraten vorkommen. Die Orientie-
rung erhalten sie von einer positiven Orientierung des Randes der Quadrate.Es
ist U_, 0¥ < D\ K, denn hiitte ein ¢” mit K einen Punkt gemeinsam, so wére
auch das angrenzende Quadrat ein QP, ein Widerspruch ur Wahl von ¢”. Da ge-
meinsame Seiten verschiedener Gitterquadrate in entgegengesetzer Orientierung
durchlaufen werden, folgt

k n k
Q. f(©) .
Z/CZdC‘gjcde’ZED\HlaQ"

#ZlaQu

) Sei Z € QY so gilt
f(©) _
d¢ = [£(2),k=10,k#l
| Hac— ,
oQk
also folgt die Behauptung fiir z € UZ:l Q". Da die Ausdriicke links und rechts

des Gleichheitszeichens stetige Funktionen von z in D \ |J/_, sind, folgt die
Behauptung auch fiir z € Ufhl Q" \ U,_, 0¥, insbesondere also fiir z € K.

g

2.1.3 Lemma. Es gibt endlich viele Strecken o',... 0" < D\ K, sodaf jede
in D analytische Funktion gleichmdf$ig auf K durch rationale Funktionen der
Gestalt

approzimiert werden kann.

—z

Beweis. Nach Lemma 2.1.2 gilt fir 2 € K : f(2) = ;=50 f 1O g, fiir
v
gewisse Strecken o”. Wir zeigen, dal man jedes der Integrale gleichméflig ap-
proximieren kann.
Die Funktion v = é(_cz) ist stetig auf der kompakten Menge cx K, also ist sie
dort gleichméfig stetig. Insbesondere gilt: zu € > 0 existiert o > 0, so dafl

[v(¢,2) = (¢, 2)| < €¥(,¢ € 0,2 € Kmit [( = (| < 6.

Unterteilt man o in Teilstrecken 77 der Linge < §, und ist w; € II7, so folgt

(¢j = =f(wy) [ dO)

¢

’/U(C,Z)dC— z—wj‘ = ‘/(’U(C,Z) —v(wj, 2))d¢| <

<e-L(n7).
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Insgesamt folgt fiir jedes z € K:

‘/U(C,z)d(—zzcjwj <e-L(o).

g

2.1.4 Bemerkung. Die Lage der Pole der approximierenden Funktion héngt im
folgenden Sinn nicht von e ab: Es werden zwar mehr Pole, je kleiner € ist, sie
riicken aber nicht ndher an K heran, da sie ja stets in |Jo” liegen.

Das folgende Lemma zeigt, dafl sich die Lage der Pole noch besser kontrol-
lieren 148t: sie konnen in gewisse einzelne Punkte verschoben werden.

2.1.5 Lemma. (Polverschiebungssatz) Seien a,b Punkte aus einer (Zusammen-
hang) Komponente von C\ K. Dann ist i auf K gleichmdfig durch Polynome

m ﬁ approximierbbar. Ist Z die unbeschrinkte Komponente von C\ K, so

1st Zia auf K gleichmdfig durch Polynome approximierbar (d.h. der Pol a kann

nach oo verschoben werden).

Beweis. Fiir w ¢ K bezeichne L,, die Menge aller auf K analytischen Funktio-
nen, welche auf K gleichméflig durch Polynome in ﬁ approximierbar sind.
Dieser Begriff ist im folgenden Sinne transitiv:
1

zZ— S8

eLc,LeLbﬁieLb.

z—c z—s
Sei nun Z eine Komponente von C \ K,S = {s € Z|-1- € L,}. Diese Menge
ist nicht leer, denn b € S und abgeschlossen in C\ K. Es geniigt also zu zeigen,
daB sie offen ist:
)Ist ¢ € S und B C Z eine Scheibe um ¢, so ist B C S. Sei s € B, dann
konvergiert die geometrische Reihe

Y

(z — )t

lokal gleichmilig in C \ B, wegen BN K = () also gleichmifig auf K und zwar
gegen i Es folgt ﬁ € L. und wegen der Transitivitit s € S.

Ist Z die unbeschrinkte Komponente von C \ K, so gibt es einen Punkt
d € Z mit K C {|z] < |d|}. Dann ist 1 auf K gleichméfig durch Polynome
approximierbar, nach den oben bewiesenen also auch ﬁ

0

2.1.6 Bemerkung. Die Voraussetzung im Polverschiebungssatz das a und b in
der gleichen Komponente liegen ist notwendig (das sie nicht vollig unnétig ist
zeigt schon das Beispiel 1, K = {|z[ = 1}).

Denn es gilt die folgende Aussage:

Sei Z eine Komponente von C\K,a € Z,b ¢ KuZ,d§ = Zlim |z—al(>

. %
0). Dann ist ZIIE”IHZLI —g(2)| > % fiir jedes Polynom g in ﬁ.
Zum Beweis bemerke zunichst, dal 97 < K. Gébe es ein g mit ngf( Zia —

9(2)| < §, so wire (|z —a| < 4) auch % |1 — (2 —a)g(z)| < 1. Da g in Z
beschrinkt ist diirfen wir das Maximumsprinzip auf Z anwenden und es folgt

el = (2 —a)g(z)| < 1ein WS! da a € Z liegt.

REdW

LEIL3
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2.2 Approxomationssitze von Runge

Sei P C C, dann ist die Menge C,[z] aller rationalen Funktionen deren Rolle
alle in P liegen eine Teilalgebra der in C\ P analytischen Funktionen.

2.2.1 Satz. FEs gilt:

(1) (Approximationssatz 1.Fassung) Trifft P C C\ K jede beschrinkte Kompo-
nente von C\ K, so ist jede auf K analytische Funktion auf K gleichmfig
durch Funktionen aus C,z] approzimierbar.

(1) (Approzimationssatz 2.Fassung) Ist K ein Kompaktum im Gebiet D und
trifft jede beschrinkte Komponente von C\ K die Menge C\ D, so ist jede
auf K analytische Funktion auf K gleichmdfSig durch rationale Funktionen
approzimierbar, die alle analytisch in D sind.

(79t) (Kleiner Satz von Runge) Ist C\ K zusammenhdngend, so ist jede auf K
analytische Funktion auf K gleichmdfig durch Polynome approximierbar.

Bewets.

ad(i): Sei f analytisch auf K, d.h. analytisch in einer gewissen Umgebung
von K. Nach Lemma 2.1.3 gibt es ein zu K disjunktes Kompaktum L, so daf}
f auf K gleichmifBiig durch rationale Funktionen der Gestalt > Z_C—’?'ﬂj,w]— €
L, approximiert wird. Ist ein w; in einer beschréinkten Komponente Z; von
C\ K, so existiert nach VS! ein t; € PZ;, nach dem Polverschiebungssatz kann

der Summand —%“— auf K gleichmifiig durch Polynome in Z% approximiert

Z—U)g t]
werden. Liegt w; in der unbeschrénkten Komponente von K, so kann man sogar
durch Polynome approximieren. Insgesamt finden wir eine Approximierende in

Cplz].

ad (i#4): Man kann in (¢) die Menge P ausserhalb von D wihlen.

ad (iii): Klar aus dem obigen fiir D = C.

2.2.2 Korollar. FEs gilt:

(1) Sei K # {|z| = 1} ein nichtleeres Kompaktum in {|z| = 1}, dann gibt es

ein Polynom P mit P(0) =1, 27 |P(2)| < 1.

(i1) Sei K ein Kompaktum, so daff C\ K zusammenhdingend ist. Weiters seien
Z1y--e52n € Kund Ly,. .., L, € N. Jede auf K analytische Funktion kann
durch Polynome p auf K gleichmdf$ig approximiert werden, so daf jedes
f —p in z; eine Nullstelle der Ordnung > L; hat.

Bewets.
ad(i): Die Funktion —1 ist analytisch auf K und da C\ K zusammenhéngt gibt

es ein Polynom P mit 2ok |P + 1] < 1. Die Behauptung folgt mit P := 1+ zP.

ad(it): Wéhle ein Polynom p € C[z] so daB8 f — p bei z; eine Nullstelle der
Ordnung > L; hat. Dann ist die Funktion

SO (2 - )t
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analytisch auf K. Da C\ K zusammenhéngend existieren Polynome p die F(z)
approximieren. Da II7_, (z — z;)Li auf K beschrinkt ist, approximieren die Po-

lynome p(z) + 11—, (z — z;)" - p(z) auf K gleichméBig die Funktion f.

2.2.3 Lemma. Fs gilt fiir ein Kompaktum K im Gebiet D:

(i) Fiir jede Komponente Z von D\ K gilt 0Z N D C K. Liegt Z relativ
kompakt in D (d.h. 3 Kompaktum L C D mit Z C L), so gilt 220 |f(2)| =
cew|f(2)] fir jede in D analytische Funktionen.

(i3) Jede Komponente Zy von C\ K, die in D liegt, ist eine Komponente von
D\ K. Ist Zy zusdtzlich beschrinkt, so liegt Zy relativ kompakt in D.

Beweis.
ad(i): Die erste Aussage ist klar. Sei Z also relativ kompakt in D, dann gilt
0Z C D also folgt die Behauptung aus dem Maximumsprinzip.

ad(ii): Da Zj ein Gebiet in D\ K ist, gibt es eine Komponente Z; von D\ K
mit Z; > Z,. Da Z; ein Gebiet in C\ K ist, folgt wegen der Maximalitit von Z
daB Z; = Z, ist. Ist Zy beschrinkt, so ist Zy = Zy0Zy kompakt. Da 02, C K
(wegen (I) mit D = C) folgt Zg C DuK C D.

0

2.2.4 Satz. (Hauptsatz) Sei K ein Kompaktum im Gebiet D. Dann sind dqui-
valent:

(i) Der Raum D\ K hat keine in D relativ kompakte Komponente.
(73) Jede beschrinkte Komponente von C\ K trifft C\ D.

(i4i) Jede auf K analytische Funktion ist auf K gleichmifig durch rationale
Funktionen ohne Pole in D approximierbar.

(iv) Jede auf K analytische Funktion ist auf K gleichmdfig durch in D ana-
lytische Funktionen approximierbar.

(v) Zu jedem ¢ € D\ K gibt es eine in D analytische Funktion h, so daf$
MO = i h(2)]-
Beweis.
(1) = (4#) Klar wegen Lemma 2.2.3(i4)
(i7) = (iii) Satz 2.2.1(i7)
(#it) = (iv) trivial

(iv) = (¢) Ist wegen Lemma 2.2.3(7) genauso zu beweisen wie die Bemerkung
am Ende von Abschnitt 1.

LEIl.6

THIIL7
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(1) = (v) Der Bereich D \ (Ku{c} hat die reellen Komponenten wie D \ K bis
auf eine, aus der ¢ entfernt ist. Also gilt (¢) und damit auch (iv) auch fiir Ku{c}

statt K. Zu der Funktion g(z) := "122'5:}5 gibt es also eine in D analytische
Funktion h mit 2% |h(2)] < 3, |1 — h(c)| < 5. Es folgt |h(c)| > 3, also (v).

(v) = (¢) Hétte D \ K eine in D relativ kompakte Komponente Zj, so wire
wegen Lemma 2.2.3(4) die Bedingung (v) fiir jedes ¢ € Zj verletzt.

2.2.5 Korollar. FEs gilt:

(i) (Prdazisierung von kleinen Satz von Runge) Genau dann ist jede auf K
analytische Funktion auf K gleichmdfig durch Polynome approximierbar,
wenn C\ K zusammenhdingt. Das ist genau dann der Fall, wenn es zu
jedem ¢ € C\ K ein Polynom p mit |p(c)| > 2% |p(2)| gibt.

(7i) Ist P C C\ K so, dafl jede auf K analytische Funktion auf K gleichmifSig
durch Funktionen aus Cplz] approzimierbar ist, so trifft P jede beschrinkte
Komponente von C\ K.

Bewets.

ad(¢): C\ K ist zusammenhéngend genau dann, wenn C\ K keine in C relative
kompakte Komponente hat. Da jede in ganz C analytische Funktion kompakt
durch Taylor-Polynome approximierbar ist folgt die Behauptung unmittelbar
aus Satz 2.2.4.

ad (it): Wegen des Polverschiebungssatzes kénnen wir annehmen, dal P jede
Komponente von C\ K in hichstens einem Punkt trifft. Dann ist D = C\ P ein
Bereich mit K C D. Da jede Funktion aus C,[+] analytisch in D ist (P = P)
so wird wegen Satz 2.2.4(iv) = (i4) jede beschrinkte Komponente von C\ K
von C\ D = P getroffen.

2.3 Eine Anwendung

Man konstruiert leicht Folgen stetiger Funktionen die punktweise gegen eine un-
stetige Funktion konvergieren. Wir konstruieren im folgenden eine Polynomfolge
(d.h. sogar Folge analytischer Funktionen) die punktweise gegen eine unstetige
Funktion konvergiert.

2.3.1 Satz. Es gibt eine Folge von Polynomen p,, mit den folgenden Eigen-
schaften:

(@) "™ p,(0)=1, "™ p.(2) =0 fir alle z € C\ {0}.

n—sooPn » n—oo P

(i7) p%k)(z) =0 fiir jeden Punkt z € C und jedes k >, 1.

n— oo

(#it) Jede Folge (pgtk))ff’:l konvergiert kompakt in C\ {z >,0}. Keine dieser
Folgen konvergiert kompakt in einer Umgebung eines Punktes x >,0.
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Beweis. Wir setzen I, == {|z| < n,d(z,RT) > 1}, K,, := {0}u[],nJul,, n > 1.
Skizze—
Wir legen kompakte Rechtecke R,, bzw. S, um {0} bzw. [%, n], so daf gilt:
Die Mengen R,,S,,I,11 sind paarweise disjunkt. Das Kompaktum L, :=
RyuS,ul,4q ist eine Umgebung von K,,, die Menge C \ L,, hiingt zusammen.
Die durch g,(z) = {?zgﬁ" \R,, definierte Funktion ist auf L, analytisch,
also gibt es ein Polynom p,,, so dafl

sup
2 € Lylgn(2) = pu(2)| < 7.
Da g;, = 0 auf L,, ist kann man sogar stérker approximieren, so dass gilt:

sup
2 € KolptP (2) < ik =1,...,n.

Das folgt aus den Cauchy’schen Abschitzungen fiir die Ableitungen.

- 2mi z — )kl

Da z € K, ist |z — (| nach unten beschrénkt wenn Integratisierung in L,,. Da k
hochstens n ist, ist p,(lk) nahe bei g,(Lk) firze K,und k=1,...,n gln..

Nach Konstruktion konvergieren die (pﬂ“)) in C\ {z > 0} kompakt. Wére
sie in einer Scheibe um ein x > 0 kompakt konvergent, so auch auf der Li-

nie |z| = z, also wegen dem Maximumsprinzip in einer Scheibe um 0, ein WS!

0

Die Folge p, konvergiert zwar nicht im ganzen Analytiritdtsgebiet (= C)
kompakt, aber zumindest auf einem dichten Teilgebiet (C \ {z < 0}). Das ist
kein Zufall, wie der folgende Satz zeigt.

2.3.2 Satz. (Osgard) Sei ()22, eine Folge von in D analytischen Funktionen,
die in D punktweise gegen eine Funktion f konvergiert. Dann konvergiert diese
Folge in einem Teilbereich D' von D, das dicht in D liegt kompakt. Insbesondere
ist f in D' analytisch.

Wir verwenden im Beweis den Satz von Vitali:

2.3.3 Satz. (Vitali) Sei G ein Gebiet und sei (fn)5>, eine lokal beschrinkte
Folge von in D analytischen Funktionen. Die Menge

A:={weq| 1i_>m fn(w)ezistiert in C}

der Konvergenzpunkte habe einen Hdaufungspunkt in G. Dann konvergiert die
Folge (fn)S%, kompakt in G.

Beweis. Auf Grund des Satzes von Montal geniigt es zu zeigen, dafl je zwei
kompakt konvergente Teilfolgen den selben Limes haben. Das folgt aus dem
Identitdtssatz da A nach VS! einen Hiufungspunkt G hat.

0

Wir benétigen noch das folgende:

2.3.4 Lemma. Sei F eine Familie stetiger Funktionen f : D — C, die in D
punktweise beschrinkt ist. Dann gibt es einen dichten Teilbereich D' von D, so
dafy die auf D' eingeschrinkte Familie {f|p/|f € F} in D' lokal beschrinkt ist.

THIIL.10
THII.11
LEIl.12
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Beweis. Wir betrachten die Mengen (n € N)
T, :={z € D|Vf € F|f(2)| <n}

Da alle fF stetig sind, sind die Mengen T, abgeschlossen in D. Da jeder
Punkt z € D wegen der punktweisen Beschrénktheit in einen T, liegt folgt
UnenTu = D. Nach dem Dichte-Satz von Baire (siche z.B. “Querelung:
Mengentheoretische Topologie. X lokal kompakt, 77,75, abg. X = UT;,U
offen = 3Jj : UNT; # ) folgt, daB fiir jede Kreisscheibe B C D die Menge
BNT, fiir groBe n nie leer ist. Daher ist D’ := (J, ¢y T, ein dichter Teilbe-
reich von D. Da F in T}, durch n bschriinkt ist, ist F auf D’ lokal beschriinkt.

0

Beweis. (Satz 2.3.2) Die Folge (f,)52; ist wegen der punktweisen Konvergenz
punktweise beschrinkt in D. Nach Lemma 2.3.4 also in D’ lokal beschriankt,
und nach Vitali in jeder Zusammenhangskomponente kompakt konvergent. Die

Grenzfunktion ist also in D’ analytisch.

0



Kapitel 3

Elliptische Funktionen

3.1 Die Weierstrafische p Funktion

Sind w1, wy € C\ {0}R lineare unabhéngig (d.h. ¥ ¢ R), so heifit die Menge
L := Zwy + Zwy = {nw; + mws|n,m € Z}

ein Gitter
Skizze

3.1.1 Bemerkung. Fin Gitter L ist eine diskrete Untergruppe (bzgl.+) von C.
Es gilt: Sei G C C eine diskrete Untergruppe von C (bzgl.4). Dann ist

1) G ={0}.
2) G = Zw, d.h. zyklisch.

3) G = Zw; + Zws mit wy, wyR-linear unabhingig, d.h. ein Gitter.

3.1.2 Definition. Eine elliptische Funktion zum Gitter L ist eine in C mera-
norphe Funktion f mit

fz+w)=f(z),weLzeC.

3.1.8 Bemerkung. Laut Definition hat eine elliptische Funktion zwei R-linear
unabhéngige Perioden, sie heifit daher auch oft doppelt-periodisch. Ist f eine in
C meronorphe Funktion und nicht konstant, so ist die Menge G der Perioden
von f eine diskrete Untergruppe von C, kann daher nur von der Gestalt 1),2)
oder 3) sein. Beispiel fiir 1) : f(z) = 22, fiir 2) : f(z) = e*. Beispiele fiir 3) wird
im folgenden konstruiert.

3.1.4 Bemerkung. FEine elliptische Funktion kann als Funktion auf dem Torus
C\ L aufgefasst werden. Dieser entsteht durch verkleben der gegeniiberliegenden
Kanten einer Grundmasche. Skizze

3.1.5 Lemma. FEs gilt:
(i) Die Reihe (o € R)

1
2 Erae

(n,m)€EZxZ
(n,m)#(0,0)

konvergiert genau dann, wenn o« > 1.

17
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(i4) Sei L ein Gitter. Die Reihe

weL\{0}|w|—%,s>2
ist konvergent.

Beweis.
ad(i): Die angegebene Reihe konvergiert genau dann, wenn das Integral

7 / dxdy
- (22 + y2)e
24y2>1
konvergiert. Setzt man Polarkoordinaten ein (x = rcos p,y = rsinp) so erhilt

marn:
27

[ rdrdgo
- r2¢ 71204 1°
01 1

ad(ii): Es geniigt zu zeigen, daf es eine Konstante § > 0 gibt mit

[nwy +ma|? > 6(n® +m?).
Die Funktion

|zwy + yws|?
;274_2%27 (z,9) € R*\ {(0,0)},

ist homogen, nimmt also ihr Minimum z.B. auf der Linie 2% +y? = 1 an. Da w;
und woR-linear unabhéngig sind ist die dort jedoch # 0.

3.1.6 Lemma. Sei L ein Gitter, M C L\ {0}. Die Reihe

5 -

et (z —w)?2  w?

konvergiert in C\ M lokal gleichmdfig, stellt daher dort eine analytische Funk-
tion dar.

Beweis. Es gilt fir |w| > 2|z] :

1
(Z-W)? W2’ ’ w2z—

’7’72 +22w
w2(t —w

z

w z
- |l sl 01

Nach Lemma 3.1.5 ist fir jedes z in Kreisscheibe [ J,.(0) die Reihe

O i B D T

weM weM
|w|<2r |w|>27

> |0]z|

gleichméfig konvergiert. Auf die gesamte Reihe fehlen nur endlich viele
Summanden, also wird das Konvergenzverhalten (z ¢ M) nicht gestort.

U
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3.1.7 Definition. Sei L ein Gitter. Die Funktion
1 1 1
o=zt > [goEw
weL\{0}
heiflt die Weierstraflsche p-Funktion zum Gitter L.

3.1.8 Satz. Die wp-Funktion ist elliptisch zum Gitter L. Sie hat Pole 2-ter
Ordnun g in den Gitterpunkten und ist sonst analytisch. Es gilt p(z) = p(—=z).
Thre Abbildung

1
/ — 72 -
p'(2) Z (z —w)?
ist elliptisch zum Gitter L. Sie hat Pole 3-ter Ordnung in den Gitterpunkten
und ist sonst analytisch. Es gilt @' (z) = —p'(—2).

Beweis. Die Funktion @' (z) ist elliptisch, da L eine Gruppe ist. Sei wy einer der
beiden Basiselemente von L. Es gilt

(p(z + wo) — p(2) = K = konstant,

denn die Ableitung ist 0. Es ist —%wo ¢ L, also ist p, ' dort analytisch und wir
diirfen einsetzen:

1 1 1

K = o0 +w0) — p(—0) = p(5w0) — p(—5w0) = 0

da p offensichtlich gerade ist.

Wir bestimmen die Laurent-Reihe von p(z) um 0:

3.1.9 Lemma. Sei G, := ZwEL\{O} w™ ", n = 3,4,.... Dann gilt in einer
punktierten Kreisscheibe um 0

- )
p(z) = = + ZI(Zn +1)Gong1)2™"

Beuweis. Da p(z) gerade ist, hat die Laurent-Reihe die Gestalt 3+ ag,, 22"
Aus der Definition von p(z) folgt ag = 0. Fiir n > 1 gilt
1
(M () = (—1)" -
O = 0 Y

weL\{0}

also ist

_ e 1
weL\{0}

Die Reihen G,, heiflen Eisenstein-Reihen. Offensichtlich ist Ga,41 = 0.

THIILZ
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3.2 Die Liouvillenschen Sitze

3.2.1 Satz. (I-ter Liouvillescher Satz) Fine elliptische Funktion ohne Polstelle
ist konstant.

Beweis. Ist f analytisch auf einer abg. Gerundmasche, so insbesondere dort
beschrankt. Also ist f iiberall beschrankt und daher konstant.
U

3.2.2 Satz. (2-ter Liouvillescher Satz) Fine elliptische Funktion hat nur endlich
viele Pole undulo L (d.h. auf dem Torus C/L) und die Summe aller Residnen
(auf C/L) verschwindet.

Beweis. Betrachte eine verschobene Grundmasche
Fo = {a + Z|Z =tiwy + tows,0 < t1, 1o S'},

so dass am Rand keine Pole sind. Das ist moglich, denn die Polstellenmenge
von f ist diskret. Integriert man lings dF,, so folgt

/f(z)dz: Z Rei(f, z;).
OFa

z;€Fa
ZiPd
Die Summation rechts erfolgt genau iiber ein vollstdndiges Vetretersystem
modulo L. Die Integrale iiber gegeniiberliegende Seiten von 0.F, heben sich auf,
denn f ist periodisch und die Orientierung ist umgekehrt. Also ist das Integral
0.
0

Wir bezeichnen im folgenden mit b—Ord f fiir b € C die Anzahl der b-Stellen

von f auf C/L wobei jede ihrer Vielfachheit entsprechend gezéhlt wird. Analog
ist co — Ord f die Anzahl der Polstellen auf C/L mit Vielfachheit.

3.2.3 Satz. (3.ter Liouvillescher Satz) Eine nichtkonstante elliptische nimmt
auf C/L jeden Wert gleich oft an, d.h. die Zahl b — Ord f, b € Cu{oc}, hingt
von b ab.

Beweis. Mit f ist auch f’ elliptisch und daher auf I’ Nach dem 2-ten Liouvil-
leschen Satz und dem Satz von logarithmischen Residuma folgt

'),
) dz=0.

d—Ord f—oco—Ord f = /
OFq

O

Die nach dem 3-ten Liouvilleschen Satz wohldefinierte Konstante b — Ord f
nennt man die Ordnung von f.

3.2.4 Bemerkung. Es gibt keine elliptische Funktionen der Ordnung 1. Die gp-
Funktion hat Ordnung 2, ihre Ableitung hat Ordnung 3.

Ein Punkt b € C heifit Verzweigungspunkt von £, falls es im Urbild f~![b| =
{a € C/L|f(a) = b} eine mehrfache b-Stelle gibt, d.h. falls fiir ein a € f~1(b) :
f'(a) = 0. Der Punkt oo heifit Verzweigungspunkt, falls es einen mehrfachen
Pol gibt. Wir betrachten zum Beispiel das Abbildungsverhalten von p(z).

THIIl.6



3.2. DIE LIOUVILLENSCHEN SATZE 21

THIILY9
3.2.5 Satz. Es gilt:

(i) Die Funktion ¢'(z) hat auf C/L genau drei Nullstellen, ndmlich

w1 w2 witws - . .
5t 5, 2. Diese sind einfach.

(ii) Die Funtion p(z) hat genau vier Verzweigungspunkte, namlich

w1 w1 + we

00, €1 29(7)762:@(?)763 :@( 9 )
(131) Es gilt p(z) = p(w) genau dann, wenn
z=w mod L oder z= —w mod L.

Beweis.
ad(i): Ist a einer der angegebenen Werte, so ist 2a € L aber a ¢ L. Es folgt

¢'(a) = ¢'(a—2a) = p'(-a) = —¢'(a),
also ©’(a) = 0. Da p’ Ordnung 3 hat, sind das alle Nullstellen und sind einfach.
ad (i1): Klar, da p einen zweifachen Pol in den Gitterpunkten hat.

ad (i9i): Sel w fest, dann ist p(z) — p(w) eine elliptische Funktion der Ordnung
2, hat also 2 Nullstellen. Diese sind offensichtlich z = w und z = —w.

u

Die Menge K (L) aller elliptischen Funktionen zum Gitter L ist offenbar ein
Korper der C (als die konstanten Funktionen) enthilt. Ist f eine nichtkonstante
elliptische Funktion, so wird jeder Wert angenommen. Also ist die Abbildung
R € C(z) — R(f) € K(L) injektiv. Sie ist klarerweise homomorph, also ein
Isomorphismus von C(z) auf den Teilkérper C(f) der rationalen Funktionen in
f von K(L).

THIII.10

3.2.6 Satz. Es gilt K(L) = C(p) + C(p)g’.

Beweis.
-) Wir betrachten zuniichst eine gerade Funktion f € K (L), die ausserhalb von
L analytisch ist. Ist sie nicht konstant, muf} sie in 0 einen Pol gerader Ordnung

2n haben:

f(Z) = a—2nz_2n + a_2n+2Z_2n+2 + ...,

Die Funktion
9(2) = f(2) — aznp"

ist wieder gerade, elliptisch und analytisch aulerhalb von L. Sie hat bei Null
einen Pol der Ordnung 2n — 2. Verfahrt man so weiter, so folgt

f(2) = coonp™ + Cconop™ ... F o,

fiir gewisse c;.
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-) Sei nun f € K (L) gerade und seien ay, ..., a, ein vollstindiges Vertretersy-
stem der Pole die nicht in L liegen. Dann ist fiir hinreichend grofles N € N die
Funktion

9(=) = 1) [[(0(2) — pla))™

=1

eine gerade elliptische Funktion, die Pole nur in L hat. Mit dem obirgen schliess
en wir f € C(p).

) Ist f € K(L) ungerade, so ist é gerade und es folgt f € ©/C(p). Da man
jede Funktion f als Summe einer geraden und einer ungeraden schreiben kann:

£(2) = 5(7() + F(=2) + 5(7(E) — f(=2)),

folgt die Behauptung.

U

Das im Beweis von Satz 3.2.6 verwendete Verfahren ist konstruktiv. Als
Beispiel zeigen wir:

3.2.7 Lemma. (Differentialgleichung fiir p(z)) Es gilt
©'(2)* = 49(2)" — g2(2) — g3
mat
g2 =60G4 =60 >  wtgs=1[40Ge=1[40 > wC.
weL\{0} weL\{0}

Beweis. Die Funktion ¢’(z)? ist gerade und hat Pole nur in L, muf} sich also
als Polynom in p(z) schreiben lassen. Es ist

1
p(z) = = +3G42% +5G2* 4. ..,
z

also folgt
1
o' (z) = 2=+ 6G4z +20Gez> + ...,
2 1 2
p(z)° = ?+6G4+IOGGZ +...,
s 1 1
p(z)° = ;+9G4Z—2+15G6+... )
IR 1
©'(2) _45—2404?—80G6+... .
Daher gilt

¢ (2)? = 4p(2)® — 60p(z) — 140G ,

denn die Differenz der beiden Ausdriicke ist elliptisch ohne Pole und 0 bei 0.
U
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3.3 Das Abel’sche Theorem

Wir konstruieren elliptische Funktionen mit vorgegebenen Null- und Polstellen.

3.3.1 Satz. (Abel) Seienaq,...,an € Cundby,...,b, € C, so daf$ kein a; kon-
gruent modulo L einem b; ist (einzelne a;b; kénnen schon mehrfach auftreten).
Dann existiert eine elliptische Funktion mit den Nullstellen a1, ..., a, und den
Polstellen by, ..., b, genau dann, wenn

al,+...+a,=by+...+b, modL
15t.
Zum Beweis bendtigen wir noch ein Lemma:

3.3.2 Lemma. Sei L ein Gitter, dann ezistiert eine in ganz C analytische
Funktion mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Ist w € L, so gilt o(z + w) = e**ba(2) fiir = € C mit gewissen (von w
aber nicht von z abhdingigen) komplexen Zahlen a,b.

(i4) o hat eine Nullstelle zy erster Ordnung und jede weitere Nullstelle ist = z
mod L.

Beweis.

-) 0BdA koénnen wir das Gitter L als L, = Z+ Z7 mit 7 € C* annehmen. Denn
hat L die erzeugenden wy,ws und sei das Vorzeichen von 7 = i% so gewahlt,
dafl 7 € C* liegt, dann ist f(2) — f(w;2) eine Bejektion von K (L) auf K (L.

-) Wir betrachten die sog.Thetareihe:

19(7_, Z) — Z eiﬂ(n27+2nz) ,

und zeigen zunéchst, daff sie in ganz C lokal gleichméBig konvergiert. Sei 7 =
u +tv,v > 0, und z = x + 1y dann ist

eiﬂ'(n27+2nz) —m(n2v+2ny)

Variert z in einem Kompaktum, so ist insbesondere y beschrinkt, also gilt fiir
alle bis auf endlich viele n:

1
nv + 2ny > §n2v .

Es folgt

(02 a2
e1‘11'(n v+2nz) < e BUn

)

und da v > 0 ist e 2? < 1. Die Reihe

00 o n2 S n2
Z (67%”) =1+2 Z (e*%”)
n=1

n=—oo

konvergiert, denn sie ist Teilreihen einer geometrischen Reihe.

LEI.13
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-) Wir betrachten das Transformationsverhalten von ¥(r, z). Offensichtlich gilt
I, 2) = (7,2 + 1). Weiters ist

00 0o
. 2 . . 2
19(7',2 +T) — E emr(n T+2nT+2n7+2n2) — e i T E emr(n+1) T+2nz)

Da mit n auch n + 1 alle ganzen Zahlen durchliuft folgt
Iz + au) = e U229 (1, 2) .

Durch mehrfache Anwendung dieser beiden Formeln erhalten wir fiir beliebiges
w € L, die Transformationsformel (7).

-) Sei F, eine verschobene Grundmasche, so da§ auf d.F, keine Nullstellen von
¥ liegen. Da 9 die Periode 1 hat heben sich im Integral

1 ¥ (2)

OF,

dz

die Beitrége der rechten und linken Kante auf. Da g|z| = 1199’((;)) die logarithmische

Ableitung von ¥ ist, folgt wegen der obigen Transformationsformel

g(z+ 1) —g(2) = —2mi,

also
a+1 a+T a+1
/ g(2)dz + / g(2)dz = / (9(2) — g(z + 7))dz = 2mi,
a a+1+4+71 a

also ist 2%” S/ fafa%dz = 1. Nach dem Satz von logarithmischen Residnum
hat ¥ daher genau eine Nullstelle zp in F, (und diese ist einfach). Wegen der

Transformationsregel () ist jede weitere Nullstelle zu zo kongruent modulo L.

0
3.3.3 Bemerkung. Die Nullstelle von (7, z) in der Grundmasche ist HT" Denn
in der Reihe fiir ¥(7, z) heben sich fir z = 1*77 die Summanden zu n > 0 und

—n — 1 gegenseitig auf:

. 1 ) ) B
e’MT((_n _ 1)27_ + 2(—1’L - 1) ;T) _ ez7r(n T+2n 15T —(2n+1)) _

2 1+
_ezﬂ(n T4+2n-577) )

Beweis. (Satz 3.3.1)

-) Seien zuerst ai,...,a,;b1,...,b, gegeben mit a1 +...,+a, = by + ...+ by,.
Indem man z.B. a; durch einen modulo L kongruenten Punkt ersetzt, kann man
oBdA sogar ¢ = ¢ statt “ = “ voraussetzen. Sei o wie in Lemma 3.3.2, und

ﬁ 0(20 + 2 —aj)

ﬁJ(ZOJFZ—bj)'
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Offenbar hat f die gewiinschten Null- und Polstellen. Weiters ist

ﬁ ea(zo+z—aj)+b
=1
flz+w) = f(2) = f(2),
H ea(z0+z7bj)+b
j=1

da Y a; =) bjist, d.h. f ist elliptisch zum Gitter L.

-) Sei nun umgekehrt f eine elliptische Funktion mit den Nullstellen a; und
Polstellen b; (d.h. vollstandiges Vertretersystem modulo L). Betrachte eine ver-
schobene Grundmasche F,, die 0 nicht 0 enthélt und auf deren Rand f keine
Null- oder Polstellen hat. oBdA kénnen wir a;,b; € F, annehmen.

Es gilt nach dem Residuensatz

1 f'(2)

a1+ ...+ap, —by...b, = /z dz .
2m; z
PO

Setzt man g(z) = z’;/((j)), so ist fiir w € L

f'(z)
f(z)”

also erhélt man fiir das obige Integral durch zusammenfassen gegeniiberliegen-

den Seiten:
) )
wa z w1 z
- dz + — / dz.
2m; / f(2) 2m; f(2)
a a
Da f(z) auf der Strecke [a, a+w1] keine Null- oder Polstellen hat, gilt dieser auch

in einer gewissen Umgebung. Dort ist dann f(z) = e?) mit einer analytischen
Funktion h. Wegen ' (z) = L&) folgt

9(z) =gz +w) = —w

O
e
/ B dz = h(a+wy) — h(a).

a

Da f die Periode w; hat ist die rechte Seite ein ganzzahliges Vielfaches von 27;.
Analog behandelt man das zweite Integral und wir schlieflen a; + ... + a, —
by...b, € L.

0

Wir wollen noch elliptische Funktionen zu vorgegeben Hauptteilen konstru-
ieren.

3.3.4 Satz. Seien by,...,b, paarweise inkongruent modulo L, l1,...,l, € N,
ayj € C firj=1,....,n;v = 1,...,l;,a1; # 0. Dann gibt es eine elliptische
Funktion deren Pole in b; liegen und die dort die Hauptteile

S
ay j——V
= (2 = b))

hat genau dann, wenn Y77 a, j =0 ist.

THIIL14
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Beweis.
-) Gibt es eine solche Funktion, so ist nach dem 2-ten Liouvillschen Satz

Z;'Lzl al»j =0.

-) Durch Linearkombinationen von verschobenen p-Funktionen bzw. ihrer Ab-

leitungen erhélt man die Hauptteile bis auf jene Terme mit % Sei g(2) = f;((:;)).
Dann gilt (wie im Beweis von Lemma 3.3.2 gezeigt wurde) g(z+7)—g(2) = —2mi.

Es folgt
> a9z —b) =Y ai,g(z—b;+7),
j=1 j=1

dh. 377 an;g(2—bj) ist elliptisch zum Gliick ¢,. Offensichtlich erhilt man aus
dieser Funktion eine elliptische Funktion zum Gitter L mit den vorgegebenen
Residuen.

3.4 Das Additionstheorem der p-Funktion

3.4.1 Satz. Es gilt:

(1) (Geometrische Form des Additionstheorems) Sei w,v,u,+v &€ L, dann gilt
1 putv) —puto)
det | 1 p(u) o' (u) =0
L pv) ¢ (v)

(ii) (Analytische Form des Additionstheorems) Sei w,v,u+ v & L, dann gilt

1

olutv) = L (ZW =002 o) o).

p(u) — p(v)

(#it) (Verdoppelungsformel) Sei 2u & L, dann gilt

o0 = 3 (Z9) " = 2000 =

o(u)? + $92)% + 293p(u)
4p(u)3 — gap(u) — g3

Beweis.
ad(i): Wegen u,v,u+v & L folgt aus Satz 3.2.5(iii) daB p(u) # (v) (Der Fall
u— v € L ist klar). Betrachte die elliptische Funktion

1 op(z) ¢'(2)
f(z):=det [1 p(u) ©'(u)
L op(v) ¢'(v)
Diese hat die Gestalt f(z) = A+ Bp(z) + C¢'(z) mit C' # 0, hat daher in den
Gitterpunkten Pole der Ordnung 3. Sonst ist sie analytisch, d.h. ihre Ordnung
ist 3. Offensichtlich ist f(u) = f(v) = 0, nach dem Abelschen Theorem muf die
dritte Nullstelle bei —(u + v) liegen.
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ad (ii): Betrachte die drei Punkte

(z1,y1) = (p(u), o' (u)),
(z2,52) = (p(v), P'(v)),
(z3,93) = (plutv), —p'(utv))

Wegen (i) liegen diese Punkte auf einer Geraden. Wir kénnen oBdA annehmen,
daBzy, xo, r3 paarweise verschieben sind. Denn: 7 # x5 nach V.S und wére z.B.
r9 = x3 80 gilt u+v = —v mod L d.h. u+2v € L. Durch kleine Stérung von v
wird diese Bedingung gestort. Hat man dort das Additionstheorem, so folgt es
mit Stetigkeit auch fiir die urspriinglichen Werte u, v.

Die Punkte (z;,y;) sind also verschiedene Punkte der Geraden

¢ (v) = ¢'(u)

Y ) )

Wegen der Differentialgleichung von g (Lemma 3.2.7) sind 1, z2, 23 Nullstellen
des Polynomes
4X3 — g2 X — g3 — (mX +b)2.

Da sie paarweise verschieden sind gibt es keine weiteren, also folgt durch Ver-
gleich des Koeffizienten von X2:

2
m
X1+X2+X3:T7

das Gewilinschte.

ad (79i): Fir das erste Gleichheitszeichen halte w fest und lasse z — w streben
im Additionstheorem. Das zweite “ = ¢ folgt aus der Differentialgleichung denn

©'(2)* = 4p(,) — 920(2) — g3, 20°) = 1207, — g2.

U
3.4.2 Bemerkung. (Warum “Geometrische Form*) Die Abbildung
C/L — P:C —(2-dimensionaler projektiver Raum)
z — [Lp(z), ¢'(2)] . z¢L,
0,0,1] el

ist eine Bijektion von C/L auf die ebene algebraische Kurve X (gs, g3) mit der
Gleichung (Differentialgleichung von )

2 3 2 3
2oz = 427 — gaz521 — 932 -

Die Gruppenoperation von C/L iib ertriigt sich auf die Kurve X (go,gs). Das
Additionstheorem besagt nun:

Seien a,b, ¢ € X(ga,93), a + b+ c = 0. Dann liegen a, b, ¢ auf einer Geraden.

Es gilt sogar auch die Umkehrung: Eine Gerade hat mit X (g2, 93) drei
Schrittpunkte und diese haben Summe 0. Das heifit die Addition auf X (92,93)
ist in eindeutiger Weise durch die geometrische Lage bestimmt.

Es gilt fiir eine beliebige elliptische Funktion f ein Analogon zum Additi-
onstheorem von g.

RE]
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3.4.3 Satz. Sei f € K(L), dann gibt es ein von = verschiedenes Polynom P
in & Unbestimmten mit komplexen Koeffizienten, so dafs

P(f(2), f(w), f(z+w)) =0
gilt.

Der Beweis dieser Aussage erfolgt unter Verwendung Korpertheoretischer
Methoden. Dazu erinnern wir:
Sei k C K eine Korpererweiterung. Elemente a4, ..., a, € K heiflen algebraisch
abhéngig (iiber k), wenn es ein nichtvertschwindendes Polynom Pk[z1,...,z,]
gibt, so da P(ay,...,a,) = 0 gilt. Wir werden die folgenden Tatsachen
beniitzen (fiir einen Beweis siehe z.B ...):

3.4.4 Lemma. (i) Ist K1 C Ky C K3, Ks algebraisch iber K1 und K3 alge-
braisch iber Ks, so ist K3 algebraisch tiber K.

(i4) k C K, und es existieren n Elemente a1, ...,a, € K so dafi K algebraisch
iber k(ai,...,a,) ist. Dann sind je n + 1 Elemente von K algebraisch
abhdngig uber k.

Wir kommen zum
Beweis. (Satz 3.4.3) Die folgenden iiberlegungen spielen alle in Kérper w der
meromorphen Funktionen in 2 Variablen. Abstrakt kann dieser auch wie folgt
erhalten werden: Die Menge aller Funktionen g : CxC — C die in beiden Va-
riablen (gleichzeitig) stetig und jeder einzelnen Variablen analytisch sind ist ein
nullteilerfreier kommutativer Ring mit Einselement. w ist sein Quotientenkorper.

Betrachte den Korper K := C(p(2),p(w),p'(2), o (w)). Dieser ist al-
gebraisch iiber C(p(z), p(w)), denn ¢'(z) geniigt einer Gleichung mit
Koeffizienten in C(p(z), p(w) und ¢'(w) einer mit Koeffizienten in
Clp(z), p(w), p'(z)(Lemma3.4.4(i)). Wegen dem Additionstheorem in der
analytischen Form ist p(z + w) € K, wegen der geometrischen Form ist
©'(z+w) € K. Wegen Satz 3.2.6 ist f(z), f(w), f(z +w) € K. Lemma 3.4.4(i)
angewandt auf C C K und die Elemente a1 = p(z),a2 = p(w) zeigt die

Behauptung.
U
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Kapitel 4

Werteverteilung

4.1 Werteverteilung. Die Sitze von Bloch,
Schottky und Picard

4.2 1. Satz von Bloch

Ist G ein Gebiet und f analytisch in g, so ist f(G) wieder offen, enthilt also ins-
besondere gewisse Kreisscheiben. Wir untersuchen die Grofle solcher Scheiben.
Diese hiingt klarerweise von f ab:z.B. f(z) = ez im Einheitskreis.

4.2.1 Lemma. FEs gilt:

(i) Sei G beschrinkt, f : G — C stetig, flg : G — C offen. Ist a € G, so
daff s := min.eoq |f(2) — f(a)] > 0 ist, dann enthdlt f(G) die Scheibe

Ky(f(a)).
(ii) Sei f analytisch in V, V = K.(a), f nicht konstant und sup,cy f'(2)| <
2|f'(a)|. Dann gilt mit R := (3 — 2v/2)r|f'(a)|

Br(f(a)) € f(V).

Beweis.
ad(i): O(f(G)) ist kompakt = 3w, € A((G)): d(O(F(G)), f(a)) = w. — f(a).
Da G kompakt ist, gibt es eine Folge z, € G mit

lim f(z,) = ws, lim 2, =2€G.
n—oo n—oo

Da f|G offen ist, folgt z. € JG, also ist |w. — f(a)| > s. Es folgt K(f(a)) C
f(G).

ad(it): 0.B.d.A. sei a = f(a) = 0. Setze A(z) := f(z) — f'(0)z, dann gilt

A(z) = /(f’(C)*f’(O)dCRightarmw\(Z)l S/If’(zt)*f'(O)IIZIdt-
0

[0,2]

29
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Fiir v € V gilt (Chauchy’sache Integralformel)

A ! v f/(C)
f'(w) = f(0)= 5=
271'182/{ ¢(¢—w)

Es folgt

Pl s 170

r—|v] ¢ceav

¢ = |f'(v) = f/(0) =

r — |2t r—|z| cev

1 , 1
@< [ etsupee O < 2P o 170)1- [t
0 0

Sei nun 0 < g < r, dann gilt fiir [2] = ¢:
[f(z) = f(0)z] = | £(0)]g — £ (2)],

also folgt wegen sup..y | f'(C)[ < 2[f'(0)]

Die Funktion rechts nimmt fiir g% := (1 — %)r das Maximum (3 — 2v/2)r an,
d.h. fir |z] = g* gilt
[f(2)l = (3= 2v2)r|f'(0)]

Mit G := K,4.(0) folgt die Behauptung aus (7).

O

4.2.2 Satz. Sei f analytisch in D und nicht konstant. Die, in D stetige Funktion
If'(2)|(1 —|z]) nekme im Punkt p € D ihr Mazimum M an. Dann enthilt f(D)
die Scheibe Kr(f(p)) mit R = (3 —V2)M (> L[f'(0))).

Beweis. Setze t := £(1—|p|), dann ist K;(p) C D und es gilt M = 2t|f'(p)| und
1—|z| > ¢ fiir 2 € Ki(p). Wegen |f'(2)|(1—|2[) <2t|f'(p)| gilt |f'(2)| < 2|f"(p)]
fir z € Ki(p). Lemma 4.2.1(i7), zeigt Kr(f(p)) € f(Ki(p)) C f(D) mit
R = (3-2V2)t|f'(p)]-

U

4.2.3 Korollar. FEs gilt:

(i) (Satz von Bloch) Sei f analytisch in D, f'(0) = 1. Dann enthdilt f(D)
Scheiben vom Radius % -2,

(1) Ist f analytisch in G C C und f'(c) # 0 fiir ein ¢ € G, so enthilt f(G)
Scheiben von jedem Radius (3 —/2)s|f'(c)| mit 0 < s < d(c,0G).

Beweis. (i) folgt unmittelbar aus Satz 4.2.2. ad(ii): 0BdA sei ¢ = 0. Dann ist

K,(0) C G, also g(z) := F(52) analytisch in D und ¢'(0) = 1. Die Behauptung

sf'(0)

F(K(0) = 5]£'(0)g(D) .

folgt, denn
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4.2.4 Bemerkung. Es gilt % — /2 22 0,0858. Diese Konstante kann wesentlich

verbessert werden, z.B. zu % =~ (,43301. Der optimale Wert der Konstan-
ten ist nicht bekannt. Die Aussage des Satzes von Bloch ist nicht richtig wenn
man zusitzlich den Mittelpunkt der in f(G) enthaltenen Scheiben festlegt. Z.B.
nimmt die Funktion f,(z) := % den Wert —L nicht an, hat aber immer
f1(0) = 1. Das Interessante am Satz von Bloch ist, daf fiir eine grofie Klasse
von Funktionen ({fanalytischen D, f’(0) = 1}) eine universelle Aussage ge-
macht wird.

4.2.5 Korollar. Sei 8 > 0 eine Konstante, fir die der Satz von Bloch gilt
(2.B.p = % —/2). Sei G ein Gebiet und g analytisch in G so daf g(G) keine
Scheibe vom Radius 1 enthdlt. Ist vy ein Weg in G von b nach w der Linge (),
so gilt

1
g(w)| < |g)| +1(V) 55——5= -
)] < lo(8) +10) 355
Beweis. Wegen Korollar 4.2.3(ii1), gilt |¢'(¢)] < m fiir ¢ € G. Es folgt die

Behauptung wegen

1

ow) = 9(t) = [ g'(Qcund] [ 4(©)acl < 1) g5

4.3 2. Satz von Schottky

Dieser Satz gibt wieder eine Aussage iiber eine grofie Klasse von Funktionen,
némlich iib er

S(r) := {f analytisch inD, |f(0)| <r,0,1 & f(D)}

zunéchst geben wir eine Darstellung von Funktionen an, welche die Werte 0 und
1 auslassen.

4.3.1 Lemma. Sei G C C einfach zusammenhdngend und sei f analytisch in
G,0¢ f(GQ), 1 & f(G). Dann gibt es eine in G analytische Funktion g, so daf

f = —eim cosh(29)
gilt. Es gilt
9(G) N {= log(v/m + vm = 1) + %nm‘|m eNnez) =10,
insbesondere enthdilt g(G) keine Scheibe vom Radius 1. Sei > 2, sodafs % <

|£(0)| <r. Dann gibt es eine Konstante M (r) die nicht von f abbhingt (!), so
daf$ sich g so wdhlen lift, daf |g(0)| < M(r).

Beweis.

COIV.4
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) Da f den Wert 0 nicht annimmt definiert jeder Zweig des Logorythmus eine
analytische Funktion in g. Sei also

f — eQﬂ'ih

Da f den Wert 1 nicht annimmt, nimmt A keine Werte aus Z an, insbesondere
kann man aus h und A — 1 Quadratwurzeln ziehen:

w=hu=h—-1.
Dann gilt (u — v)(u 4 v) = 1, also gibt es eine analytische Funktion g mit
u—v=-e9.

Es folgt u 4+ v = 79 und damit
1 1
14 cosh2g =1+ 5(629 +e7%) = 5(69 +e79)% = 2u® = 2h,

also

f _ 2mih __ _7wi(l1— cosh(2g)) _mi cosh(2g)
=e =e =7 .

-) Angenommen es gibt Zahlen p,q und w € G, so daf§

1
g(w) = *log(yF+ Vo= 1) + sami.
Dann folgt
9 = i9(/p+ \/p— D = (Pt Vg 1).
Dann wire e~ 9(*) = §=9(,/p + /p — 1) und damit
2 cosh(2g(w)) = AP+ +/p +(V/P—Vp 1(2p—1).
Es folgt der Widerspruch

f(w) — ™t cosh(2g) _ _eﬂ'i(—l)q(2p—1) —-1.

Diese Annahmepunkte bilden ein Rechtecksgitter mit Hohe § < V3 und der
Lénge

1+,/1+2L
log(\/m—i-l—ﬁ-\/ﬁ)—log(\/rn-i—\/m—1)10g71 <
1—J1-1L

<log(l+V2) <1.
Es gibt also zu jeder Zahl b € C einen Gitterpunkt a mit [Re b— Re a| < 5 und
[Im b— Im a|iv/3. Es folgt [b—a| < 1/(3)2 4 (3v/3)2 = 1, also enthélt g(G)
keine Scheibe mit Radius 1.

-) Wir beniitzen die Freiheiten in der Wahl von g¢. Zunichst wihle h so dafl
e < =. Setze = max , T E |-, T ann gilt
Re h(0)| < 1. Setze P(r liog | 3}, dann gil

|MW§U%MW+Ummms§+Hm,
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wenn |f(0)] € [X, 7] liegt, denn wegen |f(z)| = e ist

2| Im h(0) = ‘log\f(O)” .

Es gilt [u(0) £v(0)| < /[h(0)[++/(A(0) — 1] und (u(0) +v(0)) = (u(0) —v(0))*,
also folgt aus der Beschréinktheit von h(0) jene von u(0) — v(0) nach oben und
unten:

Py(r) < u(0) —0(0)] < Pa(r).

Man wéhle nun ¢ so dafl [Im g(0) < m. Setzt man M (r) = m + maz{|logz||x €
[Py (r), Pa(r)]}, so folgt

9(0)] < [Re g(0)] + [Im g(0)] < [log|u(0) — v(0)[| +m < M(r).

g

4.3.2 Satz. (Schottky) Sei r > 0 und © € (0,1). Es ezistiert eine Konstante
L(e,r), so dafs
[f(2) < L(e,r),feS(r),]z <o,

Beweis. Schreibe f als f = —e™ ©"29) wie im vorigen Lemma. Es gilt

d([0,z],0D) > 1 — & fiir |z| < & also folgt aus Korollar 4.2.5

lg(2)| < |g(0)] + Jzl<e.

_
A1 -9)

Da die Klassen S(r) mit wachsenden r immer grofier werden kénnen wir oBdA
r > 2annehmen, dann gibt es ein M(r), so da man fiir f mit 1 < [f(0)] < r
stets |g(0)] < M(r) hat. Fiir solche f gilt

|f(2)| S eﬂ' cos(2M(7-)+7B(12,9) — L1<6,’I") .

Sei nun f mit |f(0)] < L. Die Funktion 1 — f(z) 148t ebenfalls die Werte 0 und
1 aus un es gilt (r > 2)

1
B < |1 — f(0)2,insbesonderel — f € S(2).

Nach dem oben bewiesenen gilt |1 — f(2)| < L1(6,2). Insgesamt folgt die Be-

hauptung mit
L(@,T) = max(Ll(G,r), 1+ Ll(@, 2)) .

4.4 3. Satz von Picard

Wir zeigen zuerst eine Verschéirfung des Satzes von Moutel.

THIV.6
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4.4.1 Satz. (Fundamental Normality Test) Sei G ein Gebiet und a,b € C zwei
verschiedene Werte. Die Familie

F ={f analytisch in Gla,b & f(G)}
ist normal in G.

4.4.2 Bemerkung. Dieser Satz ist tatséchlich stédrker als der Satz von Moutel,
denn eine lokal beschrinkte Familie 148t offensichtlich lokal Werte aus ist also
in jedem Punkt von G normal. Daraus folgt aber normal in G

Beweis. (Satz 4.4.1)
-) oBdA sei a =0,b=1.

) Sei w € G,r > 0, und F, eine Teilfamilie von F mit |g(w)| < r fir g € F.
Sei Bot(w) C G fiir ein ¢ > 0. 0BdA sei w = 0,2t = 1. Dann gilt nach Satz 4.3.2

1
sup {9(2)l|(2) < t.g € Fi} < L(5, 7).
D.h. F, ist lokal beschriankt von w.

-) Sei p € G festgehalten und betrachte die Familie 1 = {f € F| |f(¢)| < 1}.
Die Menge
U = {w € G|F; ist lokal beschrénkt um w}

enthélt nach obigem den Punkt p. Sie ist klarerweise offen. Wire U # G, so
gibe es einen Punkt weG N AU. Wegen w ¢ U und dem oben bewiesenen gibt
es Folge f, € F; mit f,(w) — oo. Es ist g, = m € “F* und wegen
limy— cogn(w) = 0 und dem Obigen ist die Folge g,, lokal beschrinkt um w. Also
konvergiert eine gewisse Teilfolge gegen eine lokal um w analytische Funktion:
gn, — g. Da alle g,, Nullstellenfrei sind und g(w) = 0, folgt ¢ = 0. Also
limfn, = oo in einer Umgebung von w insbesondere in gewissen Punkten von
U, ein Widerspruch.

-) Sei nun (f,,) eine Folge aus F. Hat (f,) eine Teilfolge in Fi, so folgt die
Existenz einer konvergenten Teilfolge aus dem vorher Bewiesenen. Liegen nun
endlich viele f,, im /7, so liegen unendlich viele g, = m in “]:"1 «, Ist die
Teilfolge g, — g so ist als Grenzwert Nullstellenfreier Funktionen ¢ entweder
= 0 oder Nullstellenfrei. Im ersten Fall gilt f,, — oo im Zweiten f,, — é.

Daraus folgt eine Verschirfung des Satzes von Vitali:

4.4.3 Korollar. (Caratheodory-Laudom) Sei (f,) Folge analytischer Funktio-
nen im Gebiet G, a # b,a,b & f,(G). Es existiere lim, o frn(w) fir eine Menge
von Punkten in G die einen Haufungspunkt in G hat. Dann konvergiert die Folge
(fn) kompakt in G.

Beweis. Nach Satz 4.4.1 ist die Familie { f,,} normal in G, also lokal beschrinkt.
Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von Vitali.

U

THIV.7
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4.4.4 Satz. (Grofler Satz von Picard) Sei ¢ € C eine wesentliche Singularitit
von f. Dann nimmt f in jeder Umgebung von c jede komplexe Zahl mit héchstens
einer Ausnahme unendlich oft als Wert an.

Beweis. Es geniigt zu zeigen das fiir eine in D\ {0} analytische Funktion f mit
0,1# f(D\ {0}) entweder f oder % beschriankt um 0 ist.
Die Familie f,(z) := f(£) in D\ {0} analytischer Funktionen ist nach

Satz 4.4.1 normal, also gibt es eine lokal beschridnkte Teilfolge oder eine

kompakt gegen oo Konvergenz. Insbesonders ist |f(;%)| < M fiir |z| = % oder
|f (nik)|_1 < M. Aus dem Maximumsprinzip folgt das entweder f oder % auf
allen Kreisringen ﬁ <|z| £ nik also lokal nun 0 beschréankt ist.

u

4.4.5 Korollar. FEs gilt:

(1) (Kleiner Satz von Picard) Jede nicht konstante ganze Funktion lifst
hdchstens eine komplexe Zahl als Wert aus.

(#) Jede in C meromorphe Funktion die drei verschiedene Werte a,b,c €
Cu{oo} auslifit ist konstant.

(i4i) (Landau) Es gilt eine auf C\ {0, 1} definierte Funktion R(a) mit positiven
Werten, so daff keine Funktion analytisch in Br,)(0) mit f(0) = a und
f'(0) =1 emistiert, welche die Werte 0 und 1 auslift.

Beweis.
ad(i): Ist co keine wesentlich Singularitiit, so ist f ein Polynom, nimmt also
jeden Wert an. Anderenfalls, klar nach Satz 4.4.4.

ad (it): Sei f in C meromorphe und habe a, b, ¢ nicht als Wert, a + co. Dann ist
7“5_(1 analytisch in C und nimmt die Werte = L nicht an. Daher nach (7)

b—a’ c—a
konstant.

ad(iii): Beniitzen den Satz 4.3.2: Setze R(a) := 3L(3,|al). Angenommen
f(z) = a+z+...ist analytisch in Bp(,)(0) und ldBt die Werte 0 und 1 aus. Dann
148t g(2) := f(R(a)z) = a+ R(a)z+ ... ebenfalls 0 und 1 aus und ist analytisch

in D. Nach Satz 4.3.2 gilt max{|g(2)|’|z|%} < 1R(a). Wegen der Chauchy’schen
Ungleichungen ist jedoch R(a) < 2max{|g(z)| ‘ 2|3} ein WS!

0

4.4.6 Bemerkung. Der Satz von Landau ist stérker als der kleine Picard’sche
Satz. Denn ist f ganz und nicht konstant, so ist f(¢ + %) in Bp(q)(0) nicht

von 0 und 1 verschieden (a = f(¢), f'(¢) # 0).

4.5 Das 1ste Fundamentaltheorem von Nevau-
linna

Bisher haben wir untersucht welche Werte tatséchlich angenommen werden. Im
folgenden studieren wir meromorphe Funktionen f und versuchen quantitative

COIV.10
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Aussagen zu erhalten wie oft Werte angenommen werden oder wie nahe die Wer-
te von f ihnen kommen. Eine Grundlage dieser “Theorie der Werteverteilung*
ist die folgende Aussage.

4.5.1 Satz. (Poisson-Jensen Formel) Sei f meromorph in (0 < R < 00){|z] <
R}. Seien ay,pp=1,...,m, die Nullstellen und b,,v = 1,...,n, die Polstellen
von f in {|z| < R}. Ist z = re’®,0 <r < R, und f(z) # 0,00, so gilt

27
1 ) R2 7,,,2
1 =— /1 Re'®) d
og|f(2)] o / og|f(Re |R2 —2Rr cos(& — ) + 12 L
0

" R(z —ay)
—&—Zlog‘ R?2—a,z
p=1 H

- R(z —b,)
-3 ‘7 .
; 1R b,z

Beweis.
-) Wir nehmen zuerst an das f in {|z|] < R} weder Null- noch Polstellen hat.
Nach dem Residuensatz gilt

o [ leesic B —120) e — 10 £(2).

2mi (B? —Z0)(¢ — 2)

I<I=R
Setzt man ¢ = Re®®, so ist d{ = iRe*¥dp und
(R* —20)(¢ — 2) = R(R—re'*~ V) (Re' —re’) =

= Re™(R* — 2r cos(0 — ) +1?),

also ist
27 R2 9
1 ; -7
1 =— |1 e .
og f(t) 27 / og f(Re )R2 —2r cos(f0 — ) + 12 de
0

Nimmt man die Realteile, so folgt die Behauptung in diesem Fall.

-) Betrachte den Fall, daf f am Rand (endlich viele) Nullstellen bzw. Polstellen
haben kann, niht jedoch im Inneren. Dann gilt mit dem gleichen Beweis wie
oben die Formel

(R? — |=])
R? =Z()(C = 2)

log £(2) = 3= [ 1oz 1(0); &

4

wobei ldngs einer Kurve £ integriert wird, die z im Inneren enthilt und die Pole
und Nullstellen am Rand durch kleine Kreisb6gen mit Radius § > 0 umgeht:
-Skizze
Die Gesamtldnge dieser “stérenden“ Bogen ist 0(d). Der Poisson-Kern ist
beschrénkt durch gfiﬁg durch log f(¢) ist lokal um einen Pol oder eine Null-
stelle ein O(log d). Fiir § — 0 streben also die Beitriige der Bogen zum Integral
gegen 0 und die Poisson-Jensen Formel folgt.
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-) Sei nun [ beliebig. Betrachte

R(¢—by)
R2-b,¢

R(¢—ar)
R2-a,C

s
N
S~—
I
=
N
S~—
AN
el i

\
1S
Il

_

dann ist (g(z) # 0,00 in {|2| < R}. Ist [(| = R = R, ( = Re'?, so gilt (|z| < R)

‘R(C—x)‘ B Rew—x‘ B ‘R—xew

R2—%¢| |R—ze¥|l |R—Teiv

also ist |g(¢)] = |f(¢)| lings |¢| = R. Wendet man das bisher bewiesene auf g(z)
an, so folgt die Behauptung.

Y

4.5.2 Korollar. FEs gilt:
(i) (Jensensche Formel) Sei f meromorph in {|z| < R},

flzl = exz* +enpr 2™+ um 0.
Dann gilt
1 2m
g ex] = o [ o f (R o+ 3o %1 Zl Bl yiog 1.
0 n=1

(#3) (Poissonsche Integraldarstellung) Sei h analytisch in {|z| < R}, dann gilt

27
1 ) R2 — 2
h(z) = — [ h(Re'? dp.
(2) 27r/ (Fe )R2—2RT cos(0 — ) + 12 ?
0
Beweis.
ad(7): Die Funktion g(z) = f( ) ist bei 0 verschieden von 0, 0o und hat lings

|¢| = R den gleichen Betrag Wle f Die Poisson-Jensen Formel zugewandt auf g
und z = 0 liefert die Behauptung.

ad(ii): Anwenden auf e"(*)

0

4.5.3 Definition. Sei f meromorph in {|z| < R}. Wir schreiben (log™ z :=
mazx(log z,0))
2
1 _
mee(R,f) = o [ ogt f(Re")ld,

0

Too(R, ) = moc(B. f) + Noo(R, f) .

COlv.12
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LEIV.14

THIV.15

38 KAPITEL 4. WERTEVERTEILUNG

4.5.4 Bemerkung. Der Wert moo (R, f) gibt eine durchschnittliche GréBe von f
langs |z] = R, N (R, f) zdhlt die Pole (und ihre Dichte), To|R, f) ist als ein
Ma# fiir die Grofle von f das sich zusammensetzt aus den beiden Komponenten
“wie nahe bei oo ist f“ und “wie oft wird co angenommen®. T, heifit die
charakteristische Funktion fiir f oder Nevaulinna-Charakteristik.

Wir vereinbaren noch die folgende Schreibweise (a € C):

1 1 1
ma(R, f) = moo(R, m),Na(R, f) = NOO(R, m),Ta(R, f) = TOO(Rv ff
diese Groflen messen wie nahe f bei a ist.

4.5.5 Lemma. FEs gilt
k k k
log™ ‘ Hai < z:logJr |a;|,log™ ‘ Zai‘ <log™(k mazi=1 kla;|) <
i=1 i=1 i=1
k
< Zlog"’ la;| +logk .
i=1
Daraus folgt
k k k k
Moo (R, Y fi(2)) €Y mo(R, fi(2)) Hog by meo (R, [ | £i(2) Z (R, fi(2
i=1 i=1 i=1 i=1

k k

k k

k k
B> fil2) € Too(R, fi(2)+Hogk, Too (R, [ | £i(2) Z (R, fi(z
i=1

i=1 i=1 i=1

Beweis.

-) Ist \Hle ail > 1, so ist log™ | [Jai| = log|[Jai| = 3. log|as| < > log™ |az|.
Anderenfalls steht links 0 und die Ungleichung gilt trivialerweise. log™ | 3" a;| <
log™ (k maz|a;|) folgt wegen der Monotonie von log™. log(k maz|a;|) = log k +
log max|a;| inpliziert die andere Ungleichung.

-) Die Aussage fiir mo, folgende unmittelbar.

) Da die Polordnung eines Produktes oder einer Summe von Funktionen
hochstens gleich der Sinne der Polordnung der beiden Summanden oder Fakto-
ren ist, folgen allgemeiner die Relationen fiir N.

-) Die Aussagen fiir To.folgenden unmittelbar.

0

4.5.6 Satz. (Nevaulinna’s 1ste fundamental Theorem) Seia € C, f meromorph
in {|z| < R}, f(0) # a,00. Dann gilt

Ta(R7 f) = TOO(Ra f) - 10g|f<0) - a| +€G(R7 f)
mit |eq| R, f)| < log™ |a] + log?.

REN

o).
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Beweis. Die Poisson-Jensen Formel angewandt auf f — a schreibt sich als (a, —
a — Stellen von f)

27
1 ) U a - b
log£(0) — ol = 5= [ log (') —a] dp+ " tog| %] - > tog| | -
%/_/ — —
0 —jog+ |f—a|Elogt ‘fiia‘ u=1 v=1

27
= % /1og+ |f(Rew) —aldpE£mu(R, f) £ No(R, f) + No(R, f) =
0

Moo (R, f—a)
=To(R, f —a) = Ta(R, f).
Wegen Lemma 4.5.5 gilt
Too(R, f —a) < Too(R, f) + Too(R, —a) +10g2 = Too(R.f) + log™ |a| + log 2.
Andererseits ist
Too(R, f) = Too(R, (f —a) +a) < Too(R, f —a) +log™ |a] +1og2,
und insgesamt folgt

Too(R, f — a) — Too(R, f)| < log™ |a] + log2.

U
REO
4.5.7 Bemerkung. Lafit man R — oo streben, so bedeutet die obige Aussage
T —a(R, f) =Tw(R, f)+0(1).
Ist die Funktion f in {|z| < R} analytisch, so kénnen wir die Grofie von f auch
(natiirlicher) anders messen:
M(r, f) := max |f(z)| (= max|f(z)])
|2l=r J=I<r
Ein Zusammenhang mit dem Maf} durch Tt ist:
LEIV.16

4.5.8 Lemma. Sei f analytisch in {|z| < R}, dann gilt fir 0 <r < R:

Talr, £) < log* M(r, ) < 7O TR, f).

Beweis.
-) Da f analytisch ist, ist Noo(r, f) = 0, also

27

Too(rv f) = moo(r7f) = % /10g+ |f(’l“€“p)|d<p < 10g+ M(T,f)
0
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-) Die zweite Ungleichung ist trivial falls M (r, f) < 1 ist. Sei also M (r, f) > 1
und sei zg, |20| = r, so daB} |f(z0)| = M (r, f). Da f keine Pole hat folgt mit der
Poisson-Jensen Formel zy = re'?)

27
lo+MUf%ﬂoU@M<4£/b|ﬂ&Wﬂ R -1 d
& )= B = on & R% — 2Rrcos(f — ¢) + 12 ?
0

27
1 LR+ R+r R+
< — + ip = = .
< 5 [0 1R o = (R ) = T (R )
0

i
COIlV.17
4.5.9 Korollar. Sei f in ganz C analytisch und betrachte fir k > 0 die Werte

T (r, :
C; = limsup #, Cy = limsup

r—o0 r r—00 r

log™ M(r, f)
- :

Dann gilt Cy < Cy und Cy < (2k + 1)e - C.

Beweis. Die erste Beziehung folgt unmittelbar aus Lemma 4.5.8. Um die zweite
Beziehung zu zeigen, setze in Lemma 4.5.8: R = r(1 + ). Es folgt (e > 0) fiir
hinreichend grofes r

TR ) = k2 + D+ D)

1 +
ﬁlog M(Tmf)g A A

< (2k+1)e- (Ci+e).

0

4.5.10 Bemerkung. Wie Korollar 4.5.9 zeigt sind die Werte C und Cs stets ge-
meinsam 0, co oder € (0, c0). Falls sie endlich sind konnen sie jedoch verschieden
sein. Zum Beispiel ist fiir f(z) = e*,k =1:Cy = 1. Aber es ist

REp

=
27 2

1 i 1 r
Tl f) = mon(r ) = 5= [log* el = 5 [ reosidp =T

0
2

also C; = %
Der folgende Satz zeigt, dafl T, nur durch N, ausgedriickt werden kann:

THIV.18
4.5.11 Satz. Sei f meromorph in {|z| < R}, f(0) € 0,00, 0 < r < R. Dann
gilt
2m

Tu(nf) = 5 [ News(r o+ 1og” | £(0)].

0

Beweis.
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-) Wir wenden die Jensensche Formel an auf g(z) :==a — 2z, R = 1:

27
1 .
— /log la — €®|df = log|al,|a| > 1,
2m

0

27
1 ,
Py /1og la — €?|df = log |a] —log|a| = 0,]a| < 1,
7T
0

d.h. das Ergebnis ist in beiden Fillen gleich log™ |al.

-) Jetzt wenden wir die Jenensche Formel an auf f(z) — ei#:

2w

log (0) — /%] = o= [ og | f(re™") = ¥[d6 + Now(r, ) = Noss 1. f).
0

Diese Beziehung gilt fiir alle bis auf héchstens ein ¢ € [0,27). Wir integrieren

nach ¢:
2m

27
1 1 , ,
gt 1£0)| = 5 [ [57 [loglf(re”) — c¥las] o
0 0
27 27

! / Noso (1, f)dp = — / log™ | (re®)| £ (rei®)|d0-+

Noc ) T a_
+ (r f) 2 2
0

2w

0
27
+Noo(r, f)ﬁ /New(r, Hde =T (r, ) — %/New(r, fde.
0 0

Die Reihenfolge der Integration durfte hier vertauscht werden, da das Integral
absolut konvergiert.

U
COlV.19
4.5.12 Korollar. Die Funktion T (r, f) ist eine wachsende und konvexe Funk-
tion von logr, o <r < R. Es gilt (0 <r < R)

27

1
o Meie (7, f)dp <log2.
0

Beweis. Die Funktion Neie (r, f) ist wachsend und konvex logr, denn sind
ai,...,an(r) die e*?-Stellen von f, so ist

n(r) u(r)
r
News (1, f) = Y log | | = n(r) = 3" loglail,
i=1 v i=1

sie hat also die Gestalt:
———-Skizze
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Also ist auch Too(r, f) wachsend und konvex in logr (als [ Ndyp).
Nach Satz 4.5.6 gilt

TOO(T7f) = mei‘/’(rvf) +Nei*"(7'af) +10g|f(0) _ei</9| +€ei*"(7ﬁ>f)

mit |eqio (1, f)| < log 2. Integriert man nach ¢, so folgt mit V.18

27
T(rf) = 5 [ mess (0 ) + (Tl £) = log™ [FO))+
0

27
1
+log" |0) + 5= [ ewe £
0

also
27

2
1 1
- i\ T = 5 ete \ T S 1 2.
3 [ et e =~ [ ewtrn)dp < 1og
0 0

O

4.5.13 Bemerkung. Der zweite Teil von IV.19 zeigt, daBl m im Durchschnitt
beschrinkt ist. Fiir groBe Werte Tyis (1, f) = Ngie + meie wird also im Schnitt
der Summand N.:, dominieren.

4.6 5. Die Ahlfors-Shimizu charakteristic

Wir kommen zu ener geometrischen Deutung der Charakteristik einer meromor-
phen Funktion f. Dazu bilden wir die Ebene mittels stereographischen Projek-
tion auf die Kugel ab mit Durchmesser 1 welche mit ihrem Siidpol die Ebene
im Punkt 0 beriihrt. Der Ausdruck

! |2
A0 = [ G e
|z|<r

gibt dann die Gesamtfliche des Bildes von {|z| < r} unter f auf der Kugel
(dividiert durch die Kugeloberfliche ) an.

4.6.1 Lemma. Es gilt

T

27
%/log\/l—i—ﬁ(rewﬂz do + Noo(r, f) :/@dtﬂogwuwon?.
0 0

Ist 0 ein Pol von f, so wird der zweite Summand rechts durch log |cy| ersetzt
(vgl.Korollar 4.5.2).

Beweis. Setze u(w) = log(1 + |w|?), dann gilt

4

Apt = ————— .
T A )
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Jetzt betrachte v(z) := u(f(z)),, dann ist v stetig auer bei den Polen von f
und es gilt
(B:0)(8) = (Duwu)(2) - | (2)]2.

Wir wenden jetzt die Green’sche Formel [ 9%ds = — [ Av do an im Gebiet
v G

G = {|z| < r} ohne Kreise von Radius §¢ um die Polstellen b, von f, und
lassen anschlieflend § — 0 streben. Lokal um einen Pol schreibt sich v(z) als

1
v(2) = 2ay log ‘m‘ + stetige Funktion

wobei «y, die Vielfachheit des Poles bezeichnet. Es folgt (mit neo (7, f) = #{ Pole
von f in |z| < r mit Vielfachheit })

2
d , [f'(re')?
—_ P 4 =4 _ .
Tar /v(re )d(p + 7moo(7"a f) / 1+ |f(rew)|2)2rdrdnp
0 |z|<r

Sei zunéchst 0 kein Pol von f und rg so klein, daf kein Pol im Kreis (|z| < 7
liegt. Dividiert man die obige Beziehung durch 47r und integriert von rq bis r,
so folgt

2m T T

1 ; noo(t, f) / A(t)

- 1P =

47T/v(re )dcp—l—/ . dt " dt+
0 T 0

0
2m

1 .
Jrﬂ / v(roe*?)dep.
0

L&t man ry — O streben, sind setzt die Definition von v ein, so folgt

r

27 T
1 . o (t, Alt
—/log 1+|f(rew|2dcp+/wdt:/ﬁdt+
27 t t
0 0 0
+log+/1+|f(0)2.

Die Behauptung des Lemmas folgt, denn (vgl. Lemma ?7)

T

/ij)dt:mo(r, 1.
0

Ist 0 ein Pol so folgt die Behauptung analog wir bei Korollar 4.5.2

DED
4.6.2 Definition. ie Grofie

T(r, f) = / AW 4
0

hei8t Ahlfors-Shimizu charakteristic von f.
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Das Integral

27

ioe(r. ) i= 5= [ log V/T¥ [Fre P
0

mift die durchschnittliche Entfernung von f(z) zu oo, denn
1
V14 |w|?

ist gerade der chordale Abstand von w und co auf der Kugel.

k(w,00) =

4.6.3 Korollar. Fs gilt

1oe(r, 1) — moc(r, )] < 3 log2

[T(r, ) = Toolr, )] < 51082 +1og /T ¥ [FO)F

Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma 4.6.1 und der Beziehung

log* |w| < log /1 + [w]? < log™ |w| + L log2.
U

Es liegt nahe ein Analogon zum 1sten Fundamentalsatz, dafl also die Cha-
rakteristik nicht von “a“ abhéngt zu suchen. Dann setzen wir

2

A 1 1 1
ulr ) =5 [ 18 e R
0

wo k wieder der chordale Abstand

jw — al

VAN e

w,a € C,

k(w,a)

ist.

4.6.4 Satz. Es gilt R
ma(r, f)* Na(r, f) =T(r, f).

Beweis. Wir fithren eine Drehung der Kugel durch, welche den Punkt a in den

Nordpol bringt:
_ 1+aw

w—a

w1
Klarerweise gilt k(wq, 00) = k(w,a) und

Na(raf) = Noo(ra wl(f)) .

Die Flidche A(r) bleibt bei dieser Transformation f +— wi(f) invariant. Die
Formel aus Lemma 4.6.1 angewandt auf g*w;(f) zeigt man

T(r) = mhoo(r, 9) * Noo(r; 9) = 1ha(r, f) + Na(r, f) -
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4.7 6. Funktionen von beschrankter Charakteri-
stik

Ist f meromorph im Kreis |z| < R < o0, so existiert wegen Korollar 4.5.12 stets
der Limes

lim oo (r, ) =: T (R ) < 0

Wir untersuchen jetzt Funktionen mit T (R, f) < co. Zunéchst gilt

4.7.1 Satz. Sei f in ganz C meromorph und sei

T
hm OO(T? f) — 0
r—oo  logr

Dann ist f konstant

Beweis. Wegen Korollar 4.6.3 gilt ebenfalls liminf,_, lg T) 0. Die Flache
A(r) ist offenbar stets positiv und wachsend, es gilt falls f nicht konstant also

fiir o fest und r > rg

/@dt < /@dt > A(To)lni )

To

0 0

und damit B
lim inf L(r, 1)
r—00 ogr

> A(T’Q) >0.

u

Wir kénnen uns bei der Untersuchung von Funktionen mit beschréankter
Charakteristik also auf einen endlichen Kreis, oBdA {|z| < 1}, beschrinken.
Sei zg fest, so daf f(z9) # 0,00, dann besagt die Poisson-Jensen Formel (zg =
ro€e*?°, a, Nullstellen von f, b, Polstellen von f)

2
2

1 : 9> —r
1 I ] i) 0 dd
0g|f(z0)] o / og|f(ge )|92 — 2grg cos(pg — ) + 13 +
0

n Z 9(20 — qu ’ Z log 9(220 j’u) '

e e
Wir setzen
27 2 )
) 1 ; g —-r
U w, _ logt i d’19, <g,
G (re'?, f) 27r/0g | f(ge )|92—2grcos(cp719)+7"2 r<g
0
E log ) )
g2 —b z

[b,|<g

Wg(zvf) = Ug(z’f) +V_¢](zvf)

THVI.23
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Dann gilt
1
log [f(2)] = Wy(2, f) = Wy(z, ?)7 lz] <g.
Die Grofle Wy(z, f) ist nichtnegativ und harmonisch in |z| < g, auler in den
Polstellen von f, fur z = 0 ist W,(0, f) = T (g, f)-

4.7.2 Lemma. Der Ausdruck Wy(zg, f) ist eine wachsende Funktion von g.
Beweis. Seir, € (rg,g). Da W, > 0 ist, gilt
log™ [f(2)] < Wy(z, f), |z =7,

also ist
17 . 2 2
Ur(20, f) = — /log+ |ret?| U 5di <

27 r2 — 2rrg cos(¥ — o) + 15
0

2
1 2 _ .2
7/ 4 — 1] _d9
2 T2 — 2rrg cos(¥ — o) + 1f

0

Der Ausdruck V;.(z, f) hat fiir |z| < r die gleichen Pole wie W und ist auf |z| = r
gleich Null. Also kann man in obiger Formel W, durch W, — V,. ersetzen, diese
Funktion ist harmonisch in |z| < 7. Wegen der Poisson’schen Integralformel gilt
also

UT(ZOaf) S Wg('anf) - V;”(Zva)a

d.h. WT(Zo,f) S Wg(ZO, f)
U

Wir zitieren (ohne Beweis) das folgende Lemma. Es folgt jedoch relativ un-
mittelbar aus der Poisson’schen Integralformel.

4.7.3 Lemma. Es seiu eine in einem zusammenhdngenden Bereich D harmo-
nisch nichtnegative Funktion. Ist zg € D und B C D, B komplett, so existiert
eine nur von zg, B, D jedoch nicht von z abhdngige Zahl k,0 < k < 1, so daf8
gilt
1
ku(zp) < u(z) < %u(zo),z enB.

4.7.4 Satz. Sei f meromorph in {|z| < 1}. Dann ist f von beschrinkter Charak-
teristik genau dann, wenn sich f schreiben laft als f = g mit zwei in {|z] < 1}
analystischen und beschrinkten Funktionen.

Beweis.
-) Sei zuerst T (1, f) < 00. Da W, (2, f) monoton ist, existiert

lim W, =W(z f) < .

i W, (2, /) = W, f) <
fir z = 0 ist W, (0, f) = T (g, f), also nach VS! W (0, f) endlich. Wegen Lemma
4.7.3 konvergiert W, lokal gleichméBig auf {|z| < 1} \ {b,} gegen W, daher ist
W dort nlchtnegatlv harmonisch. Analog findet man W (z, ) und es gilt dann

1
2 7)7 |Z| <Lz 7é auabu

log|f(2)| = W(z, f) = W( 7
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Seien W (z, f) und W (z, %) zu W(z, f) und W(z, %) konjungierte harmonische
Funktion, dann folgt mit geeigneter Wahl der Konstanten

log f(2) = [W(z, ) iW(z,f)] — [W(z7 ;) i (2, %)] .

Setzt man
— W )+ iz )]
p(z) =e ,
q(z) =e :
so folgt f = g und p,q sind in {|z| < 1} analytisch (Singularititen von W
werden Nullstellen) und beschrénkt durch 1.

-) Sei nun umgekehrt f = %; Ipl, lg| < 1. Es gilt

1
log™ | f(2)| < log™ |—],
£(2)] < log* | ]
also auch Ugy(z, f) < Ug(zo, ﬁ) Da die Funktion ¢ in jedem Pol von f eine
Nullstelle mindestens gleicher Ordnung haben muf, gilt auch

1
Vi(20, f) < Vy(z0, —=) -
9( 0 f) 9(0 q(Z))
Es folgt
1 1
W,(zo, f) < Wyl(20, —) = Wy(20,q) + log | ——|,
g(20, f) < Wy (20 q) 9(20,9) g|q(20)\

also, da Wy(z,q) wegen |g| <1 identisch verschwindet,

i

Wg(Zo,f) S IOg ’ q(zo) .

ist ¢(0) # 0, so folgt bereits

)

Too(r.f) = Wo(0. ) < log|

also T (1, f) < oo. Andernfalls dividiert man f durch eine geeignete Potenz
von z, wobei sich Too (7, f) nur um ein fiir r — 1 beschrénktes Glied &ndert.
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Kapitel 5

Hilbertraume analytischer
Funktionen

5.1 Funktionen mit nichtnegativen Realteil

Wir beginnen mit einer Konstruktion von analytischen Funktionen aus Rand-
werten.

5.1.1 Lemma. (a) Seih(0) eine stetige reelle 2m-periodische Funktion. Dann
ist die Funktion

2
1 e 4 2
0

analytisch in {|z| < 1}, Reg(z) stetig in {|z| < 1} und Reg(e'®) = h(6).
(b) Sei h(t) eine stetige reelle Funktion, h(t) > 0, und

o0

/ ht) dt < 0o.

14+¢2

— 00

Dann ist die Funktion

1 (1
_ / +tz h(t) gt
t—2z 1+1¢2
analytisch in Ct, Reg(z) stetig in Ct >0, und Reg(t) = h(t).

Beweis.
-) Wir zeigen zuerst, dafl beide Funktionen

e + 5 11

— 2tz
P(Z,o) = m7 ‘Z| < 1,Q(Z,t) = Zﬁ,jmz > O,

die Eigenschaften haben
(i)ReP(z,0) > 0]z| < 1ReQ(2,6) > 0,Imz >0

49
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2m [els)
(it)5= [ ReP(2,0)d0 =1,+ [ Ref(z,t)7%; = 1.
0 —o0

(édi)lim),) ~; ReP(z,0) = 0, gleichméBig fiir 6 € [0,27] \ (6o + §)md2w : Oy =
argz. limprm.~0 ReQ(z,t0) = 0, gleichméBig fir t € R\ (z — 0,z +6),2 =
Rez.

Fiir P(z,0) gilt

1 = —it\n 1 1- |Z|2
n=1

also folgt (i) — (i4¢). Fiir Q gilt analog

y(1+t2)

ReQ(z,0) = Pty

z=x+ 1y,

also folgt (¢) — (i4i).

-) Jetzt zeigen wir das Re g(z) stetig in der jeweiligen Menge ist. Zum Beispiel
betrachte den ersten Fall (der zweite geht analog). Sei 6y € [0,27), da h stetig
ist gibt es eine Umgebung (0y — d, 0 + ¢) und 2, so dafl ab |h(0) — h(6p)| < e.
Es folgt

Reg() o= = 5= [ ReP(0)n0)ds — hoo) = o [ (1(6) — hioo)).
0 0
Oo+e
\Re P(z,0)d0 — % / (1(0) ~ h(60)) Re P(=,0)do+
Op—e
tor [ (WO - he)Re PO,

(0,27]\ (00 —¢,00+¢)
Fiir z — 6y strebt der zweite Summand wegen (iii) gegen Null, der erste ist

Betragsgemifl < e wegen (i) und (i7). Es folgt

lim Re g(z) = h(6y),

Z*)Go

alle anderen Behauptungen sind klar.
Der folgende Satz ersetzt das Maximumprinzip, wenn man in Ct arbeitet.

O

5.1.2 Satz. (Phragmen-Lindeléf) Sei f analytisch in CT||f]| stetig in Ct, und
Lol + NP
liminf — [ log™ |f(re™)|sinfdd = 0.
r—oo T
0

Ist |f(2)] <1 fiir z € R, dann auch fiir z € C*.
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Beweis. Wir setzen in Lemma 5.1.1(a): h(f) = log™’ |f(e?| fir 0 < 6 < 7,
und setzen h zu einer ungeraden stetigen 2m-periodischen Funktion fort. Das
geht, denn h(0) = h(m) = 0 weil nach VS: |f(1)|,|f(—1)] <1 ist. Dann ist g(z)
gegeben durch
1 ﬂeie—i-z 1 7 e
0 0

also

122 [ ) L2 [ hO)
Reg(z) = o / leif — z|2d0 o / le—i0 — Z‘2d9 -
0 0

1—|z|? 4Imz - sind
-t / S (0.
0
Insbesondere ist Reg(z) = 0 fiir |2] < 1, z € R. Nach unserer Wahl von h(0) folgt
|f(2)e™9()| < 1 lings des oberen Halbkreises, lings der Strecke [—1, 1] gilt diese
Bezielung auch weil nach VS! |f(z)| dort < 1 ist. Nach dem Maximumprinzip
folgt |f|2)e™9(*)| <1 im Halbkreis {|z| < 1,Imz > 0}, explizit:

s

1— |22 [ 2Imzlog™|f(e?)|sind
l < . -

do,|z] < 1,Imz > 0.

Fiir 7 > 0 wenden wir dieselbe Uberlegung auf f (rz) an. Dann folgt

s

r? — |22 / drImzlog*|f(re?)|sind

log|fl|z)| < do,|z| < r,Imz > 0.

2 [ret? — z|2|re—10 — 2|2

Sei nun 0 < € < 1 und r so groB, daB |z| < er, so gilt
i0 o
[re® —z| >2r(1—|=)) > r(1—¢).
r

Es folgt
4y 1 + NP»
(I —¢e)“liminfroo— | log™|f(re®)|sinddd =0,
r
0

2Imz
log|f(2)| <

also |f(2)] < 1.

Aus diesem Satz erhalten wir eine Umkehrung von Lemma 5.1.1,(b).

5.1.3 Satz. Sei f analytisch in Ct, Ref stetig in Ct und > 0. Dann gilt

o0

Ref(t)
/ 2 dt < oo

—00

THV.3
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und fiir gewisse Zahlen p <0, C € R

o0

1 / 1+tz Ref(t)

=4 il dt +iC'.
f(z) ipz + — P — +1iC

— 0o
FEsist p = limy 4o %Ref(z’y).
Beweis.

Ref(€)
T2

oo
-) Wir zeigen zuerst [ dt < 00. Sei —co < a < b < oo und h. Eine

stetige beschrinkte Funktion auf R mit 0 < h(f) < Ref(t) und h(t) = Ref(t)
fiir ¢t € [a,b]. Es gilt

o0

h(t
/ . 451)52 dt < 7 - supierh(t),
also existiert nach Lemma 5.1.1(b) eine Funktion g(z) mit Reg(t) = h(t). Die
Funktion e9(*)~/(*) ist lings R wegen h(t) < Ref(t) durch 1 beschriinkt. Wegen

Ref(z) >0 und (z = = + iy)

y [ b
= — _—_— <
Reg(z) - / (e dt < superh(t),

folgt |e9(*)=F(2)| < esupierp(t). Insbesondere ist die VS vom Satz von
Phragmen-Lindeldf erfiillt, und es folgt Reg(z) < Ref(z) in ganz C*, d.h. ins-

besondere
1 T ht) 1 [ Ref(t)
Ref(i)zf/ ( dtZ—/ T gt
™ ™

Da a < b beliebig waren folgt [ Pﬁft(zt) dt < oco.

— 00
-) Wir kénnen also Lemma 5.1.1(b) mit h(t) = Ref(t) anwenden und erhalten
eine Funktion g(z) mit Reg(t) = Ref(t). Wegen der obigen Uberlegung erhalten
wir (—oo < a < b < 00)

b

Ref(t
w2 [

a

also auch Ref(z) > Reg(z). Die Funktion f(z) — g(z) ist also analytisch in C*,

Re(f — g)(z) > 0 stetig in Ct und = 0 langs R.

-) Sei F eine in C* analytische Funktion ReF stetig in C*, mit ReF(t) = 0 lings
R. Wir zeigen F(z) = —ipz +iC mit p > 0 und C € R. Setze h(f) = ReF(e'),
0 < 6 < 7 und setze wie im Beweis von Satz 5.1.2, h ungerade 27 -periodisch
fort. Dann gilt nach der dortigen Rechnung fiir die Funktion G(z) aus Lemma
5.1.1(a) (r hinreichend grof)

r? —|z]? ] 4rImzReF (refthet®)sing
27

ReG(z) = de .

[ret? — z|2|re—® — 2|2
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Da nach der Wahl von h auf der Halbkreislinie ReG(z) = ReF(z) ist und auf der
Strecke [—r, r] beide = 0 sind schlieen wir auch den Satz von der Gebietstreue,
dal ReG(z) = ReF(z) im ganzen Halbkreis gilt. Es folgt also

1 — 2|2 ReF( i0 do
L ReF(2) = limy .02 r? |z| /| rReF (re')sin 40 —
r

Imz e — z|2|rei® — 2|2

_ limr—)oozrg ReF(re'?)sinf
m

[ret? — z|2|re? — 2|2

Wegen

1 1 1
|rei® — z|2|re— — 2|2 B |rei® — w|2|re=® —w|2  |rei® — z|2|re=i — 2|2

22

(1 |re?? — z|2|re'? — 2| )
[ret? — w|?|re? — w|

—0glm inf fiir r—oo

hiangt das Integralauf der rechten Seite nicht von z ab. Es gilt also ReF(z) =
pI'mz und natiirlich p > 0. Es folgt F(z) = —ipz + iC mit XER.

oo
-) Wegen dem “monotone convergence theorem® gilt limyﬁm% - Ik }:ff;t) dt =

—00

0, und es folgt p = limyﬁoo%Ref(iy).

0
RED
5.1.4 Bemerkung. ie meisten der in folgenden angegebenen Sitze gelten allge-
meiner. Wir werden 6fters Voraussetzungen annehmen die technischer Natur
sind aber eigentlich unnétig. Fiir eine allgemeine Ausfiihrung vgl.[de Brange].
5.2 Funktionen von beschrinktem Typ
LEV.5

5.2.1 Lemma. Sei (2n) € C* eine Folge mit (zn = xn + iyn)

o
zn2 + yn?

Dann ist das Produkt (Blaschke Produkt fiir C*)

_ Z

[ =506

zZn

lokal gleichmdpBig konvergiert in C\ {(zn)}. In C* gilt |B(2)] < 1 und es ist
B(2)B(z) = 1.

Beweis. Sei g(z) = infyen|: — &, dann gilt

1-= 1 1 1 2Imzn
| >l =l=F-"=I<— 75"
1-= Zn— -2z zn _ g(2)|zn]
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Wegen 1+x <% also 1+| i —1| < e75 775577 und der Beziehung 1+|ab—1| <
I+]a—1))(1+b—-1)) fiir a,b € C gilt

- N _yn?
1 + | H 1| < 69(2) zn2+yn2
also
_ ZN yn2
|H Zn | < 69(2) zn2tyn2

in jedem Fall. Fiir N < M folgt
N o= Mo oz N M
. zn_ | . 1l <
|Hlfzﬁ Hlfzﬁ| |H|H s

2
2 N yn 2 M yn
< e9(2) = zn24+yn2 — e9(2) b zn24yn2 |

Das Produkt B(z) ist also in der Menge {g(z) > 0} lokal gleichméBig konver-
giert. Die anderen Aussagen sind klar.

0

Sei F(z) analytisch in CT. F heifit von beschriinktem Typ (inC*), wenn
F(z) = % mit beschrankten analytischen Funktionen P und . Klarerweise
sind Summe und Produkt von Funktionen von beschrinktem Typ wieder sol-
che. Beispiele fiir Funktionen von beschrinktem Typ sind (neben beschrinkten

Funktionen) Polynome oder Funktionen mit nichtnegativem Realteil.

5.2.2 Lemma. Sei F' von beschrinktem Typ in Ct und seien die Nullstellen
zn von F so, daff 0 nicht Hiufungspunkt von {zn} ist. Dann ist die Blaschke

Bedingung n
2 g

erfillt. Es gilt F(z) = B(2)G(z) mit einer Funktion G von beschrinktem Typ
ohne Nullstellen.

Beweis. Ist die Blaschke Bedingung gezeigt, sind wir fertig. Da F von be-
schrinktem Typ ist, gibt es eine beschrinkte Funktion Q(z), soda Q(z)F(z)
analytisch und bechrinkt durch 1 in C7 ist. Definiere induktiv F; = F,

1 2

Fria(?) :Fn(z)l_Za

Zn

dann ist F), stets analytisch in C*. Wir zeigen das |QF,| < 1 ist. Fiir n = 1
nach VS richtig. Angenommen richtig fiir n, dann ist zunéichst QF,, beschrinkt
in C* da (QF,)(z,) = 0 ist. Auf der Geraden y = h > 0 gilt

max

z€R

U 1 }§:
== T&%{ Tt ()

4hyy, 3 h+yn
{ (h —yn)? |h — ynl
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Nach dem Satz von Phragmen-Lindelof gilt die gleiche Schranke fiir QF, 1 in
der Halbebene {Imz > h} Da h beliebig war folgt |QF,;1] < 1 in C*. Explizit

folgt > Q(2)F(z)| < ’ I — ? in ganz C*, also auch

zk - 4yyk
o0 Q) 2 S| [ = § S (14 e ).
und damit
4
S tog 1+ G ) S 2elQEFE).

Fiir kleine Werte von x verhilt sich log(1 + z) wie x, also ist
Z P yyk < oo,
o+ (y — uk)?

und da 0 nicht Hiufungspunkt von z/ s ist, folgt

oo

Yk
< 0.
inﬂ/i

0

THV.7
5.2.3 Satz. Nevaulinna Sei F' analytisch und von beschrinktem Typ in CT.
Sei zusditzlich angenommen, daf§ die Nullstellen in C* von F keinen endlichen
Héufungspunkt haben, und dass F = % mit P,Q beschrinkt und |P|,|Q)| stetig

in C+, F0 lings R. Dann ist fiir z € Ct
F(z2) = B(z)e =G

mit

1 1+tzlog|F(¢)] .

G =5 / =2 1+p @TiC.
Beweis. Da die Nullstellen z, keinen endlichen Haufungspunkt haben, ist das
Blaschke Produkt B(z) sogar auf C analytisch, wir kénnen also F' = B - 51
schreiben, wo P;, @ keine Nullstellen haben und immer noch |Py|,|Q1| stetig
auf C* ist und |P;|,|Q1] < 1. Setze U = —log Py(2),V = —logQ;(z), dann
ist U,V analytisch in C*, ReU, ReV > 0 und stetig auf C*. Es gilt also die
Darstellung

o0
. 1 1+tz —log|Pi(¢)] .
—log Py(2) = —ipz + —
og P1(2) zpz+m/ e it
1+t2—log\Q1(2)dt+i02

1
—1 :. —
0g Q1(2) Zqz+m/ t—z 148
— 00
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Es folgt

Pi(z) — ¢ila—p)z 4 1 71+t210g|£11((?)|dt+ (Cy — C1)
Ql(z)_e i t—z 14¢2 uh2 Yo

— 0o

also eine Darstellung der gewiinschten Form.

COV.8
5.2.4 Korollar. Sei F' wie im Satz und sei



Kapitel 6

Der Primzahlsatz

6.1 Die Riemannsche Zetafunktion

Wir wollen in diesem Kapitel den Primalsatz beweisen der eine quantitative
Anwort auf die Frage nach der Anzahl der Primzahlen gibt. Sei P die Menge
der Primzahlen.

6.1.1 Satz. Primzahlsatz Sei w(x) := #{p € P|p > z}, dann gilt

lim (@) =1.

T—00 -

log

Wir stellen zundchst den Zusammenhang mit sogenannten Dirichlet- Reihen her;
diese sind funktionentheoretischen Methoden zugdnglich.

6.1.2 Lemma. Es gilt die Aussage des Primzahlsatzes

()

T

(1+0(1))

- log x

genau dann, wenn

O(x) := Z logp =z + O(x),

pEP,
p<z

genau dann, wenn

d(x) =Y An) =2z +06(z)

n<z,
neN
wobei i
__Jlogp , n=p"mit peP
An) = { 0 , sonst
Beweis.

-) Wir zeigen zuerst die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen. Sei r(x) definiert
durch O(z) = z(1 + r(z)). Es gilt klarerweise

O(z) < m(z)logx,

o7

THVI.1

LEVI.2
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also .
>
m(@) = logz

(1+7(x)).

Wir brauchen auch eine Abschétzung von m nach oben. Sei 0 < ¢ < 1, dann gilt
wegen m(z9) < 29,

b@)> Y logp 2> loga? - (r(x) - m(a)) > qloga(n(x) — a7),

z1<p<w,
peP
also )
> 1 - a.
w(e) 2 (L () b
Wir sehen speziell ¢ =1 — \/b%gz, dann folgt
x
< 1+R
7(e) € o (14 R(@)
mit
1 logz

R(z)=-1+(1 +r(x))(1 - )_1 + (log )z

1
— = = =
Vlog x Viegz  eylogzx e¥
Gilt nun die zweite Aussage, d.h. gilt r(z) — 0, so folgt wegen der Abschétzung
nach unten lim infx_mo(”(x)/ﬁ) > 1. Es folgt auch R(x) — o, also

limsup, oo (") / 2

die erste Ausage, so folgt zuerst limsup, . r(xz) > 0. Es gilt aber auch
liminf, o, R(x) > 0 wegen der Abschitzung nach unten, damit folgt auch
liminf, . r(x) > 0, insgesamt folgt die zweite Behauptung.

~) < 1, insgesamt die erste Aussage. Gilt umgekehrt

-) Wir zeigen sogar 1(z) = 0(x) + 0((log x)+/z). Die Summanden von ¢ die bei
6 fehlen sind die logp zu p¥, k < 2. Es geniigt also zu zeigen, daf

#{(k,p)|k > 2,p* <2} =0(/x)

ist. Ist p* < =, so folgt p <¥ {/z und k < igi; < }gi; also kann man obige
Anzahl abschitzen durch

Yo Va=vVa+ > Va.

1 T 1 T
2<k<lozs a<k<lozs

Die hintere Summe ist hochstens long\/E =0(/x).

log 2

U

Eine Reihe der Gestalt D(s) := > yann™° heifit eine Dirichletreihe. Ist
sie in einem Punkt sy absolut konvergent, so ist sie in der ganzen Halbebene
Res > sg kompakt konvergiert und stellt daher dort eine analytische Funktion
dar. Das folgt da

‘nfs| — nfRes
ist. Es gibt Sitze, die gewisse Eigenschaften der analytischen Funktion D(s)

mit Eigenschaften der summatarischen Funktion ) _ a, verbinden. Da wir
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am asymptotischen Verhalten der Funktion ¢(z) =Y __A(n) interessiert sind

n<z
liegt es nahe die Dirichletreihe ) A(n)n™* zu betrachten. Diese ist end mit
der Riemannschen Zetafunktion verwandt.

6.1.3 Definition. Die Dirichletreihe
1
((s) = Z pove
neN
heifit Riemannsche Zetafunktion.

6.1.4 Lemma. Die Dirichletreihe fiir ((s) konvergiert in der Halbebene {Res >
1}. Dort gilt die Darstellung (Eubersches Produkt)

peP
insbesondere ist ((s) # 0 in {Res > 1}. Die logarithmische Ableitung ist dort
gegeben durch
¢r(s) s
= - An)n .
o =2

Beweis. Die Konvergenzaussage ist klar.Um die Produktdarstellung und bewei-
sen schreibe

- 711075 — Zp—ks, H(l _p—‘e)—l H Z(pk)—s )
k=0

peP pEP n=0

Da jedes n € N eine eindeutige Primfaktorzerlegung hat folgt durch Ausmulti-

plizieren:
[T => n"=(.

pEP n=0 neN
Die logarithmische Ableitung vom Endprodukt ist

g (T -py) = - s

peP peP

U

Wir benétigen in folgenden einige Eigenschaften der Riemannschen Zeta-
funktion.

6.1.5 Satz. Die Funktion (s — 1)((s) lafst sich auf eine offene Menge, welche
die abgeschlossene Halbebene {Res > 1} umfasst analytisch fortsetzen. Sie hat
den Wert 1 bei s = 1, d.h. {(s) hat einen Pol erster Ordnung mit Residium 1
bei s = 1.

Fiir jedesm =0,1,4... gibt es eine Konstante C,,, so dafi(s = o + it)

¢ (s)] < Clt], It > 1,0 > 1,

LEVI.4

THVI.5
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gilt. Es gibt eine Konstante § > 0, so daf

IC(s)| > dJt) ™%, [t| > 1,0 > 1.
¢(s) hat auch auf der Geraden Rej =1 keine Nullstellen.
Bewets.
) Sei B(t) =t — [t] — 3

-skizze
Wir zeigen, dafl das Integral

F(s) := /t’s’lﬂ(t)dt

in der Halbebene {Res > 0} absolut und kompakt konvergiert, daher dort eine
analytische Funktion darstellt. Weiters gilt

1 1

C(8)25—’—5—1

—sF(s),

dann hat ¢ also bei 1 das Residium 1 und einen einfachen Pol.
Es gilt [t~ 13(¢)| < t77~1, also konvegiert das Integral kompakt in { Res >
0}. Durch partielle Integration folgt

n+-1 d 1 n+1
[ s it = g+ - [ evar,

denn am Interwall (n,n + 1) ist 3(t) = ¢ —n — . Durch Summation

N
11
Zn*S:f—f—fN*S—f—/t Sdt — s/ﬁ )t dt =
22
1

N

1 1 —s Nl_s —s—1
= SN T +——s/5 5 dt .
1
Fiir N — oo folgt in der Halbebene {Res > 1}:
1 1
= - —sF(s).
((s) = 3+ — — sF ()

) Wir zeigen die Abschitzung nach oben. Zunichst ist fiir o0 = Re < 2 die
Zetafunktion beschrankt:

> w07 <¢(2)

Wegen ('(s) = > (—logn)n—*, usw.. Gilt das gleiche fiir die Ableitungen. Wir
konnen also 1 < o < 2 anordnen, und dann geniigt es

|C(m)(s)| <Culsl,1<o<2)Jt| >1.
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zu zeigen. Wegen der obgen Darstellung von ( geniigt es zu zeigen, dafl jede
Ableitung FI™ m = 0,1,2,..., in dem Streifen 1 < ¢ < 2 beschriinkt ist. Es
gilt

oo

FOm)(5) = / (= log )™~ 3(¢)dt,

fir m = 0 folgt die Behauptung unmittelbar. Sei also m > 1: Wegen
|logt|C! ts= (|t| > 1), und |B(t)| < 1 folgt

2m>

|F™) ()] < C’;n/t’%dt < 00.
1

-) Wir betrachten im folgenden die Abschitzung nach unten. Dann benétigt man
einige Ungleichungen.

-) Sei |a| = 1. Dann gilt Re(a*) + 4Re(a?) + 3 > 0. Denn:
(a+a) =a* +a* +4(a24+@*)+6, da aa =1,

also 8(Rea)* = Re(a*) + 4Re(a?) + 3 > 0.

-) Sei by, b, . .. eine Folge nichtnegativer Zahlen, so dafi die Reihe

D(s) := ann_s,a >1,

neN

konvergiert. Dann gilt
ReD(o + 2it) + 4ReD(o +it) + 3D(c) > 0.
Ist Z(s) := eP®), so gilt
|Z(o +it)[*| Z (0 + 2it)|(Z|o) > > 1.
Denn: Die obige Ungleichung fiir a = n~2 zeigt
Re(n™?") + 4Re(n™") +3>0.

Multiplizieren mit b,n~? und summieren gibt die behauptete Ungleichung. Die
Ungleichung fiir Z folgt durch exponentiieren.

-) Sei speziell

b % , n=pFmit peP
" 0 , sonst
Dann gilt
S 1 —k —s
D(s)=D>_ > 7» :Z(—log(l—p )),
peP k=1 pEP
also

PO =T[(-p) " =Cls).

peP
Die im letzten Punkt bewiesene Ungleichung 148t sich also anwenden:

oo 2 e,
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-) Angenommen ((1 + it) = 0 fiir ein ¢t + 0, dann konvergiert fiir o — 1+ die
linke Seite gegen [¢'(1 + 4t)|™|¢(1 + 2it)|, die rechte Seite gegen oo.

-) Fiir die Abschétzung nach unten, kann man sich wieder auf 1 < o < 2 be-
schrinken, denn fiir o > 2 gilt

oo

CHI =116~ 12 1= 3" - >0,

n=2

Die obige Ungleichung schreibt sich als (s = o + it)

1C(5)] = (o = 1)F[¢(o + 2it)| "3 (C(0) (0 — 1) 77 .

Die Funktion ((o)(c — 1) ist auf dem Intervall 1 < o < 2 stetig und hat dort
keine Nullstelle, ist also nach unten durch eine positive Konstante beschrankt.
Da |[¢(o +it)| < Colt| fiir [t| > 1 gilt folgt

C(s)| > Ao — )3t T, 1< o < 2]t > 1.

Fiir 0 < € < 1 setze man o(t) = 1+ €|t|*.
Fall 1: 2 > 0 > o(t) Es gilt

C(o +it)] > Alelt| )T |t 7% = A€t ||~
Fall 2: 1 < o < o(t): Es gilt

o(t)
C(o+it) = ((o(t) +it) = / (' (ztit)dx

also
(t)

(Clo+i0)] 2 ¢l +it)| ~ | | ¢+ it)dal.
Wegen [¢"(s)| < C1[t] folgt
[¢(o +it)| = [C(a(t) +it)| — Cr(a(t) — D)[t] =
> (Ael — Cre)lt| .
Wihlt man € klein, dafl (A — Ciei >0 ist, folgt die Abschitzung nach unten.

g

6.2 Ein Taubersatz

6.2.1 Satz. Sei a1, as,... eine Folge nichtnegativer reeler Zahlen, so daf$ die
Dirichletreihe

D(s) = i apn”?®
n=1

in der Halbebene {Res > 1} konvergiert. Es gelte:
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(i) Die Funktion (s — 1)D(s) lafit sich auf eine offene Menge, welche die
abgeschlossene Halbebene {Res > 1} enthilt, analytisch fortsetzen, D(s)
hat bei s =1 einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum p.

(i) Es gelten folgende Abschitzungen: Es existieren Konstanten C,x mit der
FEigenschaft
[D(s)],|1D"(s)] < Clt[*,0 > 1, [t] > 1.

Dann gilt

S 4, = pa(1 +1(2))

n<x
mit 7(z) = 0(1/N j55z), N = N(k) geeignet, z.B. N(k) = 2[x] + 2.

Wir wollen zuerst iiberlegen, daf3 dieser Satz den Primzahlsatz impliziert.
Beweis. (von Satz 6.1.1 mit Satz 6.2.1) Wir zeigen, dafi die Reihe D(s) =

S An)nT = — CC’((;)) die Voraussetzungen von Satz 6.2.1 erfiillt.
-) Die analytische Fortsetzbarkeit folgt aus der entsprechenden Aussage iiber
¢(s) und der Tatsache, daf auf { Res = 1} keine Nullstellen sind, daher auch in
einer gewissen Umgebung nicht. Da ¢ bei 1 einen einfachen Pol mit Residuum 1
hat folgt p = 1. Die Abschétzung folgt aus den Abschétzungen fiir ¢ nach unten
bzw. ¢, (', p”" nach oben z.B. mit x = 4.

Es folgt also ¢(z) = Y. .. A(n) = x + v(z) und mit Lemma 6.1.2 der
Primzahlsatz.

n<lz

0

Im Rest dieses Abschnittes wollen wir Satz 6.2.1 beweisen.
Wir betrachten nicht nur Ag(z) =Y, . an, sondern auch die htheren sum-
matarischen Funktionen

n<x

1
Ag(x) = o Zan(x )k k=0,1,2,< .

"<z

Es gilt A}, (z) = Ap(x), Agy1(z) = [ Ag(t)dt. Sei ry(z) definiert durch
1
k+1

Ap(z) =0p !(1+Tk(l')).

(k+1)
LEVI.7
6.2.2 Lemma. Sei k > 0. Aus

Ti+1(2) = 0(1/N 1ogz)

folgt
rk(x) = 0(1/2N\/@) .

Beweis. Da die Funktion Ay (z) monoton wachsend ist, gilt (¢ > 0)

x+c

cAg(z) < /Ak(t)dt.

x
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Wir verwenden diese Ungleichung fiir ¢ = hz,0 < h < 1. Es gilt

A+ ha) = A (2) = gy (2 + a3 (1 + ricen (@ + ha))

(14 (@)

und daher
v o) = S P o) < B L (o o) — Ausa(0) =
_ m (L B2 (14 i (2 + b)) = (L 7 (@)
Mit
(@) = sup |rasa(e+Ex)
0<e<1
gilt
rele) < gy (1 3L ) = (1 ela)] - 1=

m [((1 + R 2 De(a) + ((1+h)FF2 — (14 h(k + 2)))} _

Fiir hinreichend grofie = ist e(x) < 1 und wir setzen speziell h = h(z) =
Ve(z),0 < h(x) < 1. Der erste Summand in obiger Ungleichung bis auf einen

konstanten Faktor durch % = /€(x) abgeschitzt.

Der zweite Term ist ein Polynom in h dessen konstanter Term verschwindet.
Er kann also bis auf einen konstanten Faktor durch h = y/e(z) abgeschétzt
werden. Offenbar ist €(x) = 0(1/N 5557 ), also gilt mit einer gewissen Konstanten

re(z) < Ky/e(x).

Wir miisen ry(z) auch nach unten abschéitzen. Mittels

cAg(z) > / Ap(t)dt = Apy1(x) — App1(x) — Appi(z —¢),0 < c < z,

r—c
erhilt man genauso wie oben (mit geeignetem K)
ri(z) > —K+/e(x), z hinreichend gro8.

Es folgt 7, () = 0(\/€(x)), also 7% (z) = 0(1/2N /1557)-

-) Sei k € N,;o > 1. Dann konvergiert das Integral

o+ioco |ms+k|

[s(s+1)---(s+ k)|

ds,

o—100
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denn der Integrand kann durch C t% abgeschitzt werden. Auf der Geraden
Res = o wird die Reihe D(s) durch die von ¢ unabhéngige Reihe Y77, |a,|n™7
majorisiert. Also ist das Integral

o+i00

D s+k
(5)z ds,o > 1,
os(s+ 1) (s+ k)
absolut konvergent und es gilt
otico s s o o+ioco s
Zn:l ann @t ds = Z anwk (5 ds.
[ os(s+ 1) (s+k) — o os(s+ 1) (s+ k)
LEVI.8
6.2.3 Lemma. Firk € N und o > 0 gilt
o+i00
RS a’® ds — 0 , 0<a<l1
2mi ) s(s+ 1)cdots(s + k) Tl mA=-HF a>1
Beweis. Sei .
a
§) = .
1) s(s+1)---(s+k)

) 0 < a < 1. Wir integrieren f lings
———.skizze
Es gilt fvﬁ-’yz f(s)ds=0und da 0 < a < 1 gilt ist |a®| ldngs v1 und 72 durch

1 beschréankt, das Integral fw f(s)ds strebt also fiir R — oo gegen 0. Es folgt

o+i00
f(s)ds=0.

o —100

)1 < a. Wir integrieren f(s) lings 71 + 42. Wieder ist a® lings dieses Weges
beschréinkt (durch a”). Also gilt f% f(s)ds — 0 fiir R — co. Der Residnensatz
zeigt

k
1 (-1)ra 1, 1,

— ds =SS S R,
2mi / J(s)ds zz: ik —v)! k!( a)

Y1+72 v=0

-) Wir erhalten aus diesem Lemma und der Uberlegung vorher:

o+i00
1 D(s)xsT*
A = — ds,k=1,2,... 1.
CO Rl wr ) M s vy pory s L Lk R L

o —100

Wir beniitzen diese Formel fiir ¢ = 2 und verschieben den Integrationsweg;:
skizze

Hier wird ¢ < 1 so gewéhlt, dafl der gesamte neue Integrationsweg im Ho-
lomorphiegebiet von D(s) liegt. Wir berechnen das Integral lings v mit dem
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Residnensatz. Da %

von 1 wo ein Pol erster Ordnung vorliegt gilt

Lj{ D(s)zstt - patth
omi ) s(s+1) ... (s+k) o (k+r1)’

im obigen Gebiet analytisch ist mit Ausnahme

wobei C die Kurve: “Stiick von v, dann strichliertes Stiick, dann lings Re =
2 nach unten, dann strichliertes Stiick® bezeichnet. Wegen der Abschatzung
|D(s)] < CJt|", 1t > 1,1 < o < 2, folgt bei festem z lings

D(s)zstF
s(s+1)---(s+k)

’ < Cl|t|nfk71 )

Wir wihlen im folgenden k > s+ 1, dann gilt also < C;|t|~2. Die Beitrige zum
fc der strichlierten Strecken streben also fiir t — co gegen 0. Es folgt

palth 1 D(s)xstk
Ag(z) = (;C_i_l)!+27ri/s(3+1)-...-(s+k)d8'

~

Im folgenden schétzen wir das Integral fv streckenweise ab. Zur Abschitzung
der unendlichen Teile beniitzen wir:

6.2.4 Lemma. (Riemann-Lebesque) Sei I = (a,b),—c0 < a < b < oo, ein
Integral, f: I — C eine Funktion mit den Figenschaften:

(i) f ist beschrinkt.
(i3) f ist stetig differenzierbar.
(#3t) f und f’ sind absolut integrierbar.

Dann ist fiir x > 0 auch die Funktion f(t)z® absolut integrierbar und es gilt

b
/f(t)x“dt =0(1/logx).

Beweis. Wir wahlen Folgen a,, — a,b, = b,a < a, < b, <b. Es gilt

1
tlogz

(rna|.

Qn

b
/ F(H)zitdt = lim f() 4t = lim [

n—00 n— oo

b,
- / oren

Nach Voraussetzung ist f beschrinkt und f’ absolut integrierbar, also ist

b

‘/f(t)a:”dt‘ = K‘loém"

a
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Es folgt aus der Abschétzung |M| < C1|t|~%¥ings Re = 1, Lemma
6.2.4, und der analogen ***? Abschiitzungen: |m| < Cylt| 72, daB

14+ic0

1 D(s)xstk B 1
omi / SGr1). GrR®T 0@"*"/log ).,

1+

?

1—
und analog fiir das Integral [ . Lemma 6.2.4 zeigt auch, da8

1—i00

o+1 ka1

s+k
i / D(s)x ds — 0(17071 R
2ri ) s(s+1)...(s+k) log

) also auch 0(z""!/logx)

o—1

da o > 1.
Wir betrachten das Integral ldngs einer horizontalen Strecke:

1412 () 14 1
D(s)x* kdbw g
< —
‘/s(s+1)---(s+k)d8‘*02/m du

o+i o

.Tk

:C2

_ 20\ — k+1 1
logx(x 27) =0(z"""/logx).
Analog behandelt man daf Integral lings [0 — i, 0 + .

Wir schlieffen aus den obigen Abschétzungen, dafi fiir & > « + 1

A _ pkarl bt )

d.h. daB 74 (x) ein 0(1/logx) ist. Mit Lemma 6.2.2 folgt fiir k < x + 1

ri(@) = 01/ Ny ytogz), N = 217278,

Speziell fiir £ = 0 folgt die Behauptung von Satz 6.2.1 und damit der Primzahl-
satz.



68

KAPITEL 6. DER PRIMZAHLSATZ



Kapitel 7

Klassen analytischer
Funktionen

7.1 Abschitzung nach unten

Ist f holomorph im Kreis |z| < r, so bezeichne

=

o

-
Il

maxp.i<, |f(2)] (= max(f]2)]),
Af(r) = maxp <, Ref(z) :max|z‘=,.Ref(z)).

Klarerweise gilt [Af(r)] < Ms(r). Ist R > r, so gilt zwischen Ay(R) und M(r)
eine Ungleichung in der umgekehrten Richtung.

LEVII.1
7.1.1 Lemma. Sei f analytisch im Kreis |z| < R, f(z) = U(z) + iv(z), dann
gilt

1/ 4 RetOt®
= — oy 3
fe) = 5 /u(Re ) ——do + in(0).
Beweis. siehe RS
U

THVIIL.2

7.1.2 Satz. (Caratheodory) Sei f(z) holomorph im Kreis |z| < R, dann gilt
2
M;(r) < [Af(R) = Ref(0)| 77— + f(O)|.r < R.

Beweis. Wir addieren die Gleichung aus Lemma 7.1.1 und die Beziehung

s

0=u(0) ~ - / w(Re)do |

—T

und erhalten .

f(z)= 1 /u(Rei‘z’ Re;—z do + f(0).

™

—T

69
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Beweis. (Lemma 7.1.1) Die Cauchysche Integralformel besagt
1/ o Re
f(z) = %/f(Re¢md¢,|z| <R.
Weiters gilt, da R; auBerhalb von |z| < R liegt,

1 T )
_1 oy et R
0 QW/f(Re S~ o,

. . . DPoid . R2
Konjegiert man diese Formel, so folgt mit Re® = 555,

1 ﬂ-i, z
= — oy~
0 27r/f(Re ) o

Durch Addition zur Chauchyschen Formel folgt

fz) = %/Ref(Rew)RZTquﬁ-i-i/lmf(Rew)dqb,

—T

wegen der Mittelwerteigenschaft von Im f(z) also die Behauptung.

Sezt man hier f(z) z.B. = 1, so folgt

1 h z
7T/R61¢—Z¢ ’

und wir sehen

COVIL3
7.1.3 Korollar. Es gilt:

(7) Ist f analytisch in |z| < R und hat dort nichtpositiven Realteil, so ist

My(r) <~ Ref(0) + |(0)].
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(#3) (Ungleichung von Caratheodory fiir die Halbebene): Sei f analytisch in
{Imz > 0} habe dort nichtnegativen Imagindrteil. Dann gilt fir Imz >
0,|z| > 1,

sin 6

r =

zZ=Tre

r
sin9(

Beweis.
ad(i): Ist klar, denn im betrachteten Fall ist A¢(R) < 0.

ad (i1): Wir bilden die obere Halbebene auf den Einheitskreis ab:

zZ—1 w—+1
= 2= T,
zZ4+1 w—1
und betrachten die Funktion
w+1
F =1 (— ) ) .
(w) = if(—i%%2
Es gilt ReF'(w) < 0 im Kreis, also folgt aus (7)
1) < -2 ReGig(y) + 176)
x4+l = |z — 1 '

Es gilt fiir |z] > 1 stets
|z —i| < 2r|z +i| < 2r |z +i]® — |z —i]® = 4rsinf

Die letzte Beziehung geometrisch:
skizze

—t ﬂ-
r? +1=|z+i|> — 2rcos(f + 5)

r?4+1=|z—if —2rcos(g —0)

Wir erhalten
4r r

FEI<IFOI(1+ ) <516

Um die andere Ungleichung zu zeigen, kénnen wir annehmen, daf keine

Nullstellen hat (da sonst = 0) und das bereits bewiesene auf ﬁzl) anwenden.

U

7.1.4 Korollar. Ist f analytisch in |z| < R, hat f dort keine Nullstellen und
gilt £(0) =1, so gilt

2r

In|f(z)] > ~7 Tlan(R), |z| <r <R.

Beweis. Wir betrachten die analytische Funktion log f(z), dann ist

2r

|log f(2)] < 55— InMy(R),|2| <7 < R.

-T

COVII 4
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Also folgt insbesondere

2r
—r

—inlf(2)| £ T InMy(R).

U

Eine solche Abschitzung nach unten kann natiirlich fiir Funktion mit Null-
stellen nicht gelten. Wir werden zeigen, daf} eine &hnliche Beziehung gilt, wenn
nur (beliebig) kleine Kreise welche die Nullstellen enthalten ausgenommen wer-
den. Dazu bendétigen wir eine Abschétzung fiir ein Polynom nach unten.

7.1.5 Lemma. Sei H > 0 und aq,...,a, € C (mit Vielfachheit). Dann gilt es
eine Menge von Kreisen mit der Gesamtsumme ihrer Radien gleich 2H, so daf§
fiir jeden Punkt z ausserhalb diesr Kreise

H
|z—a1|-...-|z—an|>(;)"

gilt.

Bewets.
-) Wir zeigen, dafl es Kreise K gibt mit der folgenden Eigenschaft: Der Radius
von K ist gleich

H
— - #{ar € K, mit Vielfachheit} .
n

Betrachte die konvexe Hiille der Punkte a; und wihle einen Eckpunkt ay,. Dann
gibt es Kreise mit beliebigen Radius die aufler ax, keinen Punkt aj enthalten.
Speziell gibt es also einen solchen Kreis mit Radius

— - Vielfachheit von ay, .

n
Die Menge K(aq,...,a,) aller Kreise K deren Radius gleich % mal der Anzahl
der in K enthaltenen aj’s ist, ist also stets nichtleer.

) Wir wihlen in K(aq,...,a,) einen Kreis K; mit maximalen Radius )\1%.
Kein Kreis mit Radius /\%, A > A1, kann mehr als A Punkte enthalten. Denn
angenommen er wiirde A’ > X Punkte enthalten. Der konzentrische Kreis mit
Radius N % enthilt dann entweder ' oder A" > )\ Punte. Im ersten Fall haben
wir einen Widerspruch zur Maximalitdt von A;, im zweiten Fall verfahren wir
genauso wie vorher weiter. Da es nun endlich viele ay’s gibt erhalten wir einmal
einen Widerspruch.
Die Punkte die in K liegen seinen oBdA ap—x,+1,- .., Gn.

-) Wir wéhlen aus der Menge K(aq,...,a,—»,) einen Kreis Ko mit maximalen
Radius )\2%. Dann gilt A2 < A;. Denn angenommen Ay > A1, dann wére K5 ein
Kreis mit Radius > Ay % welcher mindestens Ay Punkte aus {ay, ..., ay} enthilt,
wegen dem vorigen .) also genau A2 Punkte. Ein Widerspruch zur Maximalitéit
von Aj.

Die Punkte in K5 seien oBdA ap_x, —xy+415---,an—x,. Verfahrt man so wei-
ter erhdlt man schlieBlich eine (endliche) Folge Kj,..., K, mit den Radien
)\1%, ey /\p%, wobei

)\12)\22---2)\p,)\1+/\2+...—|—/\p:n
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ist, und so dafl K; genau die Punkte an—x,———x;41,--+,@n—x,———x,_, enthélt,
welche Punkte vom Rang A; heifen.

-) Seien C4,...,C)p die zu Ky, ..., K, konzentrischen Kreise mit doppelten Ra-
dius, und sei z auBerhalb dieser Kreise. Sei A € N und C x der Kreis um z mit
Radius /\%. Dieser Kreis schneidet die K;’s mit Radius > )\% nicht, also liegen
in seinem Inneren nur Punkte vom Rang < A. Wiirde C; ) genau A der Punkte
vom Rang < A enthalten, so hitten wir einen Widerspruch zur Maximalitét des
néchstkleineren )\;s. Wiirde er mehr als A Punkte enthalten, so hétten wir einen
Widerspruch zum vorvorigen .). Also enthélt C, » hochstens A — 1 Punkte.

-) Seien nun die Punkte a; in der Reihenfolge ihrer wachsenden Abstéinde von
z nummeriert. Dann gilt wegen dem vorigen .)

H
|z —ag| > k— .
n
Es folgt
H H
—ay| ... lz—ap| > (—)"nl > (—)",
el el =l > ()l > (2
wobei das letzte > z.B. wegen der Stélingschen Formel n! = 27m(g)”e%70 <
0 < 1, gilt.

0

7.1.6 Lemma. Sei f analytisch im Kreis |z| < er und |f(0)| = 1. Dann gilt
ny(r) < InMg(er),
wobei ny(r) die Anzahl der Nullstellen von f im Kreis |z| < r bezeichnet.

Beweis. Wir betrachten das Integral (f analytisch in < z| < R)

[ ns(t)
LA
/

t

Seien 0 < 7 <12 < ... <71y < R jene Radien wo Nullstellen von f liegen, dann
gilt
T2 R
t t
I= / nft( )dt + 4t / nft( )dt =ny(r)(Inre — Inr)+

T1 Tp

+nys(re)(Inrg —Inrg) + - - -+ nyg(ry)(InR — Inry,) =
= —ng(r)lnry — (ng(re) —ng(r))lnrg — ...

oo = (ng(rp) —ng(rp—1))lnry, + ng(rp)inR =

:ZlnR

|

LEVIIL.6
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wobei a,, die Nullstellen von f durchléuft. Nach der Jensen’schen Formel (Ko-

rollar 4.5.2) gilt
R 1 27
/nf(t)dt: —/ln\f(Rei¢)|d¢.
27
0 0

t

er

er
Es folgt in der Situation des Lemmas wegen [ ”fT(t)dt > ny(r) [ Ldt

T

er

2m
ng(r) < /nfT(t)dt < % /ln|f(e7"ei¢)|d¢ <InMjy(er).
0

T

U

7.1.7 Satz. Sei f analytisch im Kreis < z << 2eR, f(0) = 1, und sei n eine
positive Zahln < 3€). Dann gilt in |z| < R aber auferhalb von Ausnahmekreisen
mit der Gesamtsumme der Radien < 4uR die Abschdtzung

In|f(2)| > —H(u)InM;(2¢eR),
mit H(u) =2 — lng—z.

Beweis. Betrachte die Funktion (aq,...,a, Nullstellen von f(n|z| < 2R)

(=2R)" 1 2R(z—ar)
$(z) = al-...~anl£[1 (2R)2 —apz
Es ist ¢(0) =1 und
iy _ _ (2R)"
|¢(2R€ )|_ |a1..”.an|’

Die Funktion g(z) = 5’%2 hat keine Nullstellen in |z| < 2R, also gilt mit Korollar
7.1.4 fur |z2| <R

In|g(z)| > —2inMy(2eR) .

Wir schéitzen jetzt ¢ nach unten ab. Fiir < z| < R ist (|ax| < 2R)
[11eR? -l < 67"
k=1

Auf das Polynom in Zéhler wenden wir Lemma 7.1.5 mit H = 2uR an, also ist
auflerhalb von Kreisen mit Gesamtsumme der Radien gleich 4R

. 2uR\"
‘ I] 2R - ak)‘ > (L) (2R)" .
k=1 €
Es folgt mit |ag| < 2R

[6(2)| >

2R)™ (2/¢R)7l( 1 (2 )"

> J—
lay - ... an|\ e 6R2)" — 3!
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Wegen Lemma 7.1.6 ist
n=ns(2R) < InM;(2eR),

also 5
In|p(z)] > ln(§,u)lan(2eR) .

Insgesamt folgt fiir f =g - ¢:

Inlf(z)| > —(2 + ln%i)lan(ZeR) .

7.2 Funktionen der Klasse A

DEE
7.2.1 Definition. ine ganze Funktion f heifit zur Klasse A gehorig, wenn die

Reihe
1
Z ’ Im —| < o0
ar
ist, wobei ay, die Nullstellen von f durchlduft. Ist f nur analytisch z.B. {Imz >
0} und durchliduft as alle Nullstellen von f in dieser Halbebene, so heifit f von
der Klasse A in der oberen Halbebene.

Die Bedeutung dieser Bedingung liegt zum Teil auch darin,daff man die

Nullstellen in einer Halbebene abspalten kann. LEVI]
.8
7.2.2 Lemma. Seiay € CT und ) Im i\ < 00. Dann ist das Produkt (Blasch-

ke Produkt fiir Ct)

ay,
lokal gleichmdpig konvergent in C\ {ag}. In CT gilt |B(2)] < 1 und es ist
B(z)B(z) = 1.

Bewets. von page 66.

0

Der folgende Satz gibt, dhnlich wie die Jensen’sche Formel, einen Zusammen-
hang zwischen der Verteilung der Nullstellen und dem Wachstum von in|f(z)].

7.2.3 Satz. (Carleman) Sei f analytisch in

THVIIL.9

0<A<|z|<R,Imz >0,

und seien ay = rpe'® k=1,... n, ihre Nullstellen. Dann gilt
1 1 |
Z (— - r—’;) sin 0y, = —/ln|F(Re“ﬁ)| sin pdo+
R TR R TR
Tk 0

41 (% _ %)lmf(z)f(fxﬂdw + A\(f, R)
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mat

, Ael® —i¢
A R) = ~tm o [logf0e) (S = S )do

Beweis. Wir nehmen zuerst an, daf§ f am Rand des betrachteten Gebietes keine
Nullstellen hat und betrachten das Integral

1 11

= [ (=~ Z)10gF

7= o (R2 z2) og F(z)dz,
¢

wobei € der Rand von obiger Gebiet ist. Dann gilt

Andererseits folgt durch partielle Integration

7= g5 Vel (G + D)oss)] - o [ 75 (G D)

[

wobel f¢[—] den Zuwachs der in Klammern stehenden Funktion bei Umlauf um
¢ beginnend mit A\ bedeutet.
Dieser Zuwachs ist (Satz von Rouche) gleich

2 - (%+%)nf(R,)\),

wobei ny(R, A) die Anzahl der Nullstellen innerhalb von € ist. Der zweite Sum-
mand ist gleich (Satz von logarithmischen Residium)

rpeifn 1
N Z ( 5 T )
R ek

A<rpy<R

Nimmt man in der entstehenden Beziehung --- = J = --- den Imaginérteil, so
folgt die Behauptung.
0

7.2.4 Korollar. Der Fehlerterm Ax(f,R) ist fir R > X\ beschrinkt und fir
R — oo hat er den Grenzwert

K

1 PN

= _— (A

Ax(f,00) =Im 27r/1ogF()\e ) ;y do.
0
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Ist f analytisch bei 0 und f(0) =1, so ist

lim Af(\,R) = = ImF’(O) :

A—0
In diesem Fall gilt also
1 i
Z (— — —) sin ¢, = /ln|f (Re'?)| sin pdo+
Tk R2
re<R
R
tom [ (5 = 3 )l @) F () ld + 5 T F(0)
o n z)|dz + 5 Im .
0

Beweis. Klar

FEine ganze Funktion heiffit vom Exponentialtyp, wenn

lim sup M < o0
R—o0 R
ist. Analog definiert man Funktionen von Exponentialtyp in einer Halbebene,
z.B. durch limsupp_, o se(0,x) - - - < 00
Fiir Funktionen vom Exponentialtyp kann man ein Kriterium angeben, wann
sie zur Klasse A gehoren.

7.2.5 Satz. Sei f eine ganze Funktion vom Ezxponentialtyp. Dann ist f € A
genau dann, wenn fir ein A > 0 die Ungleichung

R

/ln < f(ng(_m)ldgj < Mg, R> A,
x

A

mit einer von R unabhdngigen Konstanten Mgy gilt

Beweis.
-) Sei zuniichst die Bedingung erfiillt, wir zeigen f € A. Setze

o) /sz()( Dy

t2
A

dann folgt durch partielle Integration

. R
/ ln|f( )2( )|d:c %/m’l[}(ﬁ)d(ﬁ < My y,
X A

X

der zweite Term auf der rechten Seite der Formel von Carleman ist also be-
schrankt. Da f vom Exponentialtyp ist, ist fiir eine gewisse Konstante k¢ x

In|f(Re")| < k- R,

THVII.11
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also ist auch der erste Term beschréinkt. Nun gilt fiir R fest und hinreichend
groBes R’ (rpe’* sind die Nullstellen in CF, fiir C” dann analog)

0
Z sin 6y, <9 Z <7"k R’2>Sm0k

A<rp<R A<rp<R

<2 Z (Tk R/2>51n9k<cf>\
A<Zrp <R/

Die vorletzte Ungleichung gilt da alle Summanden > 0, die letzte wegen der
Formel von Carleman. Es folgt f € A, denn Nullstellen mit Betrag < A gibt es
nur endlich viele.

-)Sei nun f € A, d.h. insbesondere Z% < 00, wobei wieder rpei? die
Nullstellen von f in C* sind. Wir kénnen oBdA annehmen das f(0) = 1 ist, denn
multiplizieren mit einer Potenz &ndert nichts an der Giiltigkeit der Bedingung
des Satzes.

Wiéhle n mit 0 < n < 6%1 und sei R > A\ gegeben. Wir werden Satz 7.1.7 an
auf die Funktion f analytisch im Kreis |z| < 4eR. Dann gilt fiir |2| < 2R mit
Ausnahme von Kreisen deren Gesamtsumme von Radien < 8
etaR ist

In|f(z)| > —H(n)IlnM¢(4eR) .

Die Konstante H(n) hingt nicht von R ab. Es gilt insbesondere fiir » < 2R mit
Ausnahme von Intervallen der Gesamtlinge < [6nR < £:

In|f(re?®)| > —H(n)InM;(4eR),0 < ¢ < rr.

Da f von Exponentialtyp ist, gilt InM;(4eR) < ky - 4eR. Wihle nun r <
R,|R—r| < 32nR < £, so daB§ r nicht in einem Ausnahmeinterwall liegt. Dann
gilt

In|f(re')| — H(n)ks8er,

also

s

, 2

l N sindd > —H(n)ks \8e= .
— [ inlf(re®)|sindd > —H (n)k, 8
0

Weiters gilt fir « > A stets In|f(x) f|(—2)| < 2ks 2, also

—/ln|f ‘d.%‘ < kf)\

Die Formel von Carleman besagt nun, dafl

1 / mlf @) (=)l ,

2 2
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o [l sinodo - Ax(£ir).
0

Der erste Summand ist wegen f € A und sin 6 > 0 nach oben beschrénkt,
der zweite und dritte nach den vorausgegangenen Uberlegungen und der letzte
wegen Korollar 7.2.4. Nun gilt

[inlf@) — S0l [lf@Cal, [ @],
Jrsn. g, Jus

und der zweite Summand ist beschrankt durch

R
2%k R
/fi’;xdm = 2k aln= < 2ksaln2,
X T

T

denn nach der Wahl von r ist r > g.

g

7.2.6 Korollar. Geniigt eine in der Halbebene Im z > 0 analytische Funktion f
vom Exponentialtyp in dieser Halbebene der Bedingung des Satzes, so ist f € A
in dieser Halbebene.

Beweis. In dem entsprechenden Beweisteil des Satzes wurde nicht mehr
beniitzt.

0

7.2.7 Bemerkung. Man kann zeigen, dafl die Bedingung des Satzes dquivalent
ist zur stiarkeren Bedingung

R
l _
’/W(im <M;,R>0.
0

Es gilt sogar:

7.2.8 Bemerkung. Ist f analytisch in CT, stetig in @, N ist von f haben keinen
endlichen H P, lim inf % < 00, dann ist dquivalent

(oo} o0

+
[ g o, [ Ll
1+ 22 1+ 22

Daraus folgt dann unmittelbar, daf jede Funktion f = £ mit zwei in c+
analytischen und dort beschréankten Funktionen dort zur Klasse A gehort. Dieses
letzte Ergebnis kann man auch anders (mit Phragmen-Lindelof) zeigen. Aus Satz
7.2.5 folgt bereits das in C* beschrinkte Funktionen dort zur Klasse A gehoren.

COViIl.12
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7.3 Funktionen der Klasse HB

7.3.1 Definition. ine ganze Funktion w(z) heifit eine Funktion der KLasse HB,
wenn sie keine Nullstellen in der abgeschlossenenunteren Halbebenelm z < 0 hat
und wenn

wh(z)

ist. Hier bezeichnet w¥ die Funktion wt(z) := w(Z).

<1,Imz>0,

7.8.2 Bemerkung. w € HB = w € A Schreibe w = P + i() mit reellen ganzen
Funktionen P,Q, d.h. P = P! Q = Q!. Dies ist stets in eindeutiger Weise
moglich mit

w + wh w — wh

P= =
2 @ 24

Dann ist die Bedingung ‘ﬁ((z))

< 1,Im z > 0, dquivalent zu

Q(2)

Im =—= I .

mP(z) >0,Imz >0
Dann die Abbildung 0 : z — — Z_z bildet die obere Nullebene auf den Einheits-
kreis ab und

@(Q:_g—i:P“Q:w.

P % +i P—-iQ Wt

7.3.3 Lemma. Sei v eine reelle meromorphe Funktion. Damit i die obere
Halbebene auf sich abbildet ist notwendig und hinreichend, daf sich ¢ darstellen

laft als »
v = 0= 0-5)

mit by < ap < bgr1ax — 00,a — —o0 und a—1; < 0 < by und ¢ > 0.

Beweis.
-) Seien zuerst ¢, ag, by gegeben. Da sich a und by abwechselnd ist die Reihe

> ()
by ag
konvergent und daher konvergiert die Reihe

z z\~1 1 1 z\ 1
=) 0=5) = G -2 -5)
Z [ ag bi ZZ bi ag bi,
gleichmiBig auf jeder kompakten Teilmenge von C\ 2b; }. Daher ist das Produkt
11— ai)(l — é)_l auf solchen Mengen ebenfalls gleichméfig konvergent, stellt
also eine dort analytiche Funktion dar.
Es gilt fiir jedes k:

1- =
arg -— 7 =arg(z — a) —arg(z — by)
by

d.h. dieses Argument ist gleich dem Winkel unter dem das Intervall [bg, ax] von
z aus erscheint. Es ist also

argh(z) = Y _[arg(z — ax) — arg(z — by)]
und daher 0 < argy(z) < m, d.h. Im(z) > 0 fiir z € C™.

DEE
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-) Sei nun Im(z) > 0 ind C*. Dann hat ¢ in CtuC~ weder Nullstellen noch
Pole. Es ist 0 < arg9(z) < m in CT und —7 < arg(z) < 0 in C~, also ist der
Betrag des Zuwachses von arg ¢ (z) hochstens 27 wenn z einen beliebigen Kreis
durchlauft. Daher sind die Nullstellen und Pole von 1 alle einfach und wechseln
sich ab.

Daher konvergiert nach dem oben gezeigten das Produkt

06 = T T =) =507)

gebildet mit den Nullstellen a; und Polen by der Funktion 1. Die Funktion
() bildet C* auf sich ab. Die Funktion x = % ist eine ganze Funktion ohne
Nullstellen und es ist |argk(z)] < 7. logk ist also eine ganze Funktion mit
[Imlog k| < m, also konstant, d.h. ¥p = cf) und dabei muss ¢ > 0 sein, da
Im(z),Im(z) > 0in C*.

g

7.3.4 Korollar. Sei eine ganze reelle Funktion mit Im(z) > 0 fir Imz > 0.
Dann ist ¥(z) = az+  mit o, € R, > 0.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma 7.3.3.

0

7.3.5 Satz. Es sei w(z) = P(z) 4+ iQ(z) mit reellen ganzen Funktionen P und
Q, und seien

P(z) = Ae*?) (2 — ag) H (1 - i)epk(aik) ,
Q) = Be" )z —b) [T (1 - bi)emi) :

k

u(0)=v(0)=0 ihre Zerlegungen in unendliche Produkte. Dann ist w € HB genau
dann, wenn

(i) Die Nullstellen von P und @Q wechseln einander ab.

(ii) Die ganzen reellen Funktionen u und v und die Exponenten Py(Z) und
Pi(5) erfillen

u(z) —v(z) + Z [Pk<aik> — Py (i)] =0.

(t4i) Die Konstanten A und B haben das selbe Vorzeichen.

Beweis.
-) Seiw € HB. Dann bildet % die obere Halbebene auf sich ab, also wechseln sich
die Nullstellen und Pole ab und sind einfach. Da w und w* keine gemeinsamen
Nullstelen haben, haben auch P und @ keine, also gilt ().
Aus den Darstellungen von P und @ erhélt man mit der Funktion ((z) wie
im letzten Beweis
Q(z) _ B

769(27)@(@ ,

oG =5 =

COVII.14
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mit 9(z) = u(z) —v(z) + 3 [Pk(i) —Pk(i)}.

() bildet C* auf sich ab, also ist

O(z)
arg (Z)(z) ‘ <m,

und daher ist

AO(z)
log (25
% \B (2
Fiir z = 0 ist g(0) = 0, also ¢30, d.h. es gilt (ii). Da die Imaginirteile von ©
und () das gleiche Vorzeichen haben ist auch AB > 0.

) = g(z) = const..

-) Sei (4), (i7), (¢i7) erfiillt. Dann existiert das Produkt 0(z) und es gilt ggg =

0(z) mit ¢ > 0, also bildet C* auf sich ab, und daher ist |$Ez§| < 1in C* .

Daher hat auch w keine Nullstellen in C~ und da P und @ keine gemeinsamen
reellen Nullstellen haben, so auch W und w? nicht. Also ist w € HB.

7.8.6 Bemerkung. Die Bedingung AB > 0 kann man durch
Q' (x)P(x) — P'(2)Q(z) > 0,z € R.

ersehen. Denn aus (z) und (i¢) folgt das %(CJr entweder auf C* oder C~ ab-
bildet. Welches der beiden Fille eintritt entscheidet obiges Vorzeichen, wegen
orientierungstreu.

7.3.7 Definition. wei reelle ganze Funktionen P und @ heiflen ein reelles
Paar, wenn sie keine gemeinsamen Nullstellen haben und wenn keine Linear-
homleination puP 4 v@Q mit u, v € R nichtreelle Nullstellen hat.

7.3.8 Satz. Die ganze Funktion w = P+iQ) gehort genau dann zur Klasse HB,
wenn P und Q ein reelles Paar bilden und wenn fiir einen Punkt xqg € R gilt

Q' (z0)P(x0) — P'(x0)Q(z0) > 0.

Beweis.

-) Wir zeigen zuerst, da w unter den Bedingungen des Satzes zu HB gehort. Da
P und @ ein reelles Paar sind nimmt % in C* keine reellen Werte an, bildet also
C* entweder auf CT oder C~ ab. Wegen Q' P — P'Q > 0 tritt der erste Fall ein.
Es folgt |- < 1in C*. Da P und Q keine gemeinsamen Nullstellen haben,so

auch w und w* nicht, also ist auch w(z) # 0 fiir 2 € C~. Insgesamt w € HB.

-) Umkehrung genauso.

0

Im folgenden benotigen wir eine Version des Maximumsprinzips fiir unbe-
schriankte Gebilde:
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7.3.9 Satz. (Phragmen-Lindléf) Sei f analytisch in der Halbebene Rez > 0,
stetig am Rand, |f(iy)] < MYy € R, und f(z) = O(GTﬂ),B < 1, gleichmdpig fir
¢ € [-5, 5], fir eine gewisse Folge r = r, — 00. Dann gilt |f(z)] < M fiir
Rez > 0.

Beweis. Wihle v € (8,1) und € > 0. Dann gilt fiir F(z) = f(z)e*’
|(2)] < [f(2)]em 7%

Da « < 1 ist, ist cosy¢ > 0 in der Halbebene Rez > 0, also folgt |F'(iy)| <
|f(iy)| < M. Auf dem Halbkreis ¢ € [-7, ] mit Radius r,, wegen v > f3

[F(2)] < [f(2)le™"% cos 7 = 0,n — oo,

gleichméfig in ¢. Fiir hinreichend grofie r, ist nach dem Maximumsprinzip
|(z)] < M im Halbkreis, und daher in der ganzen Halbebene, da r, beliebig

grofl wird. Es folgt
[f(2)] < Me™ ",

und da e beliebig war gilt fiir jedes feste z : | f(z) < M.

Durch drehen und strecken erhélt man die folgende Version:

7.3.10 Korollar. Sei f analytisch in einem Winkelraum der éffnung o - 7,
stetig am Rand, |f(z)] < M am Rand, f(z) = O(erﬁ) mit B < L gleichmifig in
¢ im Winkelraum fiir r = r,, — oo. Dann ist |f(z) < M im Winkelraum.

FEine ganze Funktion f heiffit von endlicher Ordnung, falls

ip
limn sup TS RED]
R—o00 InR

1st.

7.3.11 Satz. Sei w = P +iQ eine ganze Funktion endlicher Ordnung. Besitzt
w Nullstellen, liegen sdimtliche in der offenen oberen Halbebene und wechseln
die Nullstellen von P und @) sich ab, so ist w € HB.

Beweis. Da sich die Nullstellen von P und @) abwechseln, konvergiert das Pro-
dukt (§(z) aus Lemma 7.3.3. Schreibe

Q(z) = eC0(2)P(z).
Sei p die Ordnung von w, dann ist wegen P = wgl,“’u die Ordnung von P
bzw. @ hochstens p. Daher ist auch die Ordnung von ((z)P(z) hochstens
p(“Konvergenzexponent“). Also folgt fiir e > 0

s WIQE) . nl0()P(2)

R—oo 7Pte R—oo rPte R—o0 rpte

:0,

d.h. der Realteil von g(z) geniigt einer Abschéitzung der Gestalt

mgx Reg(Rew) < §RPTE

COVII.18
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fiir 6, € beliebig und fiir hinreichend grofles R. Nach der Ungleichung von Ca-
ratheodory (Satz 7.1.2) gilt eine analoge Abschitzung fiir M;(R). Aus den
Chauchy’schen Ungleichungen fiir die Koeffizienten einer Potenzreihe folgt nun,
daB g ein Polynom vom Grund héchstens p ist: g = apz" +...+an,a; € R,n < p.

Ist n = 0, so folgt, dafl %C+ auf sich abbildet, also ist |5 < 1 in C*, und
wir erhalten w € HB.

Sei nun n > 0. Nach der Ungleichung von Caratheodory fiir die Halbebene
(Korollar 7.1.3) folgt (Imz > 0)

sm (b

< [0(re'®)| <czﬁ,

mit gewissen Kontrasten ¢y, co. Fiir hinreichend grofles r ist weiters

Reg(re'?) = agr”

cosnag .
Das zeigt, daB e9(*))(2) in jedem Winkelraum aus C* der keinen Strahl arg z =

e

h
(k+ ) enthélt, wie “— wichst oder wie e™" r gegen Null strebt. Es folgt mit

eIAP(2) —i 1- eg(z)i@( )

S +i 1+ eI

)

daB F' in solchen Winkelrdumen beschriankt ist.
Es bleiben die - beliebig kleinen - Winkelrdume um die Strahlen argz =
(k+ %)3 iibrig. Am Rand ist F' bechrinkt. Wir zeigen, dafl die Voraussetzung

n
rPt1

von Phragmen-Lindelof erfullt werden kann. Zunéchst gilt |w(z)| < e fiir

hinreichend grofle r. Sei u < 5 gewahlt und R fest. Nach Satz 7.1.7 gilt
In|w*(2)| > —HInM,:(2¢eR),|z| < R,

mit Ausnahme von Kreisen deren Gesamtsumme von Radien < 4uR < % ist.
Insbesondere gibt es eine Zahl r > 2, so dafl obige Ungleichung fiir alle z mit
|z| = r gilt. Es folgt (fiir hinreichend gross e R)

In|w*(re'®)| > —H(2eR)**t > —H (4e)PTlrrH1,

Also gilt fiir eine gewisse Folge r = r,, — 0o und eine gewisse Konstantee ¢

¢) p+1
cT
|F(re'?)| = ‘Fﬂ Tew)‘ <e .
Die Voraussetzung von Korollar 7.3.10 ist also fiir o < —— erfiillt und wir

pt1
schlieBen, daf$ F in C* beschrinkt ist. Da lings R|F(z)| = 1 gilt folgt durch

nochmalige Anwendung von Phragmen-Lindelsf, dal [F(z)] < 1 in C*T (“<*
denn w hat Nullstelle), also ist w € HB.
U

Wir kommen zu einer Produktdarstellung der Funktion aus HB. Schreibe

I AP e i
2 = 2

RE =
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7.3.12 Satz. (Krein) Eine ganze Funktion w gehort genau dann zur Klasse
HB, wenn sie sich darstellen laft als

’LU(Z) _ Zmeu(Z)+i(aZ+5) H (1 _ i)empl‘(i) ,
ag

wobei Y | Im £| < oo,Imag > 0,0,8 € Ria > 0 und u eine ganze reelle
Funktion ist.

Beweis.
-) Ist w in der angegebenen Form dargestellt, so gilt

w(z)
wh(2)

-T-2)0-2)"

welches Lemma 7.2.2 konvergiert. Es ist offensichtlich

— eQi(az+,8) X(Z)

mit

w(z)
wh(2)

Weiters hat klarerweise w keine Nullstellen in C—, also ist w € HB.

<l,zeC™T.

-) Sei nun w € H B gegeben. Wir schreiben

w(z) =zMe H o e’ ek
Seien x,, und w,, durch die gleichen Formeln wie xy und w definiert, nur daf§ nur
k =1,...,n multipliziert wird, dann folgt

wn(2) ~1(2) = p2i39(:)+ 2k jpk(aik)} )
Da die Produkte fiir w und x konvergieren, so auch die Reihe > JP;(Z), und

zwar lokal gleichméfiig in ganz C (zuniichst nur weg von {ax}, aber durch
Ausnahmen endlich vieler Summanden dann iiberall). Es folgt mit u(z) =

Rg(2),v(z) = Tg(z) + 22 Pe(Z),

w(z) = zme ) +v() H (1 - i)e%P’“(i) .
ay

Die Funktion wwu((zz)) X5, 1(2) ist in CT beschriinkt, denn die Nullstellen von x sind
’w(x)
genau die von w. Lings R gilt ‘——x,, l(m)‘ = 1, also folgt nach Phragmen-

wh(z)
Lindlof )
w(z) _4
Hier kann man fiir jedes feste z,n — oo streben lassen und erhélt |e”(2)| <1,
d.h. die ganze reelle Funktion v(z) bildet C* in sich ab. Nach Korollar 7.3.4
folgt v(z) = az + f mit a, 8 € R,a > 0. Insgesamt haben wir die gewiinschte
Darstellung erhalten.

<1l,zeCh.
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