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Die Riemannsche
Zetafunktion: Motivation

Aus der Kenntnis des analytischen Verhaltens der Riemannschen Zetafunktion

Gols) = C(s) = 3 =, Res > 1,

neN

gewinnt man Aussagen zahlentheoretischer Natur, z.B. iiber die Verteilung der
Primzahlen:

Satz (Primzahlsatz). Sei w(N) die Anzahl der Primzahlen p < N. Dann gilt fiir
gewisse Konstanten o, 8 > 0 (z.B. a = 0.1, § = 0.01)

N
dt .
— - —B(log N)
m(N) /2 og +0(Ne )

. N
Insbesondere ist 7w(N) ~ g V-

Einige, relativ einfache, analytische Eigenschaften von (g aus denen man mit
Hilfe Tauberscher Sétze solche Aussagen erhalten kann sind:

Satz. (i) Eulersche Produktdarstellung: Fiir Res > 1 gilt

Galo) = I =+

p PZ p®

(7) (o besitzt eine analytische Fortsetzung auf die gesamte rechte Halbebene
{z € C: Rez > 0} mit Ausnahme des Punktes s = 1. An der Stelle 1 hat
(g einen Pol erster Ordnung mit Residuum 1.

(7i1) (g besitzt eine analytische Fortsetzung auf C\ {1}, némlich vermdoge der
Funktionalgleichung

W_%F(g)CQ(S) = ﬂ_lgsf‘(l ; s)(@(l —s).

Weiters benotigt man fiir diese genaue Abschiitzung des Restgliedes Kenntnis
tiber nullstellenfreie Bereiche der {-Funktion. Kennt man grofie nullstellenfreie
Bereiche, so kann man die Abschétzung besser machen.

Weiters studiert man auch die Hiufigkeit von Primzahlen in arithmetischen
Progressionen:
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Satz (Page-Siegel-Walfisz). Sei k € N, (a,h) = 1, und bezeichne w(N;k,a) =
#{p prim : p < N,p = a mod k}. Dann gilt

W(N;k,a):ﬁ/N%-’_O(Ne_ﬂ(logN)a)
2

wobei ¢ die Eulersche ¢-Funktion bezeichnet.
Insbesondere erhilt man so den
Satz (Dirichlet). Sei m € N, M := mZ. Dann gilt

g Flpprim:pe M, p<N} 1
N->oo #{p prim : p < N} p(m)

Insbesondere gibt es in jeder arithmetischen Folge unendlich viele Primzahlen.

Zum Beweis solcher Aussagen verwendet man nicht nur analytische Eigen-
schaften der (-Funktion, sondern allgemeiner jene sogenannter Dirichletscher
L-Reihen: Sei ¥ € N und x ein Charakter mod &, d.h. ein Charakter der
Gruppe (Z/kZ)* in natiirlicher Weise definiert auf Z ((a, k) # 1 = x(a) = 0).
Dann ist die L-Reihe definiert als

neN

Fir den trivialen Charakter x = xo erhilt man genau Lg(s,x0) = (o(s) -
I, (1 - pi)
Satz. Fiir x # xo ist Lg (s, x) analytisch fiir Res > 0. Fiir x = xo ist Lg(s, xo0)
analytisch fiir Res > 0 mit Ausnahme eines einfachen Pols bei s = 1 mit
Residuum #.

Tatséchlich ist Lo(s, x) fiir x # xo ganz und geniigt ebenfalls einer Funk-
tionalgleichung.

Aussagen iiber Anzahl bzw. Verteilung 0.4. von ”Primzahlen” sind auch
in allgemeineren Féllen als Z von Interesse. Z.B. hat Kummer quadratische
Erweiterungen Z[v/3] o.4. betrachtet in der Hoffnung beim Satz von Fermat
weiterzukommen. Allgemein spricht man von algebraischen Zahlkérpern: Eine
endliche Erweiterung K von Q heifit algebraischer Zahlkérper. Dann betrachtet
man sogenannte ganze algebraische Zahlen A in K. Man hat also die Situation

Q - K
T T
Z — A

Zum Beispiel fiir K = Q(y/m) fiir m € N quadratfrei wire

=23 d4
A:Z_}_Z{@ﬁ , M ) mo
2

Neben den quadratischen Zahlkorpern sind auch die Kreisteilungskérper Q(w)
wobei W eine primitive m-te (m € N) Einheitswurzel ist, fundamentale Beispiele
algebraischer Zahlkorper. In dieser Situation wére

Q <= Q)
T T
Z — Zw]

,m=1 mod4
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Um Aussagen iiber die Primelemente von A zu bekommen beniitzt man wieder

die Zetafunktion des Zahlkorpers K, (i (s), und ihre analytischen Eigenschaften.
Wir werden im wesentlichen immer nur algebraische Zahlkérper betrachten.

Zetafunktionen spielen aber auch in anderen Kontexten eine wichtige Rolle.
Sei z.B. k = GF(q). Dann ist die Zetafunktion vom Funktionenkérper k(z)/k

gegeben als
1 1
Z(z) - 1-—t H 1 — tdegp
P

wobei p alle irreduziblen (normierten) Polynome durchliuft.

Satz. Sei my(n) die Anzahl der irreduziblen (normierten) Polynome vom Grad
< N. Dann gilt

Eine weitere interessante Situation ist die der algebraischen Funktio-
nenkorper. Sei K ein Korper, x transzendent iiber K. Ein algebraischer Funk-
tionenkorper ist eine endliche Erweiterung F' von K (x).

Betrachte z.B. K = GF(q), charK # 2,3, x transzendent {iber K, und ein
Element y das iiber K(z) der Gleichung

v=2"4+ar+b

geniigt wobei a,b € K, 4a® + 27b? # 0. Dann ist k(x,y) ein algebraischer
Funktionenkdorper iiber K.
Sei n € N. Man spricht von

Cn={(a,B) € GF(¢")*: B> =a® + aa + b}
als einer elliptischen Kurve iiber GF'(¢™). Sei

Dann ist die Zetafunktion von K(z,y)/K gegeben als jene Potenzreihe Z(t)
sodaf}
7 & !
— n—
7 = 2 Nnt
n=1

Mit Hilfe des Satzes von Hasse-Weil der besagt daf3

(I—at)(1-at)
20 =T ha—q

wobei |a| = /g gilt, und der das genaue Analogon zur Riemannschen Vermutung
darstellt, erh&lt man zum Beispiel

Satz (Hasse-Weil bound). Sei N(r) die Anzahl der Primstellen von
GF(¢")(z,y)/GF(q") mit Grad 1. Dann gilt

IN(r) = (¢" +1)| <2¢2,

insbesondere also N(r) ~ ¢".
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Man sieht daf die Approximationsgiite in N(r) ~ ¢" wie 4/¢" ist. Analogon
beim Primzahlsatz (mit Restglied)

(v)= ; &+ O et

wobei 3, a > 0 klein sind, wire "« beliebig klein”.

Kennt man nullstellenfreie Bereiche der Riemannsche Zetafunktion, kann
man daraus «, # konstuieren. Umgekehrt wiirde eine Nullstelle die nicht auf der
kritischen Geraden liegt solcherart Abschétzung zumindest sehr unwahrschein-
lich machen.



Kapitel 1

Algebraische Grundlagen

1.1 Freie Moduln

Im folgenden sei R immer ein kommutativer Ring mit Einselement.
Ist M ein R-Modul, so heilen z1,...,z, € M linear unabhiingig, wenn gilt
(ri,--.,mn € R)

n
Zrixi:0:>r1 =...=r,=0.
i=1
Eine Teilmenge X C M heifit linear unabhiingig wenn jede endliche Teilmenge

von X linear unabhéngig ist. Eine Teilmenge X < M heifit Basis wenn sie linear
unabhéngig ist und M (als R-Modul) erzeugt.

1.1.1 Definition. Ein R-Modul M heif3t frei, wenn er eine Basis besitzt (und
# {0} ist).

Ist zum Beispiel I irgend eine Menge, so ist
M=@R
icl
frei mit der Basis

{(0,...,0, (1, ,0,...,..):i€l}

i-te Stelle

Umgekehrt: Ist M frei mit Basis {z; : ¢ € I'}, so gilt

ME@R.

iel
Denn ist z € M, so existieren a;, ¢ € I, fast alle gleich Null, soda8l x = Y a;2;.
Wegen der linearen Unabhé&ngigkeit sind die a; eindeutig bestimmt und offenbar
gibt es zu jeder Wahl von a;, fast alle =0, ein z. Also ist
z = (ai)ier

eine Bijektion. Klarerweise respektiert sie die Moduloperationen.

1
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1.1.2 Satz. Sei M ein R-Modul. Ist X < M eine Basis von M so hat man die
folgende Eigenschaft (N ist irgendein R-Modul)

M

N

=17

Beweis. Sei x € M. Da X Basis ist existieren eindeutige a; sodafl

r = E a;T;.

Definiere @(z) := Y a;po(;).

Jeder Modul M ist Faktor eines freien Moduls. Z.B. von
F=Pr
iEM
1.1.3 Korollar. (i) Sei M frei mit Basis X = (;)icr- Ist (mit der Notation
wie im Satz) (p(xz;))icr eine Basis von N, so ist ¢ ein Isomorphismus.

(#4) Sind My, My frei mit Basis X1, Xo und gilt | X1 | = | X2| so folgt My = M.

Beweis.
ad (i): @ ist surjektiv da (p(z;))icr ein Erzeugendensystem von N ist. ¢ ist
injektiv da (p(z;));er linear unabhingig ist.

ad (i7): Eine Bijektion ¢ : X3 — X3 induziert einen Isomorphismus.
(|

1.1.4 Lemma. Sei M ein freier R-Modul mit Basis (x;);cr und sei a<R. Dann
gilt
M = @R;L‘i, M/CtM = @in/axi.

iel il
Es ist Rz;/ax; = R/a, der Modul M/aM ist freier R/a-Modul mit Basis (z; +
aM)ier.

Beweis. Klar ist M = @, ; Rx;. Die kanonische Abbildung

@ : M — @sz/a:c,
i€l

hat Kern aM denn: Sei z = ) a;z;. Dann ist

0 = p(x) = (a;z; + axy)icr
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genau dann, wenn a; € a fiir alle ¢ € I. Weiters ist Rz;/ax; = R/a vermoge
ar; + ax; — a.

Also ist M/aM frei mit Basis (x; + aM );cr. .

1.1.5 Korollar. Sei M frei und seien X, Y Basen von M. Dann gilt | X| = |Y|.
Diese Kardinalitit heifst die Dimension von M.

Beweis. Sei m ein maximales Ideal von R (existiert wegen R hat Einselement
und ist kommutativ). Dann ist

M/mM
ein R/m - Vektorraum mit Basen {z + mM : z € X} und {y + mM :y € Y}

also ist | X| =Y. -

Ein R-Modul M heifit Hauptmodul, wenn er von einem Element erzeugt
wird, d.h. 3z € M : M = Rz. In diesem Fall ist

M = R/ Anng{z}
wobei Anng{z}:={r € R:rz =0}.
1.1.6 Lemma. Sei 0 — M' 5 M fo M" — 0 eine exakte Sequenz von R-
Moduln. Dann sind dquivalent:
() Jp: M" = M:goyp=id M".
(i) Jp: M — M' oo f=id M.

In diesem Fall ist
M =TIm f @keryp) =kerg ®Imo,

M =5} MI @ MII7
und man sagt die exakte Sequenz ist split exakt.

Beweis. Es gelte (i): M" & M % M" — 0. Sei € M, dann ist

x— go(g(x)) € kerg.

Also folgt M = ker g + Im ¢. Diese Summe ist direkt, denn ist z = y + 2z mit
y € kerg und z € Im ¢, z = p(w), so folgt

9(z) =gy +2) = g(p(w)) = w.

Also ist w und damit z und damit y eindeutig bestimmt durch z.

Wir haben also M = kerg @ Im . Wegen der Exaktheit ist kerg = Im f.
Definiere ¢ wie folgt: Ist z = y + 2 € M, y = f(u), so sei Y(z) := u. ¢ ist
wohldefiniert denn f ist injektiv und erfiillt offenbar 1 o f = idp. Weiters ist
kery) = Imp, also M = Im f @ kert. Weiters ist Im f = M' und g|Im ¢ ein
Isomorphismus von Im ¢ auf M".

Gilt (47), so schliefit man analog. .

COAI 5
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1.1.7 Definition. Ein R-Modul P heifit projektiv, wenn gilt (M ,M" irgend-
welche R-Moduln)

P
= f
P
M - M" -0

Zum Beispiel ist jeder freie Modul projektiv. Denn ist P frei mit Basis X so
definiere h auf X sodaf} (g o h)(z) = f(z) (das ist moglich da g surjektiv) und
setze h|X zu einem Homomorphismus fort.

1.1.8 Satz. FEs sind dquivalent:
(1) P ist projektiv.
(79) Jede exakte Sequenz 0 — M' — M" — P — 0 splits.

(#41) P ist direkter Summand eines freien Moduls, d.h. AM : F = P ® M frei.

Beweis.
(i) = (i1): Die Abbildung aus

id

liefert das splitting der Sequenz.

(#4) = (44i): Sei F frei sodafl P ein Faktor von F ist:
0+M-—=F—=P—=0.

Diese Sequenz ist split, also F =2 P ¢ M.
(#i) = (i): Sei F = P & M frei (und daher projektiv)

DEAIL7
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F=PoM
T o0 L p L pany
P
M 0

1.2 Moduln iiber Hauptidealringen

1.2.1 Satz. Sei F' freier Modul iiber dem Hauptidealring R (nullteilerfrei) und
M ein Untermodul von F. Dann ist M frei und die Dimension von M hdchstens
so groff wie die von F.

Beweis.

JIst z € F, x # 0, so folgt Anng{z} = {0}: Denn sei (v;);cr Basis von F,
z =) a;v; und a;, #= 0. Sei ¢ der Homomorphismus ¢ : F — R mit v;, — 1,
v; = 0,14 # ip. Ist r € Anng{z}, so folgt

0= p(rz) = ra;,.

Da R nullteilerfrei ist folgt r = 0.

-) Wir betrachten zuerst den Fall das I endlich ist, I = {1,...,n}. Sei M, :=
M N {(vi,...,v.). Esist M; = M N {v;) C {(v;) und daher von der Gestalt
M,y = {ayvy) fiir ein a; € R, denn

{a € R:avy € My}

ist ein Ideal von R und daher gleich (a1). Also ist M7 entweder = {0} oder frei
mit Dimension 1.
Sei nun induktiv angenommen, dafl M, frei von Dimension < r ist. Sei

a:={a€R:Ibvy +...+bv, +av,41 € M} <R,

und sei a = (ar41). Ist a1 = 0, so folgt M1 = M,. Andernfalls sei w € M, 41
sodall w = biv1 + ...+ bpvy + Gry1Vp41. Fiir jedes x € M gibt es dann ¢ € R
sodafl z — cw € M,, also folgt

Mr-l—l = Mr + <U)>

Wegen M, N (w) = {0} ist diese Summe direkt und da (w) frei ist folgt daf
M,y frei ist und
dim M,;; =dim M, +1<r+1.
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-) Wir kommen zum Fall |I| = co. Fiir J < I bezeichne
Fy:= (Uz’:iGJ), My :=F;nNM.

Sei S die Menge aller Paare (M, w) sodafl w : J' C J — M eine Basis von
My ist. Die Menge S ist nicht leer. Denn sei J endlich so dafi M # {0}. Dann
ist My frei mit Dimension < |J|, d.h. 3J' < J und w : J' = M Basis, d.h.
(MJ, 'LU) €Ss.

Wir definieren fiir (M, w), (Mk,u) € S

(My,w) < (Mg,u): <= JCK, JJCK', ulj =w.

Offenbar ist “<“ eine Ordnung und jede Kette hat ein Supremum (| J).

Sei (Mj,w) ein maximales Element von S. Wir zeigen J = I, denn dann
sind wir fertig. Angenommen J #1.Sei keI J, K = JU{k}.

Gilt Mg = My so ist (Mk,w) > (My,w), ein WS!. Andernfalls ist

{0} #{ceR:3ecvor +ye M,y € Ms} <R,

also gleich (a). Sei wy := avy +y € M (mit einem y € My). Genauso wie im
”endlichen Fall” ist nun

K — Mg
W : . w(l) ,led
Wg ,l=k

eine Basis von Mg und es gilt
(M, @) 2 (M, w),

ein WS!

1.2.2 Korollar. Sei R Hauptidealring. Dann gilt:
(1) Sei E endlich erzeugt und E' < E. Dann ist E' endlich erzeugt.
(i7) Jeder projektive Modul ist frei.

Beweis.

ad (i): Sei F freier Modul mit endlicher Basis und ¢ : F — E. Dann ist ¢~ (E’)
freier Modul mit endlicher Basis und daher E' = ¢(p~!(E")) endlich erzeugt.
ad (i) : Ist P projektiv so existiert M sodafl P@® M = F frei. Es ist also P < F'
ebenfalls frei.

O

Sei E ein R-Modul, z € E heiit Torsionselement, wenn gilt Anng{z} # {0}
Eior := {z € E : x Torsionselement}. Ist E;,. = E, so heiit E Torsionsmodul,
ist Eyor = {0}, so heifit E torsionsfrei.
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1.2.3 Satz. Sei R Hauptidealring, E endlich erzeugter R-Modul. Dann ist
E/E,,, frei. Es ezistiert F < E frei, sodaf§

E=FE @F.

Die Dimension von F' ist eindeutig.

1.2.4 Lemma. Seien E,E' Moduln, E' frei, f : E — E' surjektiv. Dann exi-
stiert ' < E frei sodaf8 f|F ein Isomorphismus von F auf E' ist und es gilt
E=F@kerf.

Beweis. E' ist frei, also auch projektiv. Die exakte Sequenz
OokefSELE 50
ist daher split exakt und es existiert ¢ : E' — E sodafl f o ¢ = idgr und es gilt
E =%ker f ®Imp.

Wie in Lemma 1.1.6 gezeigt wurde, it f|Im ¢ ein Isomorphismus von Im ¢ auf
E'.
O

Beweis. (Satz 1.2.3):
-) E/E4,r ist torsionsfrei: Sei z € E, b € R\ {0}, b(z + Etor) = 0. Dann ist
bx € Eyor, also Ic € R\ {0} : ¢(bz) = 0. Wegen cb # 0 folgt = € Eyyp.

-) Wir zeigen: Jeder endlich erzeugte torsionsfreie Modul M ist frei: Sei
{y1,-.-,ym} ein Erzeugendensystem von M und wihle eine maximale linear
unabhingige Teilmenge {vi,...,vp} von {y1,...,ym}. Hier ist n > 1, denn M
ist torsionsfrei. Fiir jedes j = 1,...,m gibt es a; € R\ {0}, sodaB

a;jy; € (V1,...,0p).

Setze a := ay - ... - am, dann gilt also aM < (vq,...,v,) und daher aM frei.
Nun ist da M torsionsfrei ist, z — az ein Isomorphismus von M auf aM .

-) Wir haben gezeigt E/Eyo, ist frei. Die Zerlegung E = Ey,, @ F folgt wegen
Lemma 1.2.4.

1.3 Nothersche Moduln

1.3.1 Satz. Sei M ein A-Modul. Dann sind dquivalent.
(2) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

(i) Jede aufsteigende Folge My C My C ... von Untermoduln von M ist
endlich.

(7i1) Jede nichtleere Menge von Untermoduln von M hat ein mazimales Ele-
ment.
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In diesem Fall nennt man M nétherschen A-Modul.

Beweis.
(i) = (ii): Sei N = |J; M; < M und daher endlich erzeugt, N = (21,...,2).
Also existiert ¢ mit zq,...,2, € M; und daher N = M.

(#4) = (44%): Angenommen es gibt eine Menge von Untermoduln ohne maximales
Element. Dann erhilt man induktiv

NyCN,CNsC...

ein WS!.

(7t) = (i): Sei N < M gegeben, ag € N. Ist N # (ao) wihle a; € N \ {(ap). Ist
N # (agp,a1) wihle as € N \ (ag,a1), u.s.w. . Wir erhalten

<ao> g_ (ao,al) g_ .
und diese Menge hat kein maximales Element.
O
1.3.2 Lemma. Sei M ndétherscher A-Modul. Dann ist jeder Untermodul und

jeder Faktormodul von M auch néthersch.

Beweis. Fiir Untermoduln klar wegen (). Fiir Faktormoduln wegen (i7), denn
ist m: M — N surjektiv, so ist mit einer echt aufsteigenden Kette

NiCN,C...<N

auch
TN Ca T (Ve) € ... < M.

1.3.3 Lemma. Sei N < M. Sind N und M /N ndithersch, so auch M.
Beweis. Mit L < M assoziiere das Paar
L (LNN,(L+ N)/N).

Diese Zuordnung bildet echte Ketten auf echte Ketten ab: Sei E C F' und seien
die assozierten Paare gleich. Sei € F, dann existieren wegen (E + N)/N =
(F 4+ N)/N Elemente u,v € N, y € E, sodaf}

r+u=y+wo.
Esfolgt z —y=u—ve FNN=FENN,alsox € E.

1.3.4 Korollar. Endliche Summen nétherscher Moduln sind néthersch.

Beweis. Mit N1, N, ist auch N7 & N, nothersch, denn 71 : Ny @ No — Ny, hat
Kern N,. Ist M = N1 + N3, so hat man Ny & Ny — M. Rest induktiv.

Ein Ring A heifit ndthersch, wenn er ein nétherscher Modul iiber sich selbst
ist. D.h. jedes Ideal ist endlich erzeugt.
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1.3.5 Lemma. Sei A nithersch. Es gilt:

(i) Ist M endlich erzeugter A-Modul, so ist auch M néthersch.

(ii) Ist ¢ : A — B surjektiver Ring (!) Homomorphismus, so ist B néthersch.
(iii) Sei S C A multiplikativ. Dann ist S~ A néthersch.

Beweis.
ad (i): Es gibt einen surjektiven Homomorphismus A™ — M.

ad(ii): Seiby C...Cb, C...<B,dannist o71(b1) ... C o7 (by) C...<A.

ad(ii): Ist by C ... C by, C ...<a9S5 1A und schreibt man b; = S~'a; so ist
a1 ... Ca, ... <94 eine echte Kette.

1.4 Lokalisierung
Sei A ein Ring, S C A eine multiplikative Teilmenge, d.h.
81,82 €8S = s1-82 €8S
Wir definieren eine Relation ~ auf A x S durch
(a1,81) ~ (a2, 82) : <= Tt €S : tazs) = tass

1.4.1 Satz. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation. Die Menge S™'A :=
(A x S)/ ~ ist mit den Operationen

(@1,81) + (a2, $2) = (@182 + @281, $182),

(a1,s1) - (a2, s2) := (a1a2, s152)

ein Ring, der sogenannte Quotientenring von A nach S. Das Element (a, s) wird
oft mit % bezeichnet.

Beweis. Klar durch nachrechnen.

Ein echtes Ideal p <1 A eines Ringes A heifit Primideal, wenn gilt:
z-yep = (zepVyeyp),

oder, dquivalent, wenn A \ p multiplikativ ist oder, ebenfalls dquivalent, wenn
A/p nullteilerfrei ist. Die Menge aller Primideale von A heifit das Spektrum von
A und wird bezeichnet mit
SpecA.

Der Ring A habe ein Einselement, dann heifit ein Element z € A Einheit,
wenn es ein y € A gibt mit zy = yx = 1. Die Menge A* der Einheiten bildet
eine Gruppe, die sogenannte Finheitengruppe des Ringes A.
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1.4.2 Bemerkung. (i) Enthilt S keine Nullteiler, so gilt

(a1,81) ~ (a2,82) <= @152 = a281

(ii) Habe A ein Einselement. Die Abbildung

[ A - S14
LR (a,1)

ist ein Ringhomomorphismus. Sie ist genau dann injektiv wenn S keine
Nullteiler enthalt. Ist insbesondere A nullteilerfrei, so ist S~'A ein Unter-

ring des Quotientenkérpers QQ(A) von A (vgl. Korollar 1.4.4).

(iii) Beispiele:

Ist S C A*, dann ist ¢4, 5 ein Isomorphismus.
0 € S. Dann ist S~'A = {0}.
SpecA und setze S := A\ p. Dann heifit
Ay :=S1tA=(A\p) A
die Lokalisierung von A in p (oder an der Stelle p).
1.4.3 Satz. Sei S C A multiplikativ, ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus mit

#(S) C B*. Dann gibt es einen eindeutigen Ringhomomorphismus 1) : S™1A —
B mit

dh. mit g =1ouiys.

Beweis. Definiere

Rest klar durch nachrechnen. .

COl4
1.4.4 Korollar. Seien S C T zwei multiplikative Teilmengen von A. Dann gibt
es einen kanonischen Homomorphismus tg,T : S™'A - T—'A sodaf

REI.2
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LA,S LA, T

Im folgenden sei immer A kommutativer Ring mit Einselement.
Allgemein gilt beziiglich der Idealstruktur von S~ A der folgende Satz:

1.4.5 Satz. Bezeichne fiir ein Ideal a mit S~'a die Menge
S7la:= {g :a€as€S}
Dann gilt
(i) S 'a ist ein Ideal von S~1A. Istan S # 0, so gilt S~ 'a= S 1A.
(ii) Ist b Ideal von S~'A und a := LZ}S(b), so gilt

b=S"la.

Die in obigem Sinne definierte Abbildung ¥ die dem Ideal a von A das Ideal
S~la von ST1A zuordnet induziert eine ordnungserhaltende Bijektion von {p €
SpecA: pNS =0} auf Spec S~ A. Es gilt fiir p € Spec A, pN S = stets

LZ,ls(Silp) =p.

Beweis.
ad(i): klar.
ad (ii): Ist a € a, so folgt ¢ € b und damit ¢ € b fiir jedes s € S. Sei % €b,
dann folgt auch % =1 % € b und daher b € a.
Klarerweise ist ¥ ordnungserhaltend.
Sei p € Spec A, pN S = 0 und sei
a_l . @ I S—lp’

S1 S2

d.h. ‘;—i - ’;—2 = %. Dann existiert t € S mit tajass = tpsisa € p. Es folgt das eines
von ai,az in P sein muss.

Sei q € Spec S 'A. Dann ist LZ}S(q) € Spec A da 14,5 ein Ringhomomor-
phismus ist.

Sei p € Spec A. Klar ist p C LAT’IS(S’Ip). Seiz € Amit £ € S'p, dh.
¢ = 2. Dann folgt fiir ein gewisses ¢ € S dafl tzs = tpl € p, also folgt z € p.

O
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1.4.6 Korollar. Es gilt: Ist A Houptidealring, so auch S~'A.

Beweis. Sei b ein Ideal von S~'A. Dann gilt b = S~'a mit a = 1 'gb. Sei

a = (a), dann gilt b= S"1(a) = S71A- 2. -

1.4.7 Definition. Ein Ring heifit lokal wenn er genau ein maximales Ideal
besitzt.

1.4.8 Korollar. (i) Seip € Spec A. Dann ist A, lokal mit mazimalem Ideal
p
pAp =12 cpep,s € AN} = ta,a\p(0)4p.

(i) Sei A Hauptidealring und p € A ein Primelement. Dann ist A, ein
Hauptidealring mit im wesentlichen (d.h. bis auf Finheiten) genau einem
Primelement.

1.4.9 Satz. Sei S C A multiplikativ, a ein Ideal von A und m : A — Afa
die kanonische Projektion. Der kanonische Homomorphismus (vgl. Satz 1.4.3)
Y STYA = 7w(S)71(A/a) ist surjektiv und hat Kern S~'a. Insbesondere ist
also

(S7tA)/(S7 a) = w(S) M (A ).

Beweis. Betrachte die Homomorphismen.

T LA/a,n(S)

A Ala - m(S)7H(A/a)

LA,S

Jedes Element von 7(S)~1(A/a) ist von der Gestalt :E:)) fiir gewisse a € A,
s € S. Es ist unter ¢ also Bild von %. Ist % = 0, so existiert t € S mit
7(t) - w(a) = 0, also ta € a. Damit ist ¢ = & € §~1q. -

1.4.10 Korollar. Ist p € Spec A, so ist Ay /pA, = Q(A/p).

Beweis. Klar.
O

Sei nun M ein A-Modul und S C A multiplikativ. Definiere die Relation ~
auf S x M durch

(s1,m1) ~ (s2,m2) :& It € S : tsymy = tsamy .

Dann ist S™'M := (S x M)/ ~ mit den kanonischen Operationen ein S~!A-
Modul.

COl.6
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REI. 11
1.4.11 Bemerkung. (i) Vermoge tas : A — S 'A4 ist S~'M auch ein A-
Modul.

(i)
M - SMm
tM.s m = T

ist ein A-Modul Homomorphismus.

(iil) ¢a,s ist genau dann injektiv, wenn S aus Nichtnullteilern fiir M besteht
(d.h. sm #0 fiir alle s € S, m € M \ {0}).

(iv) Ist U ein Untermodul von M, so ist S~'U ein Untermodul von S~1M.
Jeder S~1A-Untermodul N von M ist von der Gestalt N = S~U mit
dem A-Untermodul U := LX;’ s(IN).

(v) Es gilt (Satz vom Hauptnenner)
-1 ( Z Mz) = Z SilMi.
iel iel
(vi) Ist p € Spec A, so bezeichne M, den A,-Modul (4 \ p)~*
(vii) Ist a ein Ideal von A, so erhalten wir die bekannte Definition von S~ 'a.

1.4.12 Satz. Seien M, N A-Moduln, S C A multiplikativ, ¢ : M — N A-linear.
Dann gibt es genau eine S~!A-lineare Abbildung (S~1¢) : ST'M — S~IN
sodaf

M N
LM,S LN,S
SAM--- - SN
S~y
Es gilt S~'idas = idg-1, und
“Hpoy) =(ST1¢) o (S7HY).
(m)

Beweis. Definiere (S™1¢)(2) := . Rest durch nachrechnen.

1.4.13 Satz. Sei S C A multiplikativ. Ist

My % My B M,
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eine exakte Folge von A-Modul Homomorphismen, so ist auch
—1 -1
Sy T s, T 5
exakt.

Beweis. (S7')o(S7'a) =S5 (Boa) =8571(0) = 0. Sei 2 € Kern S~'4.
Dann existiert also ¢ € S mit t8(m) = 0, d.h. (tm) = 0. Sei n € M; mit
a(n) = tm, dann ist

n a(n) tm _m

(57la)(1) = S =

ts st E S

1.4.14 Korollar. Ist U ein Untermodul von M, so gilt
(S71M)/(STIU) = ST (M/U).
1.4.15 Satz (Lokal-Global-Prinzip). Es gilt:

(i) M =0 < My =0 fir alle mazimalen Ideale m von A

(i) Die A-lineare Abbildung ¢ : M — N ist genau dann injektiv (surjektiv,
bijektiv, Null), wenn fir jedes mazimale Ideale m von A die Ay-lineare
Abbildung ¢n : My — Ny diese Eigenschaft hat.

(i) Sei U ein Untermodul von M, x € M. Dann ist ¢ € U genau dann wenn
1M, A\m(T) € Un fiir alle mazimalen Ideale m.

() Ist A nullteilerfrei und fafit man Ay auf als Unterring von Q(A), so gilt

A:ﬂAm.
m

Beweis.

ad(i): = klar. Angenommen M # 0,m € M \ {0}. Setze N := Am C M, dann

ist Ny C My, fiir jedes m. Sei a jenes Ideal von A mit N =2 A/a und wihle ein

maximales Ideal m D a, P := A/m. Der kanonische Homomorphismus N — P

ist surjektiv, also ist auch N, — P, surjektiv. Es geniigt zu zeigen P, # 0.
Alle Elemente von A\ m sind Nichtnullteiler fiir P denn A/m ist ein Korper.

Also ist tp g\m : P — Py injektiv. Da P # 0 folgt Py # 0.

ad (ii): =: wegen Satz 1.4.13, denn ¢ injektiv <— 0 - M A N, ¢ surjektiv
= MAIN-0,6=0 <= MESNYN.
<: Injektiv: Setze K = ker ¢, dann hat man 0 - K — M 4 N. Also auch
0— Ky — My i Nu. Wegen ¢, injektiv folgt Ky, = 0, also wegen (i) K = 0.
Surjektiv: Setze K = Coker ¢ und verwende genauso M AN K —o0.
Null: Sei wieder K = ker¢. Wegen 0 — K — M 5 N folgt 0 — Kn —

My 23 Ny doh. Koy = M. Wegen (M/K)w 2 My /Ky also (M/K)w = 0, also
M/K = 0.
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ad (i41): Sei
A - MJ/U
¢: 1 = z4+U.

Dannist ¢ =0 <= z € U.
Nach (i¢) genau dann wenn ¢n : Am = (M/U)m = My /Un gleich 0 fiir alle
m. Wegen ¢n (1) = § + Uy, ist das das Gewlinschte.

ad (iv): Faft man A, C Q(A) auf, so ist { gleich .

1.5 Der Chinesische Restsatz

Sind a; € I, Ideale von A, so ist das kleinste Ideal das alle a; umfaf3t
Zai = {sz 1 x; € a;,x; = 0 fir f.a. z}
iel iel

Sind a, b Ideale, so ist a- b das Ideal das von den Produkten z -y, x € a, y € b,
erzeugt wird. Es gilt ab C an b aber i.a. nicht =. Gilt a+ b = A, so heiflen a,b
coprim.

1.5.1 Lemma. FEs gilt
(i) Sind a,b coprim so ist ab=anb.
(i) Sind a,b und a,c coprim, so auch a, bc.
(i) Giltay+---+a, = A, und sind vy, ...,v, €N, so ist auch aj* +---+al" =
A.
(iv) Sind a1,...,a, paarweise coprim so gilt ay - ... ap = ()i, &

Beweis.
ad(i): anb=(a+b)(anb) =a(anb)+b(anb) C ab.
ad(ii): Seia € a,bebsodaBa+b=1undd € a, c € csodaB a’ +¢ = 1. Dann
folgt

bedbe=(1—-a)(l—d)=1+[-a—a +ad]€l+a.
ad(iii): Gilt ai* +(a3®> +---+alr) = A, so erst recht a; + (a3> +---+ay") = A.
Wegen (i7) folgt

ot b al? oo alr = A

Die Behauptung folgt also mittels Induktion.

ad (iv) : Induktion unter Verwendung von (7), (4i).

O
Fiir Ideale a4,...,a, sei ¢ der kanonische Homomorphismus
¢ . A - H?:I(A/ai)
"1 a » (a+ay,...,a+ay)

Offenbar gilt ker ¢ = (-, a;.

LEI.16
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1.5.2 Satz (Chinesischer Restsatz). ¢ ist surjektiv genau dann, wenn die
ai,..., 0, pearweise coprim sind.

Beweis. =: Sei a € A sodaf ¢(a) = (1,0,...,0). Dann gilt 1 = (1 —a) +a €
a+ag (k=2,...,n).

<: Seien a; € ay,b; € a;,i = 2,...,n, sodaB a; + b; = 1. Setze a = [[;_,b; €
az N...Nay,. Es gilt

n

a:H(l—a,-)=1+a’

=2

fiir ein gewisses a' € a4, also folgt ¢(a) = (1,0,...,0).

O
Anders formuliert erhélt man: Seien aq,...,q, paarweise coprim, und sind
bi,...,b, € A, so existiert ein z € A mit
r=b; moda;, i=1,...,n.

1.6 Der ganze Abschluss
AbD jetzt : Ring = Integritdtsbereich.

1.6.1 Definition. Sei A ein Ring, L ein Kérper mit L D A, und z € L. Dann
heifit 2 ganz tiber A wenn z einer Gleichung der Gestalt

"+ ap 12" 4+ ar+ap=0,a; € A,

geniigt. Eine Ringerweiterung A C B heifit ganz, wenn jedes Element von B
ganz {iber A ist.

1.6.2 Satz. FEs gilt:

(i) Seit A C L,z € L. Dann ist x ganz iiber A genau dann, wenn es einen
endlich erzeugten A-Modul M C L, M # {0}, gibt, sodaff zM C M.

(i) Sei K = Q(A), z algebraisch iiber K. Dann gibt es ¢ € A, ¢ # 0, sodaf$ cx
ganz iiber A ist.

(iii) Sei B D A ganz. Ist B endlich erzeugt als A-Algebra, so ist B endlich
erzeugt als A-Modul.

(iv) Sei AC B C C. Ist B ganz iiber A und C ganz iber B, so ist C' ganz diber
A.

(v) Sei A C B ganz, o ein Homomorphismus von B. Dann ist o(B) ganz tiber

a(A).
(vi) Sei A C B ganz, S C A multiplikativ. Dann ist ST1A C S™'B ganz.

Beweis.
ad(i): =: Der von {1,...,2" '} erzeugte A-Modul hat die gewiinschten Ei-
genschaften.
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<:Sei M =viA+-4+v,Amit M #0, 2M C M. dann gibt es a;; € A mit

V1 = a1,V + -+ Qiplnp
TUp = Qp,U1+ - -+ AppUn
Es folgt
T — an - —Q1n
det : : =0
_am . e m — anm

und wir haben eine Ganzheitsgleichung.

ad(i1): Sei anpz™ + -+ ap = 0 mit a; € A, a,, # 0. Dann folgt
(anz)™ + -+ +a’ 2ay(anz) + a? lag =0,

also ist a,x ganz iiber A.

ad (4i7): Induktion nach der Anzahl der Erzeugenden: Sei B = A[x]. Ist ™ +

ap—12" 1 4+ -+ + ap = 0 eine Ganzheitsgleichung, so ist {1,...,2" 1} ein A-
Modul-Erzeugendensystem von B.

Sei B = Alz1,...,2p4+1]- Nach Induktionsvoraussetzung ist A[zy,..., <]
endlich erzeugter A-Modul. Klarerweise ist B ganz iiber A[zy, ..., z], also nach
Induktionsanfang endlich erzeugter A[zy,...,z;]-Modul.

ad(iv): Seiz € C,x"+b,_12" 1 +---+bg = 0 eine Ganzheitsgleichung iiber B.
Sei By = Albg, . ..,bp—1], dann ist By ein endlich erzeugter A-Modul wegen (ii4).
By [z] ist ein endlich erzeugter B;-Modul also auch endlich erzeugter A-Modul
und zB;[z] C Bq[z].

ad(v): Eine Ganzheitsgleichung geht bei Anwendung von o wegen ¢(1) =1 in
eine Ganzheitsgleichung tiber.

ad(vi): Sei z € B,s € S. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul mit zM C M.
Dann ist S~ M ein endlich erzeugter S~' A-Modul und £S~'M C S~'M.

O

1.6.3 Definition. Sei A C L. Die Menge B = {z € L : x ganz iiber A} heifit
der ganze Abschlufl von A in L.

A heifit ganz abgeschlossen in L falls B = A. A heifit ganz abgeschlossen,
wenn A ganz abgeschlossen in Q(A).

1.6.4 Satz. Sei A C L, B der ganze Abschluss von A in L. Dann ist B ein
Ring. B ist ganz abgeschlossen in L.

Beweis. Seien z,y € B, M,N C L zwei endlich erzeugte A-Moduln
mit tM C M,yN C N. Dann ist NM endlich erzeugter A-Modul und
(x£y)NM C NM, (zy) NM C NM. z ist ganz iiber B = ganz iiber A =

r € B.
O

DEI.20
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1.6.5 Korollar. Sei A ein Ring, K = Q(A) und L eine endliche separable
Erweiterung von K. Ist ¢ € L ganz iiber A, so ist L/K-Norm und L/K -Spur
von x (sowie auch alle anderen Koeffizienten des Minimalpolynoms von x iber
K ) ganz iiber A.

Beweis. Sei o ein Homomorphismus von L iiber K. Dann ist o(z) ganz iiber
0(A) = A. Damit sind auch alle Polynome in den o(z), insbesondere also die

elementarsymetrischen Funktionen ganz iiber A. -

1.6.6 Satz. (i) Sei A néthersch, ganz abgeschlossen, und sei L eine endliche
separable Erweiterung von K = Q(A). Dann ist der ganze Abschluss B
von A in L endlich erzeugter A-Modul. Insbesondere ist B nothersch.

(ii) Sei A ZPE, dann ist A ganz abgeschlossen.

(iii) Sei A Hauptidealring, L endliche separable Erweiterung von Q(A), B der
ganze Abschluss von A in L. Dann ist B ein freier A-Modul von Rang

[L:Q(A)].
(iv) Ist A ganz abgeschlossen in L, so auch S~1A.

(v) Ist B der ganze Abschluss von A in L, dann ist ST B der ganze Abschluss
von STYA in L.

Beweis.
ad (i): Da A néthersch ist geniigt es zu zeigen, dafl B in einem endlich erzeugten
A-Modul enthalten ist.

Sei wy,...,w, eine VR-Basis von L {iber K. Nach Multiplikation mit ge-
eigneten Elementen aus A sei obdA w; € B. Die L/K-Spur Tr : L — K ist
K-linear und # 0. Ist o € L, a # 0, so ist Tr(az) € L? und a — Tr(azx) ist
ein K-Homomorphismus von L nach L?. Sein Kern ist 0, also ist L = L% unter
a — Tr(az). Sei wi,...,w!, die duale Basis bzgl Tr(zy), d.h.

’I‘r(wiw;) = 5z'j;

und sei ¢ € A sodafl wgc € B.

Sei z € B, dann ist zwjc € B und damit Tr(zwjc) € A da A ganz abge-
schlossen ist. Sei
z=biwi + -+ bywy,b; € K,

dann ist also Tr(zwjc) = cb; € A. Also gilt
z€ Actwy + -+ Ac  w,,.
ad(ii): Sei § € Q(A) ganz und sei p ein Primelement, p|b. Es gilt fiir gewisse

aj € A
(%)" +an1 (%)n_l 4 tap=0,

also
a® + ap_1ba™ "t + - 4+ apb™ = 0,

und es folgt pla, d.h. ¢ € A.

COl.z22
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ad (i74): Der A-Modul B ist torsionsfrei (z € B\ {0},a € R,ax =0 = a=0),
also (Satz 1.2.3) frei. Sei B = Aw;+...+Aw,, dann ist L = Kw; + ...+ Kwy,
und die w; sind linear unabhéngig auch iiber K. Eine solche Basis {w1,...,wn}
nennt man auch Ganzheitsbasis.

ad (iv): Sei x € L ganz iiber S~! A, sei also

br—1 bo

z" 4z +"'+$_:0,Sjes,bj€A.
0

Sn—1
Dann existiert s € S, sodal sz ganz {iber A und daher sx € A. Damit ist
r e SLA.

ad(v): B D A ist ganz, also auch S™'B D S~'A. Ist z € L ganz iiber S~14
so erst recht iiber S7!B und daher z € S™!B, da mit B auch S™!B ganz
abgeschlossen in L.

O

1.6.7 Definition. Sei K eine endliche Erweiterung von Q und Og der ganze
Abschlufl von Z in K. Dann heifit K algebraischer Zahlkoérper und Ok Ring der
ganzen Zahlen in K.

Bemerke, dafl Z ganz abgeschlossen ist und Ok ein freier Z-Modul vom Rang

[L: Q)]

1.7 Primideale

Sei A C B eine Ringerweiterung.

1.7.1 Definition. Sei p € Spec A, P € Spec B. Wir sagen P liegt iiber p, B|p
wenn gilt PN A =p.

Sei PB|p, dann induziert die Einbettung A C B eine Einbettung A/p C B/,
man hat das Diagramm

B — B/
0 0
A - Ap

Ist A C B ganz, so erhilt man mit der kanonischen Projektion = : B — B/,
dafl B/B ganz iiber A/p ist.

1.7.2 Lemma (Nakayama Lemma). Sei A ein Ring, a Ideal von A das in
allen mazximalen Idealen enthalten ist, M ein endlich erzeugter A-Modul. Gilt
aM = M, so folgt M = 0.
Beweis. Sei M erzeugt von wq, ..., w,, wobei m minimal. Dann gibt es a; € a
sodafl
w1 = W1 + -+ AW,

also

(1—a1)wr = aswa + -+ + AW,
Da a; in allen maximalen Idealen liegt, ist 1 — a; € A*, also wird M von

Wa, ..., W, erzeugt.
O

DEI 2}
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1.7.3 Satz. Sei A C B ganz, p € Spec A. Dann gilt pB # B und es ezistiert
‘B € Spec B mit Plp.

Beweis.
) Sei § = A\ p. Dann ist S™'1B C S~ A ganz, und es gilt

pBy = pAp,B =pA,B, = my B,

wobei m, das maximale Ideal von A, ist. Es geniigt also die erste Behauptung
fiir den Fall A lokal zu zeigen.

-) Angenommen pB = B, dann ist
1=a1bi +---+ apby,

mit gewissen a; € p,b; € B. Sei By = Alby,...,b,], dann ist pBy = By und
da alle b; ganz sind, ist By endlich erzeugter A-Modul. Wegen dem Nakayama
Lemma folgt By = 0, WSI.

-) Zur zweiten Aussage: Wir haben das Diagramm der Inklusionen

B — B, =(A\p'B
T T
A — A

Wir haben schon gezeigt m, B, # By, also ist m, By, enthalten in einem maxima-
len Ideal M von By. Dann ist MN A, D m, und da my, maximal ist MNA, =m,
(1€ MnN Ap). Setze

B =MN B.

Dann ist P € Spec B und nach obigem Diagramm ist TN A = p also PNA = p.

O

1.7.4 Korollar. Sei A C B ganz und sei B|p. Dann ist P mazimal genau dann,
wenn p mazximal.

Beweis.
-) Sei p maximal, dann ist A/p ein Korper. Sei z € B/B, z # 0, dann ist z ganz
iiber A/p, also algebraisch. Damit ist

(A/p)[z] C B/B
ein Korper, also z € (B/)*.
-) Ist p nicht maximal, so ist Spec(A/p) # @, also auch Spec(B/P) # 0.
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1.8 Fortsetzung von Homomorphismen

Sei A Ring (kommutativ mit 1) und p € Spec A. Wir haben gezeigt (Satz 1.4.3)
daf} sich ein Homomorphismus ¢ : A — L in einen Koérper L mit kerop = p
fortsetzen 1883t zu ¢ : A, — L. Und zwar durch

Sei nun R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m, B ganz iiber R und ¢ :
R — L ein Homomorphismus in einen algebraisch abgeschlossenen Korper L mit
ker o = m. Wegen Satz 1.7.3 existiert ein maximales Ideal M von B das tiber m
liegt. Dann ist B/ eine algebraische Erweiterung von R/m. ¢ induziert einen
Isomorphismus von R/m und ¢(R) C L. Diesen kann man auf die Erweiterung
B /M fortsetzen. Man hat also

B B/M
RN
R R/m o(R)C L
¢

Insgesamt hat man ¢ auf B fortgesetzt.

1.8.1 Lemma. Sei A C B ganz, L algebraisch abgeschlossen, ¢ : A — L. Dann
hat ¢ eine Fortsetzung auf B.

Beweis. Sei p = kerp € Spec A (da L Korper), S = A\ p. Dann hat man das
S™!B D A, ganz ist.

LEAI.18
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B - S-'B

1.8.2 Satz. Sei A Ring, K Korper, AC K, z € K\ {0}. Weiters sei p: A —
L in einen algebraisch abgeschlossenen Korper L. Dann hat ¢ entweder eine
Fortsetzung auf A[z] oder eine auf A[z~1].

Beweis.

-) Sei p = kerp, dann hat ¢ Fortsetzung auf A,. Sei also oBdA A lokal mit
maximalen Ideal m und keryp = m.

-) Fall mA[z~!] = A[z'] : Dann ist
l=ag+aiz ' +...+az "

mit a; € m. Es folgt

(1—-ap)z" —az™ ' —...—a, =0.

Wegen ag € m und A lokal, ist 1 —ag € A*, also = ganz iiber A. Also hat wegen
Lemma 1.8.1 ¢ eine Fortsetzung auf A[z].

-) Fall mA[z~1] # A[z~!]: Sei 8 maximales Ideal von A[z~1] mit mA[z~!] C .
Dann ist ANP O m und wegen m maximal sogar A NP = m.

Sei ¢ so dafl



1.8. FORTSETZUNG VON HOMOMORPHISMEN 23

Nun ist A/m — A[z"1]/% und 1 hat eine Fortsetzung auf A[z ']/ =
(A/m)(z~! + P). Egal ob 2! + P algebraisch (L algebraisch abgeschlossen)
oder transzendent (trivial) ist. Zusammensetzen mit der kanonischen Projekti-
on

A= = Alz7/P

liefert eine Fortsetzung auf A[z=1]

A - AR

Y
-t

O

COAI.20
1.8.3 Korollar. Sei A C K, L algebraisch abgeschlossen, ¢ : A — L. Sei B
ein Unterring von K, mazimal sodafl ¢ eine Fortsetzung auf B hat. Dann ist B
lokal und fiir jedes x € K gilt ¢ € B oder x~! € B.
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Beweis. Wegen dem Zornschen Lemma existieren solche maximale Unterringe
und wegen dem letzten Satz haben sie die verlangte Eigenschaft. .

Ein Unterring B von K mit Vz € K : (z € B oder 7! € B) heifit Bewer-
tungsring. Jeder Bewertungsring ist lokal (vgl. Beweis von Satz 2.2.4). Sind R,
Q@ lokale Ringe mit maximalen Idealen m, 9% so sagen wir @ liegt iiber R wenn
QOR,MNR=m.

1.8.4 Satz. Sei R lokal, R C L Kdrper, x € L. Dann ist x ganz iber R genau
dann wenn x in jedem Bewertungsring ) C L ist der iber R liegt.

Beweis.
-) Sei x nicht ganz iiber R (m... maximale Ideal von R). Wir zeigen daf} das
Ideal (m, 1) von R[z !] nicht ganz R[z!] ist. Andernfalls héitte man

1\ 1
—lzan(—) +...+a1(—)—|—y
x T
fiir gewisse a; € R, y € m. Es folgt
(1—|—y)m"+...—|—an=0.

Wegen y € m und R lokal ist 1 + y € R*, also x ganz {iber R, ein WS!.
Sei P maximales Ideal von A[z~'] mit P O (m,z7'). Wegen PN R D m
folgt P N R = m. Der kanonische Homomorphismus

Rlz ' - Rlo~')/% € (Rlo™)/%)"

148t sich fortsetzen auf einen Bewertungsring @ von L. Wegen z—1 + 0 ist
z ¢ Q. Es ist insbesondere @) kein Kérper und das maximale Ideal 9t von @)
umfafit 3, denn P +— 0. Also folgt PN R =m.

-) Sei z ganz iiber R, 2" + a, 12" ! + ...+ a9 = 0 eine Ganzheitsgleichung,
a;j € R. Sei Q ein Bewertungsring von L der iiber R liegt. Angenommen z ¢ @,
dann folgt 7! € M (maximales Ideal von Q). Aus der Ganzheitsgleichung
erhilt man

1

1=—ap_127 —...—agx™ " €M,

ein WS!.
O

1.8.5 Satz. Sei A Ring, A C L Kérper. Dann ist © € L ganz iber A, genau
dann wenn  in jedem Bewertungsring Q mit A C Q C L liegt.

Beweis.
-) Sei z in jedem Bewertungsring. oBdA sei x # 0. Ist z=! € A[z~!]*, so hat
man

1 1\»
m:co+c1—+...+cn(—)
T T

mit ¢; € A. Es folgt = ganz iiber A. Ist ™" keine Einheit, so ist also (z7") oj-1]
ein echtes Ideal von A[z~!]. Sei 9 maximales Ideal von A[z~'] mit (1) C M.
Der Homomorphismus

Az~ = Alz~1/M C (Alz1)/Mm)"
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setzt sich auf einen Bewertungsring Q von L fort. Es gilt =1 +— 0, also = € Q
WS!

-) Ist z ganz, so erhilt man genauso wie vorher einen WS!.
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Kapitel 2

Dedekind Ringe

2.1 Dedekind Ringe

2.1.1 Definition. Ein nétherscher Ring der ganz abgeschlossen ist und in dem
jedes Primideal maximal ist heiffit Dedekind Ring.

2.1.2 Definition. Sei R ein Ring, K = Q(R). Eine Menge a C K heifit gebro-
chenes Ideal von R in K, falls a ein R-Modul ist und es ein ¢ € R\ {0} gibt,
sodafl ca C R. (c... ,Hauptnenner*)

Ist R nothersch, so ist ca und damit auch a endlich erzeugt. Zwei gebrochene
Ideale a,b kénnen genauso wie Ideale multipliziert werden a-b = (z -y : z €

a,y € b)R-Modul-

2.1.3 Satz. Sei R ein Dedekind Ring. Dann lifit sich jedes Ideal von R in ein-
deutiger Weise in ein Produkt von Primidealen zerlegen. Die (von Null verschie-
denen) gebrochenen Ideale bilden eine Gruppe (mit der Multiplikation). I(R).

Beweis. Wir zeigen zuerst die zweite Behauptung.

-) Sei a ein Ideal von R. Dann existiert ein Produkt von Primidealen p; -...-p, C
a : Angenommen es existiert ein Ideal das diese Eigenschaft nicht hat. Da R
noéthersch ist, gibt es ein maximales solches a. Dieses kann nicht prim sein, also
existiert by, by € R mit by, by & a, bjbe € a. Sei a; = (a,b1), a2 = (a, ba), dann gilt
araz C a aber a; D a,a2 D a. Also enthdlt a;, a2 ein Produkt von Primidealen.
Damit aber auch a, WS!.

-) Jedes maximale Ideal p ist invertierbar: Sei p~! die Menge aller z € K sodaf§
zp C R. Dann ist p~! D R. Wir zeigen daf8 p~! # R: Sei a € p, a # 0. Wihle r
minimal sodafl
pr-...-pr C(a) Cp.

Dann ist eines der p; enthalten in p und da jedes Primideal maximal ist folgt
pi =p. ObdA seii = 1. Es gilt po-...-p, € (a), wihle b € po-...-pp \ (a).
Dann ist bp C (a) und daher ba 'p C R, also ist ba ! € p~ L. Wegen b & (a) ist
ba~ ! ¢ R.

Es folgt p C pp~! C R, also da p maximal ist p = pp~! oder R = pp~'.
Wiire pp~! = p, so wiirde p~! den endlich erzeugten R-Modul p invariant lassen
und wire daher ganz iiber R. Ein WS! da R ganz abgeschlossen ist. Also ist
pp~' =R.

27

DEI.29

DEI.80



COl.31a

28 KAPITEL 2. DEDEKIND RINGE

-) Jedes Ideal # {0} ist invertierbar: Angenommen nicht. Dann existiert ein
Ideal a das nicht inventierbar ist und maximal mit dieser Eigenschaft. a kann
nicht maximal sein. Sei p maximal mit a C p. Dann ist

aC ap_l Caa ' CR

wo a~! := {z € K : za C R}. Da a endlich erzeugter R-Modul ist, ist ap~! Z a,
da p~! nicht ganz sein kann. Also hat ap~! ein Inverses b und bp ist ein Inverses
fiir ap WS

-) Sei a ein Ideal # {0} und ¢ ein gebrochenes Ideal sodaf ac = R. Dann gilt
c=al:={zr € K:zaC R}: Offenbar ist ¢ C a~!. Ist za C R, so ist zac C ¢
und wegen ac = R also z € c.

-) Jedes gebrochene Ideal # {0} ist invertierbar: Sei a gebrochenes Ideal. Wihle
¢ € R sodafl ca C R, und sei b Inverses fiir ca, d.h. cab = R. Dann ist cb Inverses
fir a.

Wir kommen zur ersten Behauptung:

-) Angenommen es gibt ein Ideal # {0} daf§ nicht gleich einem Produkt von
Primidealen ist. Sei @ maximal mit dieser Eigenschaft und sei p maximales Ideal
mit a C p. Dann ist ap~* C R und ap™' D a. Also ist ap~! Produkt von
Primidealen. Damit auch a. WS!.

-) Sind a, b gebrochene Ideale, so sagen wir alb wenn gilt b C a oder dquivalent
wenn es ein Ideal ¢ gibt mit b = ac. Sind p;, q; prim und

Pr--- - Pr=0q1-...- (s,

so gilt also p1 C g1 - ...- qs und daher p; C g; fiir ein ¢, also p; = q;. Induktiv
weiter erhilt man r = s und p; = q; bis auf eine Permutation.
-) Ist a gebrochenes Ideal wihle ¢ € R mit ca € R. Sei (¢) = p1 ... Ppr,
ca=4(qq-... (s. Dann ist also
g Tls
Pre-.cPr

Kiirzt man alle oben und unten vorkommenden Ideale so ist die Darstellung
eindeutig.

O
2.1.4 Korollar. Sei R Dedekind, a € R. Dann existieren nur endlich viele

Ideale b< R mita € b.

Beweis. Sei
(@) = pg ..o p.

Dann gilt
6D (a) « b=p ... pP mit B < a;.
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2.1.5 Lemma. Sei A Dedekind, B der ganze Abschlufl von A in einer endlichen
separablen Erweiterung von K = Q(A). Dann ist B Dedekind.

Beweis. B ist nthersch wegen Satz 1.6.6, (i), ganz abgeschlossen wegen Satz

1.6.4, jedes Primideal ist maximal wegen Korollar 1.7.4. .

Z ist Dedekind, also folgt

2.1.6 Lemma. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, Ok der Ring der ganzen
Zahlen in K. Dann ist Og Dedekind Ring. Die multiplikative Gruppe der ge-
brochenen Ideale # {0} bezeichnet man mit Ir.

Ein gebrochenes Hauptideal, ist ein gebrochener Ideal der Gestalt R mit
a € K. Die Menge Pk der gebrochenen Hauptideale ist eine Untergruppe von
Ig.

2.1.7 Definition. Ck := I /Pg heifit Idealklassengruppe von K.

Ck mifit “wie weit Og von der Z P E-Situation weg ist “.

Sei R ein Dedekind Ring. Dann ist Ix = Ypespec RZ, die Divisorengruppe.
Ist @ = [, cspec r P> SO sagen wir r, = ordy a. Ist ordy a > 0 (= 0, < 0), so hat
a eine Nullstelle bei p (ist eine Einheit bei p, hat einen Pol bei p).

Offenbar gilt a|b <= Vp : ord, a < ord, b. Es ist ord,(a) = 0 genau dann
wenn « eine Einheit in R, ist.

2.1.8 Lemma. Sei R ein Dedekind Ring mit nur endlich vielen Primidealen.
Dann ist R ein Hauptidealring.

Beweis. Seien p1,...,ps die Primideale von R. Sei a ein Ideal,
a=pit-...-p’
Wihle m; € p; \ p? und @ € R mit a = 7}* mod pji ™. Sei
(@) =p1" ooy

dann folgt unmittelbar e; = r; und daher (o) = a. .

2.1.9 Lemma. Sei A Dedekind Ring, S C A multiplikativ. Dann ist S~ A ein
Dedekind Ring. Die Abbildung

aHS‘%z{S:aGa,sGS}

induziert einen Homomorphismus der Gruppe der gebrochenen Ideale von A auf
die von S~ A. Ein Ideal ist ein Kern < anS # 0.

Beweis.
-) Wegen Lemma 1.3.5, (74i), ist S~ A nothersch, wegen Satz 1.6.6, (iv), ganz
abgeschlossen, und wegen Satz 1.4.5 ist jedes Primideal von S~!A maximal.

-) Wegen S~!(a-b) = (S~'a)-(S~'b) gibt die Abbildung einen Homomorphismus
von der Gruppe der gebrochenen Ideale von A in die von S~'A. Wegen Satz
1.4.5, (ii), ist dieser surjektiv.

LE32
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) Ist anS # 0, soist S~'a = S~ A. Ist umgekehrt S~'a=S"'4,soist 1 = ¢
fiir gewisse « € a,s € S, also anNS # (.

O

2.1.10 Lemma. Sei A Dedekind Ring und sei die Idealklassengruppe endlich.
Sei ai,...,a, ein vollstindiges Repmsentantensystem der Idealklassen. Ist b €
Nai, b 7é 0 be A, und ist S = {1,b,b%,b%,...}, dann ist S—* A Hauptidealring.

Beweis. Bei Anwendung von S~! werden die a; auf S™'A abgebildet. Da
Hauptideale auf Hauptideale gehen folgt die Behauptung da S—! surjektiv ist.

O

Fiir den Ring der ganzen Zahlen in einem algebraischen Zahlkérper ist
tatséchlich Ck endlich.

2.1.11 Lemma. Sei K ein algebraischer Zahlkérper. Dann existiert M € N
mit der folgenden Eigenschaft: Sind o, € Ok, B # 0, dann existiert t € N,
1<t< M, und w € Ok, sodafs

|Ng (ta —wp)| < |Ng (8)]-
Beweis.
-) Es geniigt zu zeigen: AM e N:Vy € K31 <t < M,w € Ok : |N(ty—w)| < 1.

-) Betrachte K C C. Sei wy, . ..,w, eine Ganzheitsbasis von Ok . Fiir v € K,y =
> yiws, gilt (n = [K : R))

|N<(I§(ry)| = | H Z'Yz wz maxh’l HZ |0' wz

o Einbettung

Wihle m > {/c und setze M := m™.
JIst vy € K,y =Y vw; (7; € Q) schreibe
v; = a; + b; mit a; € Z,0< b; < 1.
Setze [v] := > a;w;, {7y} := objw;. Dann ist v = [y] + {v},[7] € Ok, und {7}
hat Koordinaten zwischen 0 und 1.
-) Betrachte die Abbildung ¢ : K — RM mit

Z’Ylwl - 717 a’Yn)

Stets liegt {v} im Einheitswiirfel. Zerlege diesen in m™ Wiirfeln mit Seitenlidnge
# und betrachte die Punkte ¢({k7v}),1 < k < m™ + 1. Mindestens zwei miissen
im gleichen Teilwiirfel liegen, z.B. ¢({hy}) und ¢({l7}), h > I. Esist (t = h—1 <
m"),

ty=hy —ly =[] = [I"]) + {hy} - {In})

=:w §

Dann ist w € Ok und die Betrige der Koordinaten von § héchstens % Es folgt

INK @) < (%)"c <1
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O

2.1.12 Satz. Sei K ein algebraischer Zahlkorper. Dann ist |Ck| =: hx endlich.

Beweis. Sei a<Og. Fiir jedes a € a, a # 0, ist |Ng(a)| € N. Wihle 8 € a,8 # 0,
sodaB |N (8)| minimal ist. Fiir jedes a € Ok existiert t,1 < t < M, soda$
(w € Ok geeignet)
ING (ta —wp)| < NG (B)]-

Es folgt

ta —wp =0,
und damit also

Mla C (B)OK

Setze b := %M!a. Dann ist b < O, und es gilt Mla = (§)b. Da § € a folgt
M3 € (B)b, also M! € b. Damit gibt es fiir b nur endlich viele Moglichkeiten
und wir haben a = b in Ix modulo Pgk.

([l
COl.36¢
2.1.13 Korollar. Sei a gebrochenes Ideal. Dann ist a"% ein gebrochenes Haupt-
ideal.
Beweis. a"* =1in Ck.
O
LEI.36d
2.1.14 Lemma. Sei A Dedekind, M, N zwei A-Moduln. Sei p ein Primideal
von A und Sy, = A\ p. Gilt S,,_lM C Sp_lN fiir alle p, so folgt M C N.
Beweis. Sei a € M. Zu jedem p existiert z, € N, s, € Sy, sodal spa = z,. Sei
b das von den s, erzeugte Ideal, dann gilt b = A, also
1=23Xypsy
fiir gewisse y, € A die fast alle = 0 sind. Es folgt
a = Xypspa = Xypzy € N.
O
2.2 Diskrete Bewertungsringe
DEI.37

2.2.1 Definition. Ein lokaler Dedekind Ring heifit diskreter Bewertungsring.

R ist ein diskreter Bewertungsring genau dann wenn er ein Hauptidealring
mit genau einem Primideal ist. Ist A Dedekind und p ein Primideal, so ist also
A, ein diskreter Bewertungsring. Sei R diskreter Bewertungsring und = das
Primelement. Dann 148t sich also jedes « € R schreiben als = ¢7” mit ¢ € R*
und v € NU {0}.
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2.2.2 Definition. Sei K ein Korper, I' eine geordnete Gruppe (0 ¢ T'). Eine
Abbildung
v { K — TuU{0}
Nz — |z

heifit Bewertung von K (mit Wertegruppe v(K \ {0}) CT") falls gilt
(i) viz)=0 <= =0
(i) v(zy) = v(z) - v(y)

(iii) v(o +y) < max{o(z), v(y)}.

Die Bewertung heifit diskret, wenn die Wertegruppe zyklisch ist.

2.2.3 Definition. Sei K ein Korper, R ein Unterring von K. R heifit Bewer-
tungsring, falls gilt
Vee K:(x€ RVva ' €R).

Ist R diskreter Bewertungsring, so ist R Bewertungsring in K = Q(R).

2.2.4 Satz. Sei K ein Korper, v eine Bewertung von K. Dann ist
R, ={z € K:v(z) <1r}

ein Bewertungsring. Ist umgekehrt R C K (= Q(R)) ein Bewertungsring so
existiert eine Bewertung v von K mit R = R,. Es ist R, lokal mit mazimalen
Ideal m={z € K :v(z) <1} und R} = {z € K : v(z) =1}.

R ist ein diskreter Bewertungsring genau dann wenn er ein Bewertungsring
ist der von einer diskreten Bewertung kommt.

Beweis.

-) Ist v eine Bewertung, so ist v(1) = v(z)v(z~!), also entweder v(z) < v(1)
oder v(z~1) < w(1), da v(1) = v(1)v(1) ist, ist v(1) = It das Einselement von
T.

-) Sei R ein Bewertungsring. Wir zeigen, dafl R lokal ist: Sei U = R* die Ein-
heitsgruppe. Es geniigt zu zeigen, dal R\U ein Ideal von R ist. Seien z,y € R\U
und sei z.B. ¥ € R. Dann gilt

T 1
I+-=(zr+y)- €R
Y Y

Wire z +y € U, so wire auch y € U WS!. Sei z € R\ U,z € R. Wire zz € U,
(zz)b =1, fiir ein b € R, so wire auch z € U, denn (zb)z =1 WSL

-) Sei m das maximale Ideal von R, dann ist R = UUm und daher (m* = m\ {0})
K*=m*uUuUm*)™,
als disjunkte Vereinigung. Da m* multiplikativ ist, ist
T =K*/U

eine geordnete Gruppe (zU < U <= z € m*). Fiir z € K* setze v(z) := zU €
T, fir z = 0 setze v(z) = 0.

DEI.38
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) Seien z,y € K*, z.B. £ € R also v(z)v(y)~! < U.Dannist 1+ { € R, also
v(l+2) < U. Es folgt wegen 1+ 2 = (z +y); daB v(z + y)v(y)™" < U und
daher v(z + y) < v(y).

Also ist v Bewertung von K und klarerweise ist R = Ru.

-) Sei v eine diskrete Bewertung, R = R, der Bewertungsring zu v. Wihle einen
Erzeuger v von T' und schreibe v = v(nw). Da mit v auch y~! die Gruppe T
erzeugt sei oBdA © € R. Da v # 1r folgt # € m. Jedes Element x € K* lif}t
sich schreiben (eindeutig) als

T =un"

mit r € Z und u € U, denn v(x) = ~" fiir ein r. Es folgt dal m = (7). Allgemein
sind alle Ideale vom R gegeben durch

(m) 2 (@) 2 (7°) > ...,

denn ist a Ideal von R, so folgt a = (7°) fiir s = min{r : x = ur” € a}.
Klarerweise ist (w®) fiir s > 1 nicht prim, also ist R ein Hauptidealring mit
genau einem Primideal. So ein Element 7 heifit auch oft ein lokaler Parameter.

-) Sei R, ein diskreter Bewertungsring. Sei m = (7) dann hat die Primfak-
torzerlegung von x € R die Gestalt x = Na”", rNy, u € R* weil es nur ein
Primelement gibt (bis auf Konjugierte). Damit hat jedes Element x von K* die
Gestalt ¢ = un”, r € Z,u € R* und es folgt (v(m)) =T.

2.3 Galois Erweiterungen

Ist A ganz abgeschlossen in K = @(A), L wie endliche Galois-Erweiterung von
K mit Gruppe G, und B der ganze Abschlul von A in L, dann gilt ¢B = B,
o € G (vgl. Satz 1.6.2, (v)).

2.3.1 Satz. Sei A ganz abgeschlossen, L eine endliche Galoische Erweiterung
von K = Q(A) mit Gruppe G, B der ganze Abschluff vor A in L. Seip € Spec A,
B, Q € Spec B die iiber p liegen. Dann existiert o € G sodaff o3 = Q.

Beweis.
-) Betrachte zuerst den Fall dal p maximal ist. Angenommen P # o£Q fiir alle
o € G. Dann existiert € B mit (Chinesischer Restsatz).

=0 modP, x=1 modo@, o€ dG.

Die Norm N (z) =[], o« liegt in BNK = A denn A ist ganz abgeschlossen
und sogar in B N K = p. Jedoch ist stets ox ¢ 9, also N&(z) ¢ QNK = p,
WS!.

-) Sei nun allgemein p € Spec A. Wir lokalisieren: Sei S = A\ p. Dann ist
S71B der ganze AbschluBf von S7!'A4 in L, S~!p maximales Ideal von S~1A4,
S™1P,571Q € Spec S™'B und liegen iiber S~'p. Es folgt daBl es 0 € G gibt
mit o(S1P) = S71Q. Da S C K und daher bei o fix bleibt folgt o3 = Q.
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O

2.3.2 Korollar. Sei A ganz abgeschlossen, E endliche separable Erweiterung
von K = Q(A), B der ganze Abschluff von A in E. Sei p € Spec A. Dann gibt
es nur endliche Primideale von B die iiber A liegen.

Beweis. Sei L die kleinste Galois-Erweiterung von K die E enthélt. Sind
3,85 verschiedene Primideale von B iiber p, und PBi,P> Primideale vom
ganzen Abschlufl C von A in L die iiber £2; bzw. £, liegen, dann ist 1 # Po
und Py, P> liegen iiber p. Wegen dem Satz gibt es nur endlich viele solche P’s.

O

2.3.3 Definition. Sei p maximales Ideal von A, maximales Ideal von B das
iiber A liegt. Die Gruppe

Gp:={0e€G:0P =P}

heifit Zerlegungsgruppe von B. Thr Fixpunktkorper L? heifit Zerlegungskorper
von ‘B.

Sei A nothersch, ganz abgeschlossen, L separable Erweiterung von K =
Q(A), B der ganze Abschlul von A in L, p € Spec A maximal, 9§ € Spec B iiber
p. Dann heifit die Kérpererweiterung

BIB: Alp
die Restklassenkorpererweiterung von §3/p. Wegen Satz 1.6.6, (i, Beweis), gilt

[B/B: A/p] < [L: K]

Die Gruppe G operiert in natiirlicher Weise auf B/P und 1a8t A/p punktweise
fest. Wir haben also einen Homomorphismus

Gy — Aut(B/P : A/p]).

Ist G = |JojGy eine Zerlegung von G in Nebenklassen, dann sind die o;B
genau die verschiedenen Primideale {iber p.

Die Zerlegungsgruppe von o3 ist gleich cGgpo™!.

2.3.4 Lemma. L% ist der kleinste Zwischenkérper E,K C E C L, mit der
Eigenschaft dafi B das einzige Primideal von B ist das iber dem Primideal
PBNE von BN E liegt.

Beweis.

) Sei E = L% B? = BN L% ist der ganze Abschlufl von A in L¢, ist also ganz
abgeschlossen. L ist eine endliche Galoiserweiterung von L? mit Gruppe Gy.
Wegen Satz 2.3.1 ist P das einzige Primideal {iber g N B<.

-) Habe E die obige Eigenschaft und sei H die Gruppe von L iiber E. Setze
q =P NE. Wegen Satz 2.3.1 sind die 0B,0 € H, genau die Primideale iiber q.
Es folgt o = P, d.h. H C Gy und damit E D L9.

Col42
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O

2.3.5 Satz. Sei Q = B NP. Dann gilt (mittels der kanonischen Einbettung
A/p - B¢/Q) A/p = BYQ.

Beweis. Ist 0 € G\ Gp, so ist also 0P # P bzw. 0P # P. Setze Q, =
o~ 1B N B2 Dann ist Q, # £, denn iiber 9 liegt ja nur ein Primideal némlich
B

Sei z € BY, dann existiert y € B? mit

Y=z mod £
y=1 mod Q,,0 € G\Gy.

Speziell folgt
Yy=zx mod B
y=1 mod o 'PB,0€G\ Gy,

also
oy=1 mod PB,o € G\ Gyp.

Die Norm N I’;d (y) ist das Produkt [] oy wobei o ein vollstindiges Restsystem
modulo G durchlduft. Also folgt

NIIgd(y) =z mod P.

Die linke Seite liegt in A, die rechte in B?. Also gilt die Kongruenz sogar

modulo 9. -

Ist € B, so bezeichne Z die Restklasse von z modulo B, £ € B/P. Der
Homomorphismus von Gy nach Aut(B/9 : A/p) sei bezeichnet mit o — .
Dann ist offenbar

Or =0Z.
Ist f(X) ein Polynom mit Koeffizienten in B, f(X) = b,X™ + --- + bg, so
bezeichne f(X) das Polynom iiber B/

F(X)=b, X"+ ...+ bo.

2.3.6 Satz. Sei A ganz abgeschlossen, L eine endliche Galois Erweiterung von
K = Q(A) mit Gruppe G, B der ganze Abschluff von A in L. Sei p maximales
Ideal von A und P mazimales Ideal von B das diber p liegt. Dann ist B/PB eine
normale Erweiterung von A/p und die Abbildung o — G ist ein Homomorphis-
mus von Gy auf die Galoisgruppe Aut(B/P : A/p).

Beweis.

-) Setze B = B/, A = A/p. Sei & € B, und sei f(X) das Minimalpolynom von
x iber K. Da z ganz {iber A ist sind alle Koeffizienten von f in A und damit
auch alle anderen Wurzeln in L von f sogar in B. Es schreibt sich also f in B
in Linearfaktoren denn L/K ist normal

fX) =X =z1)- - (X —zm).
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Da T eine Wurzel des Polynoms
fX) = (X =21)-- (X = Zm) € BIX]

zerfillt das Minimalpolynom von Z auch in Linearfaktoren. Also ist B/ A normal.

-) Wegen obigem folgt daf}
[A@): 4 < [K() : K] <[L: K]

Da die maximale separable Erweiterung £ von Ain B durch ein Element erzeugt
wird folgt [E : A] < [L: K] < oo. Sie ist also eine endliche Galois Erweiterung
von A, denn B/A ist normal und daher auch E : A.

-) OBdA liegt iiber p nur ein Primideal: Wegen Satz 2.3.5 ist
Aut(B: A) = Aut(B : B4/Q),

um die Surjektivitiit von o — & zu zeigen, kénnen wir also die Situation K = L¢
annehmen. D.h. G = Gip.

-) Sei also G = G'p. Sei x € B sodafl Z die maximale separable Erweiterung von
Ain B erzeugt und sei f das Minimalpolynom von z iiber K. Ein Automorphis-
mus 7 von B : A ist durch seine Wirkung auf z eindeutig bestimmt. Offenbar ist
7Z eine Wurzel von f. Ist y irgend eine Wurzel von f so existiert o € G = Gy
sodafl oz = y. Zu jedem T existiert daher ein ¢ € Gy sodafl ¢ = T.

O

2.3.7 Korollar. Seien A,K,B,L,G wie im Satz, sei p ein mazimales Ideal
von A, ¢ : A — A/p der kanonische Homomorphismus. Sind v ,v%2 Homomor-
phismen von B in einen algebraischen Abschlufl von A/p die ¢ fortsetzen, so
ezistiert o € G sodaf$

’([11:’¢QOO'.

Beweis.

-) ker 91, ker 1o sind Primideale von B die iiber p liegen, also existiert wegen
Satz 2.3.1 ein 7 € G sodaf} 11,12 o 7 den selben Kern haben. ObdA haben also
1,19 den gleichen Kern .

-) Sei also kerv, = ker1, = PB. Sei B/P C (A/p)®. 91 : B — (A/p)?® induziert
eine Einbettung 91 : B/B — (A/p)?. Da B/P normal iiber A/p ist folgt 4; €
Aut(B/ : A/p). Genauso fiir 1». Also existiert ¢ € Gip so daB 1, ' 0 ¢p; = 4.
Man hat das Diagramm
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2.4 Verzweigung von Primidealen

Sei A ein Dedekind Ring, L eine endliche separable Erweiterung von K = Q(A),
B der ganze Abschlufl von A in L.
Ist p € Spec A, so ist pB ein Ideal von B. Daher gilt mit gewissen PB; €
SpecB,e; > 1,
pB =Pt B
2.4.1 Lemma. Fine Primstelle B € Spec B kommt in obiger Faktorisierung
genau dann vor wenn sie iber p liegt.

Beweis. Da jedes P g Spec B maximal ist und die Faktoren paarweise coprim,
gilt
T B =PI N NP
Ist P eine Primstelle iiber p die nicht vorkommt, so wire (8 D pB)
pB=P'N...n P =PI N NP NP,
ein WS! zur Eindeutigkeit der Faktorisierung. Umgekehrt ist klarerweise

PB; O pB D p und da p maximal ist und 1 & JB; folgt P; N A = p. -

2.4.2 Definition. Liegt P iiber p, so heifit der Exponent e(/p) von P in der
Zerlegung von pB der Verzweigungsindex von /p, und f(B/p) = [B/P : A/p]
der Restklassengrad von PB/p.

Fiir B € Spec B definiert man
NE(P) := pf(‘fB/P)
wobei p := P N A. Die Norm NE gibt also einen Homomorphismus
NE - I(B) = I(A).

2.4.3 Lemma. Sei A Dedekind, K = Q(A),K C E C L endliche separable
Erweiterungen, A C B C C die entsprechenden ganzen Abschliifie von A in an
E bzw. L. Sei p € Spec A, q € Spec B, € Spec C, q/p, B/q. Dann gilt

(i)
e(B/p) = e(P/a)e(a/p)
f(B/p) = F(B/a)f(a/p)
(ii)
NEoNE =NE.

Beweis. Klar nach Definition. -

2.4.4 Lemma. Sei A lokal, M freier A-Modul vom Rang n, p das mazimale
Ideal von A. Dann ist M /pM ein n-dimensionaler Vektorraum dber A/p.

LEI48
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Beweis. Ist xq,...,xz, Basis von M iiber A, d.h.

M = Z Az; (direkte Summe),

i=1

so ist M/pM =37 ,(A/p)Z; (direkte Summe), wobei Z; die Restklasse von z;
modulo pM. Denn ist

> Xizi =0in M/pM,
so ist > ANz; € pM. Es gilt pM = > pz; und wegen der Eindeutigkeit der

Darstellung folgt A; = 0. -

2.4.5 Satz. Sei A Dedekind, K = Q(A), L endlich separable Erweiterung von
K, B der ganze Abschluf$ von A in L. Ist p € Spec A, so gilt

[L: K= e(B/p)f(B/p)-
B/p

Beweis.
-) ObdA sei A lokal: Wir lokalisieren bei p. Ist S = A\ p, betrachte also die
Situation S™'A C K C L. Es ist S~'B der ganze Abschlu8 von S~'4 in L. Ist

pB =P ... B,
so ist wegen Lemma, 2.1.9
(S7'p)(S7'B) = STH(pB) = (STHP1) ... (STIP,)S
Daher sind die S™193; sind alle Primideale iiber S~'p (S~1B; # S~!B da
SNP; = 0) und e(S~HP/S™1p) = e(P/p). Wegen Satz 1.4.9 ist fiir jedes P/p
SUB/S P B/, S TA/S p = Afp,

also f(STIB/S1p) = fF(B/p).

-) Sei A ein lokaler Dedekind Ring. Dann ist A, B Hauptidealring, B ein freier
A-Modul von Rang n = [L : K] und B/pB ein n-dimensionaler A/p Vektorraum.
Sei pB = P - - - Pe-. Der Homomorphismus

B H B/g¢

i=1

ist surjektiv und hat Kern pB. Wegen 7' D p ist B/PB;* ein A/p - Vektor-
raum, also auch die direkte Summe auf der rechten Seite. Klarerweise ist der
Homomophismus

B/pB — [[ B/%;

i—1

ein A/p-Homomorphismus.
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-) Wir bestimmen die Dimension von B/3¢. Sei 7 ein Erzeuger von 3 und j > 1.
Wegen pJ3/ C PIt+1 ist PI/P/+! ein A/p-Vektorraum. Die Abbildung x +— z7?
induziert einen Homomorphismus

B/ — P /P

Die Dimension von 7 /937*! ist also stets gleich der von B/ iiber A/p, also
gleich f(P/p). Mit der Kompositionsreihe

B>P>P*> .- >P°
erhilt man dim B/B¢ =e- f. Also ist

[L:K]=dimB/pB =Y e(B/p)f(B/p).

B/p
O
2.4.6 Korollar. Seia € I(A), dann gilt
NE(aB) = alFKl,
Beweis. Ist p prim, pB = P;* -...- P, so gilt
NE(pB) = NEB2)® - NE(B, ) = p=eiki = pltet,
O

2.4.7 Korollar. Sei L Galois iiber K und p € Spec A. Dann sind alle e(B/p)
gleich (einer Zahl e) und alle f(P/p) gleich (einer Zahl f). Ist T = #{B : P/p},
so gilt

efr=[L:K].

Beweis. Man erhilt alle PB/p aus einem durch Anwendung von o € G. Es ist
B/ = B/oP und wegen o(pB) = pB sind die Exponenten e; auch alle gleich.

O
2.4.8 Korollar. Sei L Galois iber K mit Gruppe G und sei P/p. Dann gilt
(pB=Pr--..-Br)°)
Ng@®)B = [[oB=(Ps--..- B

ceG
Es gilt |G| = ef.
Beweis. G operiert transitiv auf {§ : 8/p} und Gy ist die Isotropiegruppe.

2.4.9 Korollar. Sei A Dedekind, K = Q(A), E endliche separable Erweite-
rung von K, B der ganze Abschluff von A in E. Sei b = (8) ein gebrochenes
Hauptideal von B. Dann gilt

N (b) = (NK(B))

wobei die Norm rechts die iibliche Norm ist.

COI.53
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Beweis.
-) Sei L die kleinste Galois Erweiterung von K die E enthilt. C' der ganze
Abschlufl von B in L. Es gilt, da L : E Galois ist

N (6C) = b7, N (8) = pHF1.

Haben wir die Aussage gezeigt fiir den Fall einer Galois Erweiterung, so haben
wir

Ng(6C) = (Ng(B)),

und wegen
Ng = Ng o Ng,

NE(O)FF = (Ng(8))1H7.
Wegen der eindeutigen Primzerlegung in I(A) folgt dann auch
N (b) = (NK(B))-

-) Sei also oBdA E Galois iiber K. Dann gilt N£(8) = [],¢q 0B, also

(NR(B)a-B= ] o(B)s =[] ob=Ngb- B

oceG oceG
wegen Korollar 2.4.8. Es folgt
(NR(B)A™! = NRINE(9)4B] = NEINRb - B] = (o) K.
Wegen der eindeutigen Primzerlegung in I(A) folgt

(NK(B))a = NKb

O

2.4.10 Satz. Sei A diskreter Bewertungsring, K = Q(A), L endliche separable
Erweiterung von K, B ganze Abschlufl von A in L. Weiters liege nur ein P €
Spec B iiber dem mazimalen Ideal p von A, und sei der Kirper B/ iber Alp
erzeugt von einem [ mod B, B € B. Sei w ein Element von B mit Ordnung 1
bei P. Dann gilt A[B, 7] = B.

Beweis. Sei C = A[S,n]. C ist ein A-Untermodul von B. Wegen dem Nakayama,
Lemma angewendet auf B/C geniigt es zu zeigen daf}

pB+ C = B.

Sei pB = P°. Dann erzeugen die Elemente 3/7¢ den Raum B/§¢ als A/p-
Vektorraum (vgl. Satz 2.4.5). Also kann man jedes z € B schreiben als

T = Zci]ﬂjwi mod pB

mit gewissen ¢;; € A.
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2.4.11 Satz. Sei A Dedekind und sei |A/p| < oo fiir alle p € Spec A. Ist a Ideal
von A bezeichne mit Na := |A/a|. Dann gilt

Na = [J{vp]ore.
P

Beweis. Es ist A/a = [], A/p°rdr @ Es geniigt also |A/p"| zu bestimmen.
Dazu lokalisiere bei p, dann ist oBdA p Hauptideal. Dann ist offenbar

Alp =p/p? =, ..., also |A/p™| = |A/p|". O

REI.58a
2.4.12 Bemerkung. Sei K ein algebraischer Zahlkoérper Ok der Ring der ganzen
Zahlen in K. Sei p € Spec Ok, p/(p). Dann gilt

Np = p/ /().

Ist @ € Ok, so gilt Ng(a) = +N(a). Es gibt fiir jedes M nur endlich viele
Ideale a mit Na < M.

2.5 Explizite Faktorisierung einer Primstelle

Wir betrachten die folgende Situation: A Dedekind, K = Q(A), E endliche

separable Erweiterung von K, B ganze Abschlufl von A in E. Sei p € Spec A.
Sei vorausgesetzt dafl B = A[q] fiir ein geeignetes a € B.

2.5.1 Bemerkung. Es gilt nicht immer B = Ala]. Jedoch ist fiir alle bis auf

endlich viele p € Spec A

REI.59q

By = Aylay].

Sei f das Minimalpolynom von « (iiber K). Beachte dal f € A[X]. Die
kanonische Projektion .
iAo Alp=A

sei (koeffizientenweise) fortgesetzt zu 7 : A[X] — A[X]. Sei f := #f und sei
f(X)=P(X)-...- P(X)°r,

P; = A[X], P; = #P;, P; normiert, die Zerlegung von f in irreduzible (normier-
te) Faktoren. Sei L ein algebraischer Abschlul von A. Sei ® die Menge aller
Fortsetzungen ¢ von 7 zu einem Homomorphismus ¢ : B — L.

® steht in bijektiver Beziehung zu der Nullstellenmenge von f verméoge ¢
¢(a). Denn wegen f(a) =0 mus fiir ¢ € & gelten

0=¢(f(e)) = f(¢(e)).
Ist umgekehrt f(3) = 0, so ist die Abbildung

B — L
¢:{ ga) = gpy W=AkD

wohldefiniert: Ist g(a) = 0, so folgt f|g also auch f|g, also g(8) = 0. Offenbar
setzt ¢ auch 7w fort. Wegen B = Ala] ist ¢ iiberall definiert. Weiters wegen
B = Ala] ist ein ¢ € ® durch ¢(a) eindeutig bestimmt.
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2.5.2 Satz. Seien ¢,7) € ®, dann ist ker ¢ = kertp genau dann, wenn ¢(a) und
¥(a) Nullstellen des gleichen irreduziblen Faktors P; sind. Es gilt

{% € Spec B : /p} = {ker ¢ : ¢ € B},

d.h. die dber p liegenden Primideale stehen in bijektiver Beziehung zu den irre-
duziblen Faktoren von f. Gehirt P zu P;, so gilt

e(PB/p) = ei, f(P/p) =deg P;, P =pB + P;(e)B.

Beweis.

) Es gilt ker¢ N A = p: Da ¢ die Projektion « fortsetzt ist p C ker @. Sei
v € AnNker¢. Dann ist

d.h. v € p (...p das maximale Ideal von A).

-) Betrachte das Diagramm

A[X] - A[X]

Ta B

Y

B Tme C L
¢

wobei 7, bzw. 75 die Punktauswertung an « bzw. 3 ist und 8 = ¢(a). Sei
Nullstelle von P;, dann faktorisiert sich 73 als

A[X] A[X)/(P)

Im¢

und ¢ als
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4

B/ker¢

Es folgt B/ker ¢ = A[X]/(P;). Da P; irreduzibel ist, folgt ker ¢ € Spec B. Wei-
ters ist
ker7g o™ = ker ¢ o 7.

Die linke Seite ist gleich #~1((P;)), die rechte gleich 7! (ker ¢). Da 7, surjektiv
ist, folgt
ker ¢ = 7, (75! (ker 9)) = T (71 (),
gehdren also ¢, zu P; so ist ker ¢ = ker ).
-) Ist umgekehrt ker ¢ = ker ¢, und gehort ¢ zu P; und 1 zu P;, so folgt

(P) = w(@H((P)) = &(7, " (ker ¢)) = &(7;, " (ker ¢)) = (P)),
also P; = Pj.

-) Sei P € Spec B, P/p, und sei L' ein algebraischer Abschlufl von A/p mit
L' D> B/P. L' = L iiber A vermoge ¢, 0 : B — B/P die kanonische Projektion.
Dann ist

¢:=t00:B—L

eine Fortsetzung von m und ker ¢ = .

-) Wie schon festgestellt, ist (wenn /p zu P; gehort)

B/P = A[X]/(P)

und dieser Isomorphismus ist ein A-Vektorraum Isomorphismus denn einge-
schrinkt auf A ist er id. Also folgt

F(B/p) = [B/P : A] = deg P; (= deg P)

Es gilt pB = 7,(p[X]). Denn ist v € B, so schreibt sich v = g(a) und daher
Py = (pg)(a) und fiir p € p ist pg € p[X]. Umgekehrt ist

To(pX*) = pa* € pB.
Offenbar ist p[X] = ker #. Gehort nun B zu P; so ist

P =ker¢ = 7.7 ((P))) = 7a ((P)) apx) + p[X]) = Pi() B + pB.
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) Esgilt f— Pf*-...- P € ker7 = p[X], also wegen f(a) =0
—P () ... - P() =1o(f =P -...- Pi") € pB.
Nun gilt, wenn B;/p zu P; gehort,

Bi* CpB+ P (a)B,

also folgt
e P CpB+ Pfi(a)-...- Pi"(a)B C pB.
Damit ist
e; >e(Pi/p), i=1,...,m
Wegen

D eidegPi=deg f=[E: K] = e(PBi/p)f(Pi/p) = _ e(Pi/p)deg P;
folgt e; = e(Pi/p).

2.6 Die Diskriminante

Sei im folgenden L/K endliche Erweiterung, [L : K] =n.
2.6.1 Definition. Seien a;,...,a, € K. Dann heifit

Ao, ..., ap) = det(tr(eia;)); =
die Diskriminante von ay,...,Qy,.

2.6.2 Satz. Ist A(aq,...,ap) #0, dann ist {oq,...,an} eine Basis von L/ K.
Ist L/ K separabel auch umgekehrt.

Beweis.
-) Seien ay,...,a, linear abhiingig. Dann existieren a1, ...,a, € K, nicht alle
gleich 0, sodafl 3 a;a; = 0. Es folgt

Zaitr(aia]-) =0,j=1,...,n,

also muf det(tr(a;a;))f ;= = 0 gelten.

-) Seinen ay, . .., a;, linear unabhingig und sei A(ay,...,qa,) = 0. Dann gibt es
eine nichttriviale Losung z1,...,z, von

intr(aiaj) =0,j=1,...,n.

Setze o := )" ;0. Dann ist a # 0. Es gilt tr(aa;) = 0 fiir alle j = 1,...,n.
Da aq,...,a, Basis folgt tr(af) =0, € L, alsotry =0,y € L. WS! zu L/K
separabel.
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2.6.3 Lemma. Seien {a,...,an}, {B1,...,8n} Basen von L/K. Seien a;; €
K sodaf a; =" a;;3;. Dann gilt

A(Oél, e ,an) = det(aij)zA(,Bl, e ,,Bn)

Beweis. Es gilt
aap = Z aijar B;br.
il
Setze A = (tr(azax)), B = (tr(8;4)),C = (ai;), dann ist A = CTBC. -

LEI.64
2.6.4 Lemma. Sei L/K separabel, {o; : j = 1,...,n} die Einbettungen von

L/K. Dann gilt
2
Aar, . an) = | det(o ()7,

Beweis. Es gilt

tr(ouo) = Z o).
1
Setze A = (tr(asa;)), B = (0i(;)), dann gilt A = BBT. -

2.6.5 Satz. Sei L/K separabel und sei 8 € L sodaf {1,8,...,5" '} linear
unabhingig ist. Sei f € K[X] das Minimalpolynom von § iber K. Dann gilt

n(n—1)
2

N(f'(8))-

Beweis. Die Determinante der Vandermonde Matrix (0;(3%)) ist gleich

[I(es(8) — o:(8)),

i<j

A(17/Ba s ,anl) = (_1)

und es folgt

A(LB,.., 81 = (=)™ T[(05(8) — 0:(8)).
i#j

Es gilt f(X) =[[,(X —04(8)) und daher

F(o;(8)) = [[(0;(8) —0i(8)), G =1,...,n.

(]
Nun ist f'(0;(8)) = o;(f'(8)) und
N(#'®) = [L oi(F'(B))-
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2.6.6 Satz. Sei K ein algebraischer Zahlkérper, n = [K : Q], a < Ok. Sei
a1,...,0, € a eine Basis von K/Q sodass |A(aq,...,an)| minimal ist (solche
ai,...,a, existieren stets). Dann gilt

a=Zor+ -+ Zay,.

Und umgekehrt.

Beweis.
-) Es gibt stets eine Basis in a, denn es gibt eine in Ok und multipliziert man
diese mit einem a € a\ {0}, so hat man das Gewiinschte. Es gilt A(aq,...,a,) €

Z\ {0} also |A(au,...,a,)| € N, daher existiert eine Basis mit der geforderten
Minimalit#tseigenschaft.

-) Trivial ist Zay + ... + Zay, C a. Sei also a € a und schreibe

a=mar+-+ Y, 7 € Q

Sind alle v; € Z sind wir fertig. Sei angenommen ein 7v; € Z, oBdA v, & Z.
Schreibe vy =m+ 9, m € Z,0 < 9 < 1, und setze

b1 =a—may, B2i=a,...,0n = Qy.

Dann ist {f1,...,0n} eine Basis und C a. Die Transformationsmatrix zwischen
diesen Basen ist wegen 81 = Yay + yeaz + - - - + Y, gleich

d v 3 ... Tn
o1 0o --- 0
o o 1 --- 0
o o0 ... ... 1

Wir erhalten |A(B1,...,8:)| = [P?Alay,...,an)| < |A(ai,...,a,)| ein WS!
zur Minimalitétseigenschaft.

-) Sind {a1,...,a,} und {B1,...,5,} Basen mit a = Zoy + -+ + Za, = Zf1 +
-+ + ZBnp, so ist die Transformationsmatrix ganzzahlig und invertierbar. Ihre
Determinante also = £1.

O

2.6.7 Definition. Der Wert A(a) = min |A(aq,...,ay)| heifit die Diskrimi-
nante von a, g := A(Ok) kurz Diskriminante von K.

2.6.8 Lemma. Sei F/Q ein algebraischer Zahlkorper, [F : Q] = n. Sei
ai,...,0, € Of eine Basis von F/Q. Dann gilt

Alaq,...,00)0F CZay + -+ Lo,

Beweis. Sei w € Op, w =) a;oy, a; € Q. Alle Elemente tr(wa;) und tr(o;o;)
sind in Z und es gilt

tr(wa;) = Zai tr(a;o4), j=1,...,n.



2.6. DIE DISKRIMINANTE 47

Wegen der Cramerschen Regel schreibt sich a; als ganze Zahl dividiert durch
Ao, ..., an). -

Sei K ein algebraischer Zahlkorper, [K : Q] = n. Wir konstruieren eine
Ganzheitsbasis.

2.6.9 Satz. Seien ai,...,a, € Ok linear unabhingig (iber Q). Dann existiert
eine Ganzheitsbasis w1, ..., w, sodaf
a; = cjiwy + -+ + ¢jwj, j=1,...,n,

mit gewissen cj; € 7.

Beweis.
-) Sei d;; die kleinste natiirliche Zahl soda8 fiir gewisse d;1,...,d;i—1 € Z

1 i
= —————— dija; € Ok.
Y R, an 2 B € Ox
Die w; sind linear unabhingig iiber Q, denn sie entstehen aus (ay, . ..,a,) durch

Multiplikation mit einer Dreiecksmatrix und d;; # 0.

-) Sei ¢ € Ok von der Form

1
Cc= m(clal + +C]a])

fiir gewisse ¢; € Z und ein gewisses j € {1,...,n}. Dann gilt d;;|c;: Schreibe
cj = sdjj +r mit s,r €7Z,0 <r <dj;. Esist

c—sw; € Ok
und es ist

1
c—sw; = o) <(01 —sdj1)ar + (c2 — sdj2)as + - - + mj),
n

A(al,...,

ein WS! zur Minimalitét von dj; falls nicht r = 0.
-) Sei My der von ws, ..., w, erzeugte Z-Modul. Wir zeigen mit Induktion nach
7, daf} jedes Element von Ok der Gestalt

1 ( +---+ ) €L
T=—F———(T101 + - +Tj05), T;
Aar,...,an) 1 IR ’

in My liegt. Fiir j = n heifit dies wegen Lemma 2.6.8 dafl My = Ok
Jj = lwegen dem letzten Punkt ist dq1|z1 und daher z = %wl € M.

j -1~ jES gﬂt djj'.%‘j. Es ist

T
x— L w; € Ok
d;

und nach Induktionsvoraussetzung in Mj. %'LU]' € Moy, also folgt x € M.
33
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O
2.6.10 Satz. Seien aq,...,a, € Ok linear unabhingig iber Q und sei m der
Index von M = Zay + - - - + Zay, in Ok . Dann gilt
Alay,...,a,) = +m?dk.
Beweis. Sei wy,...,w, eine Ganzheitsbasis von Og. Sei by,...,b, € M sodafl

i
b; = E CikWk, Cik, € %,
k=1

wobei ¢;; € N kleinstmoglich ist. Genauso wie in Satz 2.6.9 sieht man daf§
bi,...,b, ein freies Erzeugendensystem von M ist und das t;wy + - - + t;w;
(t; € Z) nur in M liegen kann, wenn ¢;;|t;. Also sind die Zahlen

oaqwy + -+ apwy, 0< a5 < c¢jj,

paarweise inkongruent modulo M. Offenbar sind es genau c¢q1 - - .. - ¢np viele.
Wir zeigen daf sie ein vollstéindiges Reprisentantensystem modulo M bilden:
Sei

E = Z)‘kwka )\k € Z;
k=1

ein Element von Og. Sei 0 < p, < ¢py sodal A\, = g, mod ¢, und setze

An ~ Mn
PRy
Cnn
Dann gilt
n—1
€= Anbn + ptnwn + > (A — Ancnk)w.
k=1

Sei 0 < pip—1 < Cp—1,n—1, s0daBl Ap—1 — Apcpn—1 = pn—1 mod cp—1,n—1. Setze

Anfl — Mn—1 — Ancn,nfl

Cn—1,n—1

Anfl =

Dann gilt
= Apby + PnWp + Ap_1bp1 + Pp—1Wp—1+

n—2
+ Z()\k - Ancnk - An—lcn—l,k)wk-
k=1
Verfihrt man weiter, so erhilt man schliefllich
£= D aba+ Y
k=1 k=1
wobel ag, ux € Z,0 < pg < cgg- Also ist der Index

m=[0Og:M]=c11-..." Cpn,
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und
A(byy...,by) = (det(cij))?A(wi, .- -, wy) = (Cp v -+ -+ Con)* 0K
Da sowohl {ay,...,an} als auch {by,...,b,} den Modul M erzeugen ist
(al, [P ,an) = (bl, .. ,bn)(’y”)

mit (vy;;) € Z™*™ invertierbar, also

A(al,...,an) = iA(bl,,bn)

|
LEI.8,
2.6.11 Lemma. Istn € Z,a € K, b = a+n, so gilt A(1,a,...,a™ 1) =
A(1,b,...,0" ).
Beweis. Wie in Satz 2.6.5 gilt
e n(n=1)
A(l,a,...,a 1) = (_1) 2 H(U]((l) _Ui(a))‘
i#]
Es ist
0;(b) — 0i(b) = (05(a) +n) — (oi(a) + n) = 0;(a) — 0i(a).
|

2.7 Quadratische Zahlkorper, Kreistei-
lungskorper

Ein algebraischer Zahlkorper F heifit quadratischer Zahlkorper, wenn [F : Q] =
2.

2.7.1 Satz. Sei F ein quadratischer Zahlkirper. Dann ist F = Q(v/d) fiir eine
gewisse quadratfreie ganze Zahl d. F/Q ist Galois mit Gruppe

G= {idF, \/EH —\/L_i }
Es gilt

0w — 7 + 7°\/d , d=2,3 mod4
"Tlz2+2-4Y4 d=1 mod 4

Beweis.
-) Sei a € F'\ Q. Dann gilt F' = Q(a) und a muf einer Gleichung der Gestalt

aX?+bX +c¢=0

mit gewissen a, b, c € Z geniigen. Es folgt

a=21—a<—bi\/b2—4ac).
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Schreibe b? —4ac in der Form A%d mit A, d € 7, d quadratfrei. Dann gilt offenbar
1

also ist F = Q(v/d).

-) Die Abbildung
| F — F
o a+bv/d — a—bV/d.

ist offenbar ein Automorphismus von F/Q, denn Vd, —+/d sind Nullstellen des
irreduziblen Polynoms X? — d. Der Fixpunktkdrper von

G= {idF, (f}
ist gleich Q, also ist F//Q Galois mit Gruppe G. F ist der Zerfallungskorper des

separablen Polynoms X2 — d.

) Ist v € O, so ist tr§y, N§(y) € Z. Da das Minimalpolynom von v die
Gestalt
X2 - trg(y)X + N(g(*/)

hat gilt auch die Umkehrung. Man berechnet fiir v = r + sVd, r,s € Q,
trg (v) =2r, Ng (v) = r? — sd.

Es folgt
YEOr & 2rc ZLAr? —s*de L.

Sei nun v € Or. Dann folgt 4s2d € Z und da d quadratfrei ist 2s € Z. Bezeichne
m := 2r, n = 2s. Dann gilt m? — n?d = 4(r®> — s2d) =0 mod 4.
Sei d = 2,3 mod 4. Dann gilt

2 4 2n2 d
0=m?—dn?= m2+ Z ’
m-+n , d

2
d4
, ( mod4)

o2 = 0 , z gerade ( mod 4)
1 , z ungerade

ist dies nur moglich fiir m, n gerade. Es folgt r,s € Z. Umgekehrt ist trivialer-
weise Z + Z/d C Ok, denn Vd € Ok.

Sei d =1 mod 4. Dann ist m? — dn? = m? —n? mod 4, also sind m und n
entweder beide gerade oder beide ungerade. Es ist

Z+Z
5 2n€+ 2

-1 -1
’yzg_i_g\/g:m—l—n_}_ +Vd +\/E_

Umgekehrt ist trg(%‘/ﬁ) =-1, N&(*%‘/E )=13t € L.
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LEI.68
2.7.2 Lemma. Es gilt

4d ,d=2,3 mod4
op =
d ,d=1 mod4

Beweis.
) Sei d =2,3 mod 4, alpha; = 1, ay = V/d. Dann ist

2 0
or = det(tr(a;a;)) = det ( 0 2d ) = dd.

)Seid=1 mod4,a; =1, as = _1+\/3. Dann ist

2 -1
(n(aas) = (_} 5a ).
also 0 = d.

O

Den durch v/d + —v/d gegebenen Anhomorphismus von F/Q bezeichne mit
z +— z'. Ist p eine Primzahl, und ist p € Spec OF, p/(p), so sind alle iiber (p)
liegenden Primideale gegeben durch {p,p'} (es kann p = p’ sein).

2.7.3 Satz. Sei p Primzahl. Dann gilt:
Fall p ungerade:

(i) ptdér, d quadratischer Rest mod p = (p) =pp’, p #p'.
(i) ptér, d quadratischer Nichtrest mod p = (p) = p.
(iii) plér = (p) = p*.

Fallp =2:

(i) 210r, d=1 mod 8 = (2) =pp’, p #p’

(ii) 246p, d=5 mod 8 = (2) =p
(iii) 2|65 = (2) = p>

Bemerke: Ist d = 2,3 mod 8, so ist dp = 4d also 2|6p. Ist d = 0,4 mod 8 so
ist d nicht quadratfrei.

Beweis. Seir = #{p € SpecOr : p/(p)}, e der (gemeinsame) Verzweigungsin-
dex und f der (gemeinsame) Restklassengrad. Wegen efr = [F : Q] = 2 konnen
nur drei Fille eintreten:

I r=2 , e=1 ,

(I r=1 , e=1
(III) r=1 , e=2

=
Il
— N

Sei p # 2.
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(4): Sei a2 = d mod p. Wir zeigen

a?—d
(0) = ) (.0 + Vd, a =V, . ) = .0+ )(p.a—Va).
Zum ersten " =": Der zweite Faktor rechts enthilt p und 2a. Da p, 2a relative
prim sind ist er gleich Op. Zum zweiten " =". Es gilt:

p-p=p-p,p-(a+Vd) = (a+Vd) p,pla—Vd) =p-(a—Vd),

a®>—d

p- = (a + Vd)(a — Vd).

Es kann nicht gelten (p,a + V/d), (p,a — v/d) C p, denn dann wiirde p sowohl p
als auch 2a enthalten. Also gibt es mehr als ein Primideal iiber (p).

(#4): Sei p/(p). Wir zeigen f(p/(p)) = 2. Wire f(p/(p)) =1, so ist also Op/p =
Z[pZ. Sei a € Z, sodaBl a = vd mod p, dann gilt a> = d mod p und wegen

p/(p) auch a® = d mod p. WS!.
(i1): Wir zeigen
() = D)0V, 5) = (. V.

Zum ersten " =": Der zweite Faktor ist gleich Or denn er enthilt p und g und
die beiden sind relativ prim denn d ist quadratfrei. Zum zweiten " =": Es gilt

d

Es folgt dass jedes P8 in der Darstellung von (p) mindestens quadratisch
auftreten muf} .

Sei p=2:
(©):Sei d =1 mod 8 (dann ist ép = d also 2t dF). Es gilt

1+vVd 1—+vd 1—-d 1+Vdy ., 1-+d
(2)_(2)(2’ 2 7 2 7 8 )_(2’ 2 )(2 2 )
Zum ersten " =". Der zweite Faktor ist gleich Op. Zum zweiten "' ="":
2_2:2_2,21+\/E:1+\/c_i_2’2_1—\/822_1—\/8’
2 2 2 2
Gl=d _1+Vd 1-vd
8§ 2 2

Weiters kann nicht (2, 1+T\/3), (2, 1_2*/3) C p, denn sonst 1 € B.

(74): Sei d = 5 mod 8 (wieder ist dp = d also 2 { ). Sei p|(2), und angenom-
men f(p/(2)) = 1. Dann existiert a € Z mit a = 1+2—‘/E mod p. Da % der
Gleichung X? — X + 1%1 = 0 geniigt folgt a? — a + 1%‘1 =0 mod p also auch

1-—
a2—a+TdEO mod (2).

Da stets a> —a =0 mod 2 folgt 2|17¢ d.h. d =1 mod 8 WS!.
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(44i): Sei 2|dp. Dann mufl d = 2,3 mod 4 sein. Fiir d =2 mod 4 gilt
2
2 = (2,va)

fiir d =3 mod 4 gilt
2
) = (2,1+\/E) :

2.7.4 Satz. Sei d < 0. Dann gilt
(i) d=-1= 0% ={1,i,-1,—i}
(ii) d= -3 = 0% = {£1, 2w, £w?} mit w = —1+Y/=3
(iti) d < —3,d = -2 = O% = {1}
Sei d > 0. Dann gibt es eine Einheit u > 0,u € Op C R, sodafl
Or ={xu™:meZ}.

Beweis. Sei d < 0.
) d=2,3 mod 4. Ist u € O}, schreibe u = z + yVd, z,y € 7. Dann ist

+1 = N(u) = 2* + |d|y*.
Ist d = —1, folgt (i). Ist |d| > 1 folgt uw = £1.

-)d =1 mod 4. Schreibe u € O% als u = #ﬂ mit x,y € Z,z =y mod 2.
Dann ist

_ @+ ldy?

= R

also z2 +|d|y? = 4. Im Fall d = —3 erhilt man aus 2 +3y? = 4 die Moglichkeiten
(¢7). Ist |d| > 3, folgt w = £1.

Sei d > 0:
-) Wihle z,y € N eine Losung der Pellschen Gleichung 22 — dy? = 1. Dann ist
u=2z+Vdy € O} denn

+1 = N(u)

1=N(u)=u-u,
und u > 1. Wihle 90 > .
-) Es gibt nur endlich viele @ € O mit max{|al,|a’|} < M: In jedem Fall 148t
sich a € Op schreiben als a = $+2—y—ﬁ mit gewissen z,y € Z. Wegen o = #

folgt

x|+ y\/a
maxe{lal o'} = 1TV

JIst ve O, 1 <v < M,soist v = ﬂ:%, also —1 < v' < 1. Es kann daher nur
endlich viele solche v geben.

-) Sei € die kleinste Einheit 1 < € < M. Ist 7 € O3, 7 > 0, sei s € Z sodafl
€ <7 < et Dann ist also 1 < 7¢7* < € und da 7e"s € O} folgt 7¢~° = 1.
Ist 7 < 0,7 € O3, so folgt —7 = €°, also 7 = —¢°.
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O

2.7.5 Definition. Sei m € N,(, := e . Der algebraische Zahlkorper F' =
Q(&n) heiit Kreisteilungskorper der Ordnung m.

Es ist (;, Nullstelle von X™ — 1 =0 und es gilt
X" —1=(X-1)(X=C(n)eeer (X =(¢07h,

also ist F' der Zerfillungskorper des (separablen) Polynoms X™ — 1 und daher
ist F//Q Galois.

2.7.6 Lemma. Sei G = Gal(F/Q) fir F = Q((m). Dann ist G = (Z /mZ)* via
¥ : G = (Z/mZ)* wobei fir o € G gilt ¢y = oD Also dst [F:Q = ¢o(m),
wobei ¢ die Eulersche p-Funktion bezeichnet.

Beweis. Ist o € G so folgt aus ¢! =1 auch (0({r))™ =1, also
oCm = C;Z(G)

fiir ein geeignetes ¥(0) € Z/mZ. Da o~ ' existiert und id : ¢, = ¢}, folgt
Ho) € (Z/mZ)*. Wegen F = Q((,) ist o injektiv.

Sei f das Minimalpolynom von (,, dann gilt f € Z[X] und
X™ -1 = f(X) - h(X) fiir ein gewisses h € Z[X]. Sei p prim, p { m.
Angenommen f(¢2) # 0. Dann folgt h((?) = 0. Betrachte modulo p:
Dann ist h(X?) = h(X)P, also h((x) = 0 und damit haben f und h mo-
dulo p einen gemeinsamen Faktor. Aslo hat X™ — 1 modulo p mehrfache
Nullstellen, ein WS!, denn (X™ — 1) = mX™~! hat nur die Nullstelle 0.
Es folgt daB fiir jedes a mit (a,m) = 1 gilt f(¢&,) = 0. Damit ist 9 surjektiv.

Sei ¢ (X) := H(a’m)zl(X —(2)- ¢ heilt m-tes Kreisteilungspolynom.
Offenbar gilt [[;,, #a(X) = X™ — 1.

2.7.7 Lemma. Es gilt ¢,,(X) € Z[X]. ¢, ist irreduzibel.

Beweis. Es gilt ¢ (X) = [[,cq(X — 0Gn), also ist ¢, das Minimalpolynom
von (, iiber Q. Wegen (,,, ganz und Z ganz abgeschlossen gilt ¢,,, € Z[X].

2.7.8 Lemma. Seip Primzahl, ptm, € Spec O, B/ (), ¢ := (m- Dann sind
1,¢,...,¢™ 1 verschiedene Elemente in Op/P. Es gilt:

p/F/®) =1 mod m.

Beweis. Bsgilt 1+ X +...+ X™ 1 = [[™1(X - ¢?), also folgt (X = 1)

m—1 )

m=[[@-¢".

i=1
Daptmist m Z0 mod . Also folgt ¢* Z1 mod P fiirallei =1,...,m — 1.
Damit ist (! # ¢/ mod P fiir alle 0 < i,5 <m —1,14 # j.

Die Elemente {1,(,...,(™ 1} sind also eine Untergruppe von (O /P)* mit

Ordnung m. Es folgt m|(pfF/®) —1). -

DEI.71
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2.7.9 Lemma. Es gilt A(1,(,...,¢?M=1)|mem),

Beweis. Es gilt X™ —1 = ¢,,(X)g(X) fiir ein gewisses g € Z[X]. Es folgt
mX™ ! = ¢, (X)9(X) + ¢m(X)g'(X) und damit

m¢™ ™t = ¢1,()g(¢)-
Wegen N (¢) = +1 folgt

£ = N (6 (O) N (9(0)) = £8(1,¢,. ¢ )N (9(0)).

2.7.10 Lemma. Sei p Primzahl, ptm. Dann gilt

(i) Or = Z[¢] mod (p)oy -

(ii) Ist n € N mit p» =1 mod m, so gilt w?" =w mod (p)o,, w € OF.
(i1i) opw = wP mod (p)o,, w € Or (0,(¢) =¢P).

Beweis.
) Sei A = A(1,(,...,¢?™~1) dann ist p { A. Sei A’ € Z sodaB A'A =1
mod p, dann folgt fiir w € Op

w=A'"Aw mod (p)o,,

und es ist Aw € Z[(] nach Lemma 2.6.8.

-) Sei w € OF und schreibe w = Y~ a;¢* mod (p) mit gewissen a; € Z. Wegen
a? = a; mod p folgt

wP =Y ai” mod (p)oy
und daher auch w?" = 3" a; (""" =Y a;¢' =w mod (p)o,.-
-) Wegen o((p)or) = (p)ox fiir 0 € G gilt (0,(¢) = (P

o(w) = Za,{i” =w? mod (p)og-

O

2.7.11 Satz. Sei p Primzahl, B € Spec Op, B/ (p). Dann gilt: Ist p ungerade
so ist P verzweigt (e(P/(p)) > 1) < plm. Ist p = 2 so ist P verzweigt
< 4im. Genauer gilt

(i) Seip{m und sei f € N die kleinste Zahl mit p¥ =1 mod m. Dann ist

pOF:‘,Bl-...-&BT

mit paarweise verschiedenen PB;. Es ist f(P/(p)) = f und r = @.

LEIL78
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(i) Angenommen m ist prim. Sei p = m, dann ist (p) vollstindig verzweigt,

es gilt fir P := (1 —(p)or € SpecOr daf f(P/(p)) =1 und
(p)OF = mp_l

Beweis.
-) Sei p { m, dann ist P unverzweigt: Angenommen pOr C P2. Wihle w €
P\ PB2. Es gilt (fiir ein n mit p” =1 mod m)

w’" =w mod pOr und daher mod 2.

Wegen p" > 2 ist w?" € P? und damit auch w € P2. WS!

(4): Klarerweise ist f die Ordnung von o, in G. Sei nun fi = f(PB/(p)), dann
gilt |OF /B| = p’* und daher ist fiir w € OF stets

wP =w mod B,
und es ist f; die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft, denn (Op/9)* ist als
Elnheitengruppe eines endlichen Korpers zyklisch. Es folgt f1|f. Wegen Lemma
2.7.8 gilt pt =1 mod m und daher f|f;.
Also ist stets f = f(P/(p)). Nach obigem ist e(3/(p)) = 1 und es folgt
[F:Q _ p(m)

ef f

(i3): Es gilt p = [T52, (1 — ¢). Setze v; = 125 = 1+ ¢+ ...+ ¢*~'. Dann ist

v; € O%: Wegen pti wihle j € Z sodafl ij =1 mod p, dann ist
S _1=C _1-(¢)
Vi TSI 1

T

=14+C+...+ () eOp.

Es folgt daB p = (1 — ¢)P~" - [I2Z} vi, und damit

(Por = 1= )5, =P

Wegen efr = p(p) = p— 1 mufl P schon prim sein und e(P/(p)) = p— 1,
F(B/(p)) =1 gelten.

-) Sei p ungerade, p/m. Dann ist Q(¢,) € Q¢ ). Seien O, und O, die entspre-
chenden Ringe ganzer Zahlen. Es gilt

pOp = (1- Cp)zz);l'
Schreibe (1 — ()0, =BT - ... - P2 mit PB; € Spec Oy, ; > 1. Dann ist also
POm = (P17 -...- PP~

und also e(B;/(p)) = a;(p—1) > p—1 > 1. Da jedes Primideal das iiber p liegt
auftreten muf ist also jedes verzweigt.

-) Sei p = 2, 2|m, 4 1 m. Schreibe m = 2mg mit mo ungerade. Dann ist —(pm,
eine primitive mgo-te Einheitswurzel, also

Q¢m) = Q¢mo)-
Da 2 { myg ist P/(2) in O, unverzweigt.
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) Sei p = 2, 4)m. Dann ist i € Q((n) und klarerweise ist ¢ € OF. Wegen
(1 — )2 = (—14)2 folgt

und es folgt wie oben das alle 3/(2) verzweigt sind.

2.7.12 Korollar. Sei B/(p), pt m. Dann ist Gy = (o).

Beweis. Sei w € . Dann gilt o,(w) = w? = 0 mod P, also 0, P C P. Da
opP maximal ist folgt o, P = P. Es gilt r - |Gp| = ¢(m), also muB |Gg| = f

sein. Nun ist f die Ordnung von op also f = |{(op)|. .

2.7.13 Satz. Sei m prim. Dann gilt O = Z[(].

Beweis.
-) Die Inklusion O D Z[(] ist klar. Sei a € O, a = ag+ a1l + ...+ am 2(™2
mit gewissen a; € Q (beachte [F': Q] = p(m) =m —1).

-) Es gilt ma; € Z: Da m prim ist, ist deg ¢, = [F: Q] = p(m) = m — 1, also
¢m(X) =1+ X+ ...+ X™ 1 Es folgt
tr¢d = -1, m+¢j.
Alsoist (s =0,...,m —2)
60(aC™*) = tr(a0C™ + .-+ g+ -+ AmaC™2) =

=—ayg—...—as—1+(m—1)as —asy1 — --. — Am—2,

und daher
tr(al™% — al) = mas,.

Wegen a(~* — al € Oy folgt ma,; € Z.
-) Sei X :=1— ¢, dann gilt (m)o, = (A\)3-". Schreibe

ma=by+bA+...+ bm_gx\m_2,bi € 7.

Wegen ma € (m)o, C (Ao, folgt A\|bp in Op. Wegen m = A"~y fiir ein
u € 0% gilt
mm ! = N@m)=+NQO™ ) =+tNN)™!

und es folgt wegen N(A\)|N(bo) in Z auch m™=1|(by*~")™~! in Z. Da m prim
folgt m|bo. Also folgt A™~!|by in Op und wir erhalten wegen ma € (m)o, C
(A?)o, auch

)\2|b1)\ in OF,

also A|by in Op. Nimmt man die Norm so folgt wieder m|b;. Fahrt man so fort
erhilt man m|b;, i =0,...,m — 2, also
b by b,

a= =24 Ix4.. 4+ 2222 ez = Z[¢).
m m m

COI.80
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O

Wir betrachten als weiteres Beispiel den algebraischen Zahlkdrper K =
Q(+/2). Dieser ist nicht Galois, die Homomorphismen von K/Q sind gegeben

durch
id : 3v/2 —» 32
(o T 3\/i = (3 3\/5
oo W o QNG

2mwi

wobei (3 =e75 .
Wir wollen zunéichst (fiir allg. Q( /m) siehe [N,narkiewicz]) O bestimmen.
Dazu brauchen wir ein Lemma.

2.7.14 Lemma. Sei K = Q(a), a € Ok ein algebraischer Zahlkdrper, f(X) das
Minimalpolynom von a. Sei angenommen daf8 f Eisenstein ist beziiglich einer
Primzahl p, d.h. mit f(X) = X"+ a,_1 X" 1 +...+ag gilt

plai, i=0,...,n—1, p*{ao.
Dann ist der Indezx [Ok : (Z+ Za+ ...+ Za™ )] nicht durch p teilbar.

Beweis. Wegen a™ = —(a,_1a™ ' +...+ap) und pla; ist % € Ok . Weiters ist
N (a) = ag nicht durch p? teilbar.

Setze M = Z + Za+ ...+ Za" ', m = [Ok : M]. Angenommen p|m. Dann
existiert ein Element £ € Ok sodaf}

§¢ M, p§ e M.

Denn Ok ist eine abelsche Gruppe der Ordnung m, und wegen p|m existiert
ein Element mit Ordnung p. Dann ist also £ = (b + bia+...+ bn,la"_l)ll—) mit
gewissen b; € Z sodafl nicht alle b; durch p teilbar sind. Sei j minimal sodaf}
p1tbj, und betrachte

. 1
n:=(bja’ +...+ bn_la”_l);; =

b b bi_ ;
=¢t-(2+La+.. 2L g eok.
p p p
Es folgt
n—l]‘ n—j—1 a" n—j—2
(= bja E:na J —?(bj-i-l +bj+2a+...+bn_1a J ) € Ok.
Es folgt

N() =b}N(a)" ' — € Z.

Da p” t N(a) folgt p|b} und damit p|b; WSL.

2.7.15 Satz. Sei K = Q(+/2). Dann gilt

Ok =Z[V2]
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Beweis. Setze o = /2. Das Minimalpolynom ist f(X) = X3 — 2. Wegen Satz
2.6.5 gilt
A1, o, 0?) = (—1)3N(3V/4) = 3% - 22,

Sei m = [OK : Z[a]]. Dann gilt wegen Satz 2.6.10
+3% 22 = m?ék (2.1, %)

f ist Eisenstein bzgl. 2, also gilt 2 { m. Betrachte das Element 8 = a — 2. Sein
Minimalpolynom ist

9 X)=f(X+2)=(X+2°-2=
=X%+3.2X2+3-4X +6.

Es gilt Z[a] = Z[f], also auch m = [OK : Z[a]] = [OK : Z[,B]] und A(1,a,a?) =

A(1,8,3%). Da g Eisenstein bzgl. 3 ist folgt 3 { m.

Wegen (2.1, *) folgt m = 1. .

Wir betrachten das Primideal (5). Es gilt
X3-2=(X-3)(X*+3X—-1) mod5
und X2 + 3X — 1 ist irreduzibel mod 5 denn es hat keine Nullstelle (auspro-

bieren).
Wegen Satz 2.5.2 erhilt man

50k = P1Po
wobei f(P1/(5)) =1, f(P=2/(5)) = 2.



60

KAPITEL 2. DEDEKIND RINGE



Kapitel 3

Die Riemannsche
Zetafunktion: Definition

3.1 Die Riemannsche Zetafunktion

Zuerst einige Resultate tiber Dirichlet-Reihen.
Seien (an)nen und (b, )nen Folgen komplexer Zahlen. Sezte A, := a1 +...+
Qn, Bp :==b1 + ...+ by,. Dann gilt

N N-1
Z anby, = Anby + Z A (bn - bn—i—l)
n=1 n=1

Eine Dirichlet-Reihe ist eine Reihe der Gestalt

o0

Qan
ZF’ SE(C,

n=1

wobei (a,)nen eine Folge komplexer Zahlen ist. Schreibe im folgenden s = o+t
mit o1t € R.

3.1.1 Lemma. Ist die Dirichlet-Reihe Y .-, %2 konvergent fiir ein s = sq, s0

auch fir alle s mit Res > Resg, und zwar gleichmdifig auf allen kompakten
Teilmengen dieser offenen Halbebene.

Beweis. Schreibe n® = nfn{5=%) und wende partielle Summation an auf die

Reihe )
an _ Qan o
Z E - Z % nls—s0) "

Ist P,(s0) = Y. _, 2= so erhilt man

m=1 ms"’

nSo n3730 m5750
1

zn: ar _ Pu(so) Pm(so)+

k=m+

+ 2 Pk(so)[ksfso - (k_i_i)s—stI = (*)

k=m++1

61
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Es gilt

1 1 _ k+1 1 p
fes—s0 o (k + 1)5—30 - (S o SO)/k rs—s0+1 z
Sei M so daB8 |Py(so)] < M, k € N. Dann ist
n+1

1
+M(s—so)/ ———dz <

ma1 xs—so-i—l

M M
+

nS—SO mS—SO

(*)

1 1 s — Sp
— (ns—so + mS—3so0 + (m + ]_)s—so)

und dieser Ausdruck strebt fiir m,n — oo gegen 0 und zwar gleichm#fig auf

jedem Kompaktum in {o > g¢}. -

Die Zahl
op := inf {a eR: Z Z—Z konvergiert}
heifit Konvergenzabzisse von }_ =
Ist die Dirichlet-Reihe konvergent fiir s1 = o1 + it1, so muf} gelten a,, =
o(n?"). Es folgt dafl die Reihe in jeder Halbebene {Re(s) > o1 + 1+ 4} absolut
und gleichm#Big konvergiert. Denn vergleiche mit ﬁ

3.1.2 Lemma. Sei oy > 0 und sei A, =ay + ...+ ap, = O(n°). Dann ist die

Konvergenzabszisse von ‘:L—’; stets < oy.

Beweis. Sei |[A,| < Cn',seid >0und o > 01446, sei Py(s) =Y p_; 4. Dann
gilt

A, A - 1 1
(8) = Pua(s) n®  ms + n:;_H k [k‘s (k+ 1)3]
A k+1
s+1 d
k=m+1 %
Also folgt
C C
Pale) = Pu(s)] < s + ey + Ol [ <

1
<C(_¢s+ +|| )—>O,m,n—>oo.

1
m + 1)
3.1.3 Definition. Die Riemannsche Zetafunktion ist definiert als die Reihe

(s) i= Z%.

n=1
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Die Funktion ((s) ist analytisch auf {Res > 1}, denn setze in Lemma 3.1.2
o1 = 1. Weiters gilt fiir s e R, s > 1,

1 1 1
= —dz < <l+——.
s—1 /1 il T <((s) < +s—l

Also folgt
1< (s=1)¢(s) <8, s> 1. (3.1, +)

3.1.4 Satz. Die Funktion ((s) ist analytisch auf {Res > 0} mit Ausnahme des
Punktes s =1 wo sie einen Pol erster Ordnung mit Residuum 1 hat.

Beweis.
-) Betrachte die Dirichlet-Reihe

Wegen Lemma 3.1.2 ist (> analytisch auf {Res > 0}. Nun gilt

¢(s)

2.
28

+ C2 (S) = C(S)a

also ((s)(1—525) = (2(s). Daher hat ( eine analytische Fortsetzung auf {Re s >
0} mit moglicher Ausnahme der Punkte s mit 2°~' = 1, das sind

2
s=1+ "2 i nel.
log 2
Dort liegen hochstens Pole. Bei s = 1 ist also ein einfacher Pol mit Residuum 1
wegen (3.1, +).

-) Betrachte die Reihe
1 1 r—1 1

A (o | E R oy

S—|—....

Die Partialsummen der Koeflizienten sind < r, also ist (- analytisch fiir Re s > 0.
Es gilt

G(s) = (1= ) <0o)

also ist ¢ analytisch auf {Res > 0} mit moglicher Ausnahme von

Es bleibt nur s =1 als Pol moglich, denn wire z.B.

Ly 2Ty 2
log3 = log2”’

so wire 3" = 2™ ein WS!.
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3.1.5 Korollar. Sei (ap)nen, An=a1+...+an, 0< 01 <1, peC. Ist
A, =np+0(n),

dann hat die Dirichlet-Reihe

oo
Qn

f(s) == -
n=1 n

eine analytische Fortsetzung auf {Res > 0} mit Ausnahme von s = 1 wo ein
einfacher Pol mit Residuum p liegt.

Beweis. Wende Lemma 3.1.2 und Satz 3.1.4 an auf f(s) — p((s).

3.2 Definition von (;

Wir schreiben im folgenden f ~ g wenn sich f und g nur um eine analytische
Funktion unterscheiden.

3.2.1 Lemma. Es gilt

(i) (Eulersche Produktdarstellung)

((s) = H — > Res> 1.
p PZ p*
(it)
1
log ((s) = p—
pP;@ mp
(ii)
log((s) ~ 3 — ~ log —
°8 s TR

Beweis. Betrachte die Reihe

R-Y Y

p PZm>1

1
mp™ms :
Es gilt fiir o > 1

> o

p PZm>1

:Z Z mplmd =—Zlog<1—1%)

p PZm2>1 p PZ

Wegen lim,,_, o pl—, =0 und lim,_,¢ w = —1. Tst diese Reihe mit ) py z%

konvergent (o > 1). Man darf in R also die Summationsreihenfolge austauschen

1

sowie beliebig anordnen. Wegen der absoluten Konvergenz von 3, log(l — %)

COll.5
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folgt das das Euler-Produkt absolut konvergiert. Damit ist die Anwendung des
Distributivgesetzes erlaubt und man erhilt wegen ZPE in Z:

Ii=-IX m=% 2=

1
p p® P m>1 neN

Gleichzeitig folgt

log ((s) Zlog(l——): Z m;ms.

p PZ,m>1

Klarerweise ist log ((s) ~ log 7- Beachte, daf

Y |l = X - X (- )+ ).

p PZ,m>2 p PZm>2 p PZ
Wegen
lim log(1 —Ax) tz_ 1
z—0 .’Ez 2

ist diese Reihe vergleichbar mit }_ py ﬁ und daher konvergent fiir o > 3
und dort analytisch. Es ist

log ((s)

P, m>2

O

Sei nun k # Q ein algebraischer Zahlkorper, [k : R] = N. Es ist fiir ein

S 0 ) ’
p € Spec O, p/(p) NE(p) = (pf®B/®)Y = (N
8(p) = (p7*/7), = (Np),

wo Np = |0y /p| = p/®/®) ist.
3.2.2 Definition. Die Dedekindsche Zetafunktion des algebraischen
Zahlkorpers k ist
1
C(s) := H 1

pESpec Oy, 1- Nps

3.2.3 Lemma. (j ist analytisch fir o > 1. Es gilt

(i)
a0, N @
(ii)
log G(s) = ) Npms
p.m>1
(iit)

1
logGe(s) ~ D 7
p:f,,:l

DEIL7T
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Beweis. Esgilt 3, J(» fo < N, also gibt es héchstens NV viele p /(p) und es folgt

> |2 X

p,m>1 pPZ,m>1

< 00,0 > 1.

mpma

Es ist

1 1 N
Zlog (1— N—ps) vgl. ZNp" < Z 1?
p p p PZ

absolut konvergent, und damit auch das Produkt in der Definition von (; und
stellt eine in {Res > 1} analytische Funktion dar. Weiters ist

log (x(s) = —Zlog (1 - Nlps) = Z lepms.
3

p’mzl

Die Reihe

1
Z mNpma =R

(fo>1)v(m2>2)

vergleicht man mit > py 5o # + Efp>1 NLP,, und die zweite Reihe ist

<Y, pz po=- Also ist R konvergent fiir 0 > 3. -
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